UNIVERSIDAD DE PAMPLONA

FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS

TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE MATEMATICO

FUNDAMENTOS DE SISTEMAS DINAMICOS: TEORIA Y APLICACIONES.

AUTORA

CAMILA ANDREA CRUZ LUGO

ASESOR

MG. DIEGO ENRIQUE P1CcO LACHE

PAMPLONA, 2024



RESUMEN

Esta monografia explora la convergencia de conceptos tedricos y aplicaciones practicas en el andlisis de sistemas
dindmicos, abordando fenémenos complejos en diversos contextos. Con un enfoque particular, se investigan y
clarifican fundamentos, se estudian modelos matemadticos precisos mediante la programacién en Python, y se
realiza un andlisis detallado de planos de fase. La investigacion, respaldada por una sélida base tedrica, permite
comprender la dindmica de sistemas en situaciones fisicas especificas. La aplicacion practica de modelos, junto con
la exploracidon de modelos fisicos, contribuye a la conexidn entre teoria y realidad. la monografia no solo amplia el
conocimiento en sistemas dindmicos, sino que también proporciona una perspectiva préctica para abordar problemas
concretos, destacando la importancia de la integracion entre la teorfa matemdtica y su aplicacion en el andlisis
cualitativo de sistemas complejos.
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OBJETIVOS

Desarrollar un enfoque particular para comprender fundamentos tedricos de sistemas dindmicos, realizando un
andlisis cualitativo de los modelos, que permita un entendimiento completo y contextualizado de su dindmica.

= Investigar conceptos esenciales relacionados con sistemas dindmicos para profundizar en la comprensién
tedrica.

= Analizar modelos matemadticos precisos que describan sistemas dindmicos en contextos fisicos especificos.

= Implementar algoritmos en Python, para llevar a cabo simulaciones de modelos fisicos.
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INTRODUCCION

En el campo actual de la investigacion cientifica, la integracion de las matemadticas puras y las matematicas
aplicadas proporciona un terreno fértil para el estudio y la comprensién de fenémenos dindmicos en diversos
campos. Esta monografia proporciona un estudio en profundidad de los desafios de integrar la teoria matemati-
cay las aplicaciones précticas en el desarrollo, simulacién y andlisis de modelos matematicos de sistemas dindmicos.

El estudio de sistemas dindmicos se considera esencial para la elucidacién de comportamientos complejos en la
naturaleza y la ingenieria, siendo la capacidad de prever su evolucion temporal crucial para una amplia gama de
aplicaciones. En este contexto, la investigacién emprendida tiene como objetivo no solo comprender la esencia
matematica de estos sistemas, sino también aplicar estos conocimientos a problemas fisicos especificos. A lo largo
de la historia, la teorfa de sistemas dindmicos ha evolucionado gracias a las destacadas contribuciones de diversos
pensadores y cientificos. Henri Poincaré, el matemadtico francés del siglo XIX, introdujo conceptos cruciales de
sistemas dindmicos y llevé a cabo investigaciones pioneras en Grbitas cadticas. Emile Picard, otro matematico
francés contemporineo, contribuy6 al fundamento matematico necesario para el andlisis de sistemas dindmicos.
En el ambito de la meteorologia, Edward Lorenz comprendié el caos y la sensibilidad a las condiciones iniciales.
Ademas, Isaac Newton proporciond bases esenciales para modelos fisicos.

La integracion entre conceptos esenciales y el andlisis detallado de retratos de fases establecerd una base sélida
para aplicar estos modelos en situaciones del mundo real. Se empleara el lenguaje de programacién Python para
implementar y estudiar estas dindmicas. Este enfoque no solo contribuird al avance teérico en sistemas dindmicos,
sino que también aprovechara las capacidades practicas de Python para abordar problemas concretos de manera
eficiente y precisa, brindando asi una herramienta poderosa y versdtil para la investigacion y la aplicacion practica.

La organizacién de este trabajo es la siguiente:

Capitulo 1: Introduce las herramientas fundamentales de sistemas dindmicos necesarias para el desarrollo de la
investigacion. Se abordan definiciones clave, como ecuaciones diferenciales, el problema de valor inicial, sistemas
dindmicos y matrices.

Capitulo 2: Se adentra en el estudio de la estabilidad mediante el andlisis de la matriz jacobiana y la estabilidad de
Lyapunov.

Capitulo 3: Explora los sistemas lineales, abarcando aspectos como su representacion gréfica, bifurcaciones, flujo y
sistemas lineales planos. Ademads, se presentan ejemplos que ilustran aplicaciones de programacién en contextos
especificos.

Capitulo 4: Se centra en los sistemas no lineales, explorando fenémenos como el caos, que incluye el atractor de
Lorenz, el mapeo logistico y el exponente de Lyapunov. Asimismo, se examinan aplicaciones de programacion en
contextos particulares.

Capitulo 5: Examina diversos modelos fisicos junto con sus soluciones, aplicando estas nociones de manera practica
a través de la programacion.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Las ecuaciones diferenciales han desempefiado un papel crucial en el desarrollo de la matemética y la comprension
de los sistemas dindmicos a lo largo de la historia. Su origen se remonta al siglo XVII, cuando matematicos como
Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz comenzaron a abordar problemas relacionados con el cambio y la
variacién en distintos campos cientificos. Estas ecuaciones son la base para describir fendmenos dindmicos y se
utilizan en diversas disciplinas para modelar sistemas que evolucionan con el tiempo o en funcién de otras variables.

d d2 ar

Definicion 1.0.1. La expresion

dz’ dz’ 7 dx
se denomina ecuacion diferencial ordinaria de orden n, en la cual F representa una funcion que establece una

relacion entre x, vy, y la n-ésima derivada de y [|6].

Las ecuaciones diferenciales ordinarias describen cémo varia la variable dependiente con las variables independientes
relacionando las tasas de cambio (o derivadas).

Ejemplo 1.0.2. Considere las ecuaciones diferenciales ordinarias

d?y dy 2 d*z d?z )
d.’E2+my<d£E) :0, %+5ﬁ+322s1nt,

donde x y t representan las variables independientes, mientras que y y z denotan las variables dependientes.

Definicion 1.0.3. La expresion

F<81,827...,Sn,w 0w Ow ow )

"0s17 0sy” T 08y,

ow
representa una ecuacion diferencial parcial, en la cual w es una funcion desconocida, . denota la derivada
Sq

parcial de w con respecto a la variable independiente s; coni =1,2,3,....,n [6]].

A diferencia de las ecuaciones ordinarias, que tratan de funciones con una variable independiente, las ecuaciones
diferenciales parciales se utilizan para modelar fendmenos en los que las cantidades involucradas dependen de dos o
mas variables independientes.

Ejemplo 1.0.4. Considere las ecuaciones diferenciales parciales
6b+8b_ 82a+82a+82a_0
ou v 0x2  Oyr 022
donde u,v,x,y, z son las variables independientes y a, b son las dependientes.

Se abordardn métodos analiticos y numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. Los métodos analiticos, como
la separacién de variables, simplifican la resolucién y revelan patrones. Los métodos numéricos, como Euler y
Runge-Kutta, proporcionan herramientas precisas para aproximar soluciones en casos complejos. También est4 el
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método de diferencias finitas, que discretiza la ecuacion para resolverla numéricamente, aunque no se utilizard en
este trabajo.

Métodos analiticos para solucionar una ecuacion diferencial:

Separacion de Variables: La técnica de separacién de variables se emplea en ecuaciones diferenciales ordinarias
separables. Consiste en reorganizar los términos de la ecuacién para aislar las variables y facilitar la integracién
directa.

Por ejemplo, para una ecuacién como
L = ky
dt '
la separacion de variables implica dividir ambos lados para luego integrar, resultando en la solucién

In|y| =kt + C.

Sustituciones: El método de sustituciones se utiliza para simplificar ecuaciones diferenciales mediante la intro-
duccién de nuevas variables. Esta técnica busca transformar la ecuacién original en una forma mas manejable,
facilitando la posterior integracion.

Por ejemplo, al sustituir v = t2 en la ecuacién
dy

=2t
dt Y,
la ecuacion resultante se convierte en p
Yy _
dU - ya

que es mas facil de integrar.
Métodos numéricos para solucionar una ecuacion diferencial:

Euler: El método de Euler es una técnica simple y fundamental, especialmente adecuada para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. Este método estima la solucién mediante pasos sucesivos pequenos,
utilizando la férmula de iteracién y,,+1 = y» + h - f(tn, yn ), donde h representa el tamaiio del paso.

Runge-Kutta: El método de Runge-Kutta mejora la precisiéon en comparacién con el método de Euler. Este enfoque
utiliza promedios ponderados de pendientes en el intervalo del paso, lo que resulta en una aproximacién mas precisa
de Ia solucién.

1.1. Problema de valor inicial

El problema de valor inicial (PVI) es un tipo especifico de problema asociado con ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO). Este problema implica determinar una solucién tinica para la EDO junto con condiciones iniciales especificas.
Estas condiciones iniciales generalmente consisten en valores para la variable dependiente y, en algunos casos, sus
derivadas evaluadas en un punto especifico del dominio temporal.

Definicion 1.1.1. La forma general de un PVI para una EDO de primer orden es:

dy _

dr f(t’y)a y(tO) =Y

donde f(t,y) representa la funcion que explica cémo la variable y cambia en relacién con la variable independiente
t, y(to) es el valor inicial de y en el tiempo to, y la solucion buscada es una funcion y(t) que cumple con la ecuacion
y la condicion inicial [13|].

Las condiciones iniciales son cruciales para resolver ecuaciones diferenciales, especialmente en problemas de
valores iniciales (PVI). Estas condiciones proporcionan informacién sobre el estado del sistema durante un dominio
de tiempo determinado. Al establecer condiciones iniciales, como el valor inicial de la variable y y su derivada en
el instante ¢ = t(, se determinan las constantes arbitrarias presentes en la solucién general, transformédndola en
una solucién particular que satisface las condiciones especificas del problema. Fundamentalmente, las condiciones
iniciales sirven como limitaciones que orientan la bisqueda hacia una solucién singular y especifica.
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Ejemplo 1.1.2.

Considere la ecuacion diferencial ordinaria y la condicién inicial

dy

Yoo — 1.
o y, y(0)

Solucién Analitica: se resuelve por el método de separacién de variables, vista anteriormente, asi se tiene que

dy

2 —_9
dt Y
1d
2 _
y dt

/ldy:—2/dt
Y

In|y|=-2t+C

donde C es la constante de integracién, usando la condicién inicial y(0) = 1 queda:
Inll|=-2-04+C
entonces C' = 0, por lo tanto, la solucién analitica es:
In|y| = —2¢

por ultimo, aplicando propiedades de la exponencial
y=e 2

La solucién general de una ecuacion diferencial incluye constantes arbitrarias, no determinadas por la ecuacion.
Estas constantes se fijan mediante condiciones iniciales. La solucién particular es un caso especifico de la solucién
general, donde las constantes son reemplazadas por valores que cumplen condiciones especificas proporcionadas
por el problema, siendo tnica y ajustandose a las restricciones del contexto [|13]].

Ejemplo 1.1.3.

Considere la ecuacién de primer orden:
dy
29 _ 9
at ~ Y
Solucién General:

= Es una ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer orden y se puede resolver mediante separacion de
variables.

= Integrar ambos lados de la ecuacion, lo que lleva a:

/ldy:/2dt
Y

= Al integrar, se obtiene log |y| = 2t 4+ C donde C es la constante de integracion.

= Despejar y para obtener la solucién general: y(t) = e*+¢

Solucién Particular:

= Condiciones iniciales: sea y(0) = 1, se puede sustituir t = 0y y = 1 en la solucién general para hallar la

constante C', entonces,
1=e204C — ¢ =1In(1) =0
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= Al sustituir C' = 0 en la solucién general, se obtiene la solucién particular, y(t) = e?t,

Definicion 1.1.4. Dada una funcion g : V C R™ — R™, donde g es (globalmente) Lipschitziana en el conjunto
V' si existe una constante L > 0 tal que

l9(u) —g(v)| < Llju—vf|, VuveV

y se denomina la funcion lipschitziana [3|].

Teorema 1.1.5. Teorema de Existencia y Unicidad Suponga f € C* (continuamente diferenciable) y considere el
siguiente problema de valor inicial

dx
o f(x)
{E(to) = X0

entonces, existe una unica solucion x : (to — €, ty + €) — R™ para algiin € > 0.
Observacion:
1. La unicidad del teorema anterior es respecto a una regién que contenga el punto (¢g, xo).
2. Si f es continua y es localmente lipschitziana, se puede afirmar que existe la solucion y es tnica.
La demostracion del anterior teorema la puede encontrar en [4]].
Ejemplo 1.1.6.

Considere el siguiente problema de valor inicial, ;existen soluciones para todo el tiempo?

dz
i 1+2%  2(0) = zo.

Aqui f(z) = 1 + 22, esta funcién es continua y tiene una derivada continua para todo z. Por lo tanto, el teorema
dice que existen soluciones y son tnicas para cualquier condicién inicial xg. Sin embargo, el teorema no afirma que
las soluciones existan para todo tiempo; solo se garantiza su existencia en un intervalo de tiempo (posiblemente
muy corto) alrededor de ¢ = 0.

Sea el caso donde x(0) = 0, entonces el problema se puede resolver analiticamente mediante la separacién de

variables:
1+ 2 ’

tan lz=t+C.

lo cual conduce a

La condicién inicial (0) = 0 implica que C' = 0. Por lo tanto, la solucion es x(t) = tant. No obstante, es

. . 1 . m 7T . .
importante notar que esta solucion solo es vélida en el intervalo —3 <t< 5 ya que z(t) se vuelve indefinido

u . . .. C
conforme t se acerca a 7" Fuera de ese intervalo, no existe una solucién al problema de valor inicial para g = 0.

Las ecuaciones ordinarias son complejas, el método de solucién a veces no es suficiente y se deben utilizar otros
métodos, incluido el método de Picard, de €l se puede obtener una solucién aproximada. La iteracién de Picard es
una sucesion de funciones, relacionada con un problema de valor inicial:

dv
a f(v)

v(0) = vg, v(to) = Vo

La iteracion de Picard de este problema es la sucesién U, (t), la cual converge a la solucién del problema de valor
inicial



CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES 5

U()(t) = 7 )
Ui(t) =vo+ [ f(Uo(s))ds

to

Ua(t) =4 U2() =0 +tft F(UL(s))ds

Unir(£) = vo ift F(Un(s))ds

Las condiciones para la convergencia del método de iteracion de Picard son las siguientes:

1. Existe L > 0 tal que para cualquier ¢, uy, us:

\F(t,ul) — F(t,’LLQ)| S L|U1 — ’U,2|.

2. El dominio D sobre el cual se define la ecuaci6n integral debe ser un conjunto compacto[A.0.4]

Ejemplo 1.1.7. Sea el problema de valor inicial ' = z, x(0) =

- f)=e
t
Uas(t) = w0+ [ f(Ui(s))ds
0
¢ t
Ur(t) = o +Jf(U0(5))d5 = 2o+ [ Uy(s)ds
0
¢ t
= o + f Uo(s)ds = x9+ fl‘o(l + S)dS
L] Uo(t) = X0 0 t 0 .
= onrOfxods = 20+ 70 +fxosds
= o +$0t 0 thQ
= zo(1+1t) = ZTot ol ——
t2
= zo(l+t+ 5)

Se continiia asi sucesivamente hasta n'y asi la sucesion queda de la forma:

o0 tn
Un(t) =20 Y —
n=0

Para demostrar la convergencia de esta iteracion de Picard, se usard la solucion exacta de la ecuacion diferencial
1’ = x, que es x(t) = woet. Se mostrard que U, (t) converge a xoe! de la siguiente manera:

1. Paso base: Uy(t) = zo converge a xoe® = .
2. Hipétesis de induccion: Suponga que U, (t) converge a xoe® para algiin n.

3. Paso de induccién: Se demostrard que U, 1(t) también converge a xoe':

t
Unt1(t) = zo + / U,(s)ds
0
Utilizando la hipdtesis de induccion U, (t) — xoet, podemos escribir:
t
Uns1(t) = z0 + / zoe’ ds = xo + 2o [65]6 =20+ zo(e" — 1) = 206"
0

Por lo tanto, U,, 11 (t) también converge a ze’.

Por lo tanto, la iteracién de Picard converge a la solucion exacta x(t) = xoe'.
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1.2. Matrices

Las matrices, ideadas en sus inicios por Sylvester y luego formalizadas por matematicos como Cayley en el siglo
XIX, han evolucionado para convertirse en una herramienta fundamental en varias disciplinas. Su utilidad se
fundamenta en la eficiente organizacién y manipulacién de datos, asi como en su aplicabilidad destacada en la
resolucion de sistemas lineales.

Definicion 1.2.1. Una matriz M de a X b es un arreglo rectangular de ab niimeros reales, ordenados en a filas y b
columnas de la forma:

mir M1z ... Myj ... Mi1p
ma21 Ma22 ... M2j ... Moy
M =
mi1 mGi2 ... M4y ... Mgy
1 TMa1 Mqa2 ... Mgy ... Mgp |

donde cada m;; € R es una entrada de la matriz en la posicion ij. Una matriz cuadrada es cuando a = b [|7)].

La i—ésima fila de M es
[mi1 mia ... myp), con (1 <1i<a).

La j—ésima columna de M con (1 < j <b), es

mlj
mgj

maj

Ejemplo 1.2.2. Considere la matriz

~J 00 W
(200 R
= =N
S W O

0 3 1 2
ésta es una matriz cuadrada ya que tiene la misma cantidad de filas y de columnas, es decir, es una matriz 4 x 4.

Definicion 1.2.3. Los valores propios o autovalores, de una matriz M son las soluciones X\ de la ecuacion
caracteristica det(M — M) = 0, donde I representa la matriz identidad. Dado un valor propio A, los vectores
propios asociados son los vectores no nulos V que satisfacen la ecuacion (M — M)V =0 [8].

Ejemplo 1.2.4. Considere la matriz A y los vectores 1, x2
3 2 4 2 1
A=12 0 2 , 1 = 1 , Tg = 1 s
4 2 3 2 1

se analizard si x1 y xo son vectores propios de Ay se determinardn sus respectivos valores propios

3 2 4] 2] [16] 2
Ary =12 0 2| |1| =|8|=8]|1| =8
4 2 3| |2 [16] 2

3 2 4111 9 1
Azs= {2 0 2| [1] = [4] #A |1
4 2 3|1 |9 1

por tanto, x1 es un vector propio de A del valor propio A = 8, pero x4 no es vector propio de la matriz.
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Para una matriz 2 x 2 el determinante de la matriz se calcula de la siguiente manera, considere la matriz

a b
A= L d} , det(A) = ad — be.
Para una matriz 3 x 3 el determinante de la matriz se calcula de la siguiente manera, considere la matriz
a b c
B=|d e f|, det(B)=aei+bfg+ cdh— ceg—bdi—afh.
g h i

Definicion 1.2.5. Una matriz jacobiana es una matriz que incluye las derivadas parciales de primer orden de una

funcion en R", donde los componentes escalares se denotan como g1, g2, g3, - - - , gp 8. La formula de la matriz
Jacobiana se expresa de la siguiente manera, g(yi,y2, ..., Yn) = (91,92, - -, Gp)

a1 Oo1 .. Ou

Oy1 Jy2 OYn

892 0g2 ... Oa

Oy1 Oy OYn

Jgy) = | . :
O9p  O9p .. 9
dy1 Oy2 OYn

A lo largo de este capitulo, se han explorado los fundamentos de las ecuaciones diferenciales, brindando una base
sdlida para la formulacion y resolucién de problemas utilizando técnicas numéricas y analiticas. Estos conceptos
ayudan a comprender como cambian los fendmenos con el tiempo. El siguiente capitulo presentard el marco de los
sistemas dindmicos y demostrard cdmo las ecuaciones diferenciales se utilizan para analizar la evolucién temporal
de varios fenémenos.



2

SISTEMAS DINAMICOS

2.1. Representacion Grafica

Las representaciones graficas son herramientas importantes para analizar sistemas dindmicos, y el espacio de fase
se convirtié en un concepto fundamental para visualizar y comprender la evolucion de estos sistemas a lo largo
del tiempo. El espacio de fase es un espacio abstracto en el que cada punto representa el estado del sistema y cada
trayectoria describe como evoluciona el sistema a lo largo del tiempo desde su estado inicial.

El espacio de fase es un espacio n-dimensional, donde n es el nimero de variables en el sistema. Cada dimensién
del espacio de fase corresponde a una variable del sistema.

Puntos y Trayectorias en el Espacio de Fase:
= Puntos: Cada punto en el espacio de fase representa un estado Unico del sistema en un momento especifico.

» Trayectorias: Las trayectorias en el espacio de fase representan la evolucion del sistema a medida que avanza
en el tiempo. Estas trayectorias son curvas que conectan puntos sucesivos, proporcionando una visualizacién
dindmica del comportamiento del sistema.

Una linea de fase es una linea vertical que marca la solucion de equilibrio y evidencia la direccion en la que se
mueve una solucién no constante a medida que el tiempo tiende a infinito. Dependiendo del patrén que se forme por
las flechas, se determina la naturaleza de las soluciones de equilibrio.

FOUENTE SUMIDERO NODO

Figura 2.1: Tipos de lineas de fase. Elaboracién propia.

Ejemplo 2.1.1. Considere la ecuacion diferencial dada por

dx
= aw,

==

. . , dz
donde x = x(t) representa una funcion desconocida de valores reales respecto a una variable real t, y T denota
su derivada. El pardmetro a define ecuaciones diferenciales distintas para cada valor particular.

La solucion de esta ecuacion se realiza mediante el método de variables separables
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dx
o=
d—z = /adt,
x

In|z| = at + ¢,
2(t) = ke,

ax,

. , ., e '/L‘
donde k puede ser cualquier niimero real. La funcion x(t) = ke® representa una solucion, ya que — = ake®,y
i ) dt
no existen otras soluciones.

Demostracion. Para demostrar esto, suponga u(t) como otra solucién y calcule la derivada de u(t)e™%:

i —at _ i —at . —at
dtu(t)e = dtu(t)e + u(t)(—ae™*")
= au(t)e”* — au(t)e”
=0

lo que implica que u(t)e™ " es una constante k, y por lo tanto, u(t) = ke®. Esto confirma que no hay otras
soluciones. O

La constante k se determina completamente al conocer el valor ug de la solucién en un momento especifico ¢y. Se

obtiene k al resolver la ecuacion: U
0

keato = Uuop, k= )
eato

y asi se obtiene una solucién dnica que satisface la condicién inicial z(tg) = wuo.

oL d .
Esto se expresa comtinmente como un problema de valor inicial: =0 2(0) = ug. Una solucién z(t) de este

problema no solo resuelve la ecuacién diferencial, sino que también toma el valor inicial ug en ¢ = 0. Cuando
k = 0, existe una solucién especial: z(t) = 0, conocida como solucién de equilibrio o punto de equilibrio para la
ecuacion.

.. dzx . . . .
La constante a en la ecuacién i ax puede considerarse como un parametro. Si a cambia, la ecuacién y sus

soluciones también varfan.
(Se puede describir cualitativamente como cambian las soluciones?

1. Sia=0, lim ke* = k-1 =k, una constante.
t—+oo
2. Sia>0:
s 1im ke® es co parak > 0, —oco para k < 0,y 0 para k = 0.

t—o00

s lim ke =0.
t——o0

3. Sia<O:

s lim ke® = 0.
t—o00

» lim ke esooparak >0, —ooparak < 0,y 0 para k = 0.

t——o0

El comportamiento de las soluciones es notablemente diferente cuando a es 0, positivo o negativo. Cuando a = 0,
las soluciones son constantes (ver Figura[2.2a). Cuando a > 0, todas las soluciones no nulas se alejan del punto de
equilibrio en 0 a medida que ¢ aumenta, mostrando un comportamiento de fuente (ver Figura[2.2b), mientras que
para a < 0, las soluciones tienden hacia el punto de equilibrio, exhibiendo un comportamiento de sumidero (ver

Figura[2.2¢)).
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k0

(a)a=0 b)a>0 ©a<0

Figura 2.2: Comportamiento. Fuente [4]]

2.2. Sistemas dinamicos

Los sistemas dindmicos, fundamentales para comprender fendmenos en constante cambio, tienen una rica historia
que se remonta al trabajo pionero de matematicos como Henri Poincaré en el siglo XIX. Su contribucién a la teoria
de sistemas dindmicos y el descubrimiento del caos establecieron las bases para entender la complejidad inherente
en sistemas no lineales.

Un sistema dindmico es un conjunto de elementos o ecuaciones que describen como las variables se interrelacionan y
evolucionan con el tiempo. Estos sistemas se utilizan para describir y analizar cémo las variables o estados cambian
con el tiempo o en funcién de otras variables. Los sistemas dindmicos pueden ser fisicos, bioldgicos, econdmicos o
cualquier otro tipo de sistema que exhiba un comportamiento que evolucione con el tiempo.

Clasificacion de los sistemas dinamicos:

= Los sistemas continuos se caracterizan por un desarrollo suave y continuo a lo largo del tiempo, donde
las variables cambian de manera fluida y no abrupta. Estos sistemas se describen mediante ecuaciones
diferenciales que representan la variacidn temporal en funcion del valor actual de la variable. Por el contrario
de los sistemas continuos, en los sistemas discretos, los cambios ocurren en pasos de tiempo discretos, donde
las variables solo cambian en momentos especificos. El modelado matematico de sistemas discretos implica
el uso de ecuaciones en diferencias para expresar como cambian las variables entre pasos de tiempo discretos.

Un sistema continuo n-dimensional se puede representar por la ecuacion:

dx
Y _r
dt (fL'),
d d .
donde z = [x1, 2, ..., 2,]T es el vector del estado del sistema, d—j = % ER"y

— T . ,
F =[fi(x), fa(x), ..., fu(x)]* : R* — R™.
= Un sistema dindmico auténomo es un sistema cuyo comportamiento se desarrolla de forma independiente
en el tiempo, es decir, su desarrollo no depende directamente de variables temporales externas. La ecuacién
diferencial general para un sistema dindmico auténomo puede expresarse de la siguiente manera:

dzx

o= 1@

donde # denota el vector que contiene las variables del sistema, y f(Z) es una funcién que describe las tasas
de cambio de dichas variables.

= Por otro lado, los sistemas no auténomos son dependientes del tiempo, lo que significa que su evolucidn estd
relacionada con variables temporales externas. Estos sistemas a menudo modelan fenémenos que varian en el
tiempo, como fuerzas externas peridédicas o cambios en los parametros del sistema. La ecuacién diferencial
para un sistema dindmico no auténomo incorpora explicitamente la dependencia del tiempo, esto se expresa
como: .
z .
a 160
donde & representa el vector de variables del sistema, y f(¢, &) es una funcién que describe las tasas de
cambio, dependiendo tanto del tiempo ¢ como de las variables del sistema.
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= Los sistemas lineales se rigen por ecuaciones diferenciales lineales, lo que implica que hay una relacién
proporcional entre las variables y se mantienen las propiedades de superposicién y homogeneidad. Esto se
expresa de la siguiente manera:

—

- . . ) dx
donde ¥ representa el vector de variables del sistema, A es una matriz constante y T denota las tasas de

cambio de las variables. Para un sistema lineal bidimensional, las ecuaciones podrian ser:

day o .
— = 01171 T A1222
dt
das o
— = 02121 + a22%2
dt

= Por el contrario, los sistemas no lineales contienen ecuaciones diferenciales no lineales que introducen
términos no proporcionales y conducen a un comportamiento mas complejo y a menudo impredecible, esto se
puede representar mediante:

donde, f(Z) es una funcién no lineal de las variables presentes en el sistema.

Definicion 2.2.1. Un sistema dindmico continuo en una dimension es una ecuacion diferencial de la forma

az
o = Fal), 1

donde t es la variable tiempo, x(t) : I — A es una trayectoria,  : A X I — R es una funcion diferenciable
con continuidad, el conjunto A C R es abierto, no-vacio, I es un intervalo abierto de la forma (a,+00), donde
a € RU{—o0}, o de la forma (—c0, a) donde a € RU {oo}

. o . dT . .
Resolver un sistema dindmico continuo i f(x(t),t) es encontrar todas las posibles trayectorias x(t) que
satisfagan esta ecuacién. A cada una de las tales trayectorias x(¢) se le conoce como una solucién al sistema
dindmico.
Un punto de equilibrio en un sistema dindmico es un estado donde las variables del sistema no cambian con el

tiempo. Esto quiere decir que el sistema permanece en reposo.

Definicion 2.2.2. Un punto de equilibrio es considerado estable si las soluciones cercanas permanecen proximas
durante todo el tiempo futuro. Considere x* € R™ como un punto de equilibrio para la ecuacion diferencial [3|].

Entonces, x* es estable si, para cualquier abierto o de x* en R", existe un abierto o1 de x* en o tal que, para toda
solucion z(t) con x(0) = g en o1, se cumple la condicion.

Suponga que el sistema n-dimensional © = F(x) tiene un punto de equilibrio x* y todos los valores propios del
sistema linealizado en x* tiene partes reales negativas. Entonces x* es asitoticamente estable.

Considerando un sistema dindmico descrito por una ecuacién diferencial ordinaria:

az .
o f(Z)

donde 7 es un vector que representa el estado del sistema y la funcién f(Z) describe cémo el sistema experimenta
cambios en funcién de su estado.

Definicion 2.2.3. Un punto critico x* del sistema es un punto que satisface f(x*) = 0, lo que indica que el sistema
no cambia en ese estado [3)].

La estabilidad de un punto critico estd relacionada con cémo evolucionan con el tiempo las perturbaciones alrededor
de ese punto. Si la perturbacién tiende a disminuir y el sistema regresa al punto critico, se dice que es estable. Si la
perturbacion tiende a aumentar, el punto critico es inestable.
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Ejemplo 2.2.4. Considere la siguiente ecuacion:

dz

— =221,

dt
se buscan los puntos criticos resolviendo la ecuacion f(z) = 0, donde f(z) = 2> — 1 = 0 los puntos criticos z*
sonz*=—1yz*=1
Para analizar la estabilidad, se evaliia la derivada de f(z) con respecto a z en los puntos criticos y queda que

fi(z) =2z
siz¥ = —1yz* =1, entonces
fi(=)=-2fQ1)=2
por lo tanto, el punto critico z* = —1 es estable, mientras que z* = 1 es inestable.

La estabilidad de un punto critico se evalia mediante la matriz jacobiana del sistema en el punto critico. Si todos los
autovalores de la matriz tienen partes reales negativas, el punto es estable o si tienen parte reales positivas el punto
es inestable.

Definicion 2.2.5. Convergencia hacia el Punto Critico: Sea x* el punto critico del sistema. La convergencia hacia
este punto se expresa mediante la condicion:

lim ||x(t) —x*|| =0,

t—oo
donde x(t) representa la solucion del sistema en funcion del tiempo t [|1].
Los puntos de equilibrio se pueden clasificar de la siguiente manera:
Casos robustos:

= Fuente: Un punto de equilibrio z* en un sistema dindmico auténomo — = f(z) se denomina "fuente"si

todas las componentes de la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana J evaluada en £* son positivas.
Es decir, para los autovalores A1, Aa, . .., Ay, se cumple Re();) > 0 para todo i.

. R . o . T . . .
= Sumidero: Un punto de equilibrio 2* en un sistema dindmico auténomo — = f(x) se denomina "sumidero"si

todas las componentes de la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana J evaluada en x* son negativas.
Es decir, para los autovalores A1, Ag, . .., Ay, se cumple Re();) < 0 para todo i.

= Silla: Un punto de equilibrio z* se llama "punto de silla"si tiene al menos un autovalor con parte real positiva
y al menos uno con parte real negativa.

Casos marginales:

= Centros: Un punto de equilibrio z* se llama "punto de centro"si todos sus autovalores son complejos
conjugados y tienen parte real nula.

= Puntos de orden superior y no aislados: al menos un autovalor es cero.
Ejemplo 2.2.6. Considere

da db
— =2a—-b, —=a+0
dt Tt ’
se encontrardn los puntos criticos resolviendo las ecuaciones
2a—b=0, a+b=0,

esto da el punto en (0,0). Luego, se evaliia la matriz Jacobiana en el punto
2 -1
J = ,
1 1
se calculan los autovalores de la matriz Jacobiana resolviendo la ecuacion caracteristica

‘2—)\ -1 ‘

1 1-x =(2-N)1-X) = (=1)(1) = A2 =3\ +3.
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Esto lleva a los valores propios:
3+iV3
Alg = —F—.
2
Para analizar la estabilidad de los valores propios, se considera la parte real de los autovalores, la parte real de un

. . 3
niimero complejo a + bi es a. En este caso, la parte real es 5

Plano de Fase de Ecuaciones Lineales
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Figura 2.3: Plano de fase de ecuaciones lineales. Elaboracién propia.

Dado que 3 > 0, se puede concluir que los puntos asociados a estos autovalores son inestables. Por lo tanto, la

estabilidad de los puntos en (0,0) estd determinada por la parte real positiva de los autovalores y se clasifican
como inestables como en la figura[2.3|y es una fuente.

Algorithm 1 Plano de fase

Entrada: Rango de valoresde z e y
1: Definir las ecuaciones diferenciales 2z — y, x + y.
2: Crear una malla de los valorde x e y
3: Crear un campo de direcciones normalizado
Salida: Gréfico del plano de fase

2.3. Flujo en el Espacio de Fase

El flujo describe cémo las soluciones de una ecuacién cambian a lo largo del tiempo, permite visualizar la evolucién
y la trayectoria de un sistema dindmico. Al comprender el flujo, no solo obtienen una vision estdtica de los estados

de equilibrio, sino que también capturan la esencia de cémo esos estados se alcanzan y se abandonan en el transcurso
del tiempo.

d
Definicion 2.3.1. El flujo de una ecuacion diferencial de la forma Y f(t,y) se define como la funcion

¢ : R X R™ — R", tal que: ¢ es derivable; el flujo se puede considerar como la solucion general de una ecuacion
[12].

Propiedades:
= ¢ es diferenciable
= 9(0,2) =x
u ¢(t0 + tl; fE) = ¢(t07 ¢(t1a (E)) = d)(th ) © ¢(t1,(L’)
Ejemplo 2.3.2.
dx
=
t
Y -y 23
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3 3
Pruebe que ¢(t, (xo,y0)) = <xoet, (yo — ﬂif) et + ﬁ]est) es flujo.

Demostracion. = ¢ es diferenciable, ya que las funciones exponenciales son diferenciables en todos sus puntos.
23 23 o B
 0(0.0) = 60, o) = (2%, (= )04 o) = (= T+ ) = (@)

m P(t+s,2) =o(t+ s, (x,y) = oL, d(s, x), d(s,y)), se probard esta igualdad:

23 3 3
(l‘€t+s, Y — 4) e—t—s + 4 €3t+3s) — qu (t’xes’ <y _ 4) e—s + 4e3s>
3 3 3 3 3 3
(xetes, (y _ Z) e—te—s + 1 631‘,63.9) — (xetee’ <ye—s _ %e—e + %63‘3 _ 463“”:) e—t + %631‘,633
3 3 3 3
(metec:’ (y _ 'Z) e—te—s + Ze3te3s) — (:L’ete“’, <y _ Z) e—te—s + :121637563‘5)
3 3
dondecy =x,co = —,c3 =y — —
El flujo es la solucion de la ecuacion diferencial:
d d
Y= gt ==y
Ccllt t d 3t
di; +y=2a°= etd—i +e'y = elx® — haciendo la integral, queda y = Q¢ 4 c3et.
O
d
Definicion 2.3.3. (Dependencia continua en condiciones iniciales.) Sea ¢(t,x) flujo del sistema ditj = F(x),

donde F es C'. Entonces ¢ es una funcion continua de x [13|].

Una orbita es la trayectoria que sigue una solucion del sistema dindmico en el espacio de fase. Para un sistema de
ecuaciones diferenciales auténomo:

dx
ar = f(x)

una Orbita es el conjunto de puntos y(zg) = {&(t, zo) | t € R} donde ¢(t, zo) es el flujo del sistema, xq es la
condicidn inicial y ¢ es el tiempo. En otras palabras, la 6rbita de una solucién z(t) es el conjunto de puntos en el
espacio de fase que la solucién recorre a medida que ¢ varia.

Un ciclo limite es una solucion periddica aislada de un sistema dindmico auténomo en el plano de fase. Formalmente,
consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo en R?:

dx
T = f(=)

donde r = (71,72) € R?y f : R? — R? es una funcién suave. Un ciclo limite + es una curva cerrada en el plano
de fase tal que:

1. v es una 6rbita periddica del sistema. 2. «y es aislada, es decir, existe una vecindad U de -y tal que no hay otras
Orbitas periddicas en U.

Definicion 2.3.4. Si ¢(t, xo) es el flujo del sistema, entonces un ciclo limite ~y es una drbita para la cual existe un
periodo T > 0 tal que $(T, x¢) = x para xo € v, y no existe una secuencia de drbitas periddicas distintas que
converjan a .
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Una separatriz es una trayectoria en el espacio de fase que separa diferentes tipos de comportamientos dindmicos.
En particular, es una curva que actda como una frontera entre distintas regiones del espacio de fase, cada una con
diferentes tipos de orbitas (como Orbitas que convergen a diferentes puntos fijos o ciclos limite).

Para un sistema auténomo en el plano de fase:

dx
i = f(z)

una separatriz puede ser una 6rbita que cumple una de las siguientes condiciones: - Conecta puntos de equilibrio
(puntos fijos) del sistema. - Divide el espacio de fase en regiones con diferentes tipos de comportamientos dindmicos.

Definicion 2.3.5. Siy(t) es una curva solucion del sistema, y si y(t) — x1 cuandot — —oo y y(t) — x2 cuando
t — oo, donde 1 y x4 son puntos fijos (equilibrios), entonces ~y(t) es una separatriz que conecta 1y Ta.

En resumen, una separatriz es una orbita que demarca la transicién entre comportamientos cualitativamente diferentes
de las soluciones del sistema dindmico.

2.4. Estabilidad de Lyapunov

Una funcién real de dos variables Q(u, v) se clasifica de la siguiente manera:
i) Definida positiva: Cuando Q(0,0) = 0y Q(u,v) > 0 para todo (u,v) # (0, 0).
Un ejemplo de funcién definida positiva es Q(u,v) = xu? + yv? conz > 0y y > 0.
ii) Semidefinida positiva: Cuando Q(0,0) = 0y Q(u,v) > 0 para todo (u,v) # (0,0).
Ejemplos de funciones semidefinidas positivas son Q(u,v) = xu? conx > 0y Q(u,v) = yv? con y > 0.
iii) Definida negativa: Cuando Q(0,0) = 0y Q(u,v) < 0 para todo (u,v) # (0,0).
La funcién Q(u, v) es definida negativa si y solo si —Q(u, v) es definida positiva.

iv) Semidefinida negativa: Cuando Q(0,0) = 0y Q(u,v) < 0 para todo (u,v) # (0,0).

Una funcién V (u, v), definida en una regién que incluye el origen y con derivadas parciales de primer orden
continuas, se considera una funcién de Lyapunov si satisface las siguientes condiciones:

a) V(u,v) es definida positiva.
o o

F + — - (G es semidefinida negativa.

ou ov
Se pueden destacar las siguientes propiedades:

b) La funcién V' (u,v) =

1. Si se cuenta con una funcién de Lyapunov V (u,v), ello implica que el punto (0,0) es estable. Ademds,

ov
cuando la derivada V' (u,v) = — - F'+ —— - G es definida negativa, se concluye que el punto (0,0) es

o ou v
asintoticamente estable.

2. Si hay una funcién V(u,v) que cumple con lo siguiente:

a) V(u,v) es una funcién continua con derivadas parciales de primer orden en una regién que contiene el
origen;
b) V(0,0) = 0, y para cada circulo centrado en (0, 0), existe al menos un punto donde V' (u, v) es positiva.
ov ov
¢) Laexpresion — - F'+ — - G es definida positiva;
ou Ov

entonces el punto de equilibrio (0, 0) se considera inestable.
Funcién de Lyapunov para Sistemas Discretos:

La funci6n de Lyapunov (V' (z)) en sistemas discretos debe cumplir con propiedades especificas, andlogas a las de
sistemas continuos:
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1. No Negatividad: V' (z) es siempre no negativa, es decir, V (x) > 0 para todos los estados z, y V() = 0 solo en
el punto de equilibrio.

2. Decrecimiento o0 No Crecimiento: La diferencia en el valor de la funcién de Lyapunov entre dos estados
sucesivos, AV (z) = V(xg41) — V(xx), debe ser negativa o no positiva en todas partes, excepto en el punto de
equilibrio.

Si existe una funcién de Lyapunov que cumple con estas propiedades, entonces el punto de equilibrio del sistema
discreto se considera “estable”. La eleccién especifica de la funcién de Lyapunov discreta dependerd de la estructura
del sistema y de los requisitos para demostrar la estabilidad. Puede seguir siendo cuadratica, basada en energias
potenciales generalizadas, o utilizar otras formas adecuadas para el andlisis discreto.

Definicién 2.4.1. Suponga L(xo) =0y L(z) > 0, Yo € U \ {zo} entonces si L <0enU\ {xy} entonces g es
estable. Ademds, si L < 0 en U \ {xo} entonces x es asintoticamente estable [3|]. La funcion L se conoce como
funcion de lyapunov, es decir L(xg), L(z) > 0Vz € U\ {zo}, L <0

Teorema 2.4.2. Teorema de Lyapunov. Sea x un punto de equilibrio de un campo de vectores f : E — R"™, donde
E es un conjunto abierto contenido en R", y f es de clase C*.

1. Si existe una funcion de Lyapunov para | en xq, entonces xq es un punto de equilibrio estable de f.
2. Si existe una funcion de Ly
apunov estricta para f en x, entonces x( es un punto de equilibrio asintéticamente estable de f.
La prueba del teorema mencionado la puede encontrar en [4)].

Corolario: Si xg es un punto de minimo local estricto de la energia potencial de un sistema mecénico conservativo,
entonces (g, 0) es un punto de equilibrio estable del sistema [4]].

Al concluir este capitulo, se establecié una base fundamental para comprender cémo se modelan y analizan los
sistemas mediante ecuaciones diferenciales y su representacion en el espacio de fase. Esta informacién ayuda a
identificar comportamientos importantes, como puntos de equilibrio y ciclos limite. Con esta base, el siguiente
capitulo abordard los sistemas lineales, examinando una variedad de modelos que demuestran su aplicacién y
facilidad de andlisis.



3

SISTEMAS LINEALES

La historia de los sistemas lineales se remonta a los primeros trabajos en 4lgebra lineal en el siglo XIX, pero
su consolidacién como un campo de estudio distintivo se produjo en el siglo XX con el desarrollo de la teorfa
de sistemas dindmicos lineales y la ingenieria de control. Estos avances llevaron a la creacién de tecnologias
revolucionarias y sentaron las bases para aplicaciones modernas en dreas como la comunicacion, la electrénica y la
inteligencia artificial.

La meta de los sistemas dinamicos lineales es examinar la naturaleza cualitativa o el desarrollo de las soluciones de
un sistema, expresado por las ecuaciones diferenciales:

d

% = hl(ta Uy, U2, ,Un)
% = h2(t7ulau27 ,Un)
du

7; - hn(taulaUQ? 7un)

donde ¢ es la variable independiente, y u; representa la variable dependiente (u;(t)),coni = 1,2, ...n.

3.1. Sistemas lineales planos

Los sistemas lineales, describen aproximaciones lineales alrededor de puntos de equilibrio, ofrecen una simplicidad
matemadtica que facilita el andlisis cualitativo y cuantitativo, asi como la aplicacién de métodos algebraicos y
geométricos para determinar propiedades clave, como la estabilidad y las trayectorias del sistema.

Un sistema auténomo en el plano se describe mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de la forma

d d

ditL = F(u,v), d—: = G(u,v) 3.1)
donde F'y G son funciones continuas con derivadas parciales de primer orden en todo el plano, lo que implica que
F'y G pertenecen a la clase C! en R2. Estas condiciones garantizan la existencia y unicidad de las soluciones para
wy ventodot € R con respecto al problema de valor inicial:

d

—7: = F(u,v), conu(ty) = ug
v

i G(u,v), conv(ty) = vg

para cualquier to € Ry (ug,v9) € R. Este sistema se denomina auténomo, ya que la variable independiente ¢ no
aparece directamente en el segundo miembro de las ecuaciones.

d
Propiedad 1. Sea A = <(cl Z), d—i = AT, donde a, b, ¢y d son niimeros reales, entonces

17
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. 0 . > . dx
= Sidet(A) #0— 0) ¢ la tinica solucion de equilibrio de T

dzx
» Sidet(A) = 0, entonces las soluciones de equilibrio de T son una linea recta. Pero si a # 0, entonces la

linea recta de puntos de equilibrio de T satisface la siguiente relacion:

—b
r=—y
a

d
Definicion 3.1.1. Se dice que una solucion x(t) de un sistema auténomo d—x = ¢(x) para todo t > 0 es estable si

la solucion comienza desde x(0) y permanece cerca de x(t) para todo t > 0; si existe al menos una solucion que
comienza cerca de x(0) pero no permanece en x(t) para todo t > 0, entonces es inestable [|3]].

d
Propiedad 2. Si \ es un valor propio de A, con AV = \V para V # 0, entonces x(t) = e’V es solucion de d—j

Demostracion.

luego, AeMV = eMAV = MAV = A(eMV) = A7

. dz

Por tanto x(t) = AZ es solucién de I O
. . du .

Teorema 3.1.2. Para un sistema lineal plano — = Aux, donde x1(t) y x2(t) son soluciones con vectores

iniciales linealmente independientes x1(0) y x2(0) [6]], la vinica solucion que satisface la condicion inicial
x(0) = az1(0) 4+ Bx2(0) es
x(t) = ax1(t) + Bra(t).

. dx . . . L. . . . .
Demostracion. i AZ cumple el teorema de existencia y unicidad, ya que garantiza la existencia de una tnica

solucién que satisface ciertas condiciones iniciales, en este caso, la condicién inicial z(0) = a1 (0) + Bz2(0) por
hipétesis, entonces 1o € R? / 3o A 3 tales que
xo = avy + Bua, con vy,ve base de R%. Considere

Z = azx + fx2
1. ; es solucién?

dx _dm dzo
@ Yar P
= oAy + Ay,
= A(axy + pr2)

— Az,
2. Se evalda cuando t = 0, Z(0) = av; + Bve = xo,

.. T es solucion.
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Definicion 3.1.3. (Principio de linealizacion)

dzx . . . .
Para un sistema plano i AZ, se supone que existen x1 y x2 soluciones del sistema con {x1(0),x2(0)}

. ) . ) dx .
linealmente independientes, entonces {x1,x2} es una base para las soluciones de T = AZ [5].

3.1.1. Retrato de fase de sistemas planos

Con base en el Principio de Linealidad mencionado anteriormente se puede calcular la solucién general de
cualquier sistema plano. Aunque hay una cantidad aparentemente infinita de casos diferentes, se observara que
estos abarcan, en su forma mads bdsica, casi todas las variedades de soluciones que se encontrardn en situaciones de
dimensiones superiores.

Los sistemas planos se pueden “ver” como un sistema cuya matriz es una de las siguientes formas,

(5 2)n(% 90 )

d
se estudiard el retrato de fase de sistemas de la forma d—i = Az para A =1),2),3).

Valores propios reales distintos.
(A0 dr. (A 0
A‘(o Ag) :>dt_(o AL

., . U1 . <2
hallando la solucidn de este sistema, sea v = v |’ ahora se deben encontrar los vectores propios, con la ecuacién
2

Av = dw,
/\1 0 . )\1 0 U1\ _ /\1111
(5 0= = (5 0) ()= (i)
si v = 0 entonces Av = \v

si v1 = 0 entonces Av = \yv

A0 1\ 1 At 0 [0) 0
G 2) @)= 626 2) 0)==0)
. At 1 Aot O .
entonces por la propiedad 2]z, (t) = e™! < ) , wa(t) = e (1) son soluciones.

Suponiendo que A; # 0 hay tres casos a considerar:

B A <A <O0
Dado que A1 < A2 < 0, se designa a A\; como el valor propio més fuerte y a A, como el valor propio mas
débil. En este caso especifico, esto se debe a que las coordenadas = de las soluciones convergen hacia 0
mucho més rdpidamente que las coordenadas t. Esto explica por qué las soluciones (excepto aquellas en la
linea correspondiente al valor propio de A;) tienden a “abrazar” la solucidn en linea recta correspondiente al
valor propio mas débil a medida que se acercan al origen. El retrato de fase para este sistema se muestra en la
figura[3.Ta] En esta situacin, el punto de equilibrio se denomina sumidero.

B )< A < Ao
Se puede considerar el campo vectorial como el opuesto al item anterior. La solucién general y el retrato de
fase permanecen iguales, con la tnica diferencia de que ahora todas las soluciones se alejan de (0,0) a lo
largo de las mismas trayectorias, ver la figura [3.1b|
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B A <0< Ay
. . . . . 1
Dado que \; es un valor propio negativo, las soluciones que siguen lineas rectas de la forma ae?'* (0> se

encuentran en el eje x y convergen hacia el origen (0,0) a medida que ¢ — oo. Esta direccién se conoce
como la linea estable.

Por otro lado, dado que A, es un valor propio positivo, las soluciones 3e*2*(0, 1) siguen el eje z y se alejan
del origen (0, 0) a medida que t — oo; esto se denomina la linea inestable. Todas las demads soluciones (con
a, B # 0) divergen hacia el infinito en la direccién de la linea inestable a medida que ¢ — oo, ya que X (t) se
acerca cada vez més a (0, Be*2!) conforme ¢ aumenta. En el tiempo inverso, estas soluciones divergen hacia
el infinito en la direccion de la linea estable. En la figura[3.1c|se ha trazado el retrato de fase de este sistema.
El punto de equilibrio de un sistema de este tipo (con valores propios que cumplen A; < 0 < \g) recibe el
nombre de punto de silla [6].

A
A
> < — T € ———
Y
A
(a) Sumidero. (b) Fuente. (c) Punto de silla.

Figura 3.1: Valores propios reales distintos. Fuente [6]]

Ejemplo 3.1.4.

d _
Consideremos el sistema d—f = Az, donde A es la matriz < 02 _01> con valores propios reales distintos —2 y
—1.

Para encontrar las soluciones, primero se hallan los vectores propios v tales que Av = Av.

(& 5)6)==()

Para \; = —2, se tiene

s

y para Ay = —1,

Por lo tanto, las soluciones son xy (t) = e~ 2¢ <1) y zo(t) = et <0)

Casol: \; < A2 <0

Suponga que A\; = —2y Ao = —1. En este caso, las soluciones (excepto aquellas en la direccién de \;) tienden a
abrazar la solucion en linea recta correspondiente a Ao a medida que se acercan al origen. El punto de equilibrio en
el origen es un sumidero estable.

Cas02:0 < A\ < Ao

Considere ahora el sistema con \; = —1y As = —2. Aqui, todas las soluciones se alejan de (0, 0) a lo largo de
las mismas trayectorias, pero en direcciones opuestas a las del sumidero. El punto de equilibrio en el origen es un
sumidero inestable.
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Caso3: \{ <0< X\

Para este caso, tome \; = —2 y Ao = —1 nuevamente. Las soluciones en la direccion de A\; convergen hacia el
origen, mientras que las soluciones en la direccién de A5 se alejan del origen. Las demds soluciones divergen hacia el
infinito en la direccién de A5 a medida que ¢ — oo, y hacia el infinito en la direccion de Ay a medida que ¢ — —o0.

b= (aﬂ ﬁ)
=" )

det(B — XI) = det <: _5) =45

Valores propios complejos.

Para esta situacion hay dos casos:

= Cuando o = 0y 3 # 0 entonces

= >
>

donde los valores propios son: A = +i[3.

z1(t) = ePtv;, vector propio asociado a if3
) gt (1 . .
v1 = (1,4) = 21 (t) = " (z) es una solucion del sistema.

Si se analiza la solucién x1 (¢), se puede deducir que Re 1 (t) y Im z1(t) son soluciones de z’, entonces

o1 (t) = (eiﬁt> _ (Z cos(ft) + isen(3t) ) _ ( cos(Bt) + isen(St) )

ietft (cos(Bt) + isen(Bt)) —sen(ft) + i cos(Bt)
_{ cos(Bt) ; sen(St)
o1(t) = <— sen(ﬁt)) T (cos(ﬂt))
Re x1(t) Im x1(t)

(o) = (o) = (5 0) (o).

por esto Re z1(t) es solucién. Andlogamente para Im x1(t) que también es solucidn, entonces

Re a1(0) = (é) . Im 21 (0) = (g)

como {Re w1, I'm 1} son linealmente independientes en R? por el principio de linealidad,

d
z(t) = aRe d%j + bIm d—f es la solucién general del sistema. El retrato de fase muestra que todas las

soluciones yacen en circulos centrados en el origen. Estos circulos se recorren en direccién de las manecillas
del reloj si B > 0, como en la figura[3.2a] este tipo de sistema se denomina un centro y en sentido contrario si
B8 <0.

= Cuando «, 3 # 0, entonces los valores propios son « £ i3, se obtiene una solucién 1 (¢) tal que

21(t) = Re x1(t) + ilm a1 (t) = e (_C(S)esﬁféi)) + it (iigggg) .

Sin el término e*!, estas soluciones se moverian periédicamente alrededor de circulos centrados en el origen.
El término e®! convierte las soluciones en espirales que pueden dirigirse hacia el origen (cuando a < 0) el
punto de equilibrio se denomina sumidero en espiral como en la figura[3.2bJo alejarse del origen (a > 0) el
punto de equilibrio se denomina fuente en espiral, como en la figura [3.2c]
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e \

\

BN
&
A

(a) Centro (b) Sumidero en espiral (c) Fuente en espiral

Figura 3.2: Valores propios complejos. Fuente []§|]

Ejemplo 3.1.5.

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales dado por
i 1\ 2 -1 I
dt \z2) \1 2 Ty
Para encontrar la solucién, primero se necesita encontrar los valores propios y los vectores propios de la matriz
2 -1
1 2
Los valores propios se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica

2-1 -1
(PR

,loqueda (2 — )\)2 + 1 = 0, que tiene soluciones A = 2 + 4.

Para encontrar los vectores propios asociados, se resuelve
2 -1 . U1\ _ 0
(%) -e=0) ()= 6)

. . 1 1
Asfi los vectores propios son i)Y .

—1

Por lo tanto, la solucién general es

() () (),

Dado que los valores propios tienen parte real positiva, la solucién describe una espiral que se aleja del origen
conforme ¢ aumenta. Esto se debe a que la parte real del valor propio positivo a provoca una expansién o contraccion
exponencial, mientras que la parte imaginaria /3 induce una rotacion. En este caso, la espiral se aleja del origen en
sentido antihorario.

Valores propios repetidos.
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los valores propios de esta matriz son a; 2 = Ay la forma de los vectores propios es (é), por la propiedad

x1(t) = eM ((1)> es solucién del sistema.

. . . 1 . . .
Si w es un vector propio asociado a A con {w, (0) } linealmente independiente, entonces x1 (t) y z2(t) = e*Mw,

cumplen el principio de linealidad.
Sin embargo, para C' no hay un vector propio w asociado a A tal que A con {w, (é) } sea linealmente independiente.

Para encontrar otra solucién, note que el sistema puede ser escrito

dx

? =l +y
Y

AN

dt Y

Analizando estas dos nuevas ecuaciones se tiene

dy A
—_— = A — = t
dt Y y=e,

reemplazando y en la primera ecuacidn, se sigue

d d
dit; =\x +eM — d—f +(-Nz =M = z(t) =teM
At
asi, zo(t) = <§Eg) = (t:)\t ) es otra solucién del sistema.

({1, 2} es base de las soluciones?

si es base por el principio de linealidad

At t)\t
= z(t) = (eo ) + ¢ (:At>-

Cuando A es negativo, cada componente de la solucién tiende a cero a medida que ¢ crece infinitamente como en la
ﬁgura Esto es evidente al analizar los términos e y Be*t. Para el término 3te™, esta tendencia hacia cero es
una consecuencia directa de la regla de ’Hopital. En consecuencia, todas las soluciones convergen hacia el punto
(0,0) a medida que ¢ se aproxima al infinito. En cambio, cuando A es positivo, todas las soluciones se alejan de
(0,0).

V.
/ |

Figura 3.3: Valores propios repetidos. Fuente [[6]
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Ejemplo 3.1.6.

d
Considere el sistema de ecuaciones diferenciales dado por — ) = 2 1) (n .
dt \x2 0 2/ \z2

. . . . (21
Para encontrar la solucién, primero se encuentran los valores propios y los vectores propios de la matriz (0 Nk

Los valores propios se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica

2-) 1
(0]

lo que da (2 — \)? = 0, con solucién A = 2.

Los vectores propios asociados se obtienen resolviendo
2 1 V1 o 0
(6 2)-2) ()= 6)

lo que resulta en el vector propio <(1)) .

(20) =exe (6) e )

Dado que el valor propio es repetido, se busca otra solucién linealmente independiente. Para esto, se analizan las
ecuaciones diferenciales separadas para z1 y x2. Se encuentra que una solucién adicional es () = €. Por lo

tanto, la solucién general es
251(75) — o2t 1 +e te2t 1 +e o2t 0
(1) = \o 2 0 7 \1)-

3.1.2. Clasificacion de sistemas planos

Por lo tanto, la solucién general es

Se dard una clasificacién geométrica y dindmica de los sistemas i Az, con A matriz 2 x 2

Clasificacion de tipo geométrico.

Plano traza - determinante, los puntos en este plano van a representar los sistemas, suponga
a b
A =
c d

. . . dx . .
donde a, b, ¢,y d son nimeros reales, se quiere clasificar el sistema I a través de la traza de A y el determinante
de A. El polinomio caracteristico de A es

det(A —\I) = =2 —(a+d\+ad—bc= )\ —tr(A)\ + det(A)

d—\

a— A b
c

tr(A) £ 1/tr(A)% — 4det(A)
2

sisetomal = tr(A)y D = det(A), entonces el signo de (T? — 4D) determina el retrato de fase del sistema

— )\1’2 =

1. SiT? — 4D > 0 = tiene dos valores propios reales y diferentes.
2. Si T? — 4D = 0 = tiene un valor propio repetido.

3. SiT? — 4D < 0 = tiene valores propios complejos.
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La relacién entre los puntos (7', D) y la pardbola T? — 4D = 0 en el plano T'D proporciona informacién esencial
sobre los valores propios de A desde un punto de vista algebraico. En términos de retratos de fase, esta relacién
permite hacer afirmaciones adicionales. Cuando T2 — 4D < 0, la parte real de los valores propios se traduce en:

1. Sumidero en espiral si 7" < 0
2. Fuente en espiral siT > 0
3. UncentrosiT =0

En el caso de T? — 4D > 0, también se puede realizar una descomposicién similar en casos. En esta situacion, los
valores propios son nimeros reales. Si D < 0, esto implica la presencia de un punto de silla. Este resultado se debe
a que D es el producto de los valores propios, y uno de ellos debe ser positivo mientras que el otro es negativo. En
resumen, cuando D < 0, se cumple la condicién T2 < T2 — 4D.

= Laexpresion +T < /T2 — 4D implica que ambos valores propios (soluciones caracteristicas) de la matriz
A son reales y tienen signos opuestos, es decir, uno es positivo y el otro es negativo.

= SiD >0y T <0, ambos valores propios son negativos, indicando la presencia de un comportamiento tipo
sumidero en el sistema.

= SiT >0y D > 0, ambos valores propios son positivos, sugiriendo un comportamiento tipo fuente.

= Cuando D = 0y T # 0, tenemos un valor propio igual a cero y otro no nulo, lo que significa que hay una
direccién en la que el sistema no cambia con el tiempo.

= Si D =T = 0, ambos valores propios son cero, indicando que el sistema esta en equilibrio sin cambios en
ninguna direccién.

T2=4D

AN

Tr

Z\N

Figura 3.4: Clasificacién geométrica. Fuente [9]

Al representar graficamente la informacién de un sistema lineal en el plano 7'D (traza-determinante), se obtiene una
clasificacién visual de sus comportamientos en la figura[3.4] Las ecuaciones dividen el plano en regiones asociadas
con tipos especificos de sistemas. Aunque el plano es bidimensional, representa un espacio de cuatro dimensiones
debido a las matrices 2 x 2. Cada punto puede corresponder a matrices distintas con la misma configuracion de
valores propios, lo que puede afectar sutilmente los retratos de fase. El plano 7'D se interpreta como un equivalente
al diagrama de bifurcacion para sistemas bidimensionales. También se destaca que se puede obtener informacién
sobre el sistema observando los valores de D y T sin calcular los valores propios.

Ejemplo 3.1.7.

Sea la matriz
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Para la matriz A, la traza T' y el determinante D estdn dados por T' = 2y D = 1, respectivamente. Entonces, el
polinomio caracteristico de A es

det(A—)J):det((lg/\ 11A)> (=N =22 f1

Los valores propios de A se obtienen al igualar el polinomio caracteristico a cero:

A —22+1=0

Los valores propios de esta matriz son \; = Ay = 1, lo que indica que el sistema tiene un Unico valor propio
repetido. Ahora, se encontrard el vector propio asociado y el vector propio generalizado.

1. Vector propio asociado:

Para A\ = 1, resolvemos (A — I)v = 0:

(ol ) ()= 6 o) 6= 6)

Esto da la ecuacién vy = 0. Por lo tanto, cualquier vector de la forma v = (0

) es un vector propio asociado.

2. Vector propio generalizado:

Un vector w tal que (A — Iw = v:

. o 0 1 w1 o wao . 1
== (o) (1) = (9) = )
Esto implica que we = 1 y wq puede ser cualquier valor. Considere wy = 0 por simplicidad, asf que w = (?) .

. . . . . dx
Por lo tanto, la solucidn general del sistema de ecuaciones diferenciales — = Ax es

dt

x(t) = cret (é) + coet <<$> +t <é)> .
2(t) = eyt ((1)) ae G) .

Esta solucién muestra que, independientemente de las condiciones iniciales, el sistema evoluciona en el tiempo con

Simplificando, se obtiene

una combinacién de dos términos exponenciales. El primer término c; e* ( ) crece exponencialmente a medida

0

. s 4
que ¢ aumenta, mientras que el segundo término coe! (

1> también crece exponencialmente pero incluye un término

lineal en ¢.

_ (1 . . . S . (1
El término cie 0 representa una solucién que se dirige exponencialmente en la direccidn del vector propio 0)
. . AT . . .
mientras que el término cse 1 indica que hay un componente adicional que crece linealmente en el tiempo en la

direccidn del vector propio generalizado ((1)> con una perturbacién en la direccion de <(1)) .
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Dado que el valor propio repetido indica que hay solo una direccién principal en el espacio de fase, el sistema no
tiene un comportamiento de espiral o de centro, sino que la solucién se compone de una direccion principal con una
perturbacién lineal creciente en el tiempo.

Definicién 3.1.8. Homeomorfismo: Sea f : S — T una funcion de un espacio métrico (S, dg) en otro (T, dr).
Supongamos también que f es uno a uno en S, de modo que la funcion inversa f~! existe. Si f es continua sobre S
y =1 es continua sobre f(S) entonces f es un homeomorfismo y los espacios métricos (S,ds) y (f(S),dr) se
llaman homeomorfos [2]].

Definicion 3.1.9. Clasificacion dindmica.
dy

dx
Dos sistemas lineales planos i Ax, i By con flujos ¢2 y B respectivamente, se llama topolégicamente

conjugados (o equivalentes) [|6]], si existe una funcion h : R? — R? tal que:

1. h es un homeomorfismo.

2. Wi (z)) = ¢ (h(w))

3.2. Modelo de relaciones romanticas

Con el objetivo de suscitar interés en la clasificacion de sistemas lineales, se explora ahora un modelo simple que
representa la dindmica de las relaciones roménticas. La siguiente historia ilustra esta idea.

Suponga a Carlos, quien se encuentra enamorado de Soffa. Sin embargo, en esta version de la historia, Sofia es una
persona voluble en sus sentimientos. A medida que Carlos intensifica su afecto, Sofia siente la necesidad de alejarse
y ocultarse. Pero cuando Carlos se desanima y retrocede, Sofia comienza a encontrarlo extrafiamente atractivo [12].

Se define:
C'(t) = Afecto/desafecto de Carlos por Sofia en el tiempo ¢
S(t) = Afecto/desafecto de Sofia por Carlos en el tiempo ¢.

Valores positivos de C(t) y S(t) representan afecto o amor, mientras que valores negativos indican desafecto u odio.
Entonces, un modelo para su romance complicado es:

dC

ds
E = (ZS,

— = —dC 3.2
7 (3.2
donde los pardmetros a y d son positivos, para ser coherentes con la historia.

Al analizar las ecuaciones (3.2), se buscan puntos de equilibrio al establecer ambas derivadas igual a cero:
aS=0, —dC=0.
Para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio (C,0) y (0, S), se examinan las derivadas parciales del

sistema alrededor de cada punto. La matriz jacobiana del sistema se forma tomando las derivadas parciales de las
ecuaciones con respecto a las variables relevantes.

Considerando el sistema (3.2)), primero, se evaldan las derivadas parciales:

0 0

—(aS —(aS 0 a
e 505 5glad) _ |

0 0

%(—dC) %(—dC) —d 0

para el punto de equilibrio (C, 0):

J(C,0) = {_Od 8]
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la ecuacion caracteristica es

det(Df — \I) = det {:2 _“A} =N +ad=0

los valores propios de esta matriz son Ay o = £iv/ad, indicando que el punto (C, 0) es un centro. Este sistema es
inestable si ad > 0y estable si ad < 0.

Para el punto de equilibrio (0, S) y para el punto (0,0); los valores propios también son \; o = +iv/ad.

Los tres puntos de equilibrio en el sistema representan estados emocionales especificos en la relacion entre Carlos y
Soffa. En el punto (0, 0), ambos tienen un nivel de afecto nulo, y la estabilidad sugiere que, en condiciones constantes,
la relacién permanecerd en este estado neutral. Tanto el punto (C,0) como el (0, S) reflejan desequilibrios afectivos,
donde uno muestra afecto positivo mientras el otro no responde de inmediato de manera positiva. La estabilidad en
estos puntos indica que los cambios en el afecto no ocurren de manera inmediata ni reciproca, lo que podria dar
lugar a ciclos de interacciones donde el afecto no se devuelve de inmediato, el retrato de fase de este sistema se

puede ver en la figura[3.5]
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Figura 3.5: Plano de fase de la relacién entre Carlos y Soffa. Elaboracion propia.

Algorithm 2 Plano de fase de la relacién entre Carlos y Soffa.

Entrada: Parametros, rango de valores de C'e S
1: Definir las ecuaciones diferenciales a.5, —dC.
2: Crear una malla de los valor de xz e y
3: Crear un campo de direcciones normalizado
Salida: Gréfico del plano de fase de la relacién entre Carlos y Soffa.

Ahora, considere las expectativas para las relaciones sentimentales modeladas por el sistema lineal general

C'=aC+0bS
S =cC+dS

donde los parametros a, b, ¢, d pueden tomar distintos signos. La eleccion de signos define los estilos romdanticos. Si
se elige a > 0,b > 0, esto indica que Carlos adopta una actitud de “entusiasta esperanzado”. Se emociona por el
afecto que Sofia le muestra y se siente atin mas motivado por sus propios sentimientos carifiosos hacia ella. Resulta
intrigante asignar nombres a los otros tres estilos romdnticos y anticipar los resultados para diversas combinaciones.
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Ejemplo 3.2.1. ;Qué ocurre cuando dos amantes igualmente precavidos, como Carlos y Sofia, deciden estar juntos,
considerando la dindmica de su afecto y desafecto descrita en el modelo proporcionado?

El sistema de este modelo es:

ac
P d
i aS+dR
ds

cona < 0yd > 0. Aqui, a es una medida de cautela (Carlos y Sofia evitan comprometerse completamente el
uno con el otro), mientras que d refleja la receptividad (ambos se emocionan ante los avances del otro). Se podria
anticipar que el resultado depende de la relacion relativa entre a 'y d. La matriz asociada a este sistema es:

a d
A_da’

para analizar la estabilidad del sistema, se examinan los valores propios de la matriz A.

La ecuacion caracteristica para A es:

a— A d
det|” © T |=(a—-N)7—d=0,

resolviendo esta ecuacion caracteristica, se obtienen los valores propios A1 2 = a £ d.

y los correspondientes vectores propios para Ay = a + d y Ao = a — d, son respectivamente
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Figura 3.6: Relacién. Elaboracién propia

El sistema de ecuaciones que modela la relacion entre Carlos y Sofia se refleja en el plano de fase. La Figura
presenta un patron convergente hacia (0,0), indicando estabilidad, la matriz Jacobiana confirma que este
punto de equilibrio es un sumidero, seiialando una tendencia a la estabilidad emocional, aunque podria llevar a la
indiferencia con precaucion excesiva. En cambio, la Figura[3.6D|muestra un comportamiento de punto silla con
estabilidad e inestabilidad direccional, sugiriendo audacia o sensibilidad entre los amantes. La relacion se torna
explosiva, acercdndose a la linea C = S, indicando sentimientos mutuos, ya sea en celebracion o conflicto.
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Algorithm 3 Plano de fase cuando dos amantes igualmente precavidos, como Carlos y Soffa, deciden estar juntos.

Entrada: Parametros, rango de valores de C'e S
1: Definir las ecuaciones diferenciales aC' + dS, dC + aS
2: Crear una malla de los valorde x e y
3: Crear un campo de direcciones normalizado

Salida: Gréfico del plano de fase.

Al finalizar este capitulo sobre sistemas lineales, se ha demostrado cémo estos modelos permiten un andlisis claro
y preciso de una variedad de fendmenos mediante soluciones simples y aplicables. Este conocimiento brinda las
herramientas necesarias para comprender la dindmica de sistemas mds complejos. Para obtener una comprension
mads avanzada y completa de los sistemas dindmicos, el siguiente capitulo se centrard en los sistemas no lineales,
examinando sus modelos y comportamientos distintivos.



4

SISTEMAS NO LINEALES

Mientras que los sistemas lineales ofrecen una comprension Util, la verdadera diversidad y fascinacidon surgen
cuando las relaciones entre las variables no siguen patrones predecibles de modelos lineales. Los sistemas no
lineales exhiben comportamientos intrincados, como bifurcaciones, atraccién cadtica y patrones impredecibles.

Observado la EDO z’ = ax cuando a > 0, describe un modelo simple de crecimiento poblacional, donde x(t)

representa la poblacidn en el instante ¢. La tasa de crecimiento T es proporcional a la poblacién actual. Sin

embargo, esta aproximacion no considera limitaciones naturales, como la incapacidad de la poblacién para crecer
indefinidamente. Para abordar esta limitacion, se pueden incorporar suposiciones adicionales al modelo

1. La tasa de crecimiento poblacional estd relacionada de manera proporcional con el tamafio actual de la
poblacion.

2. No obstante, si la poblacién experimenta un crecimiento excesivo, la tasa de crecimiento se torna negativa.

Una ecuacion diferencial que se ajusta a estas consideraciones es el modelo logistico de crecimiento poblacional,

cuya ecuacion es:
d
Tmar(1-4). @1

donde, a y N se presentan como pardmetros positivos; a refleja el impulso en el crecimiento poblacional en
condiciones cuando x es pequeiia, al tiempo que IV representa una suerte de capacidad poblacional ideal. Asumiendo,
sin pérdida de generalidad, a N = 1, la ecuacion logistica se simplifica de la siguiente manera:

dz
i fa(z) = azx(1l — x), 4.2)

se trata de una ecuacion diferencial no lineal de primer orden, ya que el lado derecho de la ecuacién depende
unicamente de z, sin referencia al tiempo ¢. La solucion de la ecuacién diferencial logistica se realiza mediante el

método de separacién
[wis-1
—— = [ adt,
z(1—x)

el procedimiento de descomposicion en fracciones parciales posibilita expresar la integral izquierda de la siguiente
manera
1 1
/ i 1\
r 1—=x

_ Pe
" 14 Peat

integrar ambos lados y luego resolver para =

(t)

donde P es la constante arbitraria que surge de la integracion. Evaluar esta expresion en ¢ = 0 y resolver para P da
como resultado 0
p_ o0

1—x(0)

31
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Esta solucién es aplicable a cualquier poblacién inicial 2:(0). Cuando x(0) = 1, se obtiene una solucién de equilibrio,
ya que z(t) se simplifica a 2(¢) = 1. De manera andloga, x(¢) = 0 representa otra solucién de equilibrio. Ahora,
(para qué valores de x las soluciones de la ecuacién son crecientes y decrecientes?

dz . .
i 0 es creciente <= ax(1 — x) > 0, esto pasa si:

—ar>0AN (1—2)>0<=2>0A1>2 = z€(0,1)

—ax <0 A (1—2)<0<«<= 2z <0A1 < zperoz no puede ser simultdneamente negativo y mayor
que 1, por lo tanto, esta condicidn no es posible.

d
. d%j < 0 es decreciente «— az(1 — x) < 0, esto pasa si:
car>0AN (1-2)<0<«<=2>0N1<z = z€(l,00)

—ar<0AN (1—2)>0<=2<0Al>2 = z € (—00,0)
\X

/
Z/

Figura 4.1: Comportamiento asintético de la ecuacién logistica. Fuente: [[12].

En la figura[d.T]se ilustra el comportamiento de la ecuacion logistica. En el punto = = 1, las soluciones convergen,
indicando asi un comportamiento de sumidero, mientras que en el punto z = 0, las soluciones divergen, caracterizan-
do una fuente. La figura[f.2] presenta el plano de fase de la ecuacion logistica, donde se observa el comportamiento
mencionado anteriormente.
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Figura 4.2: Plano de fase de la ecuacién logistica. Elaboracion propia.

Algorithm 4 Plano de fase de la Ecuacién logistica

Entrada: Rango de valores z e y

1: Definir la ecuacién az(1 — ).

2: Crear una malla de valores para = e .

3: Crear un campo de direcciones normalizado.
Salida: Gréfico del plano de fase
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Definicién 4.0.1. Una manera de expresar e™'t es mediante la representacion de series de potencias:
H2t2 H3t3 & Hktk
Ht _ -
e’ =14+ Ht+ 2 + 31 +...= il
k=0

donde H es una matriz

He 1 0 H2t2 H3t3 B x Hktk
eHt = [o | HHN S o= o
k=0
Ejemplo 4.0.2.
(1 2 n o~ H”
H= (o 1) T2
k=0
Solucion:
eH = 6(6 %)
H* H' H? H?
R TR TR TR
14
_ 1+((1J%)+ (021) 4 (061) 4.
> 1 X 2
_ g0 [&R Z’i (e
—y k! o
g VO
ahora, ;qué es x?:
2% 2k 2 :>2°° 1
K k(k—1)!  (k—1)! — (k—1)!
si j =k — 1, entonces:
1
2> ke 2e
j=0
(e 2e
"\0 e
Definicion 4.0.3. Se define la matriz exponencial de H como la matriz
(oo}
Hk
exp(H) = el = —
k!
k=0
Teorema 4.0.4. Sea H € M, x,(R) y
.
ar " 4.3)
z(0) = x¢

entonces x(t) = exp(tH)zg es la tnica solucion de [@.3), [|12]].

Demostracion. Hay que demostrar que z(t) es solucién y es tnica.
1. Es solucién
v 2/ (t) = (exp(tH)xo) = (exp(tH)) xg = Heaxp(tH)xy = Hxg

n 2(0) = exp(0)zo = Idxrg = o
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2. Unicidad
Suponga que existe otra solucion del sistema z(t) = exp(—tA)Z(t) con Z solucién de @.3)

z(t) = constante (= x¢)

Z(t)=0 = 2(0) =

Z(t) = exp(tA)zo

.. x(t) es la dnica solucién.

O

Definicion 4.0.5. La ecuacion lineal no auténoma V' = A(t)V se conoce como la ecuacion variacional a lo largo
de x(t) [4|]. La ecuacion variacional siempre tiene solucion, es tinica y su forma de resolver es:

» Se considera f € C*, A(t) = D) continua.

dx du
» Un sistema no lineal i f(z) es convertido en uno lineal i A(t)u, por el siguiente teorema.

d
Teorema 4.0.6. Sea ditJ = g(y) y y(s) una solucion que satisface y(s) = yo definida en [c, d]. Sea v(t,vy) la

solucion de la ecuacion variacional sobre y(t) tal que v(s,vy) = vo. Entonces:

0
%(Uo) = Dyt(yo)vo = v(t, vo)
. . dz 9
Ejemplo 4.0.7. Considere i flz), flz,y) =(r+y*, —y)

= Encontrar la solucion de equilibrio.

» Resolver la ecuacion variacional a lo largo de las soluciones de equilibrio.

. dx . .
» Encontrar la solucion de — = f(x) que esté aproximada por las soluciones.

dt
Solucion:
= x(1)=(0,0)
w u' =A(Hu=D,f(u)
o oh
1 ex oy | _ |1 2y |1 O N L
Df, = % 37}{2 = [O I e P El jacobiano evaluado en (0,0) es solucién de equilibrio.
dr 0Oy
n = [é _01] u, u(t) = (woet, yoet)
t2 0 2 0
At :e[(l) _Ol]t 26[6 —Ot] =14+ [égt] + [O 2152] + [0 6t3] +

_ 0 —t*1 _ lk=0 o . |= {6 Ot}
— k! —t 0 e~
- 0 D

k=0
et 0
Por lo tanto, u(t) = 0 e—t| %o
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. . . . dx . .
Considerando la ecuacion diferencial T = F,(x), donde a es un pardmetro real, se recuerda que una bifurcacién

ocurre cuando hay un cambio significativo en la estructura de las soluciones del sistema a medida que varfa. Si
xo es un punto de equilibrio con fy(xo) = 0y f/(z¢) # 0, entonces, cuando a cambia localmente cerca de xg, la

ecuacién i fa+e presenta un punto de equilibrio x(€) que varfa de manera continua con e pequefio.

dx
Teorema 4.0.8. Suponga i fa(x) es una ecuacion diferencial de primer orden, para la cual:

1. fao (1‘0) =0
2. fi (x0) =0

3. fi (wo) #0

O
da(wo) ” °

entonces esta ecuacion diferencial sufre una bifurcacion del nodo silla en a = ay.

La prueba del teorema mencionado la puede encontrar en [6].

Definicion 4.0.9. Un punto x de equilibrio para x’' = F(x) (es decir, F(xo) = 0) se llama hiperbdlico si todos
los valores propios de D f, tiene parte real no nula [|13|].

Teorema 4.0.10. Teorema de linealizacion.
Si xo es un punto hiperbdlico de x' = F(x), entonces existe una vecindad de x tal que el flujo del sistema no
lineal es conjugado al flujo del sistema linealizado en x.

La prueba del teorema mencionado la puede encontrar en [4].

Definicion 4.0.11. Un punto de equilibrio se llama eliptico si todas las soluciones cercanas al punto describen
trayectorias cerradas en el espacio de fase. Estas trayectorias cerradas pueden tener la forma de elipses o circulos.

Para que un punto de equilibrio sea eliptico, los valores propios (autovalores) de la matriz jacobiana del sistema
linealizado en dicho punto de equilibrio deben ser niimeros complejos con parte real negativa. Especificamente,
si los autovalores son de la forma A = a + i con a < 0y S # 0, las soluciones describiran trayectorias cerradas
alrededor del punto de equilibrio en el espacio de fase, indicando un comportamiento eliptico. En resumen:

= Los autovalores deben ser complejos conjugados.
= La parte real de los autovalores debe ser negativa (para la estabilidad del punto de equilibrio).
= La parte imaginaria debe ser distinta de cero (para asegurar la periodicidad de las trayectorias).

Definicion 4.0.12. Un punto de equilibrio se llama hiperbdlico si las soluciones cercanas al punto divergen o
convergen exponencialmente, y no describen trayectorias cerradas en el espacio de fase.

Para que un punto de equilibrio sea hiperbdlico, los valores propios (autovalores) de la matriz jacobiana del sistema
linealizado en dicho punto de equilibrio deben tener parte real distinta de cero. Especificamente, si los autovalores
son de la forma A = o i3 con « # 0, las soluciones no describiran trayectorias cerradas alrededor del punto de
equilibrio. En resumen:

= Los autovalores deben tener parte real distinta de cero.
= Si los autovalores son reales, deben tener signos opuestos (para un punto silla).

= Si los autovalores son complejos, su parte real debe ser distinta de cero (para una espiral atractora o repulsora).

4.1. Bifurcaciones

Las bifurcaciones proporcionan un marco conceptual para comprender las transiciones, inestabilidades y patrones
emergentes en una amplia gama de fendmenos. La historia de las bifurcaciones tiene raices profundas en la
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matematica y la fisica, desde las contribuciones de Poincaré en el cambio cualitativo de sistemas dindmicos hasta
los desarrollos modernos en teoria del caos.

Cuando hay un cambio pequefio en el valor de un pardmetro del sistema que da un repentino cambio cualitativo
o topoldgico en su comportamiento se llama bifurcacidn, pueden ocurrir tanto en sistemas continuos como en
discretos. El diagrama de bifurcacién es la unién de las lineas de fase de cada solucién del sistema.

4.1.1. Tipos de bifurcacion

Las bifurcaciones temporales, también llamadas nodos silla, representan la forma més bdsica de cambio en la
creacion y destruccion de puntos de equilibrio. Ajustando los pardmetros, el sistema transita desde la falta de puntos
de equilibrio hacia la aparicion de dos (uno estable y otro inestable), o viceversa. Este fendmeno destaca cdmo
pequeflas variaciones en los pardmetros pueden tener un impacto considerable en la estabilidad del sistema.

En la bifurcacién transcritica, no se produce la creacion ni la eliminacién de puntos de equilibrio. En su lugar,
al ajustar el paradmetro, dos puntos de equilibrio chocan entre si y cambian su estabilidad. Es decir, el punto de
equilibrio que inicialmente era estable se vuelve inestable, y viceversa, sin que se agreguen o eliminen puntos en el
sistema [[10].

Ejemplo 4.1.1. Considerando la ecuacion logistica (¢2), se realiza un andlisis que tiene en cuenta la presencia de
un pardmetro. Este pardmetro influye en la cantidad y la naturaleza de las soluciones de equilibrio de la ecuacion,

' =azx(l—z)—h, heR, sia=1
= fo(x)=2'=z(1—x2)—h

una forma de analizar la ecuacion a medida que cambia el pardmetro h, es hacer la linea de fase para un h fijo y
luego empezar a analizar como cambia la linea de fase cuando va cambiando el pardmetro h.

Ahora, hallando las soluciones de equilibrio
=2*+r-h=0

_ —bEVbBT—dac  —-1+/1—4(-1)(-h) -1x1—-4h 1£1—4h
N 2a B 2(—1) N ) N 2

x1,2

1 1 1
La funcion tiene dos raices reales cuando 0 < h < T una raiz cuando h = 1 y ninguna raiz si h > —. Como

consecuencia, la ecuacion diferencial tiene dos puntos de equilibrio, x1 'y x2, con 0 < x1 < x5 cuando 0 < h < —.

Si fi(x1) > 0 entonces 1 es una fuente, y f; (x2) < 0, por lo que x5 es un sumidero.

X
\ A
1YY
X
—~— 1 Vv 4
[
- Y YY VY
'~
A A A A A A & Y YY VY
/
|+ Y YY VY
| v Y
| —T v Y
v Y | h
1/4

Figura 4.3: Diagrama de bifurcacién. Fuente: [6].

Todas las soluciones de la ecuacion diferencial disminuyen hacia —oo a medida que pasa el tiempo, se registra esto
visualmente en el diagrama de bifurcacion. En la figura se traza el pardmetro h horizontalmente. La curva en
esta imagen representa los puntos de equilibrio para cada valor de h. Esto proporciona otra perspectiva de como el

sumidero y la fuente se fusionan en un solo punto de equilibrio y luego desaparecen a medida que h atraviesa T
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4.2. Caos

4.2.1. Ecuaciones de Lorenz

Definicion 4.2.1. El sistema de Lorenz es un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales que describen
el comportamiento de un modelo simplificado de la atmdsfera terrestre en términos de conveccion atmosférica.
El sistema fue propuesto por Edward Lorenz en 1963 y es conocido como las “Ecuaciones de Lorenz”. Estas
ecuaciones son:

' =alv—u) 4.4)
v =pu—v—uz 4.5)
w =uv — pw 4.6)

con o, p, B> 0 pardmetros y u, v, w variables que representan el estado del sistema. Estas ecuaciones capturan
la dindmica cadtica del sistema atmosférico simulado [12]].

Es importante destacar que el sistema de Lorenz es conocido por exhibir comportamiento caético, lo que significa
que pequefias variaciones en las condiciones iniciales pueden llevar a resultados completamente diferentes a lo
largo del tiempo. Este fendmeno se conoce como la "sensibilidad a las condiciones iniciales” y es una caracteristica
fundamental de los sistemas dindmicos cadticos. El andlisis de los puntos de equilibrio proporciona informacién
sobre la complejidad y la imprevisibilidad del sistema a lo largo del tiempo. La presencia de puntos de equilibrio
estables o inestables influye en como las trayectorias del sistema evolucionan y si exhiben comportamiento cadtico.

Ejemplo 4.2.2. Para encontrar los punios de equilibrio de las ecuaciones @A), @.3), @.0), se igualan las derivadas

acero:

u .
1. Para — = a(v — u) =0, se tiene v = w.

dt
d
2. d—:::u(pfw)fv:().
dw
3. E—uv—ﬁw—o.

Se sustituyen estas relaciones en las ecuaciones originales @4), @.35), @.6):

Utilizando v = u queda:

a(v—u)=a(0) =0 4.7)
ulp—w)—v=ulp—w)—u=ulp—w—-1)=0 (4.8)
w—Pw=u?—pPw=0 4.9)

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtienen los puntos de equilibrio:

De [@-3) se tiene que:
u=00p—w—-—1=0

Si u = 0 entonces reemplazando en w=0,

Sip—w—1=0entonces w = p — 1y sustituyendo en @.9) queda:

u? — pw=u*—B(p—1)=0

Resolviendo:
u o = EVAB 1) _ £2VB(p - 1)
1,2 — 2 - 2
= u=vpBp—1)yur=—-vB(p-1)

Entonces los puntos de equilibrio cuando v = u son:
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= Trivial: (0,0,0)
= No trivial: (\/ﬁ(p —1),4/Blp—1),p— 1)
= No trivial: (—\/B(p —1),—/Blp—1),p— 1)

La matriz jacobiana de este sistema es:

on on onl | .,

ou Ov Ow
Dfu,v,w - % % % = _ _ _
( : ou Ov Ow P 1 Y
on on onl | . g
| du  Ov  Ow ] L i

Para el punto (0,0, 0):
—-a o 0
= Df0,00) = [ p -1 0 ]
0

La ecuacion caracteristica es:

—a— A o 0
det(Df — A\I) = det P —1-A 0
0 0 —B—=A

(—a =M (=1=X)(=B=AN)4+04+0—-0—ap(—B—A)—0

(=N (=1 =N (=8 —=A) —ap(=B - A)

(=B =N[(—a=N(-1=X)+ap] =0
(~8-A)=0= X =5

[(—a=AN)(=1=XN+ap] =X+ Aa+1)+a(p—1)=0

—a—14++/a%2 —2a+4ap+1
2

— /\172 =

8 . .
en el contexto de los pardmetros 3 = 3 p =28, y o = 10, los autovalores de la matriz de coeficientes constantes

en el punto critico (0,0,0) son niimeros reales, son distintos entre si y tienen signos opuestos. Debido a estas
propiedades, se clasifica al punto critico (0,0, 0) como un punto silla.

Para el punto (\/ﬁ(p —1),/Blp—1),p— 1):

—« o 0
1 -1 - B(pl)]
VB(p—1) /Blp—1) -8

= DI /a1./Ew-1) = [

La ecuacion caracteristica es:

- — A\ o 0
det(Df—M)zdet[ 1 —1-x - ,B(p—1)]
VBo—1) Blp—1)  —B-)

A1 = AY(f = 2) — B(p— 1) — (- N) (v — N 1)
(—a=X)(-1=A)(=B—=X) —a(-B -
(=B =N(~a=N(-1-A) +ap] =0
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(=B=A)=0= X =-p
[(—a=AN)(=1=XN+ap] =X+ Aa+1)+a(p—1)=0
—a—1++/a%—2a+4ap+1

2

— )\1’2 =

8
En el caso particular donde 8 = 3 p = 28y o0 = 10, los autovalores asociados al punto critico

8
(V/B(o—1),4/B(e—1),(c — 1)) son A\; = -3 Ao = —2,2984 y g = —4,59609.
Dado que los tres autovalores son niimeros reales, diferentes entre si y tienen signos negativos, se concluye que el
punto critico es un nodo asintoticamente estable.

Para el punto (—\/ﬁ(p —1),—/B(p—1),p— 1):

—Q « 0
1 —1 Blp—1)
—VBlp—1) —/Blp—1) -

= DI /1.~ aDw-1) T

La ecuacion caracteristica es:
—a— A « 0
—1-) Blp—1)

det(Df — A\I) = det 1
—VBlp—1) —\/Blp—1) —B—A

(a=N(1=N(=F-N) —aflp-1) —a(=B =N+ (-a=XN)B(p-1)
(-0 (1= (B N) ~ (-5 )
=(=B=Nl(=a=N(=1=A) +ap| =0
(==X =0= 2=
[(—a=AN)(=1=XN+ap] =X+ AXa+1)+a(p—1)=0
—a—1++/a%—2a+4ap+1
2

— )\1’2 =

8
En el caso particular donde 8 = 3 p = 28 y 0 = 10, los autovalores asociados al punto critico

8
(—v/B(o —1),—/B(c — 1), (0 — 1)) son \; = -3 Ay = —2,2984 y A3 = —4,5969.
Dado que los tres autovalores son niimeros reales, son diferentes entre si'y tienen signos negativos, se concluye que
el punto critico es un nodo asintéticamente estable.

Las caracteristicas de como evolucionan las soluciones de un sistema pueden ser ilustradas mediante la creacién de
un diagrama que exhiba sus puntos criticos acompafiados por una variedad de superficies que representan soluciones
tipicas. Ahora se introduce la comparacién de tres atractores de Lorenz, cada uno obtenido con condiciones iniciales
distintas. Estos atractores ofrecerdn una perspectiva comparativa de cdmo evolucionan las soluciones del sistema.

Al analizar la evolucién en el tiempo, se observa que la funcién experimenta una atraccion inicial hacia uno y luego
hacia otro de los nodos atractores. Las soluciones presentan oscilaciones irregulares, sin seguir un patrén periodico,
pero siempre permanecen en una regién acotada del espacio de fases, convergiendo hacia un atractor peculiar. Este
atractor, conocido como fractal, se caracteriza por su forma semejante a la de una mariposa en el caso especifico
del atractor de Lorenz. Al variar el punto de inicio cerca de los puntos, se puede observar como se comportan
las trayectorias. Con la condicién inicial (0,1, 1), se forma la trayectoria de la figura mientras que con la
condicién inicial (0, —1, —1), se obtiene la trayectoria de la ﬁgura con sentido de circulacién opuesta.

Algorithm 5 Atractores de Lorenz con diferentes condiciones iniciales.

Entrada: Parametros, condiciones iniciales.
1: Definir el sistema de las ecuaciones {.4)), (4.3)), {.6).
2: Iterar sobre las condiciones iniciales.
3: Resolver las ecuaciones diferenciales.

Salida: Grafico de los atractores de Lorenz.
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(a) (-8, 8,27) (b) (0,1, 1) (c) (0,-1,-1)

Figura 4.4: Atractor de Lorenz con diferentes condiciones iniciales.

Al comenzar desde un punto muy distante del origen, como (—20, —20, —20), la trayectoria sigue una evolucién
que eventualmente adopta la caracteristica forma de mariposa del atractor de Lorenz, como se muestra en la figura

Figura 4.5: Condiciones iniciales lejos del origen. Elaboracién propia.

Este atractor exhibe un comportamiento cadtico, lo que significa que es altamente sensible a las condiciones
iniciales. Incluso pequeiias diferencias en las condiciones iniciales pueden resultar en evoluciones significativamente
diferentes con el tiempo. Esta caracteristica le otorgd notoriedad mundial a través del concepto conocido como el
“efecto mariposa”. Se utiliza esta analogia para ilustrar cémo cambios pequefios o aparentemente insignificantes,
como el vuelo de una mariposa, pueden desencadenar consecuencias significativas y a menudo impredecibles en un
sistema complejo.

Algorithm 6 Atractor de Lorenz con condicidn inicial lejos del origen.

Entrada: Parametros, condicidn inicial.
1: Definir el sistema de las ecuaciones (¢-4), (4.3), @.6).
2: Resolver las ecuaciones diferenciales

Salida: Grafico del atractor de Lorenz.

El efecto mariposa hace referencia a la extrema sensibilidad de los sistemas cadticos a las condiciones iniciales,
donde las minimas variaciones iniciales pueden resultar en cambios abruptos y con frecuencia impredecibles en el
comportamiento del sistema a lo largo del tiempo.
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Definicion 4.2.3. (Definicion de caos de Devaney.) Dado un espacio métrico (x, d), una funcion f : x — x se
considera cadtica si y solo si cumple con las siguientes tres condiciones:

1. fes transitiva, esto es, que para cualquiera de los dos conjuntos abiertos U y V, existe un k tal que f*! U)n

V #£0.

2. El conjunto de puntos periddicos de f es denso. Un punto x es llamado periédico si f¥] (z) = x para algiin
k>1.

3. La funcion f exhibe una sensibilidad a las condiciones iniciales, es decir, existe un § > 0 tal que, para
cualquier conjunto abierto U y cualquier punto x € U, existe un punto y € U donde d(f(z), fFl(y)) > 6
para algiin k. El valor positivo § se denomina constante de sensibilidad y depende tinicamente del espacio x
v de la funcion f [15]].

4.3. Mapeo logistico

En un articulo de gran influencia [14], Robert May (1976) resalté que incluso los mapas matematicos simples pero no
lineales pueden exhibir dindmicas extremadamente complejas. El articulo concluyé de manera impactante, instando
a la inclusion de estas ecuaciones diferenciales en cursos de matemadticas basicas. La intencién era enriquecer la
intuicion de los estudiantes al mostrar las sorprendentes posibilidades que las ecuaciones simples pero no lineales
pueden ofrecer. May respaldé su argumento utilizando el mapa logistico como ejemplo.

La forma matematica mds basica de una funcién recurrente que exhibe comportamiento caético es el mapeo logistico,
que se expresa como:
f('rn) = Tn+1 = ﬂxn(l - xn) (4.10)

con p el pardmetro de control, las repeticiones iteradas de esta funcién generan una secuencia de puntos conocida
como “orbita”.
La figura[4.6a] correspondiente a la ecuacién (@.10), ilustra el crecimiento de una poblacién a lo largo de varias

. p p o K s .
generaciones. La gréfica representa una pardbola que alcanza su valor mdximo de 1 cuando x = 3 indicando asi

la capacidad médxima de crecimiento de la poblacion.

La figura[.6b] correspondiente a la misma ecuacion, muestra el comportamiento para diferentes valores de . En
esta figura, se observa cémo la poblacién aumenta con el tiempo ¢ hasta alcanzar un limite maximo, tras lo cual
disminuye y eventualmente se extingue. La restriccién 0 < p < 4 garantiza que el comportamiento sea significativo
en el intervalo 0 < z < 1, resaltando las propiedades clave del modelo en términos de crecimiento poblacional.

=N ]

L[EF]

0 1
(@ pu= % (b) Diferentes valores de p

Figura 4.6: Valores de i en el mapeo logistico. Fuente: [|12].
Ahora, cuando en la funcién (@.I0) se calculan trayectorias, la ecuacién cuadratica f(z) = 3,2x(1 — x) representa

la dindmica con p = 3,2, y su grafica estd representada en la figura[d.7alen tono rosado. Si, por ejemplo, se elige
x = 0,1 entonces f(x) = 0,288. Tomando este valor aproximado como entrada (x = 0,3), se obtiene f(z) = 0,672.
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Al repetir estos pasos iterativamente, utilizando las salidas como nuevs entradas, se construye la trayectoria. Esta
trayectoria exhibe un crecimiento que eventualmente converge y se estabiliza en dos puntos, identificados como
puntos atractores.

o
-

0.8 n (S—

i |- |

1] (8] 2 23 Q.4 ns 0.8 QT [ER=] na 1

(2) (b)

Figura 4.7: Trayectorias del mapeo logistico. Fuente: ||

Considerando el caso en que 1 = 4, la ecuacién adopta la forma f(z) = 4z(1 — z). En este escenario, se sigue
el mismo procedimiento descrito anteriormente. Al iniciar con = 0,1, se obtiene f(z) = 0,36. Esta eleccién
da origen a una trayectoria que presenta un comportamiento no repetitivo y eventualmente alcanza una fase de
estabilizacién como en la figura[.7b] A lo largo de este proceso, la trayectoria oscila entre dos puntos, caracterizando
asf una dindmica cadtica. Al realizar estos cdlculos utilizando la ecuacién {#10), se concluye que la trayectoria
exhibe un comportamiento caético.

10

10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.8: Bifurcacién del mapeo logistico. Elaboracién propia.

Analisis:
= Para valores bajos de yu, el sistema se acerca a un punto en la figura[.8| Refleja una poblacion estable sin

fluctuaciones significativas.

= A medida que |1 aumenta, se pueden observar bifurcaciones en el grdfico, donde una linea de punto se divide
en dos o mds partes. Estas bifurcaciones indican una transicion hacia comportamientos mds complejos, como
ciclos limite y caos.

» En ciertos valores mds altos de a, el sistema puede volverse cactico, lo que significa que la trayectoria se
vuelve muy sensible a las condiciones iniciales y se vuelve impredecible.
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Algorithm 7 Bifurcacién del mapeo logistico

Entrada: Pardmetros
1: Generar el plano de fase para los diferentes valores de la tasa de crecimiento
2: Calcular iterativamente la poblacién futura utilizando la ecuacién logistica
Salida: Gréfico de la bifurcacién en el plano de fase

4.3.1. Exponente de Lyapunov

Una de las caracteristicas distintivas del caos es la divergencia entre trayectorias cercanas, también conocida como
sensibilidad a condiciones iniciales.

Se consideran inicialmente dos puntos préximos (zg, o + €). Luego, se aplica repetidamente la funcién a cada uno
de estos puntos, y se evalua la distancia absoluta entre ellos, dada por

dn = [f" (20 + €) = " (x0)].

Se espera que esta distancia aumente de manera exponencial con el nimero de iteraciones n. Si se divide esta
distancia entre un valor pequeiio ¢, se obtiene una funcién exponencial

dn _ @0+ = f@o)l _
€ €
donde v se obtiene despejando la expresion

= iy (oo £ = o)l

n €

bl

La ecuacion anterior define el exponente de Lyapunov v para la trayectoria, proporcionando una medida cuantitativa
de la sensibilidad al cambio en las condiciones iniciales y resaltando la naturaleza cadtica del sistema. Cuando €
tiende a cero, el lado derecho de la ecuacion se convierte en la definicion bésica del valor absoluto de la derivada
de f™ con respecto a x. La derivada de f™ se interpreta como el producto de n derivadas de f(x) evaluadas en la
trayectoria de puntos sucesivos de la érbita. Asi,

n—1

7= %(1n|f’(3§0)\ +In|f (z)| + ... +In|f (z,)]) = Z%ln|f/($i)\~

i=0
Si esta expresion tiene limite cuando n — oo, entonces el exponente de Lyapunov para la 6rbita que inicia en x
queda determinado por

1 n—1
— I - ' (.
y=Jim |- Z;lnlf (@)l ],
=

donde el exponente de Lyapunov se puede definir como el promedio del logaritmo natural del valor absoluto de las
derivadas de la funcion de mapeo, evaluadas en los puntos de la trayectoria. Si la funcién de mapeo evaluada en dos
puntos cercanos genera dos Orbitas que se separan entre si, entonces el valor absoluto de las derivadas del mapeo
serd mayor a 1 en esos puntos de la trayectoria. Dado que el valor absoluto mayor a 1 implica que su logaritmo es
positivo, se puede concluir que un mapeo iterado unidimensional tiene trayectorias cadticas cuando el exponente de
Lyapunov es positivo [3].

Exponente de Lyapunov
(=]

Figura 4.9: Exponente de Lyapunov del mapeo logistico. Elaboracién propia.
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La figuraf.9|representa el exponente de Lyapunov en funcién del pardmetro y para el mapa logistico.

1. p < 1 : En este rango, el sistema converge hacia un tinico punto y el exponente de Lyapunov es negativo. Esto
indica que las perturbaciones en las condiciones iniciales se reducen con el tiempo, lo que es consistente con la
convergencia hacia un atractor.

2.1 < p < 3 : El sistema exhibe comportamiento oscilatorio y bifurcaciones periddicas, hay regiones donde el
exponente de Lyapunov es positivo, indicando la presencia de caos determinista. La ubicacién de estos intervalos de
caos se corresponde con las bifurcaciones periddicas.

3. p = 3 : En esta region, el sistema experimenta la transicién hacia el caos, intervalos de positividad en el
exponente de Lyapunov, indicando la sensibilidad a condiciones iniciales y la presencia de 6rbitas cadticas.

4. up > 3,57 : El sistema muestra caos aperiddico. El exponente de Lyapunov es positivo en gran parte de este
rango, indicando una alta sensibilidad a las condiciones iniciales y la presencia de trayectorias cadticas.

5. p = 4 : El exponente de Lyapunov tiende a infinito. Esto sugiere un comportamiento cadtico extremadamen-
te fuerte, caracterizado por una alta sensibilidad a las condiciones iniciales y una divergencia exponencial de
trayectorias cercanas.

Algorithm 8 Exponente de Lyapunov en el mapeo logistico

Entrada: Pardmetros y valores para
1: Definir la ecuacién (@.10)
2: for ci en el rango inicial do

3: Calcular la derivada de la funcién logistica en el punto actual
4: Iterar el sistema
5: end for

Salida: Gréfico del exponente de Lyapunov.

Se ha examinado una variedad de fenémenos complejos, como bifurcaciones, caos, mapeo logistico, y otros, al
finalizar este capitulo sobre sistemas no lineales, lo que ha dado una comprensién profunda de cémo estos sistemas
pueden comportarse de manera impredecible y fascinante. El siguiente capitulo se centrard en el andlisis de modelos
fisicos con este conocimiento. Aplicando los principios aprendidos para entender y predecir el comportamiento de
sistemas en situaciones reales y pricticas.



5

MODELOS FISICOS

La introduccién de conceptos fisicos basicos abre la puerta a una comprensién matemaética rigurosa de los fendmenos
naturales. Al formular leyes y principios utilizando ecuaciones diferenciales y conceptos algebraicos, podemos
modelar y predecir el comportamiento fisico.

Leyes de Newton

= Primer Principio de Newton - Ley de Inercia: [11] Un cuerpo persistird en su estado de reposo o movimiento
rectilineo uniforme a menos que una fuerza externa actie sobre €l. Si la suma total de las fuerzas que actian
sobre el cuerpo es cero, su estado de movimiento actual se mantendra. La fuerza neta, representada por F'r es
simplemente la suma de todas las fuerzas que afectan al objeto.

= Segundo Principio de Newton - Ley de la Fuerza y Aceleracion: [11] La aceleracién de un cuerpo es
proporcional a la fuerza neta externa aplicada y actiia sobre él e inversamente proporcional a su masa. Esto se
expresa mediante la ecuacidn
Z F=ma

= Tercer Principio de Newton - Ley de Accion y Reaccion: [11] Si dos objetos interactian, la fuerza FA B
que ejerce el objeto A sobre el objeto B es igual en magnitud y opuesta a la fuerza Fpa que ejerce sobre el
objeto B sobre el objeto A . .

Fuyp=—Fpa

La energia potencial es una forma de energia asociada con la posicién o comportamiento de un objeto en un sistema.
La energia cinética esta relacionada con el movimiento de un objeto y su velocidad [11].

Definicion 5.0.1. La suma de la energia cinética y la energia potencial de un sistema es la energia mecdnica del
sistema, es decir;

E=K+U, 5.1)

donde K incluye la energia cinética de todos los integrantes moviles del sistema y U incluye todos los tipos de
energia potencial en el sistema. Las fuerzas no conservativas que actiian dentro de un sistema causan un cambio en
la energia mecdnica del sistema [|11|]

En el siglo XVII, mientras exploraba la elasticidad y los resortes, el fisico Robert Hooke observé que la relacion
entre la fuerza y la deformacion es lineal para muchos materiales. La siguiente relacién es conocida como la Ley de
Hooke.

Definicion 5.0.2. La fuerza necesaria para estirar o comprimir un objeto eldstico, como un resorte metdlico,
es proporcional a la magnitud de su extension, siempre que esta se mantenga dentro de ciertos limites y puede
expresarse mediante la formula:

F, = —kZ, (5.2)

donde F; es la fuerza restauradora, T es la longitud de la extension o compresion, y k es la constante de resorte,
medida cominmente en N/m [|11]].

45
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5.1. Movimiento arménico simple (MAS)

El movimiento arménico simple (MAS) es un movimiento oscilatorio que ocurre en muchos sistemas fisicos y se
caracteriza por un movimiento periédico y armonico, lo que significa que se repite a intervalos iguales y sigue un
patrén sinusoidal.

Considerando un modelo de movimiento arménico simple, se presenta un escenario en el cual un objeto con masa
m estd conectado a un resorte (de masa despreciable) con constante elastica k. El movimiento del objeto se restringe
a una sola dimension, tal como se representa en la figura[5.1a] En esta configuracion, el objeto se libera desde el
reposo justo cuando el resorte alcanza su maxima elongacion, dando inicio a su oscilacién. La tnica fuerza que
afecta a la masa es la ejercida por el resorte, y actda en direccién opuesta al movimiento, como se ilustra en la figura
[5.10} y sigue la dindmica descrita por la ecuacion (3.2).

F' x=10

Mﬁﬁﬁiﬁiff . |-ﬂtﬁm;:1]i 8
x=0 xhes

(a) (b)

Figura 5.1: Masa - resorte. Fuente: [|[11]

Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento de un bloque sujeto a un resorte y considerando la ecuacién que
describe la fuerza resultante (3.2)) en la direccién z se obtiene la siguiente relacién

kx
—kr =may, a, = ——.
m

Esto significa que la aceleracién del bloque a, es proporcional a su posicion « con una constante —. Ademds, esta
m
aceleracidn actda en sentido opuesto al desplazamiento del punto estacionario.

La ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes que describe el movimiento de un
objeto con masa m es:

k
24+ —x=0 (5.3)
m

con condiciones iniciales

2(0)=A, 2'(0)=0.

La solucién general para la ecuacién (5.3)) es una combinacion lineal de funciones seno y coseno, cuyo desarrollo
similar ya se ha resuelto anteriormente:

x(t) = C1 cos(wt) + Cysin(wt), donde w = 4/ E
m

Se calculan las derivadas de z(t):

(t) = —Chwsin(wt) + Caw cos(wt),

!/
T
2" (t) = —Cyw? cos(wt) — Cow? sin(wt).

Se aplican las condiciones iniciales:
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z(0) = C cos(0) + Cysin(0) = C1 - 1+ Co -0 = 1,
2'(0) = —Ciwsin(0) + Cow cos(0) = Chw.

Resolviendo para C7 y Cs:
CVl = Aa
CQUJ =0 = CQ =0.
Por lo tanto, la solucién especifica es

x(t) = Acos(wt),

donde w = E
V' om

La funcién x(t) representa la posicién del objeto en relacién con el tiempo ¢. Aqui, A es la amplitud, que indica la
madxima distancia desde la posicion de equilibrio alcanzada por el objeto. La frecuencia angular w, relacionada con
la frecuencia f por w = 27 f, determina la rapidez con la que el objeto oscila.

Al derivar la ecuacién respecto al tiempo, se obtiene la funcién de velocidad del objeto:

2/ (t) = —wAsin(wt).

En ausencia de friccién en la superficie y considerando un sistema aislado, se asume que la energia mecénica total
del sistema se conserva. Se plantea la suposicidn de un resorte sin masa, lo que implica que la energfa cinética del
sistema estd asociada exclusivamente al bloque. La expresion de la energia cinética se puede determinar utilizando
la velocidad ' (t):

. . . . 1 -
La energia potencial eldstica acumulada en el resorte para una elongacién x se describe como §ka:2. Al utilizar

x(t), se deduce la expresién correspondiente:
1 1
U= -ka? = kA% cos?(wt).
2 2
Dado que w® = —, la energia mecénica total del oscilador arménico simple se formula como:
m

1 1
E=K+U-= imoﬂA? sin?(wt) + 5/@/12 cos?(wt).

Simplificando, se tiene:

E= %k:A2 (sin?(wt) + cos?®(wt)).

Utilizando la identidad trigonométrica sin? + cos? = 1, se obtiene:

1
E = ZkAZ
2
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La cantidad total de energia mecanica en un oscilador arménico simple se mantiene constante durante todo su
movimiento y estd directamente relacionada con el cuadrado de la amplitud. Este comportamiento se refleja en las

trayectorias del oscilador, que toman la forma de 6rbitas cerradas.
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Figura 5.2: Plano de fase del movimiento armdnico simple. Elaboracién propia.

El diagrama de fase, como se muestra en la figura[5.2} proporciona una representacion visual del comportamiento
dindmico del sistema masa-resorte. Este diagrama traza la velocidad del objeto z/(t) en el eje vertical frente a su
posicién z(t) en el eje horizontal. En el diagrama, el origen (0, 0) representa el punto de equilibrio del sistema,
que corresponde a la posicion y velocidad iniciales nulas. Este punto de equilibrio es estable, lo que significa que
cualquier perturbacion del sistema tiende a disminuir con el tiempo y regresar al punto de equilibrio.

Las trayectorias en el diagrama de fase, conocidas como 6rbitas, son elipses cerradas centradas en el origen. Estas
orbitas indican que el sistema oscila periddicamente alrededor del punto de equilibrio. Las flechas en el diagrama de
fase muestran la direccidon del movimiento del sistema a lo largo de las érbitas. La estabilidad del punto de equilibrio
se evidencia en el comportamiento de los vectores: todos apuntan hacia el origen, lo que sugiere que cualquier
desplazamiento inicial del objeto desde la posicién de equilibrio resultard en un movimiento que eventualmente
volverd al origen. En términos de energfia, el sistema conserva su energia mecanica total, y el origen representa la

configuracién de energia minima.
Este andlisis se sustenta en la solucion de la ecuacién diferencial del sistema y en la conservacion de la energia
mecdnica, lo cual refleja la naturaleza periddica y estable de las oscilaciones del sistema masa-resorte.

Algorithm 9 Plano fase del movimiento arménico simple

Entrada: Vectores z e y, pardimetros
. . kx
1: Definir las ecuaciones z/, ——
. . m .
2: Crear un campo de direcciones normalizado
Salida: Gréfico del plano fase del movimiento arménico simple

5.2. Péndulo simple

El péndulo simple representa un sistema ideal que incluye una masa m suspendida desde un punto fijo mediante
un alambre de masa insignificante, cuya longitud es ajustable y se mide desde el centro de masa hasta el punto de

suspension.
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Figura 5.3: Péndulo simple. Fuente: [11]

Al desplazar el cuerpo desde su posicion de equilibrio original y liberarlo, el péndulo oscila en el plano vertical,
influenciado por la gravedad y la tensién que lo sujeta a un soporte. Si el dngulo 6 es pequefio, el movimiento del
péndulo se asemeja notablemente al de un oscilador arménico simple. En el péndulo, hay dos fuerzas principales en

juego: la tensién en la cuerda ? y la fuerza gravitacional mg. La componente tangencial de la fuerza gravitacional,
que es mg sin 0, siempre actda en la direccion opuesta al desplazamiento del péndulo desde su posicién mds baja.
Cuando movemos el péndulo, esta componente tangencial de la gravedad actda como una especie de "fuerza
restauradora”. Es como si tratara de devolver al péndulo a su posicion original. Se puede aplicar la segunda ley de
Newton en la direccidn tangencial para entender cémo estas fuerzas afectan el movimiento del péndulo:

d?s

F=— inf =m—-:
T mg sin mos

54

donde s indica la longitud de arco a lo largo de la trayectoria del péndulo, y el signo negativo indica que la fuerza
que empuja o tira del péndulo siempre apunta hacia su posicién de equilibrio. Dado que s = L6, con L constante, al
reemplazar en la ecuacién anterior se obtiene:

—mgsinf = mﬁ
g N dt?
—mgsin g = mLﬁ

gERT = T g
I i) = L0
L dt?

El tiempo que tarda en completar un ciclo (1) y la rapidez con que oscila (w) un péndulo simple estdn determinados
unicamente por la longitud de la cuerda y la fuerza de la gravedad que actda sobre él. Dado que el periodo no se ve
afectado por la masa, podemos inferir que todos los péndulos simples con la misma longitud y posicién tendran el
mismo periodo de oscilacién [9].

Péndulo S\mple_
08

VY

o N B oo

Angule (rad)

-0.8

Tiempao (s)

Figura 5.4: Péndulo simple. Elaboracién propia.

La figura [5.4] muestra el comportamiento oscilante de un péndulo simple en funcién del tiempo. La oscilacién
del péndulo es periddica, caracteristica de los sistemas pendulares simples. La amplitud, frecuencia y periodo
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de las oscilaciones dependen de la longitud del péndulo y de la aceleracién de la gravedad. Este grafico muestra
visualmente el movimiento del péndulo a lo largo del tiempo.

Algorithm 10 Péndulo simple

Entrada: Pardmetros, valores para el tiempo.
1: Define la ecuacién.
2: Resolver la ecuacidn diferencial

Salida: Gréfico de la solucién péndulo simple

Ejemplo 5.2.1.
Volviendo a la ecuacioén (5.4)), considere
d’s
F,=- infg =m—
¥ mg sin meos
9 g .
— W + Z s1n9 = O7

se va a normalizar la ecuacion para eliminar las unidades fisicas de la ecuacion original. Para lograr esto, se introduce
una frecuencia w = A donde g es la aceleracion debida a la gravedad y L es la longitud del péndulo. También se

introduce un tiempo adimensional 7 = wt = 1. Entonces queda la ecuacidn:
2

20
g Tsinf =0, (5.5)

como es una ecuacién no lineal, se debe linealizar para hallar los puntos de equilibrio.
do . .
Seanzx =0yy= e entonces las ecuaciones asociadas son:

dr_ Y
- =
gy (5.6)

U = —sinx

. d . . o
Si d—i = 0 entonces — sinz = 0, los valores de z para los cuales sin z = 0 son multiplos enteros de 7 entonces x
puede ser:

x =nm, donde n esun entero.
dx .. .
Para que — sea cero, y también debe ser cero. Entonces, se tiene que y = 0.
dt ‘

Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema son de la forma (x,y) = (nm,0), donde n es un entero.

La matriz jacobiana de este sistema es:

0 o
| oz 0 = 0 )
Dfwa) = |of, ofs {_COM O]
oz oy
0 1
= Dftnr0) = [_ cos(nm) 0}

= Se sabe que si n es par entonces cos(nm) = 1:

Dada la matriz:

0 1
Df(an) = |:_1 0:|
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la ecuacion caracteristica es:

0—x 1
det(Df — AI) :det[ 1 0_/\}7

calculando el determinante, se obtiene:

A1

det [_1 _\

| = nen - ey =2,
entonces los valores propios son:

AN 41=0= \=+i.

Hallando los vectores propios asociados a \; = 4:

dada la matriz A, se busca encontrar los vectores propios asociados a A; = i:

A—)\llz(_ol (1J>_Z<é (1)>:<:i —12>

Ul) tal que:

G266

esto da lugar al siguiente sistema de ecuaciones lineales:

se desea encontrar el vector v = (v
2

—iUl + Vo = 0
—vV1 — ivg =0

despejando v, de la primera ecuacidn, se obtiene:
—iv1 + v =0 = vy =11
se puede verificar que esta solucién satisface también la segunda ecuacion:
-V — i(iU1> = —U; — i2U1 =—v1+v1=0

. 1 . . .
por lo tanto, cualquier vector de la forma v = v (z) es un vector propio asociado a A\; = i.

asi, el vector propio asociado a A\; = i es:

1
V1 =71 i

donde v; es un escalar que puede tomar cualquier valor distinto de cero.
Hallando los vectores propios asociados a Ao = —i:

Para el vector asociado a Ay = —i:

A=l = <_01 (1)> = (=9) <(1) ?) - (—21 1)

51



CAPITULO 5. MODELOS FISICOS 52

U1
se desea encontrar el vector v = (v ) tal que:

2
7 1 U1 _ 0
-1 1 V2 - 0
esto da lugar al siguiente sistema de ecuaciones lineales:
Z"Ul + v = 0
—v1 + i’Ug =0
despejando v, de la primera ecuacidn, se obtiene:

w1 +ve =0 = vy = —tvy

se puede verificar que esta solucion satisface también la segunda ecuacion:

—v1 + i(—ivl) = —V1 — ’i2U1 = -V +v = 0
. 1 . . }
por lo tanto, cualquier vector de la forma v = v; ;) esun vector propio asociado a Ay = —i.
asi, el vector propio asociado a Ao = —i es:

1
e ()

donde v; es un escalar que puede tomar cualquier valor distinto de cero.

Los puntos de equilibrio asociados con valores pares de n en el péndulo simple linealizado son los valores
propios complejos conjugados (A = +%), indicando estabilidad y las soluciones cerca de estos puntos
describen 6rbitas elipticas en el espacio de fase como en la figura[5.3]

= Sin es impar entonces cos(nmw) = —1:

0 1
Df(n‘n',O) = |:1 0:|

la ecuacion caracteristica es:
det(Df — \I) = det (‘f IA)

= M 4+1=0= )=+l

los puntos son inestables e hiperbdlicos.

-1 1 U1 _ 0
1 -1 V2 - 0
—v1 +v2=0
V1 — V2 = 0

El vector asociado a A3 = 1:

de la primera ecuacién se puede despejar vy

entonces

el vector asociado a Ay = —1:



CAPITULO 5. MODELOS FISICOS 53

v1+vy =0
v +vy =0
de la primera ecuacién se despeja vs:
Vo = —U1

entonces

= (3)-n (1)

los puntos de equilibrio asociados con valores impares de n en el péndulo simple linealizado son los valores
propios reales (A = £1), indicando inestabilidad y las soluciones cerca de estos puntos describen trayectorias
hiperbdlicas que se alejan del punto de equilibrio en direcciones especificas en el espacio de fase.

3

Velocidad Angular (rad/s)

Angule (rad)

Figura 5.5: Plano fase del péndulo simple y separatriz. Elaboracién propia.

Algorithm 11 Plano fase del péndulo simple

Entrada: Vectores z e y
1: Crear el mallado con los vectores x e .
2: Definir el sistema de la ecuacion y,— sin(z).
3: Normalizar para hacer el campo de direcciones.
4: Calcular la separatriz
Salida: Gréfico del plano fase del péndulo simple

Un péndulo simple, formado por masas suspendidas en una cuerda o varilla sin masa, es un sistema conservativo
donde la energia total E se mantiene constante durante su movimiento. La energia cinética (K) estd asociada a la
velocidad, y la energfa potencial (U) a la altura sobre la posicion de equilibrio [9]]. La férmula de la energfa total es
E=K+U-= %yz — cos(x), para encontrar esta ecuacién desde (5.4)), primero se multiplica 6 en la ecuacién

63

0'(0" +sinf) =0,

integrando y resolviendo se tiene
/9'(9" + sin @)dt = /(9’9" +0'sinf)dt = /9’9”dt + /0’ sin Odt

/9’9”dt, u="0 du=0"dt

alelld _ d 7“72710/2
— t= uu7272()
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/9' sinfdt, z =0, dz = 0'dt
:>/9'sin9dt:/sinzdz: —cosz = —cosf

1
/9’(0” + sin @)dt = 5(9’)2 — cos @

y por queda:
1 1
5(0')2 —cosf = §y2 —cosz=F

de esta ecuacion se deduce la ecuacion de la separatriz, la cudl es:

1
E=_y*—
2y cosT

1
§y2 = F +4cosz

y? =2FE + 2cosz
y==xvV2+2cosx

donde, la separatriz es una curva que divide el espacio de fase en regiones con diferentes comportamientos.

Velocidad

Pasicidgn

Figura 5.6: Trayectorias del péndulo simple. Elaboracién propia.

Las trayectorias en el espacio de fase para diferentes condiciones iniciales del sistema se muestran en la Figura[5.6]
La energia total del péndulo determina cémo se comporta en el espacio fase. Cuando la energia es baja (£ < 2mgl),
el péndulo oscila entre dos posiciones extremas y sus trayectorias en el espacio fase son curvas cerradas y simétricas,
lo que indica un movimiento periddico y estable. En amplitudes pequefias, estas trayectorias se aproximan a una
elipse. Las oscilaciones dejan de ser armoénicas y las trayectorias se alargan en los extremos a medida que aumenta
la energia. El péndulo realiza rotaciones completas con energia alta (E' > 2mgl), con la velocidad angular maxima
en la posicién de equilibrio estable y la velocidad angular minima en la posicién invertida; en el espacio fase, estas
trayectorias son abiertas y el punto representativo entra por un lado y sale por el otro, repitiéndose cada 27. La
separatriz, que corresponde a la energia critica (£ = 2mgl), divide el espacio fase en regiones de oscilacién y
rotacidn; esta curva limite marca el borde entre estos movimientos, y en § = +.

Algorithm 12 Trayectorias del péndulo simple

Entrada: Rangos de tiempo y rango para las condiciones iniciales
1: Definir la funcién del sistema de ecuaciones y[1], — sin(y[0]).
2: Crear la figura
3: for ci en el rango inicial do
4: Resolver la ecuacién diferencial con condiciones iniciales [ci, 0]
5: end for
Salida: Gréfico de las trayectorias del péndulo simple
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5.3. Péndulo perturbado

Un péndulo perturbado es un sistema fisico que consiste en una masa suspendida de un punto fijo mediante una
cuerda inextensible y que ha sido afectado por alguna perturbacién externa o fuerza adicional. Esta perturbacion
puede tomar diversas formas, como fuerzas externas, variaciones en la longitud de la cuerda, cambios en la
aceleracion gravitatoria, entre otros. En esencia, un péndulo perturbado es un péndulo simple al cual se le ha
introducido alguna influencia adicional que modifica su comportamiento natural. La ecuacién de este péndulo
queda:

0" + b0 +sinf =0, 5.7

donde b es el coeficiente de amortiguamiento.
Ejemplo 5.3.1.

Como (5.7)) es una ecuacién no lineal, se debe linealizar para hallar los puntos de equilibrio:
sean x = 0y y = 6, entonces las ecuaciones asociadas son:

=y
{ y = —sinz — by (5-8)
si y’ = 0 entonces — sinx — by = —sinz = 0, los valores de x para los cuales sin 2 = 0 son mdltiplos enteros de

7 entonces x puede ser:
x =nmw, donde n esun entero.

Para que z’ sea cero, y también debe ser cero. Entonces, se tiene que y = 0.
Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema son de la forma (z,y) = (nx,0), donde n es un entero. La matriz
jacobiana de este sistema es:

on on
| oz 0 = 0 '
Dfay) = 0fs 87;/2 [_Cosx _b]
or Oy
0 1
= Dfinr0) = {— cos(nm) _b]

Se sabe que si n es par entonces cos(nm) = 1:

0 1
Df(nﬂ',O) = |:_1 —b:l

la ecuacion caracteristica es:
det(Df — AT) = det {:A 1 ]

1 —b—A
b+ Vb2 —4
= N+ +l=0= A= ———

para analizar la estabilidad de estos valores, se debe analizar el comportamiento de b — 4, entonces:

m cuando b? —4 >0, = b > 20b < —2, en este caso los valores son reales positivos (estables) o negativos
(inestables), respectivamente e hiperbdlicos.

» cuando b> —4 = 0, = b = 2 0b = —2, en este caso los valores son —1 (inestable) y 1 (estable) e
hiperbdlicos,.

m cuando b? —4 < 0, = b > —20b < 2, en este caso los valores son reales positivos (estables) o negativos
(inestables), respectivamente tienen parte imaginaria no nula, entonces son elipticos.

Si n es impar entonces cos(nw) = —1:

0 1
Df(nTr,O) = |:1 —b:|
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la ecuacion caracteristica es:

det(Df — ) = det (f s A)

b+ Vb2 +4
2

para analizar la estabilidad de estos valores, se debe analizar el comportamiento de b2 + 4, entonces:

= M4 -1=0= )=

m cuando b? +4 > 0,= b > —20b < 2, en este caso los valores son reales positivos (estables) o negativos
(inestables), respectivamente e hiperbélicos.

» cuando b2 +4 = 0, = b = —2 0 b = 2, en este caso los valores son positivos (inestable) y negativos
(estable), respectivamente e hiperbdlicos,

» cuando b? +4 < 0,=> b < —20b > 2, en este caso los valores son positivos (inestable) y negativos
(estable), respectivamente e hiperbdlicos,

Velocidad Angular (rad/s)
¥

Figura 5.7: Plano de fase del péndulo perturbado. Elaboracion propia.

Algorithm 13 Plano de fase del péndulo perturbado

Entrada: Vectores z e y

1: Crear el mallado con los vectores x € .

2: Definir las ecuaciones y, —by — sin(x).

3: Normalizar para hacer el campo de direcciones.
Salida: Gréfico del plano de fase del péndulo perturbado

Algorithm 14 Trayectorias del péndulo perturbado

Entrada: Rangos de tiempo y rango para las condiciones iniciales
1: Definir la funcién del sistema de ecuaciones y[1], —by[1] — sin(y[0])
2: Crear la figura
3: for ci en el rango inicial do
4: Resolver la ecuacién diferencial con condiciones iniciales [ci[i], 0], tspan, args = (b,)
5: end for
Salida: Gréfico de las trayectorias del péndulo perturbado

Las figuras[5.7)y [5.8| presentan el plano de fase y las trayectorias, respectivamente, en el espacio de fase para un
péndulo amortiguado y perturbado, con diversas condiciones iniciales. El comportamiento del péndulo perturbado
con coeficiente de amortiguamiento b = 0,1 es predominantemente estable en la mayoria de los casos analizados
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Figura 5.8: Trayectorias del péndulo perturbado. Elaboracién propia.

en el espacio fase. Las trayectorias muestran oscilaciones que se amortiguan y disminuyen en amplitud con el
tiempo, convergiendo hacia la posicién de equilibrio en # = 0. Este comportamiento estable se observa tanto en las
condiciones de reposo (é = 0) como en las condiciones iniciales con velocidades angulares iniciales (9 # 0), donde
las oscilaciones se reducen gradualmente hasta detenerse.

Sin embargo, en casos donde las condiciones iniciales presentan velocidades angulares iniciales mayores 6 =
1,—1,2,-2,3,—3), las oscilaciones pueden ser mds pronunciadas inicialmente. A pesar de esto, el sistema eventual-
mente alcanza un estado de equilibrio debido al amortiguamiento. En resumen, el sistema exhibe un comportamiento
mayormente estable, convergiendo hacia la posicién de equilibrio en # = 0 a medida que el tiempo avanza.

5.4. Oscilador arménico amortiguado

En el contexto del oscilador arménico amortiguado, se explora el impacto de la friccion en sistemas oscilantes.
Aunque idealmente, un oscilador arménico deberia continuar oscilando indefinidamente, la presencia de friccién en
situaciones del mundo real desacelera gradualmente el movimiento. Ignorar este factor puede llevar a predicciones
poco realistas. En casos précticos, la friccién puede tener una relacion no directamente proporcional con la velocidad
del objeto, dependiendo de la velocidad. En términos simplificados, se considera el caso donde la fuerza de friccién
es proporcional a la velocidad, expresada como

dy
ric — —bv=—-b—
ff v dt

donde b representa la magnitud de la influencia de la friccién. Un valor pequefio de b indica una desaceleracion
gradual debido a la friccién, afectando ligeramente al objeto. El signo negativo indica que, si el objeto se mueve
hacia adelante (con una velocidad positiva), la friccién actuard en direccion opuesta e intentard frenar el objeto [3].

Caracteristicas:
Cuando un objeto oscila y es sometido a una fuerza que lo frena con respecto a su velocidad, sucede algo interesante:

1. En el primer caso, la amplitud de la oscilacién disminuye con el tiempo y, con el tiempo, ocurre cada vez mas
lentamente. Eso significa que nunca se detiene por completo, al menos en teoria.

2. En el segundo caso, si la fuerza de frenado es constante (independiente de la velocidad), entonces la amplitud
de la oscilacion disminuird en una cantidad constante en cada media oscilacion y, finalmente, el objeto
alcanzara el estado completo después de un rato limitado.

Ejemplo 5.4.1.

Sea el sistema de ecuaciones de un oscilador arménico amortiguado

dx dy 9
= = 27— _9dwy —
a v w wy — w3z,
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toma las variables z (posicioén) y y (velocidad), junto con los pardmetros de frecuencia angular w y coeficiente de

amortiguamiento d.

Punto de equilibrio:

d d
En d—f =0y W _ 0, se obtiene y = 0y w?z — 2dwy = 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio es (0, 0).
La matriz Jacobiana J es:
of of
_ |0z oy| _| O 1
J= [ [—w2 —2dw
or Oy

Valores propios: El polinomio caracteristico |J — AI| = O es:
det(J — AI) = det A 1 =\ 4 2dw) + w?
n —w? —2dw-—\|) wATw

resolviendo

A= —dw+wyd? -1

Ao = —dw —w\/d? -1
Estos valores propios determinardn el comportamiento del sistema. La caracterizacion se realiza segun el valor del
coeficiente de amortiguamiento d en relacién con la frecuencia angular natural w. Se tienen tres casos distintos:

1. Sid? < 1, los valores propios son complejos conjugados y el sistema exhibird oscilaciones subamortiguadas,
como en las figuras [5.9a]y [5.10a]que son el plano de fase y las trayectorias respectivamente.

2. Sid? = 1, los valores propios son reales e idénticos, indicando oscilaciones criticamente amortiguadas, como
en la figura[5.9b]y [5.10b] que son el plano de fase y las trayectorias respectivamente.

3. Si d? > 1, los valores propios son reales y distintos, indicando oscilaciones sobreamortiguadas, como en la
figura[5.9qy que son el plano de fase y las trayectorias respectivamente.
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Figura 5.9: Plano de fase de un oscilador arménico amortiguado. Elaboracion propia.

Algorithm 15 Plano de fase del oscilador arménico amortiguado

Entrada: Posicién, velocidad, frecuencia angular, coeficiente de amortiguamiento

1: Definir las ecuaciones y, — 2dwy — w?x

2: Crear un campo de direcciones normalizado
Salida: Grifico del plano de fase del oscilador arménico amortiguado.
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Figura 5.10: Trayectorias de un oscilador arménico amortiguado. Elaboracién propia.

Algorithm 16 Trayectorias del oscilador arménico amortiguado

Entrada: Rangos de tiempo y rango para las condiciones iniciales
1: Definir la funcién del sistema de ecuaciones y[1], —2dwy|[1] — w? * y[0]
2: Crear la figura
3: for ci en el rango inicial do
4: Resolver la ecuacién diferencial con condiciones iniciales [ci[i], 0], tspan, args = (w, d)
5: end for
Salida: Gréifico de las trayectorias del oscilador arménico amortiguado

El comportamiento del oscilador armdnico perturbado depende del coeficiente de amortiguamiento y de los
valores propios del sistema. Para d < 1, los valores propios son complejos conjugados, indicando oscilaciones
subamortiguadas, donde las trayectorias en el espacio de fase describen espirales que convergen hacia el origen.
Cuando d = 1, los valores propios son reales e idénticos, representando un amortiguamiento critico con trayectorias
que son lineas rectas hacia el origen, regresando al equilibrio sin oscilaciones. Con d > 1, los valores propios son
reales y distintos, sefialando un comportamiento sobreamortiguado donde las trayectorias convergen rapidamente
hacia el origen sin oscilaciones. En el caso especifico del cédigo proporcionado, d = 1,5 y w = 1,0 implican un
comportamiento sobreamortiguado, con trayectorias en el espacio de fase que se mueven rapidamente-Lkiil hacia el
origen, disminuyendo gradualmente en velocidad y posicién sin oscilaciones.

Este capitulo ha demostrado la aplicacién de principios tedricos para comprender y predecir el comportamiento de
sistemas en contextos reales. Se ha subrayado la importancia de los modelos matemadticos en la interpretacion y
resolucién de problemas fisicos complejos, ilustrado a través del andlisis de varios ejemplos.



CONCLUSIONES

El estudio de conceptos esenciales relacionados con sistemas dindmicos ha permitido una mayor profundizacién en
la comprension tedrica de estos sistemas, proporcionando una base sélida para el desarrollo de modelos matematicos
precisos y la interpretacion de su comportamiento en diferentes contextos.

El andlisis de modelos matemadticos ha destacado cémo estos modelos pueden capturar de manera precisa y detallada
la dindmica de sistemas complejos.

La implementacién de algoritmos en Python ha facilitado la realizacién de simulaciones de modelos fisicos, lo
que ha permitido visualizar y analizar de forma interactiva el comportamiento de sistemas dindmicos en varios
escenarios, lo que ha enriquecido la comprensién practica de los conceptos tedricos estudiados.

El enfoque para entender los fundamentos tedricos de los sistemas dindmicos ha llevado a un andlisis cualitativo
detallado de los modelos, esto ha permitido una comprensién completa y detallada de la dindmica de los sistemas.
Se ha visto que este método es efectivo para abordar problemas complejos en una variedad de contextos fisicos.
Ademas, facilita la interpretacion y prediccion del comportamiento de sistemas dindmicos en situaciones reales. El
uso de modelos matematicos precisos y la implementacioén de algoritmos en Python han sido herramientas clave en
este proceso, lo que ha permitido la simulacién y visualizacién interactiva de los sistemas estudiados. Este estudio ha
mejorado significativamente la comprension tedrica y practica de los sistemas dindmicos, destacando la importancia
de un enfoque multidisciplinario para abordar de manera efectiva estos problemas.

60



ANEXOS



A

OTRAS DEFINICIONES

Definicion A.0.1. Espacio topoligico:
Sea S un conjunto y sea ) una familia de subconjuntos de S abiertos, cumple:
» El conjunto vacio y el conjunto S son abiertos, es decir, ) € Q, S € QL.
= La union de abiertos es un abierto, es decir, UAieIgQ A; e Q.
» La interseccion finita de abiertos es un abierto. es decir, VA, B € Q, AN B € Q.
entonces se dice que el par (S, ) es un espacio topoldgico o que 2 define una topologia sobre S [4].

El espacio euclidiano es un espacio geométrico al que se pueden aplicar las reglas y conceptos tradicionales de
la geometria euclidiana, como medir distancias, calcular 4ngulos y utilizar coordenadas cartesianas. El espacio
euclidiano puede tener diferentes dimensiones, como el espacio euclidiano bidimensional (plano), el espacio
euclidiano tridimensional (espacio 3D), etc.

Definicion A.0.2. Una n-variedad (donde n es un entero no negativo) es un espacio topoldégico que satisface la
propiedad de que para cada punto de la variedad existe una vecindad topoldgicamente equivalente (homeomorfismo)
de ese punto hasta n dimensiones abiertas que estd en el espacio euclidiano [4]].

Esto significa que cerca de cada punto de la variedad se puede encontrar una regién que actia como una parte del
espacio euclidiano de n dimensiones, como una parte de un plano, una linea recta o un espacio tridimensional. Esta
propiedad local de parecerse al espacio euclidiano es lo que caracteriza a la variedad.

Definicion A.0.3. (Espacio métrico.)

Dado un conjunto no vacio M # 0 y una funcion d : M x M — R, (a,b) — d(a,b), se dice que d es una
métrica si:

1. d(a,b)

U
.
Y

. 0
. d(a,a) =0,Ya e M

S

IS W

3
d4

(
(
d(a,b) = d(b,a)

d(a,c) < d(a,b) +d(b,c)

Asi, (M, d) se denomina espacio métrico y d(a, b) es la distancia [4]].

Definicién A.0.4. (Conjunto Compacto)
Un conjunto X C R se llama compacto si es cerrado y acotado.

Por ejemplo [0, 1] es acotado y cerrado, entonces [0, 1] es compacto.
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B

CODIGOS DE PYTHON

B.1. Planos de fase

Este c6digo se utiliza para visualizar graficamente el comportamiento dindmico de diferentes modelos, variando
principalmente en la definicién de la ecuacién diferencial y los valores de los pardmetros, incluye: ejemplo de
Ecuaciones Lineales|[T} la relacion entre Carlos y Soffa. 2] ] 1a ecuacién logistica[d] movimiento arménico simple[9]
péndulo simple [TT} péndulo perturbado T3] oscilador arménico amortiguado [T3]

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

;| # Definir parametros

=1.0

Crear un rango de valores para x e y

= np.linspace (-1, 2, 20)

= np.linspace (-1, 2, 20)

Crear una malla de valores para x e y

, Y = np.meshgrid(x, y)

# Definir las ecuaciones diferenciales del sistema
dx_dt = a » X x (1 - X)

XoFER X ==

| dy_dt = Y
| # Crear un campo de direcciones normalizado

magnitude = np.sqrt (dx_dt**2 + dy_dt*=*2)

dx_norm = dx_dt / magnitude

dy_norm = dy_dt / magnitude

# Crear el plano de fase

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.quiver (Y, X,dy_norm, dx_norm, angles=’'xy’)
plt.xlabel ('y’) # Cambiar 'x’ por 'y’ en el eje x
plt.ylabel ("x’) # Cambiar 'y’ por 'x’ en el eje y

lplt.xlim([-1,
slplt.ylim

11)
(-1, 21)
plt.grid(True)
plt.show ()
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B.2. Atractor de Lorenz

B.2.1. Comparacion de 3 condiciones iniciales del atractor de Lorenz

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

sl from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from scipy.integrate import solve_ivp

def sistlorenz (t, xyz, sigma, r, b):

X, Y,y Z = XyZ
dxdt = s * (y — x)
dydt = x x (r — z) -y

dzdt = x » y — b *x z
return [dxdt, dydt, dzdt]

Parametros de Lorenz
= 10.0

= 28.0

=8.0 / 3.0

OR 0

# Lista de condiciones iniciales para comparacion
condiciones_iniciales = [

[-8.0, 8.0, 27.01,

[0, 1.0, 1.01,

[0, -1.0, -1.0]
]

t_s = (0, 100)
t_eval = np.linspace(xt_s, 10000)

fig = plt.figure(figsize=(10, 15))

#Iterar sobre las condiciones iniciales y resolver las ecuaciones diferenciales
for n, ic in enumerate (condiciones_iniciales, 1):

ax = fig.add_subplot (len(condiciones_iniciales), 1, n, projection="3d")

sol = solve_ivp(sistlorenz, t_s, ic, args=(s, r, b), t_eval=t_eval)

ax.plot (sol.y[0], sol.y[1l], sol.y[2], 1lw=0.5)

ax.set_xlabel ("X")

ax.set_ylabel ("Y")

ax.set_zlabel ("2")

ax.set_title(f"Inicial: {ic}")

plt.tight_layout (rect=[0, 0, 1, 0.96])
plt.show ()
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B.2.2. Condicién inicial lejos del origen para el atractor de Lorenz @

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

;| from scipy.integrate import solve_ivp

def lorenz(t, xyz, sigma, r, b):

X, Y, z = Xyz
dxdt = sigma * (y — X)
dydt = x * (r - z) -y

dzdt = x x vy — b % z
return [dxdt, dydt, dzdt]

| # Parametros de Lorenz
il sigma = 10.0

r = 28.0
b =28.0/ 3.0

condiciones_iniciales = [-20, -20, -20.0]
t_span = (0, 100)
t_eval = np.linspace(xt_span, 10000)

# Resolver ecuaciones diferenciales de Lorenz

ol sol = solve_ivp(lorenz, t_span, condiciones_iniciales, args=(sigma,

t_eval=t_eval)

# Visualizar el atractor de Lorenz

fig = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax = fig.add_subplot (111, projection="3d")
ax.plot (sol.y[0], sol.y[1l], sol.y[2], 1lw=0.5)
ax.set_xlabel ("X")
ax.set_ylabel ("Y")
ax.set_zlabel ("2")
plt.show ()

r,

b),
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B.3. Mapeo logistico

66

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros

a_values = np.linspace (0, 4, 1000) # Valores de la tasa de crecimiento a
x_steps = 1000 # Pasos para iterar x
transient = 100 # Pasos para descartar en la simulacion inicial

# Funcion de la ecuacion logistica
def logistic_eq(x, a):
return a * x * (1 - x)

il # Crear el plano de fase para diferentes valores de a

plt.figure(figsize=(10, 8))
for a in a_values:

x_vals = []
x = 0.1 # Condicion inicial
for _ in range(transient):
x = logistic_eqg(x, a) # Descartar los primeros pasos
for _ in range (x_steps):
x_vals.append (x)
x = logistic_eq(x, a) # Iterar la ecuacion logistica

plt.plot([a] * x_steps, x_vals, ’,b’)

plt.xlabel ("u’)
plt.ylabel ("f(x)")
plt.grid(True)
plt.show ()
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B.4. Exponente de Lyapunov del mapeo logistico
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def logistic_map(x, u):
return u * x * (1 - x)

def lyapunov_exponent (x0, u, num_iterations):
lyapunov_sum = 0
x = x0

for i in range (num_iterations) :
# Calcular la derivada de la funcion logistica en el punto actual
dfidx = u - 2 x u * X

# Evitar la evaluacion del logaritmo cuando el denominador es cero
if dfidx != 0:
lyapunov_sum += np.log(np.abs (dfidx))

# Iterar el sistema dinamico
x = logistic_map(x, u)

# Calcular el promedio del exponente de Lyapunov
lyapunov = lyapunov_sum / num_iterations

return lyapunov

# Parametros del sistema
initial_x = 0.1
num_iterations = 700

# Valores de u en el rango de 0 a 4
u_values = np.linspace(0, 4, 700)

# Calcular el exponente de Lyapunov para cada valor de u
lyapunov_values = [lyapunov_exponent (initial_x, u, num_iterations) for u in
u_values]

# Visualizar el exponente de Lyapunov en funcion de u
plt.plot (r_values, lyapunov_values)

plt.xlabel ("u’)

plt.xlim ([0, 4])

plt.ylim([-5,51)

>|plt.show ()
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B.5. Solucion de la ecuacion del péndulo simple
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import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

sl import matplotlib.pyplot as plt

# Definir la ecuacion diferencial del pendulo
def pendulo(t, y, 1, g9):
theta, omega =y
dydt = [omega, -(g/l)s*np.sin(theta)]
return dydt

# Parametros del pendulo

»| longitud = 1.0 # Longitud del pendulo (metros)
i|lgravedad = 9.81 # Aceleracion debida a la gravedad (m/s"2)

condiciones_iniciales = [np.pi/4, 0] # Angulo inicial y velocidad angular inicial

# Definir el tiempo de simulacion

t_inicio = 0

t_final = 10

t_puntos = 1000

t_span = np.linspace(t_inicio, t_final, t_puntos)

o| # Resolver la ecuacion diferencial
il solucion = solve_ivp (pendulo, [t_inicio, t_final], condiciones_iniciales,

args=(longitud, gravedad), t_eval=t_span)

# Extraer resultados
angulos = solucion.y[0, :]
velocidades = solucion.y[1l, :]

# Graficar el angulo en funcion del tiempo
plt.figure(figsize=(10, 4))

plt.plot (solucion.t, angulos)
plt.xlabel (' Tiempo (s)’)

3| plt.ylabel ("Angulo (rad)’)

plt.title(’Pendulo Simple’)
plt.grid(True)
plt.show ()
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B.6. Trayectorias del péndulo simple
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

sl from scipy.integrate import odeint

# Definir la funcion del sistema de ecuaciones diferenciales
def f(y, t):
return [y[l], - np.sin(y[0])]

# Definir el rango de tiempo
tspan = [0, 15]

»|# Definir el rango inicial para ci
ilci = np.arange (-3*np.pi, 3*np.pi, 0.12)

# Crear la figura
plt.figure()

# Iterar sobre los valores iniciales en ci
for i in range(len(ci)):
# Resolver la ecuacion diferencial con diferentes condiciones iniciales
y_a = odeint (f, [ci[i], 0], np.linspace(tspan[0], tspan[l], 100))
ya = odeint (f, [ci[i], 1], np.linspace(tspan[0], tspan[l], 100))
ya2 = odeint (f, [ci[i], -1], np.linspace(tspan[0], tspan[l], 100))
plt.plot(y_al:, O], y_al:, 11)
plt.plot(yal:, 0], val:, 11)
plt.plot(ya2[:, 0], vya2[:, 11])

# Graficar las soluciones analiticas

x = np.linspace(-2*np.pi, 2*np.pi, 100)
y = 2 % np.cos(x/2)

plt.plot(x, y, linewidth=1, color='k’)

plt.plot(x, -y, linewidth=1, color='k’)

slplt.xlim([-2+np.pi, 2+np.pil)

plt.ylim([-np.pi, np.pil)
plt.xlabel ('Posicion’)
plt.ylabel (" Velocidad’)
plt.grid(True)

plt.show ()
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B.7. Trayectorias del péndulo perturbado

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

sl from scipy.integrate import odeint

# Definir la funcion del sistema de ecuaciones diferenciales para el pendulo

perturbado
def pendulo_perturbado(y, t, b):
return [y[1l], -b » y[l] - np.sin(y[0])]

# Parametros del sistema
b = 0.1 # Coeficiente de amortiguamiento

| # Definir el rango de tiempo
sltspan = np.linspace (0, 15, 100)

# Definir el rango inicial para ci
ci = np.arange(-6*np.pi, 6*np.pi, 0.12)

# Crear la figura
plt.figure ()

# Iterar sobre los valores iniciales en ci
for i in range(len(ci)):
# Resolver la ecuacion diferencial con diferentes condiciones iniciales
y = odeint (pendulo_perturbado, [ci[i], 0], tspan, args=(b,))
ya = odeint (pendulo_perturbado, [ci[i], 1], tspan, args=(b,
ya2 = odeint (pendulo_perturbado, [ci[i], -1], tspan, args=(
ya3 = odeint (pendulo_perturbado, [ 1, 21, tspan, args=(b,
ya4 = odeint (pendulo_perturbado, [ci[i], -2], tspan, args=(b
ya5 = odeint (pendulo_perturbado, [ 1, 31, tspan, args=(b
( [ ] (

ya6 = odeint (pendulo_perturbado, [ci[i], -3], tspan, args=(b,))
plt.plot(yl:, 0], y[:, 11)

plt.plot (y [ 01, val:, 11)

plt.plot(yaZ[ 01, va2fl:, 11)

plt.plot(ya3[:, 0], ya3[:, 11])

plt.plot(yadl:, 0], vad[l:, 1])

plt.plot(yab5[:, 0], vya5[:, 1])

plt.plot(ya6[:, 0], ya6l:, 11)

plt.xlim([-3*np.pi, 3*np.pil)
plt.ylim([-np.pi, np.pil)
plt.xlabel ("Posicion’)

»|plt.ylabel (' Velocidad’)
ilplt.grid (True)

plt.show ()
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B.8. Trayectorias del oscilador armoénico amortiguado
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

sl from scipy.integrate import odeint

# Definir la funcion del sistema de ecuaciones diferenciales para el oscilador

perturbado
def oscilador(y, t, omega, damping):
return [y[l], -2 x damping » omega * y[l] - omegax*=*2 x y[0]]

# Parametros del sistema
omega = 1.0 # Frecuencia angular natural
damping = 1.5 # Coeficiente de amortiguamiento

# Definir el rango de tiempo
tspan = np.linspace (0, 15, 100)

# Definir el rango inicial para las condiciones iniciales
ci = np.arange(-6*np.pi, 6*np.pi, 0.12)

# Crear la figura
plt.figure ()

# Iterar sobre los valores iniciales en ci

slfor i in range(len(ci)):
# Resolver la ecuacion diferencial con diferentes condiciones iniciales

y = odeint (oscilador, [ci[i], 0], tspan, args=(omega, damping))
ya = odeint (oscilador, [ci[i], 1], tspan, args=(omega, damping)
ya2 = odeint (oscilador, [ci[i], -1], tspan, args=(omega, damping))

oscilador, [ci , 2], tspan, args=(omega, damping

)

g)

ya3 = odeint [i] ))
oscilador, [ci[i], -2], tspan, args=(omega, damping))

[1] ))

[1] g)

ya4 = odeint
ya5 = odeint
ya6 = odeint

oscilador, [ci , 31, tspan, args=(omega, damping
oscilador, [ci , —3], tspan, args=(omega, dampin

)

plt.plot(y[:, O], y[:, 11)
plt.plot(yal:, 0], vyal:, 11])
plt.plot(ya2[:, 0], vya2[:, 1])
plt.plot(ya3[:, 0], vya3[:, 1])
plt.plot(yadl:, 0], vadl:, 11])
plt.plot(ya5[:, 0], vya5[:, 1])
plt.plot(ya6[:, 0], ya6[:, 11)

plt.xlim([-3*np.pi, 3*np.pil)

lplt.ylim([-np.pi, np.pil)
il plt.xlabel (" Posicion’)

plt.ylabel (’Velocidad’)

slplt.grid (True)

plt.show ()
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B.9. Valores y vectores propios.
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import numpy as np

il # Definir una matriz

matrix = np.array([[2, -11,
(1, 111)

# Calcular los valores y vectores propios

eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(matrix)

# Imprimir los resultados
print ("Valores propios:", eigenvalues)

»|print ("Vectores propios:")

slfor 1 in range (len(eigenvalues)):
print ("Valor propio:", eigenvalues[i])
print ("Vector propio:", eigenvectors]|:,

print ()

i])
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