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Resumen

La termodinámica, como marco fenomenológico fundamental, proporciona una des-
cripción de sistemas en el régimen macroscópico. Sin embargo, a escalas más pequeñas,
los principios de la teoría macroscópica de la termodinámica no se pueden aplicar en el
régimen microscópico. En este contexto, se plantea un desafío significativo en la comuni-
dad científica: la formulación de los principios de la termodinámica para sistemas en el
régimen cuántico. Un tema de gran interés en este campo, es el estudio de las baterías
cuánticas. En los últimos años, esta área ha ganado una relevancia significativa debido
a sus implicaciones en el desarrollo de tecnologías más eficientes. La importancia de las
baterías cuánticas subyace en su potencial para superar las limitaciones de las baterías
convencionales, así como su capacidad de mejorar procesos clave en el almacenamien-
to de energía y a la vez aumentar la eficiencia en los procesos de carga y descarga, lo
que resulta en una mayor vida útil de las baterías. Estos avances se logran mediante la
explotación de recursos cuánticos, como la coherencia y el entrelazamiento cuántico. El
objetivo principal del presente trabajo consiste en analizar las implicaciones de los efectos
cuánticos en el rendimiento de los procesos de autodescarga en baterías. Este proceso es
análogo a los procesos de decaimiento de energía inherentes en baterías convencionales.
En este estudio, se analizan las ventajas derivadas del aprovechamiento de la coherencia
como recurso para optimizar la ergotropía, que representa la energía útil en sistemas de
un qubit. Además, se extiende el modelo a sistemas de N-qubits interactuantes, con el
fin de explorar el recurso del entrelazamiento cuántico y analizar el decaimiento colectivo
que deriva de la interacción entre baterías (qubits). En este estudio, también se analiza
la influencia de la geometría en la que se configura el sistema para arreglos de N = 4 y
N = 5 baterías para determinar el efecto de la geometría en los tiempos de decaimiento
en el proceso de autodescarga del sistema.



Abstract

Thermodynamics, as a fundamental phenomenological framework, provides a description
of systems in the macroscopic regime. Nevertheless, at smaller scales, the principles of
the macroscopic theory of thermodynamics cannot be applied in the microscopic regime.
In this context, a major challenge in the scientific community arises: the formulation of
the principles of thermodynamics for systems in the quantum regime. A topic of great
interest in this field is the study of quantum batteries. In recent years, this area has
gained significant relevance due to its implications for the development of more efficient
technologies. The importance of quantum batteries lies in their potential to overcome
the limitations of conventional batteries, as well as their ability to improve key energy
storage processes while increasing the efficiency of charging and discharging processes,
resulting in longer battery lifetimes. These advances are achieved by exploiting quantum
resources such as coherence and quantum entanglement. The main objective of this work
is to analyse the implications of quantum effects on the performance of self-discharging
processes in batteries. This process is analogous to the energy decay processes inherent
in conventional batteries. In this study, the advantages of using coherence as a resource
to optimise the ergotropy, which represents the useful energy in single-qubit systems,
are analysed. In addition, the model is extended to systems of interacting N-qubits, in
order to explore the resource of quantum entanglement and to analyse the collective decay
resulting from the interaction between batteries (qubits). In this study, the influence of the
geometry in which the system is configured for arrays of N = 4 and N = 5 batteries is also
analysed to determine the effect of the geometry on the decay times in the self-discharging
process of the system.
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1. Introducción

El avance significativo en la investigación de nuevas tecnologías cuánticas en las últi-
mas décadas se corresponde a la constante necesidad científica de explorar y entender los
fenómenos físicos a escalas cada vez más pequeñas. Esto ha llevado a creer que actualmen-
te nos encontramos en medio de lo que se conoce como la segunda revolución cuántica.
A pesar de que tanto la primera como la segunda revolución comparten la característica
distintiva de ser consideradas como hitos fundamentales que redefinieron los paradigmas
de la física y la tecnología, es importante mencionar que la primera revolución cuántica,
que tuvo lugar en la primera mitad del siglo XX, marcó un punto de inflexión crucial
al trastocar las concepciones clásicas de la física. Este hito condujo a la formulación de
la teoría cuántica para poder entender los fenómenos en la escala microscópica. Por otro
lado, la segunda revolución cuántica se caracteriza por explotar y usar los principios cuán-
ticos para el desarrollo de nuevas tecnologías, e incrementar la eficiencia de tecnologías
ya existentes. Este desarrollo ha suscitado un gran interés por parte de la comunidad
científica en el estudio de los fenómenos cuánticos y la posibilidad de aprovechar estos
efectos como nuevos recursos [1, 2, 3].

Esta creciente atención derivó en la necesidad de comprender la termodinámica en sis-
temas que se encuentran en el límite del régimen nanoscópico, a raíz de ello surgió una
nueva interrogante acerca de sí los principios de la termodinámica formulados para los
sistemas macroscópicos eran igualmente válidos al considerar sistemas en escalas micros-
cópicas. Esto representó un nuevo reto de fundamental importancia para la comunidad
científica: la formulación de los principios de la termodinámica para sistemas en el régi-
men cuántico, dando lugar al campo emergente conocido como Termodinámica Cuántica,
cuyo enfoque central está direccionado en la búsqueda de una teoría que permita exten-
der y conectar los conceptos del mundo macroscópico descrito por la leyes convencionales
de la termodinámica y el mundo microscópico descrito por la mecánica cuántica [4, 5, 6, 7].

El incremento de la tendencia a la miniaturización de los dispositivos tecnológicos junto
con los avances de la teoría cuántica, han impulsado a la física a investigar la posibilidad
de usar sistemas cuánticos como baterías, en la perspectiva de alimentar dispositivos mi-
croscópicos, y de mejorar la eficiencia del almacenamiento de energía existente [8, 9, 10].
En este contexto se introduce el término baterías cuánticas que fue inicialmente acuña-
do por R. Alicki y M. Fannes para describir pequeños sistemas cuánticos que realizan la
misma tarea que las baterías convencionales, por lo tanto permiten almacenar energía de
forma temporal para ser utilizada posteriormente mediante la transferencia a un centro
de consumo [6, 11, 12]. En su trabajo investigaron acerca de la máxima cantidad de tra-
bajo que podía ser extraída de un sistema de N baterías entrelazadas cuánticamente. Al
encontrarse una mayor eficiencia en la cantidad de trabajo extraíble de un sistema multi-
partito de N copias idénticas entrelazadas, fue marcado un punto de partida fundamental
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dentro de la posibilidad de usar las correlaciones no clásicas tales como la coherencia y
el entrelazamiento cuántico como recursos para mejorar procesos clave de almacenamien-
to de energía y extracción de trabajo, en comparación con su contraparte clásica [4, 6, 13].

Este trabajo de grado se centra en explorar la ventaja proporcionada por recursos cuán-
ticos como la coherencia y el entrelazamiento en sistemas de dos niveles que trabajan
como baterías cuánticas, buscando determinar los efectos en el proceso de autodescarga,
entendido este como la descarga natural de cualquier batería que aún no está conectada
a un centro de consumo [11, 14]. Este trabajo está direccionado a analizar los modelos
propuestos por A. Santos en su artículo Quantum advantage of two-level batteries in the
self-discharging process. Estos son: una única batería y N-baterías interactuantes, estos
sistemas son preparados en un estado inicial de máxima coherencia. De manera general,
estos modelos incluyen los efectos disipativos de la interacción con el entorno que causan
la autodescarga y para el caso de múltiples baterías, los efectos de disipación colectiva
que emergen de la interacción entre las baterías. Con el objetivo de cuantificar la ventaja
cuántica, también se analizan sistemas preparados en un estado análogo clásico, el cual es
construido de manera que sirva como comparación clásica para cada sistema cuántico. Los
resultados del trabajo de Santos se reproducen y se extienden para analizar el desempeño
de sistemas preparados en un estado inicial de máximo entrelazamiento, de este modo, se
determina el papel de este recurso cuántico en los procesos de autodescarga de energía.

El desarrollo de este trabajo de grado está estructurado en 5 Capítulos. Con el fin de
entender los resultados, es necesario introducir una visión general de los sistemas cuánti-
cos cerrados y abiertos. Por lo tanto la estructura será la siguiente: En el Capítulo 2 se
plantea la introducción al formalismo de sistemas cerrados donde se aborda la dinámica
unitaria, y también se define una cantidad importante en el contexto de los procesos de
almancenamiento de energía: la ergotropía. Además, se describe el operador de estado
como herramienta matemática fundamental para describir el estado cuántico del sistema,
y se introducen las nociones de coherencia y entrelazamiento cuántico. El Capítulo 3 se
centra en dar una visión general de la teoría de sistemas abiertos permitiendo la compara-
ción con la descripción del formalismo de sistemas cerrados. En este capítulo se abordará
específicamente la ecuación de Lindblad, las aproximaciones de Born, Markov y Secular
así como los respectivos sistemas físicos que se pueden modelar. El Capítulo 4 presenta los
resultados de la implementación teórica-computacional con el respectivo análisis para los
dos tipos de sistemas planteados, la comparación con su correspondiente análogo clásico y
la extensión del modelo con respecto al entrelazamiento cuántico. El Capítulo 5 sintetiza
el análisis y las conclusiones más significativas del trabajo de grado.



2. Sistemas Cuánticos Cerrados

Desde una perspectiva teórica, existe una distinción fundamental entre dos tipos de
sistemas utilizados para estudiar el comportamiento de la naturaleza: los sistemas cerrados
y los sistemas abiertos. Estos paradigmas representan diferentes enfoques para analizar
la interacción entre sistemas cuánticos y su entorno. Aunque solo los sistemas abiertos
describen adecuadamente el comportamiento de los sistemas en la naturaleza, nuestro en-
foque en este capítulo se centra en los sistemas cuánticos cerrados, es decir, aquellos que al
estar aislados, no están sujetos a ningún tipo de interacción con el entorno y por lo tanto
conservan la energía total del sistema. En el desarrollo de este capítulo estableceremos
los conceptos teóricos fundamentales necesarios para entender y describir la evolución
temporal de los sistemas cuánticos cerrados, y presentaremos el concepto de operador
densidad, junto con los tipos de estados cuánticos que permiten la descripción de sistemas
físicos, estos son: los estados puros y los estados mixtos. También abordaremos el origen
del concepto de ergotropía a partir de los principios fundamentales de la termodinámica
así como la introducción de dos recursos cuánticos: la coherencia y el entrelazamiento.

2.1. Evolución Unitaria

La mecánica cuántica establece que la evolución a través del tiempo de un vector de
estado |ψ⟩ de un sistema cerrado es unitaria. En consecuencia, esta evolución se rige por
la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo [15, 16], lo que nos permite conocer el
estado del sistema para cualquier tiempo posterior a partir de un estado inicial [17]:

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ , (2.1)

donde el operador hermítico Ĥ es el Hamiltoniano que representa la energía total del
sistema, mientras que ℏ denota la constante reducida de Planck. La solución a la ecuación
2.1 se puede establecer de manera precisa cuando se conoce el vector de estado |ψ(t0)⟩
en un tiempo inicial t = t0, en este caso, la solución queda definida en términos de un
operador unitario:

|ψ(t)⟩ = Û(t, t0) |ψ(t0)⟩ , t > t0. (2.2)

Aquí, los dos vectores de estado están relacionados a través del operador unitario de
evolución temporal Û(t, t0), el cual al ser aplicado sobre un estado en t0 permite obtener
la información del estado en cualquier tiempo posterior t. Los operadores unitarios son
herramientas fundamentales en la teoría cuántica y son utilizados para representar diversas
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transformaciones, como traslaciones espaciales, rotaciones o evoluciones temporales. El
operador unitario de evolución temporal satisface las siguientes propiedades:

Unitariedad: La propiedad fundamental de este operador es la unitariedad, que
implica la preservación de la norma de los estados a lo largo del tiempo. Esto ga-
rantiza la conservación de la probabilidad al no presentarse pérdida de información
durante la evolución del sistema. Esta propiedad se expresa mediante la relación

Û †(t, t0)Û(t, t0) = Û(t, t0)Û †(t, t0) = 1̂. (2.3)

Continuidad del tiempo: Los operadores unitarios aseguran la invarianza del
estado cuando el estado inicial y el estado final son idénticos. En otras palabras,
dado que el tiempo es un parámetro continuo se cumple

ĺım
t→t0

Û(t, t0) |ψ(t0)⟩ = Û(t0, t0) |ψ(t0)⟩ , Û(t0, t0) = 1̂. (2.4)

Cuando un sistema evoluciona desde un tiempo t0 a un tiempo t, en el límite cuando
t→ t0, el vector de estado no cambia y por lo tanto el operador evolución temporal
actúa como el operador identidad.

Relación de Composición: La propiedad de composición para un operador uni-
tario establece que la evolución temporal desde un estado en t0 a uno en t2 es
equivalente a la evolución con un paso intermedio t1, es decir: Esto implica que

t0 t2

|ψ(t2)⟩ = Û(t2, t0) |ψ(t0)⟩ , t2 > t0.

t0 t1 t2

|ψ(t2)⟩ = Û(t2, t1)Û(t1, t0) |ψ(t0)⟩ , t2 > t1 > t0.

el operador se puede descomponer como Û(t2, t0) = Û(t2, t1)Û(t1, t0). Al considerar
que el sistema experimenta una evolución temporal infinitesimal, el estado cambia
de forma tal que la evolución sobre un tiempo infinitesimal δt se puede escribir de
la forma

|ψ(t+ δt)⟩ = Û(t+ δt, t) |ψ(t)⟩ , (2.5)

al hacer uso de la condición de continuidad para un δt muy pequeño, el operador
evolución temporal actúa como el operador identidad

ĺım
δt→0

Û(t+ δt, t) = 1̂. (2.6)

Esto nos permite reescribir el operador evolución temporal infinitesimal en términos
del generador de evolución del sistema, es decir, el Hamiltoniano Ĥ

Û(t+ δt, t) = 1̂− i

ℏ
Ĥδt. (2.7)
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El operador evolución temporal infinitesimal debe satisfacer la propiedad de com-
posición, por lo tanto para un t+ δt > t > t0:

Û(t+ δt, t0) = Û(t+ δt, t)Û(t, t0) =
(
1̂− i

ℏ
Ĥδt

)
Û(t, t0),

Û(t+ δt, t0)− Û(t, t0) = − i

ℏ
ĤÛ(t, t0)δt. (2.8)

De aquí, se puede obtener la ecuación de Schrödinger correspondiente al operador
evolución temporal

iℏ
∂

∂t
Û(t, t0) = ĤÛ(t, t0). (2.9)

Algunas de las posibles soluciones de la ecuación 2.9 dependen de la naturaleza
del operador Hamiltoniano [15, 18] , por lo tanto se pueden considerar tres casos
particulares:

1. Sí el Hamiltoniano del sistema no depende explícitamente del tiempo, la solu-
ción de esta ecuación está dada de la forma:

Û(t, t0) = exp

{
− i

ℏ
Ĥ(t− t0)

}
. (2.10)

2. Sí el Hamiltoniano es dependiente del tiempo pero para tiempo distintos con-
muta

[
Ĥ(t), Ĥ(t′)

]
= 0, la solución se expresa como:

Û(t, t0) = exp

{
− i

ℏ

∫ t

t0

Ĥ(t′)dt′
}
. (2.11)

3. El Hamiltoniano es dependiente del tiempo, sin embargo para instantes de
tiempo diferentes los operadores Ĥ no conmutan, la solución se define de la
forma:

Û(t, t0) = T̂ exp

{
− i

ℏ

∫ t

t0

Ĥ(t′)dt′
}
. (2.12)

Donde el término T̂ es conocido como operador ordenamiento temporal, el cual
ordena el producto de operadores tiempo dependientes de un tiempo menor a
un tiempo mayor, por lo tanto el ordenamiento de los operadores con argu-
mentos temporales se da con un incremento de derecha a izquierda. Para una
pareja de operadores bosónicos en tiempos diferentes, el producto ordenado en
el tiempo se define como

T̂
{
Ĥ(t1)Ĥ(t2)

}
=

{
Ĥ(t1)Ĥ(t2), t1 > t2.

Ĥ(t2)Ĥ(t1), t1 < t2.
(2.13)

De manera explícita:

T̂
{
Ĥ(t1)Ĥ(t2)

}
= θ(t1 − t2)Ĥ(t1)Ĥ(t2) + θ(t2 − t1)Ĥ(t2)Ĥ(t1), (2.14)

donde θ(t) representa la función escalón de Heaviside, la cual se define como

θ(t) =

{
1, t ≥ 0
0, t < 0

(2.15)
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2.2. Operador de Estado

En términos generales, un vector de estado |ψ⟩ representa el estado de un sistema
cuántico. Por otro lado, el concepto de operador densidad, o también llamado matriz
densidad cuyo formalismo e introducción se atribuyen a J. von Neumann en 1927, surge
como un mecanismo para describir la estadística de los estados desde el marco de la
mecánica cuántica, proporcionando una herramienta más amplia que permite generalizar
el concepto de vector de estado [15, 19, 20, 21]. Este objeto matemático permite describir
ensambles de sistemas físicos que pueden ser puros o mixtos (los cuales serán descritos
más adelante). En general, el operador de estado se define como la suma estadística del
producto exterior de diferentes estados |ψi⟩, cada uno asociado a una probabilidad pi:

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| . (2.16)

Existen ciertas condiciones fundamentales que deben ser garantizadas para que un ope-
rador sea considerado un operador densidad:[15, 19]

Traza unitaria: esta condición está relacionada con la conservación de la probabi-
lidad:

Tr{ρ̂} =
∑
i

pi = 1. (2.17)

Hermiticidad: El operador densidad debe ser hermítico:

ρ̂† =

(∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi|

)†

=
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| , (2.18)

ρ̂† = ρ̂. (2.19)

Positividad: esta condición establece que todos los autovalores de la matriz densi-
dad son no negativos:

⟨ψi| ρ̂ |ψi⟩ ≥ 0, ∀
∣∣∣ψ̂i

〉
. (2.20)

Por lo tanto se garantiza que para todo vector de estado, los elementos diagonales
de la matriz densidad son siempre positivos, dado que estos elementos diagonales
están relacionados con las probabilidades.

El operador de estado contiene toda la información físicamente relevante del sistema. Por
lo tanto, para calcular el valor esperado de un observable Â en un estado representado por
la matriz densidad se halla la traza sobre el producto entre el observable y el operador de
estado[19]〈

Â
〉
= Tr

{
ρ̂Â
}
. (2.21)

Dentro del formalismo del operador densidad, resulta esencial definir su evolución en
el tiempo. A partir de la ecuación de Schrödinger 2.1 podemos generalizar la evolución
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temporal unitaria para los estados descritos por el operador densidad, lo que nos conduce
a la conocida ecuación de von Neumann [19, 22]:

iℏ
∂

∂
ρ̂(t) =

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
, (2.22)

cuya solución está dada de la forma

ρ̂(t) = Û(t, t0)ρ̂(t0)Û †(t, t0), (2.23)

donde ρ̂(t0) representa el operador que describe el estado del sistema en el tiempo inicial
y Û(t, t0) el operador evolución temporal de la forma 2.10-2.12.

2.2.1. Estados Puros

Un estado puro es un ensamble en el que todos los sistemas son idénticamente prepa-
rados, y al estar descritos por el mismo vector de estado |ψ⟩ tienen la misma probabilidad.
En consecuencia, la matriz densidad de este tipo de estados sólo contiene un elemento
distinto de cero y se definen como [18, 23]:

ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ| . (2.24)

Una manera de caracterizar estos estados puros es mediante la cantidad conocida como
"pureza", que para estados puros debe cumplir la condición:

Tr
{
ρ̂2
}
= 1. (2.25)

2.2.2. Estados Mixtos

Un estado mixto o también denominado estado no-puro, se refiere a un ensamble
mixto en los que un conjunto de sistemas no se puede describir mediante un solo vector
de estado |ψ⟩. En otras palabras, estos estados se representan como una mezcla estadística
de estados puros [15, 19, 20]. La matriz densidad para estados mixtos se expresa de la
forma

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| . (2.26)

Donde los pi son distintos de cero y satisfacen las siguientes condiciones:

0 ≤ pi ≤ 1,
∑
i

pi = 1. (2.27)

Al igual que en el caso de los estados puros, podemos distinguir los estados mezclados
mediante la pureza, que en este caso debe cumplir:

Tr
{
ρ̂2
}
< 1. (2.28)
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2.2.3. Estados Térmicos

Los estados térmicos también conocidos como estados de equilibrio térmico o estados
de Gibbs, son un tipo de estados cuánticos utilizados para describir sistemas físicos cuando
se encuentra en equilibrio térmico con su entorno [4, 24]. Estos estados se pueden definir
como:

ρ̂ =
e−βĤ

Z
, β =

1

kBT
, Z = Tr

{
e−βĤ

}
, (2.29)

donde Z representa la función de partición. Dado un operador auto-adjunto, podemos
encontrar una base ortonormal compuesta por sus vectores propios. El teorema espectral,
en este contexto, nos permite descomponer este operador en términos de operadores de
proyección, los cuales se construyen a partir de los vectores propios correspondientes. Para
un Hamiltoniano de un sistema de dos niveles, podemos expresar el operador en una forma
diagonal. Esta representación se llama descomposición espectral y se define como:

Ĥ =
2∑

n=1

εn |εn⟩ ⟨εn| . (2.30)

Utilizando el teorema espectral, que expresa la forma en que una función que actúa sobre
un operador hermítico diagonal:

f(Ĥ) =
2∑

n=1

f(εn) |εn⟩ ⟨εn| , (2.31)

se puede expresar el estado térmico a partir de considerar el siguiente parámetro:

rτ =
1− e−βε

1 + e−βε
, (2.32)

siendo ε1,2 = ±ε/2. Por lo tanto se obtiene:

ρ̂ =

(
1 + rτ

2

)
|ε1⟩ ⟨ε1|+

(
1− rτ

2

)
|ε2⟩ ⟨ε2| . (2.33)

Esta forma en la que se presenta el estado térmico nos permite identificar estados puros
y mixtos a partir de aplicar ciertas condiciones,

Sí consideramos el límite en el que la temperatura T → 0, entonces el parámetro
β → ∞ y la relación rτ → 1. En este caso, la ecuación 2.33 se reduce a la forma de
un estado puro:

ρ̂ = |ε1⟩ ⟨ε1| . (2.34)

Por otro lado, si consideramos el límite en el que la temperatura tienda infinito
T → ∞, entonces el parámetro β → 0 y la relación rτ → 0. En esta situación, la
ecuación para el estado térmico toma la forma de un estado mixto conocido como
estado de máxima mezcla:

ρ̂ =
1

2
|ε1⟩ ⟨ε1|+

1

2
|ε2⟩ ⟨ε2| . (2.35)
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2.2.4. La Esfera de Bloch

La esfera de Bloch es una representación geométrica fundamental que originalmente fue
desarrollada por F. Bloch [25]. Es utilizada para visualizar y analizar estados cuánticos en
sistemas de dos niveles (qubits) y proporciona un medio para mapear los estados cuánticos
en una esfera unitaria tridimensional, cuya base está compuesta por los autovectores del
operador σ̂z . Estos son:

|0⟩ =
(

1
0

)
, |1⟩ =

(
0
1

)
. (2.36)

Por lo tanto, el estado de un qubit en la base de la esfera de Bloch se puede definir como:

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ . (2.37)

En la figura 2.1 se muestra la representación del estado de un qubit |ψ⟩ como una com-
binación lineal de los estados en la base ortonormal de la esfera de Bloch. En esta re-
presentación, las coordenadas θ y ϕ son números reales que cumplen con 0 ≤ θ ≤ π y
0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Figura 2.1: Representación de el estado |ψ⟩ en la esfera de Bloch.

El operador densidad para este caso se puede representar como una matriz 2x2 de la
forma:

ρ̂ =

(
ρ00 ρ01
ρ∗01 1− ρ00

)
. (2.38)
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La esfera de Bloch permite visualizar el formalismo del operador densidad para qubits. En
este enfoque, la matriz densidad se puede expresar en términos de un vector r⃗ denominado
el vector de Bloch (esto es cierto en general para cualquier operador de dos niveles). Este
vector representa las coordenadas en la esfera de Bloch y su relación con el operador
densidad es:

ρ̂ =
1

2

(
1̂ + r⃗ · σ̂

)
, (2.39)

donde σ̂ = (σx, σy, σz) y r⃗ = (rx, ry, rz) son las coordenadas del vector de Bloch, que
corresponden al valor esperado del operador de Pauli correspondiente, es decir ri = ⟨σi⟩.
Esto conduce a la expresión en coordenadas cartesianas para el operador densidad:

ρ̂ =
1

2

(
1 + rz rx − iry
rx + iry 1− rz

)
. (2.40)

Estas coordenadas también se relacionan con los elementos de la matriz densidad median-
te:

rx = Tr{ρ̂σx} = ρ01 + ρ∗01, (2.41)
ry = Tr{ρ̂σy} = i(ρ01 − ρ∗01), (2.42)
rz = Tr{ρ̂σz} = 2ρ00 − 1. (2.43)

Los estados cuánticos de un qubit se pueden visualizar en la esfera de Bloch, y pueden
ser estados puros o mixtos, de manera que:

1. Estados puros: Sí la norma del vector de Bloch satisface que |r⃗| = 1, el estado
correspondiente se ubica en la superficie de la esfera de Bloch.

2. Estados mixtos: Sí |r⃗| < 1 el punto que representa el vector de Bloch ubica el
estado dentro de la esfera.

Además, es importante destacar que existe un estado cuántico particular, el cual es ubi-
cado en el centro de la esfera de Bloch. Este estado corresponde al que previamente se
denominó estado máximamente mezclado. En la figura 2.2 se pueden identificar estos
estados cuánticos en la representación de la esfera de Bloch.

Figura 2.2: Representación de estados cuánticos en la esfera de Bloch. a) Estado puro. b)
Estado mixto. c) Estado de máxima mezcla.
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El vector de Bloch también se puede expresar como r⃗ = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ),
obteniéndose la forma general para el operador densidad en coordenadas esféricas

ρ̂ =
1

2

(
1 + r cos θ r sin θe−iϕ

r sin θeiϕ 1− r cos θ

)
. (2.44)

Cabe resaltar que, si consideramos el caso límite cuando θ = 0, las coherencias desapa-
recen, llevando al estado cuántico a ubicarse sobre el eje z de la esfera de Bloch. En
contraste, sí θ = π/2, el estado cuántico exhibe máxima coherencia.

2.2.5. Imágenes en Mecánica Cuántica

Las imágenes en la teoría cuántica son representaciones matemáticas que permiten
describir la dinámica de sistemas cuánticos de forma equivalente entre si. Las tres más
importantes son la imagen de Schrödinger, de Heisenberg y de Interacción.

Imagen de Schrödinger

La imagen de Schrödinger, es la representación donde los vectores de estado evolu-
cionan en el tiempo pero los operadores (u observables) permanecen estacionarios[17].
La evolución temporal del sistema se describe mediante la ecuación de Schrödinger de la
forma de la ecuación 2.1, con solución |α(t)⟩ = Û |α(t)⟩. En la imagen de Schrödinger,
la evolución del operador de estado descrita por la ecuación de Von Neumann se define
como

ρ̂(t) = − i

ℏ

[
Ĥ, ρ̂

]
. (2.45)

Imagen de Heisenberg

En esta imagen, son los operadores (u observables) los que evolucionan. Por lo tanto,
adquieren una dependencia temporal, mientras que los estado permanecen estacionarios,
en otras palabras, el estado no se ve afectado por el operador evolución unitaria, por lo
que siempre es el mismo en cualquier instante de tiempo |α(t)⟩ = |α(0)⟩ [17, 26]. Los
observables en la imagen de Heisenberg se definen mediante la transformación unitaria

Â(t) = Û †(t, t0)ÂÛ(t, t0). (2.46)

La ecuación de movimiento que describe la dinámica del observable en la imagen de
Heisenberg está definida de la forma

dÂ(t)

dt
= − i

ℏ

[
Â(t), Ĥ

]
. (2.47)

Imagen de Interacción

La imagen de Schrödinger y de Heisenberg son casos limites de una imagen más general
denominada la imagen de interacción [27]. Por lo tanto, es definida como combinación de
la imagen de Schrödinger y la imagen de Heisenberg donde los operadores y los estados
adquieren la dependencia temporal. En esta representación, se separa el sistema en una
parte libre sin perturbación Ĥ0 y una parte de interacción ĤI de manera que los estados
evolucionan con el Hamiltoniano de interacción y los observables con el Hamiltoniano
libre.
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1. Operadores: Los operadores en la imagen de interacción transforman como ÂI(t) =

exp
{
iĤ0t

}
Â exp

{
−iĤ0t

}
. Estos evolucionan temporalmente con el Hamiltoniano

libre

dÂI(t)

dt
= − i

ℏ

[
ÂI(t), Ĥ0

]
. (2.48)

2. Estados: Un vector de estado en la imagen de interacción se define |α(t)⟩I =

exp
{
−iĤ0t/ℏ

}
|α(t0)⟩. La ecuación de movimiento mediante la cual evolucionan

d

dt
|α(t)⟩I = − i

ℏ
ĤI(t) |α(t)⟩I . (2.49)

3. Operador Densidad: El operador de estado transforma de la misma forma que los
operadores en la imagen de interacción, es decir, ρ̂I(t) = exp

{
iĤ0t

}
ρ̂s exp

{
−iĤ0t

}
,

donde ρ̂s representa el operador densidad en la imagen de Schrödinger. La ecuación
de movimiento de Von Neumann en la imagen de interacción toma la forma

d

dt
ρ̂I(t) = − i

ℏ

[
ĤI(t), ρ̂I(t)

]
. (2.50)

2.2.6. Sistemas Compuestos

Cuando se estudian sistemas cuánticos más complejos, una de las preguntas funda-
mentales es cómo describir el estado cuántico de sistemas compuestos por dos o más
subsistemas. Esto es especialmente relevante en contextos donde múltiples componentes
interactúan y dan lugar a un estado global. Un sistema bipartito consta de dos subsistemas
1 y 2, cuyos estados cuánticos residen en espacios de Hilbert H1 y H2 respectivamente. El
espacio de estado del sistema compuesto se define mediante el producto tensorial como
H = H1 ⊗ H2. Cada subsistema posee su propio conjunto de estados base, que son los
autoestados de un observable dado; entonces denotados como {|αi⟩(1)} los autoestados de
un observable Â(1), y {|βj⟩(2)} los autoestados de un observable Â(2). Los estados propios
que forman la base del sistema compuesto se representan mediante el producto tensorial
de los estados base de cada subsistema. Esta combinación se expresa de varias formas
equivalentes:{

|αi, βj⟩ ≡ |αi⟩(1) ⊗ |βj⟩(2) ≡ |αi⟩(1) |βj⟩(2)
}
. (2.51)

Cuando cada subsistema puede ser manipulado de manera individual se dice que el estado
completo es separable, y el operador de estado global del sistema se construye mediante el
producto tensorial de los operadores de estado individuales de cada subsistema, es decir,
ρ̂ = ρ̂(1) ⊗ ρ̂(2).

Operadores en el Espacio Compuesto

Sean {Â(1)
i } y {Â(2)

j } el conjunto de operadores que actúan en los espacios de cada
subsistema. En el espacio compuesto definimos un conjunto de operadores {Âk = Â

(1)
i ⊗

Â
(2)
j }, los cuales forman una base completa generada en H, por lo tanto estos observables
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conmutan [Â
(1)
i , Â

(2)
j ] = 0. Los operadores sólo actúan de manera no trivial sobre los

estados de sus respectivas bases [16], es decir

Âk |αi, βj⟩ = Â
(1)
i ⊗ Â

(2)
j |αi⟩(1) ⊗ |βj⟩(2) = Â

(1)
i |αi⟩(1) ⊗ Â

(2)
j |βj⟩(2) (2.52)

El valor esperado de Âk se puede definir mediante la traza del operador densidad y el
observable utilizando cada definición en términos de las partes de cada subsistema〈

Âk

〉
= Tr

{
ρ̂Âk

}
=
∑
ij

⟨αi, βj| ρ̂(1)Â(1)
i ⊗ ρ̂(2)Â

(2)
j |αi, βj⟩ . (2.53)

Si el estado es separable, cada operador actúa solamente sobre su subespacio, esto implica
que estos observables son independientes y por lo tanto las mediciones realizadas en uno
de ellos no afectan las mediciones en el otro subsistema. Esto conduce a la factorización
del valor esperado〈

Âk

〉
=
〈
Â

(1)
i

〉〈
Â

(2)
j

〉
. (2.54)

Matriz Densidad Reducida

Cuando solo estamos interesados en un subsistema en particular, la noción de matriz
densidad reducida se vuelve fundamental. Por medio de la traza parcial es posible definir
las propiedades del sistema de interés y describir el operador de estado reducido [18]. Por
ejemplo para extraer solamente la información del sistema 1, hacemos la traza parcial
sobre el espacio del sistema 2:

ρ̂(1) = Tr(2) {ρ̂} =
∑
j

⟨βj| ρ̂ |βj⟩ , (2.55)

donde Tr(2) {ρ̂} es la representación de la traza parcial sobre el subespacio del sistema 2.
Para obtener el operador densidad reducido correspondiente al componente 1, escribimos
el operador de estado compuesto para el sistema bipartito en su base propia definida en
2.51

ρ̂ =
∑
ij

pij |αi, βj⟩ ⟨αi, βj| , (2.56)

y trazamos sobre el subespacio de la componente 2 tal como se definió en la ecuación 2.55

ρ̂(1) =
∑
k

⟨βk|

(∑
ij

pij |αi, βj⟩ ⟨αi, βj|

)
|βk⟩

=
∑
k

∑
ij

pijδkj |αi⟩ ⟨αi| δkj

=
∑
i

∑
j

pij |αi⟩ ⟨αi| . (2.57)

Entonces podemos expresar el operador densidad reducido del sistema 1, como un opera-
dor densidad en su propio espacio:

ρ̂(1) =
∑
i

qi |αi⟩ ⟨αi| siendo qi =
∑
j

pij. (2.58)
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Generalización a Sistemas Multipartitos

Esa formualción se puede extender para un sistema compuesto por N sistemas cuán-
ticos d-dimensionales. En este caso, el espacio de Hilbert total se define como

H =
N⊗
i=1

Hi dim (H) = dN , (2.59)

donde H se genera en el espacio de Fock F(H). El operador de estado global (separable)
y los respectivos operadores asociados al sistema compuesto se construyen de manera
similar

ρ̂ =
N⊗
i=1

ρ̂i, Â =
N⊗
i=1

Â(i). (2.60)

2.3. Ergotropía

Introducción al concepto de ergotropía

El concepto de ergotropía fue introducido por A. Allahverdyan, R. Balian y M. Nieu-
wenhuizenque en un artículo seminal de 2004 [5], y se define como la máxima cantidad
de trabajo que puede ser extraído de un sistema cuántico mediante transformaciones uni-
tarias. Este concepto tiene sus raíces en los trabajos pioneros de Sadi Carnot y Rudolf
Clausius en el campo de la termodinámica. Carnot exploró motores térmicos ideales y
sentó las bases para comprender no solo los principios que rigen la conversión de la ener-
gía térmica en energía mecánica, sino también las limitaciones de la máxima eficiencia
alcanzable por una máquina térmica. Esto condujo a la formulación de la Segunda Ley
de la Termodinámica por parte de Rudoulf Clausius, que estableció una distinción clara
entre los conceptos de calor y trabajo y dio origen al concepto de entropía, que manifiesta
la irreversibilidad de la evolución de sistemas macroscópicos. Esta formulación generó un
nuevo interés acerca de la máxima extracción de trabajo [5, 28, 29]. Con el continuo interés
por explorar escalas cada vez más pequeñas, motivado por la tendencia a la miniaturi-
zación de los dispositivos tecnológicos, emerge un nuevo concepto propuesto por Alicki y
Fannes denominado Baterías Cuánticas [6], un sistema físico que almacena energía tem-
poralmente para ser utilizada luego en forma de trabajo [4], y una manera de caracterizar
su desempeño es mediante la ergotropía, que permite cuantificar la cantidad de trabajo
útil que se puede extraer del sistema cuántico [4, 30]. En el contexto de este trabajo de
grado consideraremos como baterías cuánticas, sistema de dos niveles.

2.3.1. Estados Pasivos

Un estado pasivo es definido como un estado del cual no es posible extraer trabajo
mediante operaciones unitarias cíclicas. Esto es, dado un estado descrito por el operador
ρ̂ y un Hamiltoniano Ĥ que representa el sistema, se dice que un estado es pasivo con
respecto a Ĥ, sí y solo sí este satisface las siguientes condiciones: [4, 31, 32, 33, 34][

ρ̂, Ĥ
]

= 0, por lo tanto ρ̂ y Ĥ tienen un conjunto de autovectores en común
(comparte la misma base).
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εj ≤ εj+1, rj ≥ rj+1, siendo εj y rj los autovalores de Ĥ y ρ̂ respectivamente.
Esta condición implica que ρ̂ no contiene inversión de población, es decir que las
poblaciones asociadas a los niveles de energía más altos ahora ocupan los niveles
más bajos[5, 35].

Por lo tanto, este tipo de estados se pueden definir en su descomposición espectral de la
forma:

ρ̂ =
D∑
j

rj |εj⟩ ⟨εj| (2.61)

siendo D, la dimensión del espacio de Hilbert. Sin embargo, existe un caso particular en
el cual un estado pasivo puede permitir la extracción de trabajo, este es el caso de los
estados que no son completamente pasivos. La noción de pasividad completa se origina
del hecho de que cuando se combinan múltiples copias idénticas de estados pasivos, el
estado multipartito resultante para el sistema compuesto no cumple la segunda condición
de pasividad, por lo tanto, este estado multipartito contiene población inversa y es posible
extraer trabajo de estos [4, 36, 37]. No obstante, los estados térmicos o estados de equilibrio
definidos en la sección 2.2.3, son un tipo de estados pasivos que de manera más general son
denominados completamente pasivos debido a su capacidad de mantener las condiciones
de pasividad enunciadas previamente, incluso cuando se consideran dos o más estados
térmicos idénticos[4, 24, 34, 37].

2.3.2. Una derivación cerrada para la ergotropía

Consideremos un sistema cuántico cerrado que puede intercambiar trabajo con fuentes
externas. El comportamiento del sistema se rige bajo el operador densidad ρ̂ y este evolu-
ciona por medio de un Hamiltoniano dependiente del tiempo (debido a la interacción con
fuentes externas) ĤT (t) = Ĥ + V̂ (t), donde Ĥ es el Hamiltoniano interno del sistema y
V̂ (t) es un potencial cíclico que depende del tiempo y por lo tanto es el responsable de la
extracción de trabajo. Se dice cíclico ya que este término solo contribuye al Hamiltoniano
total cuando el sistema está acoplado a fuentes externas, es decir V̂ (t) = 0 antes de t = 0
y después de un tiempo t = τ . El Hamiltoniano interno y el estado inicial descrito por el
operador densidad asociado al sistema se definen de la forma:

Ĥ =
D∑
i≥1

εi |εi⟩ ⟨εi| , ε1 < ε2 < · · · < εD, (2.62)

ρ̂(0) =
D∑
i≥1

ri |ri⟩ ⟨ri| , r1 > r2 > · · · > rD. (2.63)

Siendo D la dimensión del espacio de Hilbert. La dinámica del sistema se rige por la
ecuación von Neumann, cuya solución de la forma 2.23 es generada por el operador unitario
definido en la ecuación 2.11 como consecuencia de la interacción con el potencial externo
V̂ (t) que impulsa la extracción de trabajo. Explorar la máxima extracción de trabajo
de un sistema, implica optimizar todas las posibles transformaciones unitarias aplicables
al sistema. Para obtener la ergotropía máxima, se hace necesario determinar el estado
final de menor energía entre todos los estados finales alcanzables por ρ̂(0) cuando está



2. SISTEMAS CUÁNTICOS CERRADOS 16

sometido a la influencia del potencial V̂ (t). La energía interna de un sistema cuántico está
dada por la traza del estado del sistema y el observable asociado a la energía, es decir el
Hamiltoniano. La ergotropía, definida en la ecuación 2.64, se calcula como la diferencia
entre el promedio de energías del estado inicial y final

Ŵ = Ei − Ef

Ŵ = Tr
{
ρ̂(0)Ĥ

}
−mı́n

U
Tr
{
Û(τ ρ̂(0)Û †(τ)Ĥ

}
. (2.64)

Es posible obtener una expresión cerrada para la ergotropía extraída durante el proceso
cíclico, una vez se hace evolucionar el sistema al estado final de mínima energía, de forma
que:

Ŵ = Tr
{
ρ̂(0)Ĥ

}
− Tr

{
ρ̂(τ)Ĥ

}
, (2.65)

siendo ρ̂(τ), el estado final al que evoluciona el sistema mediante el operador unitario Û , el
cual idealmente es un estado del que no se puede extraer trabajo. Estos son denominados
estados pasivos, y se construyen a partir de los autovalores del operador densidad y los
autovectores del Hamiltoniano como:

ρ̂(τ) =
∑
i

ρi |εi⟩ ⟨εi| . (2.66)

Estados de esta naturaleza obedecen un conjunto de condiciones de diagonalizabilidad
simultánea y ordenamiento de las poblaciones que se establecieron en la sección 2.3.1.
Volviendo a la expresión para la ergotropía en la ecuación 2.65, reescribimos en térmi-
nos del Hamiltoniano del sistema, el estado inicial y el estado pasivo en su respectiva
descomposición espectral, obteniendo

W = Tr
{
ρ(0)Ĥ

}
− Tr

{
ρ(τ)Ĥ

}
, (2.67)

= Tr

{
D∑
i≥1

ri |ri⟩ ⟨ri|
D∑
j≥1

εj |εj⟩ ⟨εj|

}
− Tr

{∑
i≥1

ri |εi⟩ ⟨εi|
D∑
j≥1

εj |εj⟩ ⟨εj|

}
,

=
D∑
i≥1

D∑
j≥1

riεj Tr{|ri⟩ ⟨ri|εj⟩ ⟨εj|} −
D∑
i≥1

D∑
j≥1

riεj Tr{|εi⟩ ⟨εi|εj⟩ ⟨εj|},

=
D∑
i≥1

D∑
j≥1

riεj Tr{|ri⟩ ⟨εj|} ⟨ri|εj⟩ −
D∑
i≥1

D∑
j≥1

riεj Tr{|εi⟩ ⟨εj|} ⟨εi|εj⟩ .

Utilizando el hecho de que la traza de un producto exterior es:

Tr{|α⟩ ⟨ϕ|} =
∑
n

⟨n|α⟩ ⟨ϕ|n⟩ = ⟨ϕ|α⟩ , (2.68)

la ergotropía expresada en términos de autovalores y autovectores propios, se calcula como

W =
D∑
i≥1

D∑
j≥1

riεj ⟨εj|ri⟩ ⟨ri|εj⟩ −
D∑
i≥1

D∑
j≥1

riεj ⟨εj|εi⟩ ⟨εi|εj⟩ ,

=
D∑
i,j

riεj
(
| ⟨ri|εj⟩ |2 − δij

)
, i ≥ 1, j ≥ 1. (2.69)

Nótese que para determinar la máxima cantidad de trabajo extraíble de un sistema cuán-
tico cerrado, solo se necesita conocer el estado inicial ρ̂(0) y el Hamiltoniano Ĥ.
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2.4. Recursos Cuánticos

La investigación creciente en las llamadas tecnologías cuánticas se basa en la idea de
que se pueden obtener ventajas significativas en tareas operativas al explotar las caracte-
rísticas intrínsecas del mundo cuántico, respecto a los recursos clásicos. En este contexto,
se desarrolla el formalismo de la teoría de los recursos cuánticos, para investigar de las
características inherentes de la física cuántica que permiten la obtención de dicha ven-
taja. Entre estas características se encuentran la coherencia, el entrelazamiento, la no
gaussianidad, entre otros [38, 39, 40].

2.4.1. Coherencia Cuántica

Una de las características más representativos de la teoría cuántica es la coherencia, la
manifestación de este fenómeno marca un punto de inflexión en la física que permite hacer
una distinción clara entre el mundo clásico y el mundo cuántico. La coherencia cuántica
como característica intrínseca de los sistemas cuánticos se define como la capacidad de
estos de existir en superposición coherente de estados y por lo tanto, exhibir interferencia
cuántica constructiva o destructiva [25].

Para ilustrar mejor esta idea, podemos considerar un estado de 2 niveles (qubit) sobre el
que se mide un observable Â, con autovalores {a1, a2} y los autovectores {|a1⟩ , |a2⟩}, que
en su representación espectral se define cómo:

Â = a1 |a1⟩ ⟨a1|+ a2 |a2⟩ ⟨a2| . (2.70)

En general, un estado cuántico puede ser escrito como una superposición cuántica en la
base del observable. Lo que manifiesta el principio de superposición es la posibilidad del
sistema de estar en ambos estados simultáneamente con una cierta probabilidad:

|ψ⟩ = c1 |a1⟩+ c2 |a2⟩ , (2.71)

donde c1 y c2 representan las amplitudes de probabilidad complejas que satisfacen la
condición de normalización, así cuando se hace una medida del observable sobre el estado,
la probabilidad de obtener el valor a1 o a2 respectivamente es:

P1 = | ⟨a1|ψ⟩ |2 = |c1|2,
P2 = | ⟨a2|ψ⟩ |2 = |c2|2,
P1 + P2 = 1. (2.72)

El operador densidad del estado |ψ⟩ es:

ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|
= |c1|2 |a1⟩ ⟨a1|+ c1c

∗
2 |a1⟩ ⟨a2|+ c2c

∗
1 |a2⟩ ⟨a1|+ |c2|2 |a2⟩ ⟨a2| , (2.73)

que en la representación matricial toma la forma:

ρ̂ =

(
|c1|2 c1c

∗
2

c2c
∗
1 |c2|2

)
. (2.74)

Los elementos diagonales de la matriz densidad son llamados poblaciones u ocupaciones
y están asociadas a la probabilidad de colapsar el qubit en el estado |a1⟩ o |a2⟩ respecti-
vamente. Por otro lado los elementos no diagonales representan las coherencias, las cuales
están asociadas a la manifestación del principio de superposición, es decir, la capacidad
de exhibir interferencia cuántica entre los estados |a1⟩ y |a2⟩ [18].
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Cuantificación de la coherencia

La coherencia como recurso cuántico, desempeña un papel fundamental en la com-
prensión de las características intrínsecas de la física cuántica y su potencial para mejorar
y optimizar procesos. La teoría de la coherencia cuántica como recurso se desarrolló ini-
cialmente en el trabajo de T. Baumgratz y colaboradores [41, 42], en este se introdujo
una estructura teórica para cuantificar la coherencia y se presentaron diversas medidas
para evaluarla.

Una de las medidas que se introdujo en el trabajo de Baumgratz y que es ampliamente
utilizada, es la denominada coherencia de norma l1, que se basa en la distancia entre un
estado cuántico ρ̂ y un estado no coherente δ̂ [38, 41, 43]. Para comprender mejor este
concepto, consideremos una base ortonormal fija {|i⟩}Di=1 definida en el espacio de Hil-
bert donde se definen los estados del sistema [41]. Se dice que un estado cuántico ρ̂ es
no coherente sí el estado es diagonal en esta base, es decir no contiene términos fuera de
la diagonal o coherencias [44]. Por otro lado, un estado se considera coherente si no es
diagonal en esta base. El conjunto de estados no coherentes se denotan como I ⊂ S(H) y
por lo tanto, todos los operadores densidad no coherentes δ ∈ I se definen de la siguiente
forma [41]:

δ̂ =
D∑
i=1

δi |i⟩ ⟨i| . (2.75)

La medida de coherencia de norma l1 se define como la distancia mínima entre un estado
coherente ρ̂ y un estado no coherente δ̂ y se expresa como

Cl1(ρ̂) = mı́n
δ∈I

||ρ̂− δ||l1 =
∑
i ̸=j

|ρij|. (2.76)

La última igualdad se puede mostrar de manera simple en el caso de un qubit.

Medida de la Coherencia: Un qubit

Consideremos un sistema de dos niveles (o qubit), cuyo estado está descrito por el
operador densidad ρ̂, que en la representación de las coordenadas de la esfera de Bloch se
expresa como se definió en 2.40:

ρ̂ =

(
ρ00 ρ01
ρ10 ρ11

)
=

1

2

(
1 + rz rx − iry
rx + iry 1− rz

)
. (2.77)

La medida de coherencia se calcula como la suma de los valores absolutos de los ele-
mentos no diagonales de la matriz densidad, que en la representación de las coordenadas
cartesianas toma la forma

Cl1(ρ̂) = |ρ01|+ |ρ10| (2.78)

=
√
r2x + r2y. (2.79)

Esta medida de coherencia se puede visualizar en la representación de la esfera de Bloch,
como la mínima distancia entre el estado (coherente), y el estado no coherente más pró-
ximo, el cual reside en el eje z (rx = ry = 0 en la ecuación 2.79), como se muestra en la
figura 2.3.
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Figura 2.3: Representación de la medida de coherencia Cl1 en la esfera de Bloch. La gráfica
muestra la proyección del estado del sistema en el plano xy, lo que representa la distancia
mínima entre el estado coherente ρ̂ y un estado en el eje z. En este contexto, el estado
en el eje z corresponde al estado no coherente, que, en este caso, se refiere al estado de
máxima mezcla.

2.4.2. Entrelazamiento Cuántico

El entrelazamiento es una de las propiedades fundamentales de la teoría cuántica
que marca una diferencia esencial con el mundo clásico. Este fenómeno ha sido amplia-
mente reconocido y estudiado debido a su relevancia en áreas como la computación, la
información cuántica y la criptografía [45]. La noción de entrelazamiento fue inicialmente
presentada por Einstein, Podolsky y Rosen en 1935, cuando argumentaron que la teoría
cuántica estaba incompleta debido a la existencia de correlaciones no locales [46, 47].
Al mismo tiempo, Erwin Schrödinger introdujo el término Verschränkung para describir
estados puros no separables de sistemas compuestos [48, 49]. Estos estados puros entre-
lazados no pueden representarse como un producto tensorial de los vectores de estado de
sus subsistemas individuales y exhiben propiedades únicas, como la superposición de es-
tados y la correlación no local, que no pueden ser explicadas desde la mecánica clásica [50].

Hemos discutido anteriormente cómo definir el estado global puro de un sistema com-
puesto por dos o más subsistemas. Los estados denominados separables, son expresados
como el producto tensorial de los operadores de estado de cada subsistema como se definió
en la Ec. 2.60. Para un sistema bipartito se representa como ψ = ψ(1)⊗ψ(2). Esto implica
que el estado global se puede describir completamente en términos de los estados de sus
componentes individuales [16]. Sin embargo, existen estados que no se pueden escribir de
manera separable. La pérdida de individualidad en estos casos se debe a la presencia de
correlaciones entre los subsistemas, y a estos estados no separables se les conoce como
estados entrelazados. La característica de no separabilidad implica que la información de
los estados individuales no es suficiente para determinar completamente el estado global
del sistema compuesto, y por lo tanto, el sistema se comporta como una entidad única.
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Para estados puros, podemos establecer que el estado global está entrelazado si y solo si:

ψ ̸= ψ(1) ⊗ ψ(2). (2.80)

Existe un criterio que permite determinar si un sistema bipartito en un estado puro está
correlacionado o no. Este criterio se denomina descomposición de Schmidt y nos permite
caracterizar de manera inmediata la separabilidad de estados bipartitos puros [51, 52, 53].
Consideremos un sistema compuesto, para cualquier estado puro bipartito |ψ⟩ en H1⊗H2,
existe un conjunto de estados ortonormales {|i⟩} en H1 y {

∣∣̃i〉} en H2, tal que

|ψ⟩ =
∑
i

√
pi |i⟩

∣∣̃i〉 . (2.81)

Donde pi, son los coeficientes de Schmidt y satisfacen
∑

i pi = 1. Con base en esta des-
composición de Schmidt, podemos caracterizar los estados puros de tres maneras:

1. Si los coeficientes de Schmidt tienen un único término distinto de cero, es decir,
pi = 1, entonces el estado |ψ⟩ es separable y, por lo tanto, no está correlacionado.

2. Sí existe más de un coeficiente distinto de cero, el estado está entrelazado.

3. Sí todos los coeficientes son iguales y diferentes de cero, entonces el estado se con-
sidera máximamente entrelazado.

Los estados de Bell (también denominados pares EPR), son un conjunto particular de
estados entrelazados que desempeñan un papel fundamental en la teoría cuántica y surgen
a menudo en el estudio de la computación cuántica [54]. En la teoría cuántica, los estados
de Bell son representados por combinaciones específicas de los estados de dos qubits que
están entrelazados de manera intrínseca. Estos estados se conocen como los cuatro estados
de Bell de un sistema bipartito máximamente entrelazado. Forman una base máximamente
entrelazada, conocida como base de Bell {|β00⟩ , |β10⟩ , |β01⟩ , |β11⟩}, definida de la forma∣∣Φ+

〉
=

1√
2

(
|00⟩+ |11⟩

)
≡ |β00⟩ (2.82)∣∣Φ−〉 = 1√

2

(
|00⟩ − |11⟩

)
≡ |β10⟩ (2.83)∣∣Ψ+

〉
=

1√
2

(
|01⟩+ |10⟩

)
≡ |β01⟩ (2.84)∣∣Ψ−〉 = 1√

2

(
|01⟩ − |10⟩

)
≡ |β11⟩ . (2.85)

Generalización para estados mixtos

La descomposición de Schmidt establece una manera de distinguir los estados entre-
lazados de los estados separables. Es preciso destacar que este criterio solo es válido para
estados cuánticos puros. Sin embargo, en 1989, Reinhard F. Werner abordó esta limitación
y estableció cómo describir estados mixtos entrelazados [55]. Werner demostró de un esta-
do mixto bipartito con correlaciones clásicas descrito en el espacio de Hilbert compuesto
H = H1 ⊗H2, se puede escribir como:

ρ̂ =
n∑

j=1

pj ρ̂
(1)
j ⊗ ρ̂

(2)
j , (2.86)
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donde pj es la probabilidad asociada a cada correlación clásica. Naturalmente, el valor
esperado de un observable en el espacio compuesto Ĉ = Â(1) ⊗ Â(2), para un estado está
descrito por〈

Ĉ
〉
=Tr

{
ρ̂Ĉ
}
,

= Tr
{
ρ̂Â(1) ⊗ Â(2)

}
. (2.87)

Cada operador actúa solamente en su propio espacio de Hilbert, por lo tanto el valor
esperado del operador compuesto no se puede definir a partir de la factorización de la
medida sobre cada sistema independiente〈

Ĉ
〉
=
∑
j=1

pj Tr
{
ρ̂
(1)
j Â(1)

}
Tr
{
ρ̂
(2)
j Â(2)

}
. (2.88)

En general, se estableció que los estados que no se pueden escribir de la forma (2.86) son
estados entrelazados, puesto que contienen correlaciones cuánticas.

De la misma manera que para estados puros, en el caso para estados mixtos existe un
criterio que permite caracterizar la separabilidad o entrelazamiento de un estado biparti-
to descrito por el operador de estado. Este criterio desarrollado por Asher Peres en 1996
se fundamenta en una condición necesaria para la separabilidad de un estado mixto bi-
partito [56]. Peres propuso que para que exista una correlación clásica, se debe cumplir
la condición de preservación de la positividad por transposición parcial. Dado un estado
mixto bipartito ρ̂ =

∑
j pj ρ̂

(1)
j ⊗ ρ̂

(2)
j generado en el espacio de Hilbert H = H1 ⊗ H2.

Cada sistema individual posee un conjunto de vectores base {|k⟩ , |l⟩} y {|µ⟩ , |ν⟩} que
actúa sobre su propio espacio de Hilbert H1 y H2 respectivamente. El estado del sistema
se puede escribir de manera explícita con todos sus indices de la forma

ρ̂kµ,lν =
∑
i

pj(ρ̂
(1)
j )kl (ρ̂

(2)
j )µν . (2.89)

Consideremos una nueva matriz definida mediante una operación de trasposición en 2.89
sobre la componente 1:

σ̂kµ,lν ≡ ρ̂lµ,kν =
∑
i

pi(ρ̂
(1)
i )lk (ρ̂

(2)
i )µν , (2.90)

donde σ̂ es hermitiana y se trasponen los índices k, l pero los índices µ, ν permanecen
igual. Esta operación se denomina traspuesta parcial y se obtiene trasponiendo solo el
estado de la componente 1 (o 2). Por lo tanto, la nueva matriz σ̂ es

σ̂kµ,lν =
∑
i

pi(ρ̂
(1)
i )T ⊗ (ρ̂

(2)
i ). (2.91)

Las matrices traspuestas (ρ̂(1)i )T son no negativas con traza unitaria y por lo tanto la nueva
matriz 2.91 también representa una matriz densidad. Esto implica que sí ρ̂ es separable,
de la forma 2.86, ninguno de los autovalores de σ̂ son negativos. En otras palabras, cuando
la matriz traspuesta tiene autovalores negativos, entonces el estado está necesariamente
entrelazado. Este criterio fue demostrado por Horodecki y colaboradores y se estableció
como una condición necesaria y suficiente para la separabilidad de un estado de sistemas
bipartitos de 2x2 o 2x3.
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Cuantificación del entrelazamiento

En las últimas décadas, el entrelazamiento se ha erigido como un potencial recurso
de fundamental importancia en áreas como la teoría de la información y la computación
cuántica [45, 57, 58]. Como resultado, ha surgido un creciente interés en el desarrollo de
métodos para cuantificar el entrelazamiento, es decir, medir que tan fuertemente están
correlacionados cuánticamnete las partes de un sistema compuesto[58]. Para estados puros
de sistemas bipartitos, el grado de entrelazamiento se puede cuantificar mediante la en-
tropía de Von Neumann. Sin embargo, cuando se trata de sistemas preparados en estados
mixtos, la situación adquiere algo más de complejidad. En este contexto, W. Wootters y S.
Hill propusieron una forma alternativa de medir el grado de entrelazamiento en sistemas
bipartitos mixtos conocida como concurrencia [40, 59].

Dado un estado de un sistema bipartito ρ̂, la concurrencia se define como

E(ρ̂) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (2.92)

donde λi son los autovalores en orden decreciente de la matriz Hermitiana R =
√√

ρρ̃
√
ρ.

El estado ρ̃ se obtiene aplicando una transformación al estado ρ̂ global de manera que

ρ̃ = (σy ⊗ σy) ρ̂
∗ (σy ⊗ σy) , (2.93)

donde ρ̂∗ es el complejo conjugado del estado ρ̂. Alternativamente, Wootters demostró
que los λi representan las raíces cuadradas de los autovalores de la matriz no hermitiana
ρρ̃. La concurrencia formulada por Wootters y Hill proporciona una forma general como
medida cuantitativa del entrelazamiento en sistemas bipartitos mixtos.



3. Sistemas Cuánticos Abiertos

En el capítulo anterior, nos adentramos en el formalismo y el comportamiento de los sis-
temas cuánticos cerrados, en los que la evolución del sistema permanece aislada de su
entorno . Sin embargo, en el mundo físico real, los sistemas completamente aislados no
son posibles, son solo una idealización[60]. De hecho, la mayoría de los sistemas cuánticos
más realistas están sujetos a interacciones con su entorno, el cual no es factible controlar
a causa de la cantidad de grados de libertad que le caracteriza [27]. Por lo tanto, es ne-
cesario considerarlos como sistemas abiertos. La teoría de los sistemas cuánticos abiertos
desempeña un papel fundamental en la descripción de la evolución de sistemas que in-
teractúan con el entorno, ya que los fenómenos subyacentes a esta interacción no pueden
ser explicados adecuadamente mediante el formalismo de sistemas cuánticos cerrados. En
este capítulo introduciremos el formalismo de sistemas cuánticos abiertos y derivaremos
la ecuación maestra de Lindblad desde un enfoque microscópico. Además, presentaremos
los modelos físicos relevantes en el contexto de este trabajo de grado.

3.1. De sistemas cuánticos cerrados a sistemas abiertos

Mientras que para describir sistemas cuánticos cerrados es necesario considerar la di-
námica Hamiltoniana, que implica una evolución unitaria que sigue la ecuación de Schrö-
dinger para sistemas puros, o la ecuación de von Neumann para sistemas mixtos [61], como
se introdujo en el capítulo anterior, la evolución de los sistemas cuánticos abiertos se ve
influenciada por su naturaleza no unitaria que surge de su interacción con el entorno. Esta
característica requiere un formalismo más completo que permita describir adecuadamente
la dinámica de los sistemas cuánticos abiertos, ya que la descripción unitaria no es sufi-
ciente [19]. Las ecuaciones maestras emerge como una herramienta que permite describir
cómo evoluciona en el tiempo el operador densidad de un sistema cuántico cuando está
acoplado al entorno o a un reservorio. A pesar de la existencia de una amplia variedad
de ecuaciones maestras, la elección de un tipo particular depende de la naturaleza de la
interacción, las características del reservorio y las propiedades del sistema cuántico bajo
estudio.

Una de las ecuaciones maestras más conocidas y ampliamente utilizadas en la teoría de sis-
temas abiertos es la ecuación maestra tipo Lindblad, restringida solamente para describir
interacciones débiles entre el sistema y el ambiente. Esta ecuación maestra (también deno-
minada ecuación GKSL) fue desarrollada de manera independiente por varios científicos
en la década de 1970. Los resultados del trabajo de Vittorio Gorini, Andrzej Kossakowski
y George Sudarshan [62] y Göran Lindblad [63] convergieron de manera simultánea en
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una ecuación muy similar denominada ampliamente como la ecuación maestra de Lind-
blad [27, 64]. Esta ecuación generaliza la ecuación de Schrödinger en el contexto de la
teoría de sistemas abiertos y desempeña un papel fundamental en diversas áreas como la
óptica cuántica, la materia condensada, la física atómica, la información cuántica, entre
otras [60, 65, 66]. Para un espacio de Hilbert N-dimensional, la ecuación Lindblad toma
la siguiente forma:

dρ̂(t)

dt
= − i

ℏ
[Ĥ, ρ̂(t)] +

∑
α

Γα

(
L̂αρ̂(t)L̂

†
α − 1

2
{L̂†

αL̂α, ρ̂(t)}
)
. (3.1)

Es importante destacar esta ecuación consta de dos contribuciones: una de tipo unitaria,
que surge de la dinámica del Hamiltoniano Ĥ y una contribución de tipo no-unitaria que
describe la parte disipativa de la dinámica [27]. Esta última se construye a partir de los
operadores escalera L̂†

α y L̂α y los coeficientes no-negativos Γα que también se conocen
como tasas de amortiguación o tunelamiento.

3.2. Ecuación de Lindblad

Consideremos el siguiente caso representado en la figura 3.1. Sea S un sistema que
interactúa con el entorno o reservorio E, usando un enfoque estándar en el contexto de la
teoría de sistemas abiertos, se considera al sistema S y E juntos como un sistema total
ST compuesto y aislado, de tal manera que la dinámica del sistema total obedece una
evolución unitaria. La dinámica del sistema total se define a partir de la ecuación de Von
Neumann,

dρ̂T (t)

dt
= − i

ℏ

[
ĤT , ρ̂T (t)

]
. (3.2)

Este tipo de evolución nos permite describir completamente la dinámica del sistema com-
puesto. Sin embargo, el interés realmente está en conocer la dinámica del sistema S, puesto
que la dinámica del sistema total es inaccesible por el nivel de complejidad debido a la
alta dimensionalidad total, y habría información irrelevante para el estudio del sistema S.
Determinar cómo evoluciona el sistema abierto S debido a la interacción con el entorno
requiere promediar los grados de libertad del entorno y encontrar la dinámica reducida
del sistema S [27].
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Figura 3.1: Representación de un sistema total cerrado ST que consta de un sistema
abierto S que interactua con el entorno E.

Sea ĤT el Hamiltoniano total del sistema generado en el espacio de Hilbert HT =
HS ⊗ HE, donde HS, HE son los espacios de Hilbert correspondientes al sistema y al
entorno. El Hamiltoniano total se puede definir de la forma:

ĤT = Ĥ0 + αĤI , (3.3)

siendo Ĥ0 el Hamiltoniano del sistema y el ambiente compuesto por:

Ĥ0 = ĤS ⊗ IE + IS ⊗ ĤE, (3.4)

y ĤI representando el Hamiltoniano de interacción entre el sistema y el entorno, donde α
es un parámetro adimensional real que describe la fuerza de esta interacción. Puesto que
la ecuación de Lindblad solo describe sistemas abiertos en el límite de acoplamiento débil,
esta interacción se considera lo suficientemente pequeña en comparación con las escalas de
energía del sistema, por lo que es posible usar teoría perturbativa para hallar la solución
a la dinámica del sistema. El término de interacción se define mediante el producto tensor
de los operadores del sistema y el entorno respectivamente (Ŝ, Ê).

ĤI =
∑
α

Ŝα ⊗ Êα =
∑
α

ŜαÊα, (3.5)

para conocer como evoluciona el sistema, es conveniente transformar el problema a la
imagen de interacción. Denotaremos a los operadores en esta imagen, como siendo depen-
dientes del tiempo, luego el operador ĤI se transforma como:

ĤI(t) = ei(ĤS+ĤE)tĤIe
−i(ĤS+ĤE)t,

=
∑
α

Ŝα(t)Êα(t). (3.6)

De este modo, la evolución del sistema total, que obedece la ecuación de von Neumann,
se define en la imagen de interacción como:

dρ̂T (t)

dt
= − i

ℏ
α
[
ĤI(t), ρ̂T (t)

]
. (3.7)
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Integrando 3.7 obtenemos:

ρ̂T (t) = ρ̂T (0)−
i

ℏ
α

∫ t

0

dt′
[
ĤI(t

′), ρ̂T (t
′)
]
. (3.8)

Con la forma que toma la matriz densidad en 3.8, sustituimos en la ecuación 3.7 y obte-
nemos la dinámica del sistema en términos de pequeñas perturbaciones al sistema:

dρ̂T (t)

dt
= −iα

ℏ

[
ĤI(t), ρ̂T (0)

]
− α2

ℏ2

∫ t

0

dt′
[
ĤI(t),

[
ĤI(t

′), ρ̂T (t
′)
]]
. (3.9)

Aún cuando es posible continuar el proceso de sustitución previo en la ecuación 3.9, esto
conduce a una expresión donde emergen términos de orden superior α3, α4. Teniendo
en cuenta que la interacción entre el sistema y el entorno es débil, es decir α ≪ 1, los
términos de orden superior se consideran irrelevantes. Por lo tanto, solo se toma el límite
perturbativo a segundo orden. Para definir el sistema reducido S, es necesario promediar
sobre los grados de libertad del entorno en el operador densidad que describe el sistema
compuesto

ρ̂S = TrE{ρ̂T}, ρ̂S → ρ̂. (3.10)

Bajo esta premisa, para conocer la dinámica del sistema reducido, es preciso introducir
la traza reducida en la ecuación que describe la dinámica del sistema total y obtener una
expresión que permita describir solamente el sistema de interés

TrE

{
dρ̂T (t)

dt

}
= −iα

ℏ
TrE

{[
ĤI(t), ρ̂T (0)

]}
− α2

ℏ2

∫ t

0

dt′TrE

{[
ĤI(t),

[
ĤI(t

′), ρ̂T (t
′)
]]}

.

(3.11)

Se asume que para un tiempo inicial t = 0 no existen correlaciones entre el sistema y el
ambiente, además el estado del entorno no cambia a través del tiempo, por lo tanto, el
estado del sistema total se puede factorizar en un producto tensor de la forma:

ρ̂T (0) = ρ̂(0)⊗ ρ̂E(0), ρ̂E(0) = ρ̂E. (3.12)

Bajo esta consideración, el primer término de la ecuación 3.11 puede ser escrito como

TrE

{[
ĤI(t), ρ̂T (0)

]}
= TrE

{[
ĤI(t), ρ̂(0)⊗ ρ̂E

]}
=
∑
α

(
Ŝα(t)ρ̂(0)TrE

{
Êα(t)ρ̂E

}
− ρ̂(0)Ŝα(t) TrE

{
ρ̂EÊα(t)

})
,

(3.13)

donde se asume que el valor esperado del operador de acoplamiento es nulo, es decir

TrE

{
Êα(t)ρ̂E

}
=
〈
Êα(t)ρ̂E

〉
E
= 0. (3.14)

Por lo tanto, se obtiene una expresión para la dinámica del sistema reducido de la forma

dρ̂(t)

dt
= −α

2

ℏ2

∫ t

0

dt′ TrE

{[
ĤI(t),

[
ĤI(t

′), ρ̂T (t
′)
]]}

(3.15)
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3.3. Aproximaciones

La importancia de derivar la ecuación maestra de Lindblad a partir de la dinámica
microscópica radica en la capacidad de incorporar con mayor detalle la interacción entre
el sistema y el reservorio. Este tipo de enfoque implica realizar suposiciones fundamen-
tales sobre la naturaleza de estas interacciones [67]. Para llegar a la ecuación maestra
de Lindblad, es esencial implementar tres aproximaciones clave, que serán expuestas a
continuación.

3.3.1. Aproximación de Born

Una de las aproximaciones principales para la derivación de la ecuación maestra de
Lindblad desde un enfoque microscópico es la aproximación de Born o de acoplamiento
débil, esta considera que no hay correlación entre el ambiente y el sistema. Al considerar
un acoplamiento débil entre un entorno que tiene un número mucho más grande de grados
de libertad que el sistema S con el que interactúa, el entorno no se ve afectado de manera
apreciable por esta interacción [68]. Esto se justifica en el hecho de que las escalas de
tiempos de relajación del entorno τrel y de correlación sistema-entorno τcorr son muy
cortos en relación a la escala de tiempo de evolución del sistema τsis:

τrel, τcorr ≪ τsis. (3.16)

Esto permite definir el estado del sistema total como un producto tensorial entre el estado
del sistema reducido y el entoro que actua como reservorio:

ρ̂T (t) ≈ ρ̂(t)⊗ ρ̂E. (3.17)

Sustituyendo el operador de estado en su forma separable en la ecuación 3.15, y resolviendo
los conmutadores se obtiene:

dρ̂(t)

dt
= −α

2

ℏ2

∫ t

0

dt′ TrE

{[
ĤI(t),

[
ĤI(t

′), ρ̂(t′)⊗ ρ̂E

]]}
= −α

2

ℏ2

∫ t

0

dt′ TrE

{
ĤI(t)ĤI(t

′)ρ̂(t′)ρ̂E − ĤI(t
′)ρ̂(t′)ρ̂EĤI(t)− ĤI(t)ρ̂(t

′)ρ̂EĤI(t
′)

+ρ̂(t′)ρ̂EĤI(t
′)ĤI(t)

}
. (3.18)

Sustituyendo el Hamiltoniano de interacción y organizando el producto de operadores de
manera más compacta, la dinámica del sistema se puede escribir de la siguiente forma:

dρ̂(t)

dt
=
α2

ℏ2

∫ t

0

dt′
∑
α,β

[
Ŝα(t

′)ρ̂(t′)Ŝβ(t)− Ŝβ(t)Ŝα(t
′)ρ̂(t′)

]
Cαβ(t− t′) +H.c, (3.19)

donde Cαβ(t− t′) es la función correlación del entorno

Cαβ(t, t
′) = TrE

{
Êα(t

′)Êβ(t)ρ̂E

}
=
〈
Êα(t

′)Êβ(t)
〉
E
. (3.20)

Asumiendo t → 0, y haciendo el cambio de variable t′ → t− t′, la función de correlación
se puede escribir como:

Cαβ(t− t′) = TrE

{
Êα(t− t′)Êβ(0)ρ̂E

}
=
〈
Êα(t− t′)Êβ(0)

〉
E
. (3.21)
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3.3.2. Aproximación de Markov

La Markovianidad en un sistema físico surge cuando se considera que las escalas de
tiempo de relajación del entorno τrel son significativamente más cortas que las escalas tem-
porales del sistema τsis. Esta condición, análoga a la que se introdujo en la aproximación
de Born, permite que el entorno alcance su estado de equilibrio de manera mucho más
rápida en comparación con los tiempos característicos del sistema con el que interactúa.
Como consecuencia, los procesos Markovianos se caracterizan como procesos estocásticos
de memoria corta. En otras palabras, la dinámica del sistema puede determinarse exclu-
sivamente a partir de su estado presente, sin requerir información de estados pasados, es
decir, es necesario que una ecuación Markoviana sea local en el tiempo. La condición de
la aproximación de Markov implica que las funciones de correlación del entorno decaen
rápidamente:

Cαβ(t− t′) → 0, cuando τrel ≪ τsis. (3.22)

Sustituyendo τ = t− t′, y reemplazando ρ̂(t) = ρ̂(t′) por la condición de Markovianidad,
se obtiene

dρ̂(t)

dt
=
α2

ℏ2

∫ ∞

0

dτ
∑
α,β

[
Ŝα(t− τ)ρ̂(t)Ŝβ(t)− Ŝβ(t)Ŝα(t− τ)ρ̂(t)

]
Cαβ(τ) +H.c.

(3.23)

Esta ecuación se conoce como ecuación de Redfield, que en general, es Markoviana y
preserva dos de las propiedades características del operador densidad: conservación de la
traza y la hermiticidad, no obstante no garantiza la positividad del operador durante su
evolución temporal, lo que puede conducir a resultados inconsistentes físicamente como
probabilidades negativas. Por otro lado, los operadores Ŝ del Hamiltoniano de interacción
que actúan sobre el sistema, se pueden re-expresar en términos de los autovalores del
Hamiltoniano ĤS =

∑
i εi |εi⟩ ⟨εi| de forma tal que se pueden escribir como:

Ŝα =
∑
ω

Ŝα(ω) =
∑
ω

Ŝ†
α(ω), ω = εi − εj. (3.24)

En la imagen de interacción estos operadores de acoplamiento transforman de modo que

Ŝα(t) = eiĤStŜα(ω)e
−iĤSt,

Ŝα(t) =
∑
ω

Ŝα(ω)e
−iωt =

∑
ω

Ŝ†
α(ω)e

iωt. (3.25)

Al sustituir en la ecuación maestra de Redfield, obtenemos

dρ̂(t)

dt
=
α2

ℏ2
∑
α,β

∑
ω,ω′

Γαβ(ω)
[
Ŝα(ω)ρ̂(t)Ŝ

†
β(ω

′)− Ŝ†
β(ω

′)Ŝα(ω)ρ̂(t)
]
e−i(ω−ω′)t +H.c

(3.26)

Donde Γαβ(ω) representa la transformada de Fourier de las funciones correlación del en-
torno.

Γαβ(ω) =

∫ ∞

0

dτeiωτCαβ(τ). (3.27)
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3.3.3. Aproximación Secular

La aproximación secular, también conocida como la aproximación de onda rotante
(RWA), permite la simplificación de la ecuación de Redfield, anulando los términos que
tienen oscilaciones rápidas. Cuando se analizan los términos oscilatorios en la ecuación que
describe la evolución en la imagen de interacción, aquellos que experimentan oscilaciones
muy rápidas pueden ser promediados en el tiempo. En consecuencia, se descartan sus
contribuciones ya que, aunque pueden inducir perturbaciones, estas son rápidas y de
corta duración en el sistema, por ,o que se considera que su efecto neto sobre la evolución
del sistema es despreciable. Como resultado de esta aproximación, en la derivación de
la ecuación de Lindblad, se omiten todos los términos tales que ω ̸= ω′, sobreviviendo
solo aquellos términos en los que ω = ω′. Por lo tanto la ecuación 3.26 en la imagen de
interacción puede ser escrita como:

dρ̂(t)

dt
=
∑
α,β,ω

Γαβ(ω)
[
Ŝα(ω)ρ̂(t), Ŝ

†
β(ω)

]
+ Γ∗

αβ(ω)
[
Ŝα(ω), ρ̂(t)Ŝ

†
β(ω)

]
(3.28)

Además, el coeficiente relacionado con las funciones correlación del entorno se puede
definir en términos de una parte real y una parte imaginaria de forma que la ecuación
maestra pueda convertirse en una de tipo Lindblad:

Γαβ(ω) =
1

2
(γαβ(ω) + iΠαβ(ω)) , (3.29)

Γ∗
αβ(ω) =

1

2
(γαβ(ω)− iΠαβ(ω)) (3.30)

Introduciendo estas definiciones en la expresión 3.28 y volviendo a la imagen de Schrö-
dinger podemos escribir finalmente la ecuación maestra en la forma de Lindblad,

dρ̂(t)

dt
= − i

ℏ
[Ĥ + ĤLS, ρ̂(t)] +

∑
α,β,ω

γαβ(ω)

(
Sα(ω)ρ̂(t)S

†
β(ω)−

1

2
{S†

β(ω)Sα(ω), ρ̂(t)}
)
.

(3.31)

Donde ĤLS se conoce como el Hamiltoniano Lamba-Shift, el cual renormaliza el sistema
debido a la interacción con el entorno y está definido como:

ĤLS =
∑
αβω

Παβ(ω)S
†
β(ω)Sα(ω) (3.32)

.

3.4. Modelo de baterías cuánticas

En la sección anterior se presentó una expresión general que permite describir la di-
námica Markoviana de sistemas abiertos que interactúan débilmente con el entorno. Este
enfoque proporciona una descripción clara de los efectos del acoplamiento entre el siste-
ma y el reservorio, lo que permite el análisis de una amplia variedad de sistemas físicos
utilizando el formalismo de la teoría de sistemas abiertos y las ecuaciones maestras tipo
Lindblad. En este contexto, el presente trabajo se centra en el estudio de las baterías cuán-
ticas, donde un único sistema cuántico, como un qubit o un sistema de dos niveles, puede
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desempeñar el papel de una celda de batería. El objetivo principal de este trabajo consiste
en analizar el proceso de autodescarga de una batería cuántica, es decir, la disipación de
energía que ocurre cuando el sistema no se encuentra acoplado a un centro de consumo,
pero sí está interactuando con su entorno [11]. El enfoque para modelar la dinámica de
los sistemas de baterías en este trabajo sigue las mismas consideraciones empleadas en la
derivación microscópica de la ecuación maestra.

3.4.1. Una Única Celda de Batería

Consideremos un sistema de dos niveles para modelar una batería como se muestra en
la figura 3.2. Teniendo en cuenta que la interacción con el entorno se puede modelar con un
único reservorio rodeando el sistema, y que nos restringimos al régimen de acoplamiento
débil, por medio de las aproximaciones implementadas en la ecuación maestra, se llega a
la ecuación de Lindblad general para la evolución de la matriz densidad del sistema:

ρ̇(t) = − i

ℏ
[Ĥ, ρ̂(t)] +Rrel[ρ̂(t)], Ĥ = Ĥ0 + Ĥint + Ĥext(t). (3.33)

Figura 3.2: Representación de una batería de dos niveles que interactúa con el entorno.

En general, El Hamiltoniano total está compuesto por tres partes que dan cuenta de
las siguientes contribuciones,

1. Ĥ0 representa el Hamiltoniano libre que describe la energía intrínseca de cada batería
individual, que es modelada con un sistema de dos niveles

Ĥ0 = ℏωσ̂+σ̂−, σ̂+ = |e⟩ ⟨g| , σ̂− = |g⟩ ⟨e| , (3.34)

donde los operadores escalera están definidos en la base propia del Hamiltoniano
Ĥ0 del sistema {|e⟩ , |g⟩}, y representan al estado excitado y al estado fundamental
respectivamente.

2. Ĥint da cuenta de la interacción entre diferentes celdas de batería. Para el caso de
una sola batería se establece Ĥint = 0.
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3. Ĥext(t), describe la contribución resultante de aplicar un campo externo para cargar
la batería o para extraer la energía de la misma. En este trabajo se asume que
esta contribución es nula, es decir, Ĥext(t) = 0 para todo tiempo t ≥ 0, así en
un tiempo inicial se asume la batería ya cargada, y para tiempos posteriores no se
conecta a campos de extracción de trabajo, permitiendo el análisis de los procesos
de disipación solamente por el contacto con el entorno.

La dinámica del sistema queda definida con una parte unitaria que evoluciona solamente
con el Hamiltoniano de la batería y una parte no unitaria que describe los procesos de
disipasión, por lo tanto obtenemos

˙̂ρ(t) = − i

ℏ
[Ĥ0, ρ̂(t)] +Rrel[ρ̂(t)]. (3.35)

En este trabajo nos interesa el estudio del proceso de autodescarga de las baterías. De
forma análoga con los procesos de decaimiento de carga que se presentan en baterías clási-
cas cuando están en una configuración de circuito abierto, en el contexto de las baterías a
escalas cuánticas es posible extender este análisis cuando se considera al sistema abierto,
donde la interacción con un entorno conduce a la disipación de la energía almacenada.
El término que describe los procesos de disipación de energía debido al acoplamiento del
sistema con el entorno está dado por [11, 14]:

Rrel[ρ̂(t)] =
Γ

2

(
2σ̂−ρ̂(t)σ̂+ −

{
σ̂+σ̂−, ρ̂(t)

})
, (3.36)

siendo Γ la tasa de decaimiento entre la batería y el entorno.

3.4.2. Múltiples Baterías

Consideremos un sistema de N baterías. Para sistemas compuestos es necesario abordar
las interacciones que pueden surgir a medida que el sistema aumenta su dimensionalidad,
a la vez que para sistemas abiertos, la interacción con el entorno se convierte en una carac-
terística inherente del sistema. Sin embargo, cuando consideramos sistemas de múltiples
baterías, emerge un nuevo tipo de interacción entre celdas. Como se muestra en la figura
3.3 observamos un sistema multipartito en el cual las baterías interactúan entre sí.

Figura 3.3: Representación de un sistema multipartito. N baterías de dos niveles las cuales
interactúan entre ellas y a su vez interactúan con el entorno.
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En este sistema, donde N representa el número de baterías, la dinámica del sistema
multipartito se describe mediante una ecuación maestra que captura los efectos de disipa-
ción de energía debido a la interacción con el entorno y también la disipación entre celdas.
La dinámica del sistema se describe como:

˙̂ρ(t) = − i

ℏ
[Ĥ, ρ̂(t)] +Rrel[ρ̂(t)] +Ricl[ρ̂(t)], (3.37)

donde el Hamiltoniano total del sistema toma la forma Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, siendo Ĥint el
término que describe la interacción entre las celdas:

Ĥint = ℏ
N∑

i,j=1

Jijσ̂
+
i σ̂

−
j . (3.38)

El parámetro Jij representa la fuerza de acoplamiento entre las baterías, lo que indica la
intensidad de las interacciones entre ellas. Cabe destacar que en esta formulación, hemos
asumido un acoplamiento homogéneo, es decir, todas las baterías están sujetas a la misma
fuerza de acoplamiento J y solo existe interacción con el vecino más cercano.

El término Rrel[ρ̂(t)] que describe el proceso de relación del sistema por interacción con
el entorno, se define como en la Ec. 3.36 para cada batería individual. Los canales de
decaimiento que surgen por la interacción entre baterías tienen la forma:

Ricl[ρ̂(t)] =
N∑
i ̸=j

Γij

2

(
2σ̂−

j ρ̂(t)σ̂
+
i − ρ̂(t)σ̂+

i σ̂
−
j − σ̂+

i σ̂
−
j ρ̂(t)

)
, (3.39)

Este término describe los procesos de decaimiento colectivo por medio de los operadores
de salto σ̂±. Por medio de estos, las transiciones entre la batería i-ésima y la j-ésima,
se dan cuando cada batería emite una excitación y esta se guarda temporalmente en la
vecina más cercana[11, 69].



4. Resultados

4.1. Una única batería

Como una primera aproximación al estudio de los procesos de autodescarga en baterías
cuánticas, consideramos una batería de una sola celda, es decir, un solo sistema de dos
niveles que actúa como batería. Nuestro modelo consiste en un sistema de dos niveles
definido mediante el Hamiltoniano libre

Ĥ0 = ϵσ̂+σ̂−, (4.1)

donde σ̂± son los operadores de subida/bajada que representan las transiciones entre los
estados cuánticos del sistema (ecuación 3.34): el estado excitado |e⟩ y el estado funda-
mental |g⟩. La diferencia de energía entre estos dos estados se denota como ε.

4.1.1. Dinámica del Sistema

Cuando consideramos que la batería está acoplada al entorno, utilizamos la ecuación
maestra de Lindblad para describir su dinámica. Esta ecuación tiene dos términos princi-
pales. El primero es responsable de la evolución unitaria del sistema bajo el Hamiltoniano
libre, mientras que el segundo modela los efectos de la interacción con el entorno, causando
que la energía almacenada en el sistema se disipe:

˙̂ρ(t) = −i[Ĥ0, ρ̂(t)] +
Γ

2

(
2σ−ρ̂(t)σ+ −

{
σ+σ−, ρ̂(t)

})
. (4.2)

donde Γ representa la tasa tasa de amortiguación debido a la interacción con el entorno.
Para una batería individual acoplada al entorno, podemos encontrar una solución analítica
para la ecuación de Lindblad. En esta solución, calculamos cómo evolucionan las pobla-
ciones y las coherencias a través del tiempo. Utilizamos la representación σ̂+ = |e⟩ ⟨g| y
σ̂− = |g⟩ ⟨e| para expresar

˙̂ρ(t) = −iϵ
(
|e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|

)
+

Γ

2

(
2ρe(t) |g⟩ ⟨g| − |e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|

)
.

(4.3)

En la representación matricial, estos elementos son el conjunto de ecuaciones que describe
la dinámica del sistema

˙̂ρ(t) =

(
⟨e| ˙̂ρ(t) |e⟩ ⟨e| ˙̂ρ(t) |e⟩
⟨e| ˙̂ρ(t) |g⟩ ⟨g| ˙̂ρ(t) |g⟩

)
=

(
˙̂ρe(t) ˙̂ρeg(t)
˙̂ρge(t) ˙̂ρg(t)

)
.
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Hallando estos elementos matriciales a partir de la ecuación 4.3 encontramos las ecuaciones
diferenciales correspondientes a las poblaciones y las coherencias

˙̂ρe(t) = ⟨e|
(
− iϵ (|e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|

+
Γ

2
(2ρe(t) |g⟩ ⟨g| − |e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

)
|e⟩ , (4.4)

˙̂ρg(t) = ⟨g|
(
− iϵ (|e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

+
Γ

2
(2ρe(t) |g⟩ ⟨g| − |e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

)
|g⟩ , (4.5)

˙̂ρeg(t) = ⟨e|
(
− iϵ (|e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

+
Γ

2
(2ρe(t) |g⟩ ⟨g| − |e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

)
|g⟩ , (4.6)

˙̂ρge(t) = ⟨g|
(
− iϵ (|e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

+
Γ

2
(2ρe(t) |g⟩ ⟨g| − |e⟩ ⟨e| ρ̂(t)− ρ̂(t) |e⟩ ⟨e|)

)
|e⟩ . (4.7)

El sistema de ecuaciones diferenciales resultante es

˙̂ρe(t) = −Γρe(t), (4.8)
˙̂ρg(t) = Γρe(t), (4.9)

˙̂ρeg(t) = −iϵρeg(t)−
Γ

2
ρeg(t), (4.10)

˙̂ρge(t) = iϵρge(t)−
Γ

2
ρge(t). (4.11)

Solucionamos este conjunto de ecuaciones diferenciales haciendo uso de las condiciones de
traza unitaria y hermiticidad, obteniendo

ρe(t) = ρe(0)e
−Γt, (4.12)

ρg(t) = 1− ρe(0)e
−Γt, (4.13)

ρeg(t) = ρeg(0)e
−(iϵ+Γ

2 )t, (4.14)

ρge(t) = ρge(0)e
(iϵ−Γ

2 )t. (4.15)

Estas ecuaciones nos proporciona información sobre el decaimiento de las ecuaciones y la
coherencia debido a la interacción con el entorno.

Estado Completamente Cargado

Para comprender mejor el comportamiento de una batería cuántica consideramos pri-
mero un escenario en el que asumimos para un tiempo t = 0, un estado inicial com-
pletamente cargado, es decir ρeg(0) = 0 y ρe(0) = 1. Reemplazando en las ecuaciones
4.12-4.15, podemos ver que el estado cuántico que describe la batería con carga completa
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es un estado no coherente en el tiempo, y por lo tanto se comporta como una batería
clásica:

ρ̂(t) =

(
e−Γt 0
0 1− e−Γt

)
. (4.16)

Los autovalores y autovectores de esta matriz, ordenados de manera decreciente ρ1 >
ρ2, para t = 0 son

ρ1 = e−Γt, |ρ1⟩ = (1, 0)T , (4.17)
ρ2 = 1− e−Γt, |ρ2⟩ = (0, 1)T , (4.18)

y los autovalores se grafican en la figura 4.1.
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Figura 4.1: Evolución de las poblaciones en función del tiempo. Se observa que después
de un tiempo crítico t = τc denominado tiempo de cruce, las poblaciones de los estados
excitado y fundamental se invierten. Antes de este punto, la batería tiene una inversión
de población, lo que significa que el estado excitado tiene una mayor población que el
estado fundamental.

La energía interna del sistema se determina a partir del la traza del producto entre
Hamiltoniano y del operador de estado

U(t) = Tr(ρ̂(t)Ĥ0), (4.19)

=
∑
i

⟨i| ρ̂(t)Ĥ0) |i⟩ , (4.20)

= ⟨e| ρ̂(t)Ĥ0 |e⟩+ ⟨g| ρ̂(t)Ĥ0 |g⟩ , (4.21)
= ϵe−Γt. (4.22)

Esta expresión nos da la energía total que posee el sistema y muestra cómo disminuye
exponencialmente debido a la tasa de amortiguación. La ergotropía, que representa cuanta
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de esa energía interna del sistema se puede convertir en trabajo útil, se calcula partir de
la Ec 2.69, donde la dimensión del espacio de estado del sistema es D = 2

W(t) =
2∑
i,j

ρiεj
(
| ⟨ρi|εj⟩ |2 − δij

)
. (4.23)

En este caso, los autovalores y autovectores del Hamiltoniano se ordenan de manera
creciente ε1 < ε2

ε1 = 0, |ε1⟩ = (0, 1)T , (4.24)
ε2 = ϵ, |ε2⟩ = (1, 0)T . (4.25)

Al expandir la expresión para la ergotropía, se obtienen varios términos, pero no todos
contribuyen. Antes del tiempo de cruce, la ergotropía se puede expresar como

W(t) = ρ1ε1
(
| ⟨ρ1|ε1⟩ |2 − 1

)
+ ρ1ε2

(
| ⟨ρ1|ε2⟩ |2

)
+ ρ2ε1

(
| ⟨ρ2|ε1⟩ |2

)
+ ρ2ε2

(
| ⟨ρ2|ε2⟩ |2 − 1

)
, (4.26)

W(t) = ρ1ε2
(
| ⟨ρ1|ε2⟩ |2

)
+ ρ2ε2

(
| ⟨ρ2|ε2⟩ |2 − 1

)
,

W(t) =
(
2e−Γt − 1

)
ϵ. (4.27)

La Figura 4.1 muestra que, después de un tiempo crítico τc donde las poblaciones se cruzan,
el sistema ya no posee inversión de población. En otras palabras, las poblaciones asociadas
al nivel excitado ahora ocupa el nivel de energía más bajo. Esto impone la necesidad de
redefinir el orden de los autovalores y autovectores del operador densidad para satisfacer
el ordenamiento decreciente ρ1 > ρ2 necesario para el cálculo de la ergotropía (ecuaciones
2.62 y 2.63):

ρ1 = 1− e−Γt, |ρ1⟩ = (0, 1)T , (4.28)
ρ2 = e−Γt, |ρ2⟩ = (1, 0)T . (4.29)

Esto conduce el hecho de que, después del cruce de poblaciones, el sistema ha perdido la
propiedad de inversión de población y se encuentra en un estado pasivo. En este estado,
no es posible extraer trabajo del sistema. Por lo tanto, la ergotropía después del tiempo
de cruce es nula:

W(t) = ρ1ε2
(
| ⟨ρ1|ε2⟩ |2

)
+ ρ2ε2

(
| ⟨ρ2|ε2⟩ |2 − 1

)
,

W(t) = 0. (4.30)

Para describir de manera precisa cuándo el sistema está en un estado que permite la ex-
tracción de trabajo y cuándo alcanza un estado pasivo, introducimos la función escalón de
Heaviside θ(τc− t). El cruce de poblaciones es una manifestación del proceso de disipación
que conducen a que las poblaciones asociadas al estado excitado decaigan a 0, mientras las
poblaciones del estado fundamental crecen hacia 1. La ergotropía total se puede escribir
de la forma

W(t) = θ(τc − t)
(
2e−Γt − 1

)
ϵ, (4.31)
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y se grafica en la figura 4.2a junto a la energía interna. El tiempo de cruce de las po-
blaciones τc, se puede determinar de manera sencilla al considerar el punto en el que
ρe(t) = ρg(t), es decir, donde las dos poblaciones se igualan. Por lo tanto, obtenemos:

ρe(τc) = ρg(τc),

e−Γτc = 1− e−Γτc ,

τc = ln 2/Γ. (4.32)
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(a) Evolución de la energía interna y la máxima
cantidad de trabajo extraíble (ergotropía) para el
sistema preparado en un estado de carga completa
|ψ⟩ = |e⟩. Se asume la diferencia de energía ϵ = 1
y la tasa de amortiguación Γ = 0,1

(b) Evolución del sistema en la repre-
sentación de Bloch. Se observa que el
sistema preparado en un estado de má-
xima carga representa un estado sin co-
herencias.

Para este caso particular, el estado completamente cargado inicialmente conduce a
una realización clásica puesto que la evolución dinámica del sistema no exhibe coherencia
cuántica, como se observa en la evolución del sistema en la figura 4.2b y en la ecuación
4.16.

Estado Máximamente Coherente

Con el fin de explorar las ventajas cuánticas en el contexto de las baterías, es esencial
considerar el recurso de la coherencia cuántica dentro del sistema, una de las propiedades
inherentes del mundo cuántico y que es un potencial recurso a explotar. Esta sección tiene
como objeto comparar el desempeño de un sistema clásico y otro usa recursos cuánticos.
Es importante destacar que al introducir la coherencia cuántica, surge una limitación
fundamental: el estado inicial del sistema ya no puede considerarse completamente cargado
porque esto conduce a un estado sin coherencia cuántica. Podemos entonces considerar
que en un tiempo t = 0, el sistema inicia en un estado máximamente coherente definido
de la forma

|ψ⟩ = 1√
2
(|e⟩+ |g⟩) , (4.33)
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ρ̂(0) = |ψ⟩ ⟨ψ| ,

= |ψ⟩ ⟨ψ| = 1

2
(|e⟩ ⟨e|+ |e⟩ ⟨g|+ |g⟩ ⟨e|+ |g⟩ ⟨g|) , (4.34)

luego, las ecuaciones 4.12-4.15 se pueden expresar como la matriz densidad

ρ̂(t) =

(
1
2
e−Γt 1

2
e−(iϵ+

Γ
2 )t

1
2
e(iϵ−

Γ
2 )t 1− 1

2
e−Γt

)
. (4.35)

cuyas ocupaciones y coherencias se grafican en la Figura 4.3a y 4.3b.
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(a) Evolución de las poblaciones en función del
tiempo. Se observa que las poblaciones de los
estados excitado y fundamental no se cruzan.
Ambos estados inician en el mismo punto el es-
tado excitado decae a 0 mientras que el estado
fundamental tiende a 1.
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(b) Dinámica de las coherencias. Se observa que
en el tiempo inicial se tiene máxima coherencia
en el sistema. A medida que el sistema evolucio-
na y se induce decoherencia debido a la interac-
ción con el entorno, la cantidad de coherencia
en el sistema decrece.

Diagonalizando 4.35 para el encontrar el conjunto de autovalores y autovectores del
operador densidad, y definiendo δ =

√
1− eΓt + e2Γt, hallamos:

det |ρ̂(t)− λI| = 0,

ρ1,2 =
1

2
± 1

2
e−Γtδ. (4.36)

|ρ1⟩ =

(
e−itϵ

√
2
√

−e−Γt (δ − 1) + eΓt + δ − 1
,

1√
2
√

−δ + eΓt + e−Γt (δ + 1)− 1

)T

,

|ρ2⟩ =

(
−

(
δ + eΓt − 1

)
e−itϵ√

−2δ + 2eΓt (δ + eΓt − 1) + 2
,

1√
2
√
−e−Γt (δ − 1) + eΓt + δ − 1

)T

.

(4.37)

Como el Hamiltoniano libre del sistema es independiente del tiempo, el orden establecido
en las ecuaciones 4.24 y 4.25 se mantiene, entonces la energía interna total del sistema es

U(t) =
∑
i

⟨i| ρ̂(t)Ĥ0) |i⟩ , (4.38)

= ϵe−Γt, (4.39)
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y la ergotropía total del sistema es

W(t) = ρ1ε2
(
| ⟨ρ1|ε2⟩ |2

)
+ ρ2ε2

(
| ⟨ρ2|ε2⟩ |2 − 1

)
W(t) = e−Γt

(
1− eΓt + δ

) ϵ
2
. (4.40)

Estos resultados se grafican en la figura 4.4.
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Figura 4.4: Evolución de la energía interna y la máxima cantidad de trabajo extraíble del
sistema de un qubit.

Para llevar a cabo una comparación justa de la auto-descarga entre una realización
cuántica y una clásica, vamos a imponer que ambos sistemas inicien con la misma cantidad
de ergotropía. El operador densidad del estado cuántico en un tiempo inicial con condición
de máxima coherencia |ψ⟩ = 1√

2
(|e⟩+ |g⟩) dado en su representación matricial es

ρ̂qu(0) =
1

2

(
1 1
1 1

)
(4.41)

Cuyos autovalores ρ1,2 = 1, 0, y sus respectivos autovectores son:

1. Para ρ1 = 1

|ρ1⟩ =
1√
2
(1, 1)T (4.42)

2. Para ρ2 = 0

|ρ2⟩ =
1√
2
(−1, 1)T (4.43)

Luego, de la ecuación 4.23 podemos hallar la ergotropía para un estado inicial de máxima
coherencia:

Wqu(0) = ρ1ε2
(
| ⟨ρ1|ε2⟩ |2

)
Wqu(0) =

ϵ

2
. (4.44)
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Ahora vamos a determinar el estado en el que un sistema clásico tiene la misma ergotropía
que su contra-parte cuántica (estado de máxima coherencia), por lo tanto realizamos las
siguientes consideraciones:

El operador de estado es diagonal en la base del Hamiltoniano {|εi⟩}

ρ̂ = ρ1 |ε1⟩ ⟨ε1|+ ρ2 |ε2⟩ ⟨ε2| , (4.45)

Ĥ0 = ε1 |ε1⟩ ⟨ε1|+ ε2 |ε2⟩ ⟨ε2| , ε1 = 0, ε2 = ϵ. (4.46)

Aquí el conjunto de vectores en la base propia del sistema se definen como

|ε1⟩ → |g⟩ , (4.47)
|ε2⟩ → |e⟩ . (4.48)

Con la ergotropía del estado cuántico 4.44, establecemos la condición inicial del estado
clásico, el cual debido a su naturaleza no posee coherencias, por lo tanto en su forma
diagonal es:

ρ̂cl(0) = ρ1 |e⟩ ⟨e|+ ρ2 |g⟩ ⟨g| (4.49)

La ergotropía de este estado es:

Wqu(0) = ρ1ε2
(
| ⟨ρ1|ε2⟩ |2

)
+ ρ2ε2

(
| ⟨ρ2|ε2⟩ |2 − 1

)
,

Wqu(0) = (ρ1 − ρ2) ϵ, (4.50)

y con la condición conservación de la probabilidad ρ1 + ρ2 = 1, obtenemos una expresión
general para los autovalores del estado clásico:

ρ1 =
1

2

(
1 +

Wqu(0)

ϵ

)
, (4.51)

ρ2 =
1

2

(
1− Wqu(0)

ϵ

)
. (4.52)

Por lo tanto, el estado mixto clásico que permite a la realización clásica, tener la misma
ergotropía del caso cuántico de máxima coherencia, queda escrito de la forma:

ρ̂cl(t) =
3

4
|e⟩ ⟨e|+ 1

4
|g⟩ ⟨g| . (4.53)

A partir de esta descripción, se obtiene la dinámica de la ergotropía para este estado pre-
parado clásicamente, de la misma forma que se hizo para el caso completamente cargado:

Wcl(t) =
ϵ

2
θ(τc − t)

(
3e−Γt − 2

)
, (4.54)

donde el tiempo de cruce es τc = ln(3/2)/Γ. Un parámetro que nos permite determinar
el desempeño de las baterías se denomina el coeficiente de eficiencia; este nos dice cuanta
de la energía almacenada en la batería realmente se puede utilizar para realizar trabajo
útil y se establece mediante la relación

ε(t) = W(t)/U(t). (4.55)
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En la Fig 4.5 se observan las energías propias del sistema y la ergotropía para cada estado
inicial. En la realización cuántica la ergotropía se mantiene durante un período de tiempo
más largo, antes de que se produzca una disipación significativa, en comparación con su
análogo clásico.

10−3 10−2 10−1 100 101

Γt

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

En
er
gí
a

a)
Uqu(t)
qu(t)

10−3 10−2 10−1 100 101

Γt

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

b)
Ucl(t)
cl(t)

Figura 4.5: Energías del sistema en función del tiempo. Energía Interna y Ergotropía para
a) un estado inicial cuántico y b) para un estado inicial clásico.

Por otra parte, el estado cuántico (máximamente coherente) permite observar una
ventaja significativa en la eficiencia, incluso cuando el sistema está sujeto a procesos de
disipación con el entorno, como se observa en la figura 4.6a. Además, se observa en la
figura 4.6b como la coherencia cuántica afecta la evolución del sistema.
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(a) Dinámica del coeficiente de eficiencia para el
sistema preparado inicialmente en un estado cuán-
tico y uno clásico (sin coherencias).

(b) Evolución del sistema preparado en
un estado máximamente coherente en
la esfera de Bloch.

En conclusión, se observa que el sistema preparado en un estado inicial de máxima co-
herencia exhibe un mejor desempeño en el almacenamiento de energía. Cuando se utilizan
las coherencias para guardar energía en forma de ergotropía se observa como incrementan
los tiempos de decaimiento del sistema en contraste con los del sistema preparado en un
estado de máxima carga.
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4.1.2. Batería Acoplada a un Campo Externo Resonante

Oscilaciones coherentes producidas por campos externos resonantes han sido observa-
das en sistemas como qubits individuales o qubits interactuantes [70], las cuales surgen
como consecuencia del acoplamiento entre los niveles del sistema producido por el campo.
Estas oscilaciones, conocidas en sistemas cerrados como “oscilaciones de Rabi”, desempe-
ñan un papel crucial en la manipulación y control de estados en la computación cuántica
[70, 71].

Figura 4.7: Bosquejo de un sistema de dos niveles con una frecuencia de conducción que
da cuenta del acoplamiento entre los niveles de energía.

Consideremos ahora el caso en el que un sistema de dos niveles es conducido coheren-
temente entre sus estados por medio de un campo externo como se muestra en la Figura
4.7. El Hamiltoniano que describe el sistema puede definirse como

Ĥ = ε |e⟩ ⟨e|+ Ω(|g⟩ ⟨e|+ |e⟩ ⟨g|) (4.56)

Donde Ω es la frecuencia de conducción, también denominada frecuencia de Rabi, que es
proporcional a la amplitud del campo extreno. Esta nueva contribución al Hamiltoniano
describe la transición cuántica entre los estados del sistema.

Dinámica del Sistema

Mientras que la contribución correspondiente al campo de externo sea débil respecto a
la energía interna del sistema, la ecuación maestra de Lindblad conserva la forma definida
en la sección anterior, agregando el nuevo término del Hamiltoniano 4.55:

˙̂ρ(t) = −i[Ĥ, ρ̂(t)] + Γ

2

(
2σ−ρ̂(t)σ+ −

{
σ+σ−, ρ̂(t)

})
. (4.57)
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Igual que antes, hallamos el conjunto de elementos matriciales de la evolución del operador
densidad, el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

˙̂ρe(t) = −iΩ
(
ρge(t)− ρeg(t)

)
− Γρe(t), (4.58)

˙̂ρg(t) = −iΩ
(
ρeg(t)− ρge(t)

)
+ Γρe(t), (4.59)

˙̂ρeg(t) = −i
(
ερeg(t) + Ω(ρg(t)− ρe(t))

)
− Γ

2
ρeg(t), (4.60)

˙̂ρge(t) = −i
(
Ω(ρe(t)− ρg(t))− ερge(t)

)
− Γ

2
ρge(t). (4.61)

En el caso de acoplamiento entre niveles, debido a la complejidad del sistema de ecuacio-
nes, se requiere emplear métodos numéricos para solucionar el sistema. En este trabajo
utilizamos QuTiP - Quantum Toolbox in Python para resolver la dinámica del sistema,
como se puede ver en la gráfica 4.8 para la condición inicial de máxima coherencia.
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Figura 4.8: Evolución de las poblaciones en función del tiempo. Establecemos los pará-
metros Γ = Ω = 0,1

Para resolver este sistema diagonalizamos el Hamiltoniano y encontramos los au-
tovectores asociados a los autovalores ϵ1 = 1

2
(ϵ−∆) , ϵ2 = 1

2
(ϵ+∆), donde se define

∆ =
√
ϵ2 + 4Ω2

|ϵ1⟩ =

 Ω√
Ω2 +

(
1
2
(ϵ−∆)− ϵ

)2 , 1
2
(ϵ−∆)− ϵ√

Ω2 +
(
1
2
(ϵ−∆)− ϵ

)2
T

(4.62)

|ϵ2⟩ =

 Ω√
Ω2 +

(
1
2
(ϵ+∆)− ϵ

)2 , 1
2
(ϵ+∆)− ϵ√

Ω2 +
(
1
2
(ϵ+∆)− ϵ

)2
T

(4.63)

Para realizar un comparativo entre un sistema con un estado cuántico y un sistema des-
crito por un estado clásico que representa el comportamiento de una batería convencional



4. RESULTADOS 44

(en este caso el Hamiltoniano sin el término de conducción coherente), se utilizan las
definiciones propuestas en las Ec 4.51 y 4.52.
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a) Ergotropía
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Figura 4.9: a) Ergotropía para el estado inicial cuántico y clásico de un sistema sujeto a un
campo de conducción coherente. La realización cuántica permite que la energía extraíble
se mantenga el sistema cuántico durante un período de tiempo más largo y por lo tanto
su desempeño en función del tiempo sea mayor contraste con un análogo clásico. b) El
coeficiente de eficiencia para la realización cuántica y clásica.

Podemos observar que la adición de un campo resonante no modifica de manera sig-
nificativa los análisis ya realizados, mas allá de añadir algunas oscilaciones a la dinámica
del sistema. Esto se debe a que el campo resonante es pequeño en relación a las escalas
de energía del sistema. El análisis de campos resonantes de mayor intensidad puede ser
interesante, pero se deben estudiar mediante una ecuación maestra diferente a la usada en
esta sección, ya que el la intensidad del campo va más allá de las aproximaciones usadas
en este trabajo.

4.2. Múltiples Baterías

En la sección anterior, hemos analizado la dinámica de celdas de baterías individuales
que interactúan exclusivamente con un único reservorio, que es el entorno. Este tipo de
sistemas nos ha permitido investigar la coherencia cuántica como un recurso en sistemas
de baterías. Sin embargo, la coherencia cuántica no es el único recurso cuántico explo-
table; el entrelazamiento cuántico, entre otros, también forma parte de este conjunto de
recursos cuánticos [30]. Por esta razón, nos vemos motivados a considerar un sistema que
permita exhibir ambas propiedades cuánticas. En otras palabras, nos enfocamos en sis-
temas compuestos por dos o más baterías. En esta sección, exploraremos sistemas de N
celdas de baterías para examinar la dinámica del sistema cuando consideramos no solo
la interacción con el entorno, sino también la interacción entre las baterías. En nuestro
análisis de recursos cuánticos, examinaremos estados con máxima coherencia y máximo
entrelazamiento. Además, consideraremos los efectos de la geometría en el proceso de
autodescarga.
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4.2.1. Cadena Lineal de N Baterías

Nuestro modelo consiste en una cadena lineal de N baterías interactuantes como se
muestra en la Fig 3.3. Al extender el modelo previamente descrito en la sección anterior,
que se centraba en sistemas de baterías individuales, introducimos nuevos términos que
caracterizan la interacción en la cadena lineal y los procesos de decaimiento colectivo en el
sistema. El Hamiltoniano del sistema, que incluye las contribuciones libres de cada batería
y la parte de interacción, se expresa de la siguiente manera, como ya se discutió en la
sección 3.4.2.

Ĥ =
N∑
i

ϵσ̂+
i σ̂

−
i + J

N∑
i,j=1

σ̂+
i σ̂

−
j . (4.64)

Si el estado inicial del sistema total (sea cúantico o clásico) no está entrelazado, está dado
mediante el producto tensor

ρ̂(N) =
N⊗

n=1

ρ̂. (4.65)

En términos generales, asumimos las siguientes condiciones: en relación con las contribu-
ciones de la parte unitaria de la ecuación maestra de Lindblad, definida en la Ec. 3.37,
consideramos que todas las baterías son idénticas, lo que implica que la diferencia de
energía entre sus estados es constante, es decir, ϵ1 = ϵ2 = . . . = ϵN = ϵ. Además, asu-
mimos un acoplamiento homogéneo entre las baterías, lo que significa que la fuerza de
interacción es uniforme para todas las parejas de baterías, es decir, Jij = J . Por otro
lado, en lo que respecta a la parte no unitaria de la dinámica, partimos del supuesto de
que la interacción entre ellas y con el entorno tiene tasas de decaimiento iguales. Esto
significa que el proceso de disipación de cada batería con el entorno se produce con la
misma tasa de decaimiento, denotada como Γi=j = Γ mientras que de manera análoga, el
proceso disipativo debido a la interacción entre celdas se caracteriza por tasas de decai-
miento idénticas, denotadas como Γi ̸=j = Γicl. Es importante destacar que estas últimas
tasas solo se consideran significativas cuando la interacción ocurre con la batería vecina
más cercana. En una primera aproximación al análisis de estos sistemas multipartitos,
consideramos el sistema de N = 2. El Hamiltoniano total del sistema toma la forma:

Ĥ = ϵ
(
σ̂+
1 σ̂

−
1 + σ̂+

2 σ̂
−
2

)
+ J

(
σ̂+
1 σ̂

−
2 + σ̂+

2 σ̂
−
1

)
. (4.66)

Por lo tanto, la dinámica del sistema se describe a partir de las siguientes contribuciones

˙̂ρ(t) =− i
(
Ĥρ̂(t)− ρ̂(t)H

)
+ Γ

(
σ̂−
1 ρ̂(t)σ̂

+
1 − 1

2

{
σ̂+
1 σ̂

−
1 , ρ̂(t)

})
+ Γ

(
σ̂−
2 ρ̂(t)σ̂

+
2 − 1

2

{
σ̂+
2 σ̂

−
2 , ρ̂(t)

})
+ Γicl

(
σ̂−
2 ρ̂(t)σ̂

+
1 − 1

2

{
σ̂+
1 σ̂

−
2 , ρ̂(t)

})
+ Γicl

(
σ̂−
1 ρ̂(t)σ̂

+
2 − 1

2

{
σ̂+
2 σ̂

−
1 , ρ̂(t)

})
,
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de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: diferenciales

˙̂ρ11(t) = −2Γρ11(t), (4.67)

˙̂ρ22(t) = Γ(ρ11(t)− ρ22(t))−
1

2
Γicl(ρ23(t) + ρ32(t)) + iJ(ρ23(t)− ρ32(t)), (4.68)

˙̂ρ33(t) = Γ(ρ11(t)− ρ33(t))−
1

2
Γicl(ρ23(t) + ρ32(t))− iJ(ρ23(t)− ρ32(t)), (4.69)

˙̂ρ44(t) = Γ(ρ22(t) + ρ33(t)) + Γicl(ρ23(t) + ρ32(t)), (4.70)

˙̂ρ12(t) =
1

2
(−3Γρ12(t)− Γiclρ13(t) + 2iJρ13(t)− 2iϵρ12(t)), (4.71)

˙̂ρ13(t) =
1

2
(−3Γρ13(t)− Γiclρ12(t) + 2iJρ12(t)− 2iϵρ13(t)), (4.72)

˙̂ρ14(t) = ρ14(t)(−Γ− 2iϵ), (4.73)

˙̂ρ23(t) = −Γρ23(t) + Γicl

(
ρ11(t)−

ρ22(t)

2
− ρ33(t)

2

)
+ iJ(ρ22(t)− ρ33(t)), (4.74)

˙̂ρ24(t) = Γ

(
ρ13(t)−

ρ24(t)

2

)
+ Γicl

(
ρ12(t)−

ρ34(t)

2

)
− i(Jρ34(t) + ϵρ24(t)), (4.75)

˙̂ρ34(t) = Γ

(
ρ12(t)−

ρ34(t)

2

)
+ Γicl

(
ρ13(t)−

ρ24(t)

2

)
− i(Jρ24(t) + ϵρ34(t)). (4.76)

Donde ˙̂ρ21(t) = ˙̂ρ∗12(t), ˙̂ρ31(t) = ˙̂ρ∗13(t), ˙̂ρ41(t) = ˙̂ρ∗14(t), ˙̂ρ23(t) = ˙̂ρ∗32(t), ˙̂ρ42(t) = ˙̂ρ∗24(t),
˙̂ρ44(t) = ˙̂ρ∗34(t). Este mismo análisis se puede extender para una cadena lineal de hasta
N = 5 mediante Qutip, mediante el cual solucionamos numéricamente los sistemas de
ecuaciones diferenciales. En la Figura 4.10 se presentan los resultados de considerar el
sistema con un estado inicial de máxima coherencia, que se construye como el producto
tensorial del estado de máxima coherencia para un qubit (Ecuación 4.41):

|ψ(N)⟩ =
5⊗

n=1

[
1√
2
(|e⟩+ |g⟩)

]
. (4.77)

y se contrasta con los resultados de considerar un estado inicial clásico construido como

ρ̂cl(N) =
5⊗

n=1

1

2

[(
1 +

Wqu(0)

ϵ

)
|e⟩ ⟨e|+

(
1− Wqu(0)

ϵ

)
|g⟩ ⟨g|

]
. (4.78)

Aquí, la ergotropía inicial del sistema máximamente coherente establecida en 4.44, es
Wqu(0) = 0,5ϵ. El estado inicial clásico fue construido para que inicialmente tengan una
ergotropía igual al estado inicial cuántico Wqu(0) y así poder hacer una comparación justa,
de la misma forma en que fue hecho para un qubit en las ecuaciónes 4.51 y 4.52. En la
primera columna de la figura 4.10, se observa la evolución del estado inicial cuántico, y
se grafica la energía interna como múltiplo de la energía interna inicial U0 = Nϵ/2, lo que
nos permite comparar comportamiento de la energía interna del sistema para diferentes
números de celdas N . La ergotropía, está representada en la gráfica b) se como múltiplo de
la ergotropía inicial W0(N) = Nϵ/2 (Ecuación 4.44). En la segunda columna se presentan
las mismas cantidades correspondientes al estado inicial clásico.
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Figura 4.10: Energía interna de la batería para (a) estados cuánticos y (b) clásicos. Er-
gotropía para estados (c) cuánticos y (d) clásicos. Consideramos sistemas hasta N = 5
baterías y asumimos Γ = 0,1, Γicl = Γ/2 y J = 2Γ.

Aunque el sistema con estado inicial clásico almacena una cantidad de energía mayor,
la energía aprovechable y/o extraíble, es decir, su ergotropía, decae a un ritmo más rá-
pido, esto indica que para un estado clásico, una parte significativa de la energía interna
almacenada no es aprovechable. En contraste, para el estado inicial cuántico, se observa
que la cantidad de ergotropía, es decir, la energía útil, es más óptima en relación a la
energía interna del sistema y sus tiempos de descarga.
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Figura 4.11: a).Coeficiente de eficiencia del sistema para algunos valores de N en estados
a) cuánticos y b) clásicos.

En la Figura 4.11 se muestra la eficiencia de cada realización física, se puede observar
un desempeño más óptimo en el almacenamiento de energía cuando se emplean un estado
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inicial de máxima coherencia para cualquier valor de N . Al analizar el parámetro de
eficiencia, se presentan dos posibilidades:

1. Sí ε(t) ≈ 1, entonces U(t) ≈ W(t). Esto implica que la casi toda la energía total
que puede almacenar el sistema es utilizable para realizar trabajo útil.

2. Sí ε(t) < 1, entonces U(t) >W(t). Esto conduce a que exista una porción de energía
interna que no se puede aprovechar como trabajo útil, lo que se conoce como energía
muerta. En otras palabras, parte de la energía interna de la batería no puede ser
extraída como trabajo (ergotropía).

Al analizar la eficiencia inicial para los estados cuánticos, se observa que inicialmente para
cualquier valor de N , la cantidad ε(0) ≈ 1 indica una alta eficiencia en el almacenamiento
de energía en forma de ergotropía. Por otro lado, para el estado clásico inicialmente tiene
que ε(0) < 1, lo que señala que no toda la energía interna del sistema es extraíble para
realizar trabajo útil y por lo tanto se tiene un total de energía muerta correspondiente
al 33,3%. Se puede concluir que existe una ventaja cuántica al explotar la coherencia
cuántica como recurso, ya que no solo permite aprovechar una mayor cantidad de energía
en relación con la capacidad de almacenamiento del sistema, sino que también se traduce
en tiempos de descarga más eficientes en comparación con una contraparte clásica.
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Figura 4.12: Cuantificación de la coherencia para algunos valores de N . Se observa la
pérdida de coherencia a medida que el número N de baterías aumenta.

Hasta este punto, hemos podido evidenciar la ventaja de la coherencia como un recurso
cuántico en los procesos de almacenamiento de energía. En la Figura 4.12 hemos cuan-
tificado la coherencia para los modelos que hemos estudiado hasta ahora usando como
medida de coherencia, aquella basada en la distancia, denominada coherencia de norma
l1 (Ecuación 2.76), que se puede normalizar de la siguiente manera:

Cl1(t) =
1

Cmáx

∑
i ̸=j

|ρij(t)|. (4.79)

En este punto resulta intuitivo establecer una relación entre coherencia y eficiencia. Los
resultados previos han establecido una distinción significativa entre el comportamiento de
un sistema en un estado inicial máximamente coherente (cuántico) y un sistema en un
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estado inicial no coherente (clásico). Es interesante notar que, a medida que aumentamos
el número N de baterías, la medida de coherencia tiende a disminuir, lo que también
podría estar relacionada con la eficiencia. Esto podría indicar que cuando consideramos
sistemas más complejos que incluyan más interacciones, estas inducen decoherencia en el
sistema. En todo caso, el comportamiento de la coherencia y la ergotropía es bastante
similar, cuando disminuye una cantidad, la otra también disminuye, a medida que se
varía N , lo que nos lleva a concluir que la coherencia como recurso cuántico mejora la
ergotropía.

4.2.2. Explorando Efectos de Geometría

En este punto, nos interesa analizar la influencia de la geometría en los procesos de
almacenamiento de energía y, por lo tanto, en la eficiencia de las baterías cuánticas.
Para explorar esta idea se proponen tres tipos de geometrías además de la configuración
convencional lineal. Estas son la geometría central, circular y simétrica. En un principio,
preparamos el sistema en un estado de máxima coherencia, preparamos un estado clásico
que sea análogo y determinamos el efecto de la geometría en el desempeño de los procesos
de almacenamiento de energía de los arreglos de baterías. También, preparamos el sistema
en un estado de máximo entrelazamiento por pares y se realiza el mismo análisis.

Estado Máximamente Coherente

Consideramos un arreglo de N = 5 baterías, tal como se muestra en el esquema de la
Figura 4.13. Estos sistemas se consideran preparados inicialmente en un estado de máxima
coherencia, descritos por la ecuación 4.77, y los comparamos con su análogo clásico 4.78.

Figura 4.13: Configuración para la geometría: (a) lineal, (b) central, (c) circular y (d)
simétrica. Las primeras tres geometrías se analizan desde el enfoque del vecino más cer-
cano. La geometría simétrica considera todas las conexiones posibles entre las baterías del
arreglo. Cada conexión entre pares de baterías inducen procesos de decaimiento colectivo
entre ellas.



4. RESULTADOS 50

Estas configuraciones geométricas permiten nuevos canales de decaimiento; cuando
se ubican las baterías de una forma particular, es posible considerar más conexiones e
interacciones en el sistema. Por ejemplo, en el caso de la geometría central, observamos
cuatro conexiones entre vecinos cercanos, mientras que en la geometría simétrica, donde
todas las baterías interactúan entre sí, el número de conexiones asciende a diez.
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Figura 4.14: Coeficiente de eficiencia ε(t) para cada configuración geometríca del sistema
para estados (a) cuánticos y (b) clásicos. Se observa como la geometría y el número de
conexiones entre baterías no tiene efectos en la eficiencia clásica.

Los resultados presentados en la Figura 4.14 muestran que la eficiencia de estos sis-
temas decae más lentamente para geometrías que implican menos interacciones. Este
resultado es aparentemente contra intuitivo, dado que la disipación de energía entre bate-
rías está modelada como un proceso en el que una batería emite una excitación en forma
de energía a su vecina más cercana, quien la almacena temporalmente. Intuitivamente,
uno podría esperar que un mayor número de conexiones condujera a una disipación mas
lenta, lo que podría implicar una retención más prolongada de la energía almacenada. No
obstante, los resultados obtenidos para la geometría simétrica contradicen esta intuición
inicial, ya que muestran tiempos de decaimiento de energía más cortos. Podemos concluir
entonces que la eficiencia del sistema es influenciada por efectos de geometría. Esto su-
giere que ciertas configuraciones, son mas favorables en la retención de energía desde una
perspectiva de eficiencia.

Adicionalmente, se observa que cualquier geometría tiene más eficiencia que su contra-
parte clásica, y decae más lentamente, además es claro que la geometría no afecta a los
sistemas preparados en estados clásicos. Por lo tanto se concluye que son las característi-
cas cuánticas de los estados con máxima coherencia, las que generan este mejoramiento de
la eficiencia. Analizaremos la coherencia con la ecuación 4.12, y también cuantificaremos
si surge entrelazamiento en las configuraciones, a medida que evolucionan en el tiem-
po, usando como cuantificador la concurrencia. Esta medida normalizada se determina a
partir de la concurrencia por pares y se define como:

E(t) =
1

N{i,j}

∑
{i,j}

Cij(t) (4.80)

Donde N{i,j} representa el número total de conexiones entre baterías para cada configu-
ración, siendo N{i,j} = 4 para las geometrías central y lineal, y N{i,j} = 5 y N{i,j} = 10
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para las geometrías circular y simétrica, respectivamente.

La dinámica de la coherencia permite identificar un comportamiento similar entre la
coherencia y la eficiencia. Así, se puede establecer una relación directa entre la coherencia
y la eficiencia del sistema en el almacenamiento de energía. Cuando el sistema comienza a
perder coherencia, como se muestra en la Figura 4.15a, debido a procesos disipativos que
inducen decoherencia en el sistema, la eficiencia disminuye, como se evidencia en la Figu-
ra 4.14. Estos resultados nos llevan a concluir que el proceso de autodescarga, mediante
el cual la energía del sistema se disipa, está directamente relacionado con la pérdida de
coherencia del sistema. De esta manera, los procesos de decaimiento están asociados a la
cantidad de coherencia presente en el sistema.
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Figura 4.15: Medida de (a) la coherencia y (b) el entrelazamiento cuántico en el sistema
para las cuatro geometrías.

En la figura la Figura 4.15b se puede observar la dinámica de formación de entrelaza-
miento. El estado inicial del sistema exhibe coherencia pero como es separable, no tiene
entrelazamiento. No obstante, a medida que el sistema evoluciona se observa la genera-
ción temporal de entrelazamiento, que sin embrago decae rápidamente. Es importante
notar que las geometrías con un mayor número de conexiones presentan una formación
de entrelazamiento menor en comparación con las dos configuraciones que tienen me-
nos conexiones, es decir, la geometría lineal y la central, sin embargo, el entrelazamiento
aparentemente no tiene ningún efecto en la eficiencia.

Estados Máximamente Entrelazados por pares

Consideramos las geometrías analizadas previamente para arreglo de N = 4 baterías.
En el caso anterior, preparamos el sistema en un estado máximamente coherente, ahora,
exploraremos estados cuánticos máximamente entrelazados. En sistemas multipartitos, los
estados de Bell se pueden generalizar para describir el entrelazamiento entre más de dos
sistemas mediante los estados GHZ. Sin embargo, asumimos que el entrelazamiento se da
entre pares de baterías, por lo que los estados se construyen en la base de Bell para sistemas
bipartitos y en particular el estado de Bell definido en la Ec. 2.85. Es importante destacar
que el entrelazamiento cuántico es un fenómeno no local, por lo tanto, el entrelazamiento
entre las parejas de baterías se puede dar entre sistemas no vecinos. De este modo, para
cada arreglo, suponemos que inicialmente existen dos pares de baterías entrelazadas, tal
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como se esquematiza en la Figura 4.16, donde se representa cómo cada par de baterías
están entrelazadas.

Figura 4.16: Sistemas en estados con máximo entrelazamiento en una geometría: (a) lineal,
(b) central, (c) circular y (d) simétrica. El entrelazamiento se da entre parejas de baterías

Inicialmente, asumimos que los pares de baterías señalados se encuentran en un estado
máximamente entrelazado, por lo tanto, el estado global inicial se construye mediante el
producto tensorial de dos estados de Bell, formando una base máximamente entrelazada
para las dos parejas de baterías en el espacio de Hilbert de 4N/2 dimensiones:

|ψ(N)⟩ =
∣∣Ψ−〉⊗ ∣∣Ψ−〉 . (4.81)

La propiedad de entrelazamiento no tiene equvalente clásico, por lo que necesitamos en-
contrar un estado clásico análogo que comience con la misma cantidad de ergotropía, tal
como se hizo para el análisis de la coherencia. Para ello, construimos el estado clásico
como:

ρ̂cl(N) =
2⊗

n=1

1

4

[(
1 +

Wqu(0)

ϵ

)
|ee⟩ ⟨ee|+ |eg⟩ ⟨eg|

+ |ge⟩ ⟨ge|+
(
1− Wqu(0)

ϵ

)
|gg⟩ ⟨gg|

]
, (4.82)

donde n recorre las parejas de baterías entrelazadas. El parámetro Wqu(0) ≈ ϵ, es la
cantidad de ergotropía inicial del sistema cuántico entrelazado para N = 2.
Observamos en la Figura 4.17 el comportamiento de la eficiencia para el sistema preparado
en el estado cuántico, que muestra un comportamiento similar en las geometrías lineal,
circular y simétrica hasta un punto donde la geometría circular decae más lentamente.
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La geometría central exhibe una mayor perdida de eficiencia en el almacenamiento de
energía.
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Figura 4.17: Coeficiente de eficiencia ε(t) para cada configuración geometríca del sistema
para estados (a) cuánticos y (b) clásicos. La geometría no tiene efectos en el sistema
preparado clásicamente.

Al analizar la eficiencia del sistema preparado tanto en un estado cuántico como clásico
en diferentes configuraciones se puede destacar lo siguiente:

1. Como en casos anteriores, el sistema preparado en un estado inicial clásico tiene
un porcentaje inicial de eficiencia de ε(0) ≈ 0,66. El restante de energía interna del
sistema no se puede extraer como ergotropía.

2. En contraste, al preparar el sistema en un estado inicial máximamente entrelazado
existe una ventaja cuántica notable y una alta eficiencia inicial. Además, los tiempos
de decaimiento de energía del sistema son más lentos, lo que permite almacenar la
energía por un periodo más largo que la realización clásica.

La dinámica de la medida de la coherencia y el entrelazamiento se muestra en la Figura
4.18 y presentan los siguientes comportamientos destacables: durante la evolución tempo-
ral del sistema, la medida de coherencia cuántica para las geometrías central y simétrica
alcanzan su máximo en los estados iniciales de máximo entrelazamiento. A medida que se
presentan los procesos de disipación de energía en el sistema, esta cantidad tiene un com-
portamiento decreciente. Por otro lado, para las geometrías lineal y circular, la coherencia
tiene una tendencia creciente hasta alcanzar un pico y luego disminuye. Sin embargo, aún
cuando el sistema está preparado en un estado inicial de máximo entrelazamiento por
pares, el comportamiento de la concurrencia a lo largo del tiempo no permite establecer
una relación de proporcionalidad directa entre la medida del entrelazamiento y el com-
portamiento de la eficiencia en relación a las diferentes geometrías. Es decir, que aunque
en los resultados la geometría afecta la eficiencia del sistema y además, el entrelazamiento
mejora la eficiencia, no hay una relación de proporcionalidad sencilla del entrelazamiento
y la eficiencia.
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Figura 4.18: Medida de (a) la coherencia y (b) el entrelazamiento cuántico en el sistema
para las cuatro geometrías.

4.2.3. Coherencia vs Entrelazamiento

Figura 4.19: Coeficiente de eficiencia para un sistema de N = 4 baterías preparado en un
estado de máximo entrelazamiento (|eg⟩− |ge⟩ /

√
2)⊗2 y un estado de máxima coherencia

(|e⟩+ |g⟩ /
√
2)⊗4 en una configuración (a) lineal, (b) central, (c) circular y (d) simétrica.
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Hasta aquí, hemos hecho el análisis de la dinámica de sistemas que han sido preparados
en estados de máxima coherencia y máximo entrelazamiento por pares. Al comparar estos
sistemas con aquellos que han sido preparados en estados clásicos, hemos demostrado que
las baterías cuánticas exhiben un rendimiento superior, tanto para el caso de una sola
celda como en el caso de múltiples celdas. No obstante, surge una pregunta natural: ¿cuál
de los recursos cuánticos, la coherencia o el entrelazamiento cuántico, proporciona un me-
jor rendimiento en sistemas que funcionan como baterías? En la Figura 4.19 se muestra
el comportamiento de un sistema compuesto por N = 4 baterías preparadas en estados
de máxima coherencia y máximo entrelazamiento, definidos en las Ecuaciones 4.77 y 4.81
respectivamente.

Estos resultados nos indican que, en términos generales y para las diversas geometrías
analizadas, el estado de máxima entrelazamiento |Ψ−⟩⊗2 tiende a permitir que el sistema
logre un mejor rendimiento en los procesos de almacenamiento de energía, excepto para
la cadena lineal, en la que el comportamiento de ambas realizaciones es casi idéntico. Sin
embargo, en las configuraciones central, circular y simétrica, el entrelazamiento emerge
como el recurso cuántico que ofrece una ventaja mayor al prolongar el tiempo en el cual
el sistema disipa la energía hacia su entorno en comparación con el estado de máxima
coherencia. Esto sugiere que la energía puede mantenerse dentro del sistema durante un
período de tiempo más largo para sistemas entrelazados por pares.

4.2.4. Realizaciones Experimentales

En el desarrollo de este trabajo de grado, se han presentado resultados sin una uni-
dad de medida asociada es decir, cantidades adimensionales, proporcionando una visión
general de la eficiencia de las baterías cuánticas. Sin embargo, es importante reconocer
que los modelos analizados en este trabajo tienen diferentes propuestas para realizaciones
reales que permiten conectar los resultados con la realidad física que permiten compren-
der mejor su aplicabilidad en entornos experimentales, tales como sistemas de espín o
sistemas de estado sólido como los qubits superconductores. Por esta razón, en esta sec-
ción presentaremos los valores realistas de los parámetros para realizaciones específicas de
baterías cuánticas como sistemas de qubits de espín y qubits superconductores basados
en datos observados experimentalmente en artículos. Esto nos permitirá vincular nuestras
conclusiones generales con aplicaciones prácticas.

Sistemas de Espín

Este tipo de sistemas físicos que sirven como realizaciones físicas reales para el estudio
de las baterías cuánticas pueden ser por ejemplo conjuntos de qubits de espín de electro-
nes, este tipo de representación de qubits consiste en un electrón confinado en un punto
cuántico [72]. Los puntos cuánticos (o átomos artíficiales) son estructuras a nanoescala
que sirven como un potencial de confinamiento para electrones y huecos en un semicon-
ductor [73]. Generalmente se utilizan para modelar átomos o moléculas. Algunos valores
reales de trabajos experimentales Γ = 0,05× 10−3eV/h y J = 0,1× 10−3eV [74]
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Sistemas de Qubits Superconductores

Algunas realizaciones experimentales de sistemas de estado sólido son los qubits su-
perconductores. Estos sistemas se caracterizan por el uso de uniones Josephson y las
propiedades cuánticas únicas de los superconductores a bajas temperaturas. En este con-
texto, hay algunos trabajos experimentales en los cuales los parámetros de decoherencia
e interacción se toman como: Γ = 0,1× 104Hz y J = h(0,2× 104Hz) [75].



5. Conclusiones

En esta tesis, definimos modelos de baterías cuánticas como sistemas abiertos, centrán-
donos en el estudio de los recursos cuánticos de la coherencia y el entrelazamiento. Hemos
establecido dos enfoques principales utilizando dos tipos de estados cuánticos como condi-
ciones iniciales: el estado máximamente coherente y el estado máximamente entrelazado
por pares. Se realizó un análisis comparativo entre la realización cuántica y la clásica,
centrándonos en la coherencia y el entrelazamiento cuánticos como recursos aprovecha-
bles para mejorar las tareas operativas y su impacto en la autodescarga de las baterías.
El primer enfoque de este trabajo de grado es la exploración del recurso de la coherencia
cuántica. Este análisis se abordó para sistemas de una única celda y para sistemas multi-
partitos de hasta N = 5 baterías considerando diferentes configuraciones geométricas. El
segundo enfoque de este estudio es el análisis del recurso de entrelazamiento cuántico por
pares para un arreglo de N = 4 baterías. En este contexto, se estudió el comportamien-
to individual y colectivo de las baterías y la naturaleza de los procesos de disipación de
energía.

Coherencia Cuántica

En el primer enfoque, exploramos la coherencia cuántica en sistemas de una única y
de múltiples celdas (de hasta N = 5 baterías), considerando diferentes configuraciones
geométricas. Reprodujimos los resultados de A. Santos, determinando que la coherencia
cuántica optimiza la ergotropía del sistema, lo que resulta en una autodescarga más lenta
en comparación con la realización clásica. Cuando la dimensión del sistema aumenta al
igual que los canales de disipación con el entorno y entre celdas de baterías, el sistema
conserva su capacidad de exhibir alta eficiencia en comparación con sus análogos clásicos.
El comportamiento de la medida de coherencia en el sistema sigue un comportamiento
decreciente similar al de la medida de eficiencia del sistema, lo que permitió establecer una
relación directa entre el desempeño del sistema y la cantidad de coherencia que exhibe el
sistema.

Entrelazamiento Cuántico

En el segundo enfoque, la extensión del análisis de múltiples baterías para un sistema
(de N = 4) preparado en un estado máximamente entrelazado por pares fue estudiada,
mostrando su influencia en la autodescarga del sistema y el aumento de los tiempos de
decaimiento de la eficiencia y, por lo tanto, la disipación de energía con el entorno, lo que
resulta en procesos de almacenamiento de energía más óptimos. Aunque se demostró un
mejoramiento de la eficiencia y un decaimiento más lento de la misma para los sistemas
entrelazados, no encontramos una relación de proporcionalidad directa entre la cantidad
de entrelazamiento y la eficiencia del sistema para diferentes geometrías.
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Finalmente, concluimos que tanto la coherencia cuántica como el entrelazamiento pro-
porcionan ventajas cuánticas en las baterías de dos niveles durante los procesos de auto-
descarga. También observamos la influencia de la geometría en el desempeño de la batería.
En un análisis comparativo entre la coherencia y el entrelazamiento, este último recur-
so demostró un mejor rendimiento al prolongar el almacenamiento de energía útil como
ergotropía en el sistema.



6. Perspectivas

A lo largo de este trabajo de grado, hemos analizado los recursos cuánticos de coheren-
cia y entrelazamiento en sistemas cuánticos que actúan como baterías. El enfoque se ha
centrado en su influencia sobre el proceso de autodescarga y la eficiencia en el almace-
namiento de energía. Nuestros resultados han corroborado la notable ventaja que tanto
la coherencia cuántica como el entrelazamiento cuántico ofrecen en comparación con sus
contrapartes clásicas.

En particular, en la sección 4.2.2 se exploró el caso de un sistema compuesto por un
arreglo de N = 4 baterías preparadas en un estado máximamente entrelazado por pares.
Sin embargo, es importante destacar que el entrelazamiento en la mecánica cuántica es un
fenómeno diverso y presenta diferentes formas de caracterización. En este contexto, resulta
de interés extender nuestro análisis para considerar sistemas en un estado GHZ (Green-
berger–Horne–Zeilinger). Como se ha indicado previamente, los estados GHZ permiten
la generalización del entrelazamiento entre tres o más sistemas, siendo su representación
para un conjunto de N = 4 sistemas dada por:

|GHZ⟩ = |eeee⟩+ |gggg⟩√
2

. (6.1)

En la figura 6.1a se muestra la dinámica de la ergotropía del sistema. Es notable observar
que la máxima cantidad de trabajo extraíble del sistema tiene el mismo comportamiento
para las diferentes configuraciones analizadas. Por lo tanto, esto implica que el coeficiente
de eficiencia mostrado en la figura 6.1b es el mismo para cada configuración. Este resul-
tado, sugiere que, para un sistema preparado en un estado GHZ, la geometría no tiene
ningún efecto en el rendimiento del sistema y sus procesos de almacenamiento de energía.

Por otro lado, las figuras 6.1c y 6.1d presentan la cuantificación de los recursos cuán-
ticos bajo análisis en el marco de esta tesis. No obstante, se observa que, en el caso del
entrelazamiento, los valores obtenidos se encuentran en proximidad a cero. Esto señala
que la medida de concurrencia empleada no resulta idónea para medir adecuadamente la
cantidad de entrelazamiento en el sistema. Cabe señalar que la concurrencia normalizada
definida en la ecuación 4.80 constituye una medida de entrelazamiento por pares, por lo
tanto no representa el entrelazamiento caracterizado por los estados GHZ. Este compor-
tamiento subraya la necesidad de desarrollar una medida de entrelazamiento adecuada
para sistemas compuestos por tres o más elementos entrelazados.
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(a) Ergotropía del sistema preparado inicial-
mente en un estado GHZ en las diferentes con-
figuraciones.
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(b) Coeficiente de Eficiencia del sistema pre-
parado en un estado GHZ en las diferentes
configuraciones.
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(c) Medida de la coherencia del sistema pa-
ra diferentes configuraciones. Es notable ob-
servar como los procesos de disipación con el
entorno generan la pérdida de coherencia del
sistema.

(d) Medida del entrelazamiento. La concu-
rrencia por pares no describe adecuadamen-
te la cantidad de entrelazamiento que exhi-
be el sistema cuando las 4 baterías están
entrelazadas.

Por otro lado, la realización clásica que hace de contraparte a esta realización cuántica,
muestra el mismo desempeño caracterizado por la eficiencia obtenida en los resultados de
la gráfica 4.17. Esto nos permite inferir que el estado GHZ como condición inicial del sis-
tema provee una ventaja significativa en el rendimiento del sistema cuántico en contraste
con su homólogo clásico.

Es importante destacar que los diversos estados cuánticos analizados han exhibido una
clara ventaja en términos de eficiencia en los procesos de autodescarga cuando el sistema
no está conectado a un centro de consumo. En la figura 4.19 se evidenció que la coheren-
cia, como recurso cuántico, proporciona un rendimiento inferior en comparación con el
entrelazamiento. Sin embargo, es pertinente señalar que la figura 6.2 presenta un escena-
rio interesante, donde el estado GHZ tiende a mostrar un rendimiento menor en relación
con los estados cuánticos analizados previamente. Este fenómeno sugiere que al conside-
rar entrelazamiento entre un mayor número de sistemas, la complejidad intrínseca de la
dinámica cuántica aumenta, lo que, en este contexto, podría resultar en un rendimiento
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inferior.
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Figura 6.2: Coeficiente de eficiencia para un sistema de N = 4 baterías preparado en un
estado de máximo entrelazamiento (|eg⟩ − |ge⟩ /

√
2)⊗2 , un estado de máxima coherencia

(|e⟩ + |g⟩ /
√
2)⊗4, y un estado GHZ |eeee⟩ − |gggg⟩ /

√
2, en una configuración (a) lineal,

(b) central, (c) circular y (d) simétrica.
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Apéndice A. Apéndice A

Listing A.1: Código de Python para una única celda
1 def quantum_Hamiltonian ():
2 #Estado de Maxima Coherencia
3 state = (1/np.sqrt (2))*(basis (2,0)+basis (2,1))
4

5 #Hamiltoniano interno del sistema
6 H0 = ep*( sigmap ()*sigmam ())
7 H0t = [H0 for step in range(steps)]
8 return(H0,state ,H0t)
9

10 def eigen_system ():
11 M_val = []
12 M_vec = []
13 H_val = []
14 H_vec = []
15 for n in range(len(Hci [2])):
16

17 qobjH = Qobj(Hci [2][n])
18 qobjM = Qobj(Density_M[n])
19

20 e_statesH = qobjH.eigenstates ()
21 e_statesM = qobjM.eigenstates(sort=’high’)
22 autovals_H = e_statesH [0]
23 autovals_M = e_statesM [0]
24

25 #Conjunto de autovalores
26 H_val.append(autovals_H) #Hamiltoniano
27 M_val.append(autovals_M) #Matriz Densidad
28

29 #Conjunto de Autovectores
30 autovec_H = e_statesH [1]
31 H_vec.append(autovec_H)
32 autovec_M = e_statesM [1]
33 M_vec.append(autovec_M)
34 return(M_val , M_vec , H_val , H_vec)
35

36

37

38

39 def ergotropy ():
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40 Erg = []
41 Ut= []
42 Ergo_t = 0
43 for i in range(len(t)):
44 for j in range(len(M_val [0])):
45 for k in range(len(H_val [0])):
46 if j==k:
47 Ergo_t = Ergo_t + M_val[i][j]*H_val[i][k]*(((( M_vec[i][j

].dag())*(H_vec[i][k])).norm())**2-1)
48 else:
49 Ergo_t = Ergo_t + M_val[i][j]*H_val[i][k]*(((( M_vec[i][j

].dag())*(H_vec[i][k])).norm())**2)
50 Erg.append(Ergo_t)
51 Ergo_t = 0
52

53 # E n e r g a interna
54 E = np.dot(Density_M[i],Hci [2][i])
55 U = np.trace(E)
56 Ut.append(U)
57 return(Erg , Ut)
58

59 def efficiency ():
60 Eff = np.divide(Erg ,Ut)
61 return Eff
62

63 def coherence ():
64 coherence = []
65 count ,cohe = 0,0
66 for n in range(len(t)):
67 for i in range(len(Density_M [0][:])):
68 for j in range(len(Density_M [0][:])):
69 if i!=j:
70 count +=1
71 cohe += abs(Density_M[n][i,j])
72 coherence.append(cohe)
73 cohe = 0
74 return coherence
75

76 #Parametros
77 gamma = 0.1
78 steps =3500
79 t = np.linspace (0,250, steps)
80 ep=1
81 Hci = quantum_Hamiltonian ()
82 c_ops = [np.sqrt(gamma)*sigmam ()]
83 Density_M = mesolve(Hci[0], Hci[1], t, c_ops).states
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Listing B.1: Código de Python para N-baterías en un arreglo lineal
1

2 def sigma_composite(N):
3 #Operadores sigma para el espacio compuesto de N qubits
4 sx_list , sy_list , sz_list = [], [], []
5 sm_list , sp_list= [], []
6 for i in range(N):
7 op_list = [qeye (2)] * N
8 op_list[i] = sigmax ()
9 sx_list.append(tensor(op_list))

10 op_list[i] = sigmay ()
11 sy_list.append(tensor(op_list))
12 op_list[i] = sigmaz ()
13 sz_list.append(tensor(op_list))
14 op_list[i] = sigmam ()
15 sm_list.append(tensor(op_list))
16 op_list[i] = sigmap ()
17 sp_list.append(tensor(op_list))
18 return (sx_list , sy_list , sz_list , sm_list , sp_list)
19

20

21 def quantum_hamiltonian ():
22 # Estado Inicial de Maxima Coherencia
23 state_list = [(1/np.sqrt (2))*( basis(2, 0) + basis(2, 1))]*N
24 state = tensor(state_list)
25 ep = np.ones(N)
26

27 #Hamiltoniano interno del sistema
28 H0 = 0
29 for k in range(N):
30 H0 += ep[k]* sp_list[k]* sm_list[k]
31 H0t = [H0 for step in range(steps)]
32

33 #Hamiltoniano de I n t e r a c c i n
34 Hint = 0
35 if N != 1:
36 for i in range(N):
37 if i == 0:
38 Hint += J*( sp_list[i]* sm_list[i+1])
39 elif i == N-1:
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40 Hint += J*( sp_list[i]* sm_list[i-1])
41 else:
42 Hint += J*( sp_list[i]* sm_list[i-1])
43 Hint += J*( sp_list[i]* sm_list[i+1])
44

45 H = H0 + Hint
46 return(H, state , H0t ,state_list)
47

48

49

50

51 #Ecuacion maestra en el espacio de Liouville
52 def me_liouvillian(t: float , args: dict):
53 out = Li.copy()
54 for i in range(N):
55 for j in range(N):
56 if i==j:
57 out += gamma*lindblad_dissipator(a=sm_list[j],b=sm_list[i])
58 if N!=1:
59 for i in range(N):
60 if i == 0:
61 out += gamma_i*lindblad_dissipator(sm_list[i],sm_list[i

+1])
62 elif i == N-1:
63 out += gamma_i*lindblad_dissipator(sm_list[i],sm_list[i

-1])
64 else:
65 out += gamma_i*lindblad_dissipator(sm_list[i],sm_list[i

-1])
66 out += gamma_i*lindblad_dissipator(sm_list[i],sm_list[i

+1])
67 return out
68

69 def eigen_system ():
70 M_val = []
71 M_vec = []
72 H_val = []
73 H_vec = []
74

75 for n in range(len(Hci [2])):
76 qobjH = Qobj(Hci [2][n])
77 qobjM = Qobj(DensityM[n])
78

79 # AUTOVECTORES
80 e_statesH = qobjH.eigenstates ()
81 e_statesM = qobjM.eigenstates(sort=’high’)
82

83 # AUTOVALORES
84 autovals_H = e_statesH [0]
85 autovals_M = e_statesM [0]
86
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87 H_val.append(autovals_H)
88 M_val.append(autovals_M)
89

90

91 autovec_H = e_statesH [1]
92 H_vec.append(autovec_H)
93 autovec_M = e_statesM [1]
94 M_vec.append(autovec_M)
95

96 return(M_val , M_vec , H_val , H_vec)
97

98 def efficiency(qubits = None):
99 Eff = np.divide(Erg ,Ut)

100 return Eff
101

102

103 def coherence ():
104 coherence = []
105 count ,cohe = 0,0
106 for n in range(len(t)):
107 for i in range(len(DensityM [0][:])):
108 for j in range(len(DensityM [0][:])):
109 if i!=j:
110 count +=1
111 cohe += abs(DensityM[n][i,j])
112 coherence.append(cohe)
113 cohe = 0
114

115

116 return coherence
117

118 def concurrence_t ():
119 Ctotal = []
120

121 cte = 1/(N-1)
122

123 for n in range(len(t)):
124 Csum = 0
125 for i in range(N-1):
126 Csum += concurrence(DensityM[n]. ptrace ([i,i+1]))
127 Ctotal.append(Csum)
128

129 return np.multiply(cte ,Ctotal)
130

131

132 #Parametros del sistema
133 N = 4
134 gamma = 0.1
135 steps = 3500
136 t = np.linspace(0, 250, steps)
137
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138 gamma_i = gamma/2
139 ep = 1
140 J = 2 * gamma
141 sx_list , sy_list , sz_list , sm_list , sp_list = sigma_composite(N)
142

143 Hci = quantum_hamiltonian ()
144 Li = liouvillian(Hci [0] ,[])
145 DensityM = qutip.mesolve(me_liouvillian , Hci[1], t).states
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