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1. INTRODUCCION

Desde los primeros estudios sobre la espectroscopia dptica moderna, iniciados con los
fendmenos de colores descritos por Isaac Newton [1], hasta la actualidad, los
espectrometros oOpticos han evolucionado como herramientas fundamentales para el
analisis de las propiedades fisicas y quimicas de la materia. A lo largo de los siglos, la
espectroscopia 6ptica ha demostrado ser una disciplina transversal con un impacto
significativo en diversas areas del conocimiento y la tecnologia. En 1814 Joseph von
Fraunhofer, utilizando un espectroscopio, descubrié las lineas oscuras en el espectro solar,
conocidas hoy como lineas de Fraunhofer [2]. El desarrollo de la espectroscopia de
absorcién atémica [3], la espectroscopia de resonancia magnética nuclear (RMN) [4], y la
espectroscopia de infrarrojos [5], ha permitido a los cientificos analizar la composicion y

estructura de sustancias con una precision sin precedentes.

En el ambito de la quimica, la espectroscopia se utiliza para identificar y analizar la
composicion molecular de sustancias mediante la interpretacion de sus caracteristicas
espectrales Unicas. En medicina, este enfoque ha revolucionado la deteccion temprana de
enfermedades como el cancer, permitiendo un diagndstico mas preciso a través del analisis
espectral de tejidos biolégicos [6]. En disciplinas como la geologia y la meteorologia, las
camaras hiperespectrales han permitido estudiar con detalle la superficie terrestre y la
atmodsfera, mejorando la precision de los modelos predictivos y los estudios
medioambientales. En campos como la seguridad y el control de calidad es utilizada para la
identificacién de sustancias ilegales o peligrosas [7]. Ademads, en la industria y materiales la
espectroscopia de fotoelectrones analiza la composiciéon y estado de oxidacion de

superficies [8].

En la actualidad, vehiculos terrestres o aéreos son comunmente utilizados para la
adquisicién de imagenes en el rango visible e infrarrojo cercano (VNIR) mediante técnicas

de espectroscopia de precision, utilizando cdmaras hiperespectrales que se les acoplan [9]



[10], para asi poder implementar muestreos de tipo barrido. Otro enfoque es utilizar
plataformas moviles y una cdmara fija, donde son muy empleadas las camaras
hiperespectrales de barrido tipo pushbroom las cuales son bastante populares tanto
comercial [11] como cientificamente [12], debido a su disefio éptico compacto que no

requiere el uso de partes moviles.

Este trabajo se centra en el estudio del modelo fisico de propagacién de la luz en cdmaras
hiperespectrales de barrido tipo pushbroom. La investigacion busca avanzar en la capacidad
de extraer informacion espectral precisa de muestras de interés, enfrentando los desafios
de mejorar la resolucidn espacial y la precisién espectral. La integracion de modelos fisicos
avanzados permite optimizar estos sistemas, ampliando su aplicabilidad en areas como la

industria, la medicina y la investigacion cientifica.

Para alcanzar estos objetivos, el documento se estructura de la siguiente manera: en primer
lugar, se ofrece una revision histoérica del desarrollo y uso de camaras multiespectrales en
distintos campos, destacando su evolucion tecnolégica y sus aplicaciones mas relevantes. A
continuacion, se profundiza en los conceptos tedricos fundamentales, como la difracciéon
de la luz, la dptica paraxial y metaxial, y los principios basicos de la espectroscopia,

esenciales para comprender el funcionamiento de las cdmaras hiperespectrales.

Posteriormente, se detalla el disefio de una cdmara hiperespectral tipo pushbroom,
abordando tanto su configuracion dptica como las ventajas de su estructura compacta. Se
realiza un andlisis tedrico del campo de difraccién producido por esta cdmara, lo que
permite evaluar su capacidad para capturar informacién espectral con precisién. También
se dedica un apartado al estudio de la resolucién del dispositivo, considerando factores que

afectan su rendimiento en escenarios practicos.

Finalmente, se presentan las conclusiones derivadas del trabajo, donde se sintetizan los
principales hallazgos y se destacan las posibles aplicaciones futuras de las cdamaras
hiperespectrales, junto con una lista de referencias bibliograficas que sustenta la

investigacion realizada.



2. ESTADO DEL ARTE

Este capitulo presenta un andlisis del estado del arte dividido en dos enfoques principales.
El primero se centra en la matematica necesaria para comprender y modelar las partes que
conforman un espectrémetro, proporcionando las bases tedricas fundamentales para su
estudio. El segundo aborda el desarrollo y las aplicaciones de las cdmaras espectrales, con
especial énfasis en las camaras tipo pushbroom, destacando su disefio, funcionamiento y

ventajas frente a otras tecnologias.

Matematicas requeridas
En la actualidad la dptica de Fourier es una rama cldsica de la éptica moderna. Esta surgio
en los afios 50, y aunque recibe el nombre en honor a Joseph Fourier, este no trabajé en el
campo de la éptica que lleva su nombre. Si se quiere dar homenaje a un célebre, seria a
Augustin Fresnel [13]. Las propiedades de la luz parcialmente coherente han sido estudiadas
desde finales del siglo XIX y a lo largo de los primeros afios del siglo XX (en los trabajos de
| «

Abbe, que contienen indudablemente elementos fundamentales para la actual “dptica

coherente” [14] [15];

El laser [16], dio un empujén inmenso a la dptica coherente ( [17] [18] [19]) en sus
aplicaciones (ya sea en microscopia [20], dptica astrondmica, formacién de imagen [21], o
holografia). Sin embargo, mientras la dptica utilice objetos incoherentes, la curvatura de
estos ultimos no influye en la formacién de una imagen, y la dptica paraxial proporciona un
marco aceptable para la formacion de una imagen geométrica (antes de tener en cuenta

los fendmenos de difraccion debido a la apertura limitada de los instrumentos épticos).

La literatura clasica de la éptica de Fourier [22] [23] [24] carece de enfoques en su aspecto
metaxial. Pero esto cambidé en 1960, ya no que habia que preocuparse solamente de la

amplitud del campo sino también de su fase (estrictamente, la amplitud contiene la fase).

En 1975-1978 G. Bonnet inventa la difraccion metaxial [25] [26] [27] [28] [29] [30]. La

difraccion metaxial expresa la transferencia del campo electromagnético y su coherencia en



un medio homogéneo o alo largo de un sistema 6ptico, pero a diferencia de la teoria clasica
(6ptica paraxial [23]) que se limita a objetos planos, la dptica metaxial contempla los
emisores y receptores esféricos. La dptica metaxial se acerca a los emisores y receptores
por sus esferas oscilantes en sus vértices, luego, supone una aproximacion de segundo
orden a las dimensiones transversales de los objetos y a los dngulos, de alli el nombre de

metaxial.

Camaras tipo pushbroom

Las cadmaras espectrales tipo pushbroom representan un avance significativo en la
tecnologia de teledeteccién, permitiendo la adquisicidon de informacion espectral detallada
y precisa de la superficie terrestre. Estas camaras se utilizan en una variedad de
aplicaciones, como agricultura de precisidon, monitoreo ambiental, cartografia y estudios

geoldgicos.

Principio de funcionamiento: Las camaras pushbroom adquieren datos espectrales y
espaciales a medida que la plataforma que las porta se desplaza. En lugar de capturar
imagenes en instantaneas, estas camaras emplean una linea estrecha de sensores para
recopilar datos en una direccion continua, generando imagenes de alta resolucion vy
espectrales. Esto permite capturar informacion detallada sobre diferentes longitudes de

onda de luz.

Las cdmaras espectrales tipo pushbroom se aplican en diversos campos. En agricultura de
precisién, se utilizan para evaluar la salud de los cultivos, monitorizar el estrés hidrico y

calcular la biomasa.
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Figura 1 Principio de funcionamiento de un sensor tipo cepillo [31]
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A continuacion, se muestra una corta lista de estudios donde se han utilizado camaras de

barrido para la agricultura que ayudara a entender el entorno de este tipo de tecnologia en

el campo:

Titulo Resumen Referencia
Processing and | La tecnologia de imagenes con UAVs ligeros avanza | [32]
Assessment of | rapidamente en teledeteccidon. Una cdmara FPI de
Spectrometric, menos de 700 g permite capturar imagenes
Stereoscopic espectrales con superposicion estereoscdpica. Se
Imagery Collected | enfoca en medir y monitorear el medio ambiente,
Using a Lightweight | especialmente en agricultura de precisién, con

UAV Spectral | resultados prometedores en la estimacion de
Camera for | biomasa a pesar de condiciones climaticas
Precision desafiantes. La tecnologia FPI tiene un gran potencial
Agriculture en este campo y sefiala areas de investigacion futura.
Review on | Enla agricultura de precision, los UAV se utilizan para | [33]
Application of | rociar pesticidas y evitar problemas de salud en




Drone Systems in

humanos. Esto es especialmente relevante en paises

Precision en desarrollo como India, donde las enfermedades
Agriculture transmitidas por plagas causan pérdidas significativas
en la agricultura.
An Agricultural | Los sistemas aéreos no tripulados (UAS) con sensores | [34]
Perspective on | adecuados son herramientas inteligentes que
Flying Sensors: | permiten a los agricultores monitorear el crecimiento
State of the Art, | de cultivos en tiempo real. Esto ofrece un gran
Challenges, and | potencial para colaboracion entre diversas partes
Future Directions interesadas en la agricultura de precisién
Perspectives for | La teledeteccién con UAVs es revolucionaria en la | [35]
Remote  Sensing | agricultura de precisiéon. Proporciona alta resolucién
with Unmanned | en espectro, espacio y tiempo, y datos detallados
Aerial Vehicles in | sobre vegetacién. En este articulo, se revisa su
Precision aplicacion en sequias, deteccion de malezas vy
Agriculture patdégenos, evaluacidn de nutrientes y prediccidon de
rendimiento. Para su implementacion, se sugiere
combinar datos espectrales con térmicos, usar
modelos de crecimiento robustos y fusionar
informacién de UAV con otros datos espaciales.
Evaluating the | Este estudio evalué varios indices espectrales para | [36]

performance of
xanthophyll,
chlorophyll and
structure-sensitive

spectral

detectar el estrés hidrico en diferentes especies de
arboles frutales mediante imagenes aéreas no
tripuladas. Se utilizaron medidas de campo y se
encontré que algunos indices, como PRI (570-515) y
NDVI, se correlacionaron bien con el estado hidrico
los indices

de los -cultivos. Esto sugiere que




indices to detect
water stress in five
fruit tree species
Predicting  cover
crop biomass by
lightweight  UAS-
based RGB and NIR
photography: an
applied

photogrammetric

approach

espectrales pueden usarse para monitorear el agua

en una variedad de especies de cultivos.

Camera Array for | Se presenta una matriz de cdmaras para imagenes | [37]
Multi-Spectral multi-espectrales con aplicaciones en biometria,
Imaging agricultura y medicina. Esta solucién captura
imagenes desde multiples puntos de vista, mejora la
calidad en comparacion con sistemas actuales vy
permite la flexibilidad en el intercambio de filtros.
También genera informacion de profundidad para
aplicaciones en imagenes 3D. Puede utilizarse en
dispositivos méviles o drones a un costo razonable.
Chapter 3.3 - | La agricultura de precision es esencial en la | [38]
Hyperspectral revolucidn agricola actual. Este capitulo aborda el uso
imaging in crop | deimdgenes hiperespectrales y multiespectrales para
fields: precision | temas como deteccién de contaminantes, control del
agriculture agua y salud de cultivos. Se discuten ventajas,
desafios y métodos de adquisicidon de imagenes.
State-of-the-art in | Los UAV se usan cada vez mas para la teledeteccién | [39]

UAV remote

ambiental. La calidad de los datos espectrales es




sensing survey -
First insights into
applications of UAV

sensing systems

crucial, pero su adquisicidon es compleja. Se necesitan
estdndares y protocolos para asegurar la
comparabilidad. La accion COST ESSEM OPTIMISE
organizé un taller y una encuesta para abordar estos
desafios y mejorar las practicas en la obtencion de

datos espectrales con UAVs.




3. MARCO TEORICO

En este capitulo se presenta un resumen de la teoria de la dptica metaxial, desarrollada por
Bonnet, como base para comprender el funcionamiento tedrico de una camara
hiperespectral tipo pushbroom. Esta teoria, ampliamente estudiada y detallada en las
referencias [31] y [32], proporciona los fundamentos necesarios para analizar el

comportamiento éptico y la propagacion de la luz en este tipo de dispositivos.

3.1. Principio de Huygens-Fresnel
El principio de Huygens-Fresnel es la base de la teoria de la difraccion de las ondas
electromagnéticas. Es un resultado directo de las ecuaciones de Maxwell y se puede

expresar de manera estrictamente matematica [40] [41] [23] [42] [43].

3.1.1. Difraccién-Propagacién
Una fuente de luz casi puntual, casi monocromatica, ilumina una pantalla con una abertura
(Figura 2). La segunda pantalla (blanca) muestra un area iluminada sobre un fondo oscuro,
que es el resultado de la proyecciéon del haz de la luz proveniente de la fuente a través de
la abertura. El cambio de sombra a la luz no es del todo claro: contiene flecos sutiles. Esto

no puede ser explicado por la dptica geométrica.

Figura 2 Fendmeno de difraccion a través de una abertura [44]

Este fendmeno se conoce como difraccidn, y fue descrito por primera vez por Grimaldi [45]

[46] [47]. Huygens construyd una teoria ondulatoria de la luz sin aplicarla a la difraccién



[47], que triunfé en el siglo XIX gracias a los trabajos de Fresnel y Kirchhoff quienes dieron
una explicacion a la difraccion. La confirmacién de esta teoria, la da Maxwell en su teoria
electromagnética. El problema de la difraccién a través de una apertura O6ptica es
comparable a la propagacién de una onda electromagnética desde un emisor de la misma
forma que la apertura. Por eso hablamos de difraccién-propagacién, por lo que el problema
de la propagacion de ondas electromagnéticas en el espacio libre es basicamente un

problema de difraccion.

3.1.2. Formulacién instintiva del principio de Huygens-Fresnel
Las ideas ondulatorias de Huygens fueron perfeccionadas a principios del siglo XIX por
Fresnel [13], quien anadié la interferencia de la luz. Con esto pudo calcular el campo

difractado por obstaculos simples, de ahi que el principio recibiera el nombre de ambos.

El principio de Huygens-Fresnel garantiza que, si se sabe el campo electromagnético,
generado por una fuente, en cada punto de una superficie cerrada que delimita un volumen
inferior que no contiene la fuente, entonces el campo en cualquier punto de este interior

estd determinado.

Sea S una fuente de luz y M un punto del espacio, de manera que se genere un campo
electromagnético en M. Sea ) una superficie. Replicamos en ), el campo alli generado y
eliminamos la fuente. El principio de Huygens-Fresnel dice que el campo en M no ha
cambiado. Asi la propagacion de una onda electromagnética desde S hasta M puede hacerse
directamente o introduciendo una superficie intermedia arbitraria que funciona como una

fuente secundaria.
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Figura 3 El campo generado en M es el mismo en ambas situaciones (Principio de Huygens-Fresnel). Tomada de [48]

3.1.3. Elementos de una teoria escalar

Ondas localmente planas

El campo magnético H en un punto de la superficie de onda se deduce del vector de campo

eléctrico E

IEI _ [e_ Ec. 3-1

IHI  Ne
Donde Z es la impedancia del medio de propagacién, u su permeabilidad y € su
permitividad. La onda se caracteriza por el vector Unico E. En adelante los fendmenos de
polarizacién no se tendran en cuenta, es decir, el campo electromagnético tiene

polarizacién fija. La amplitud del campo eléctrico asociado a una frecuencia v y considerada
en el punto M y en tiempo t se escribe

E(M,t) = U(M)e%mt, Fe. 32
U(M) es la amplitud del campo que se utilizara sin la parte temporal de la amplitud de la
onda (Si no se trata con ondas policromdticas). Asi se toma la parte real

E.(M,t) = R{E(M, t)} k.33

Los sensores dpticos son sensibles a la iluminacién asociada a este campo eléctrico. Dicha

iluminacién es proporcional al cuadrado del médulo del vector campo eléctrico, con la
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impedancia del medio (generalmente se toma igual a 1) siendo el factor proporcional. Para

una onda monocromadtica con una amplitud U(M) en el punto M del detector genera

I(M) = |U(M)|*cosb Ec. 3-4
Donde 8 es el dngulo entre la normal de la superficie del detector en M y rayo medio del

haz que incide.

Figura 4 La iluminancia en el punto M de un detector. Tomada de [48]

Para simplificar el termino cos@ de Ec. 3-4 la incidencia serd normal al detector; entonces

[(M) = |U(M)|? se le llamara intensidad vibratoria de la onda en el punto M.

3.2. Frecuencia espacial y espectro angular
Se desarrolla un método frecuencial, que muestra una de las virtudes de la transformada

de Fourier en el andlisis de la difraccion.

3.2.1. Frecuencia espacial
Fuera una onda luminosa que se propaga en un sistema de coordenadas (x,y,z) en la
direccion z. La amplitud del campo eléctrico en el plano z = 0 es representada por la

funcién U(x, y). El analisis de Fourier (o espectral) de U resulta:

0(F.F) = f U(x,y)e? ™ FtyBy) dxdy Ec.35
]RZ
Siendo U la transformada de Fourierde Uy, F, y E}, son las variables conjugadas de x y y.

Se denomina frecuencia espacial a la variable vectorial F = (Fx,Fy), ysenota F = ||F|| su

maddulo [49]. La transformada de Fourier inversa posibilita escribir:

Ulx,y) = f U(F,, F,)e ?"(:F+YB)dFE, dF, Ec. 36

R2
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Se observa la descomposicion de U(x,y) en la base de funciones exponenciales
complejas exp|—2in(xF, + yFy)], que representan la vibracion asociada con la frecuencia

espacial pura F = (F, F,).

3.2.2. Frecuencia espacial y onda plana
A una frecuencia espacial la difraccion hace corresponder una onda plana cuya direccién de
propagacion estd definida perfectamente. Para entenderlo, recordemos que la
representacidon de una onda plana que se propaga en la direccion del vector k (Figura 5),

cuyos cosenos directores son a, 3, y, es (sin tener en cuenta la parte temporal del campo)

2im :
eXp[—ik . p] = exp [_T (ax + By + yz) Ec. 3-7

La Ec. 3-7 da la amplitud del campo creado en el punto p = (x,y,z) por la onda plana

considera. La amplitud exp[—Zin(xe + yFy)] representa el campo generado en z = 0 por

la onda plana en la direccion:

a = AFE,
p = AFE,

y=\/1—/12Fy2—/12Fy2 =1-(a?+p?)

Ec. 3-8

Con1—A*F} —A*F2 >0

Figura 5 Onda plana propagéndose en la direccién del vector k. La amplitud compleja en el punto p es proporcional a

exp[—ikp], y es constante sobre un plano de onda que es ortogonal a k. Tomada de [48]
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Consecuencia del principio de Huygens-Fresnel, la onda que se propaga en la regién z > 0

es la misma si:

e El plano z = 0 se encuentra iluminado por la onda plana de cosenos directores

a, [,y (desde la regiéon z > 0).

e Elcampo en el plano z = 0 es el campo asociado con la frecuencia espacial (Fx,Fy)

que satisface las relaciones Ec. 3-8.

Esto muestra que cada frecuencia espacial se asocia una direccidon de propagacion, lo que

permite trabajar algunos problemas de difraccién.

3.2.3. Frecuencia angular
La Ec. 3-8 muestra que conociendo « y [ basta para determinar la onda plana, dada en Ec.
3-7, asociada con la frecuencia F = (Fx,Fy). Se incluye el vector @ de componentes (@, )
en un espacio euclidiano de dos dimensiones, el espacio de las frecuencias angulares. De

las definiciones de a y [ de la Ec. 3-8 derivamos a (a, ) = A(Fx,Fy), es decir:

¢ — /1F Ec. 3-9
y es el coseno director relativo a z, de la direccién de propagacién de la onda plana asociada

con F, se tiene:

Y = cosb, Ec. 3-10

Donde 8, es el dngulo entre z y k, y, segun la definicién de y de Ec. 3-8, se cumple:

Ising,| = AF = \Ja? + B2 = ||®|| = & Ec. 3-11

Para angulos pequefios @ = |6,|. El vector @ es la frecuencia angular de la onda plana
asociada a la frecuencia espacial F. La Ec. 3-9 es importante, ya que relaciona una cantidad
caracteristica de la estructura de un objeto (en este caso, la frecuencia espacial) con una
cantidad caracteristica de la radiacidon difractada por este objeto (una direccion de

propagacion).

14



3.2.4. Espectro angulary difraccién
Se toma la frecuencia angular como magnitud de trabajo en lugar de la frecuencia espacial,
es decir, los cosenos directores a y 8. Una onda plana se propaga a lo largo del eje z, de
amplitud U en el plano z = 0, sea U la transformada de Fourier de U. Definimos la funcién

(o distribucién) V como:

_1_ap Ec. 3-12
Viap) =7 U(A’A)
La Ec. 3-6 se escribe como:
Ulx,y) == fV(a ,[)’)exp[ (ax + ,By)] dadp Ec. 3-13
RZ

La funcién V representa el espectro angular de la onda de amplitud U en el planoz = 0. La

introduccion del termino /_1—2 en la definicidon de espectro angular (Ec. 3-12) se justifica con
razones dimensionales. Fisicamente, VV es el conjunto de las diferentes direcciones de

propagacion de las ondas planas que componen la onda incidente en el plano z = 0.

3.2.5. Propagacion del espectro angular
Sea una onda que se propaga a lo largo de z, cuya amplitud en z = 0 es U(x,y,0). Su

espectro angular es:

Vola,B) = f U(x,y,0)exp [Zﬁﬂ (ax + ﬁy)] dxdy Ec. 3-14
R2

Empleando la transformada de Fourier inversa

U(x,y,0) = ! fVO (a, ,B)exp[ (ax + ﬁy)] dadf Ec. 3-15

La amplitud del campo en el plano z es U(x, y, z), su espectro angular es:

V(a,B) = f U(x,y, z)exp [2/12 (ax + ,By)] dxdy Ec. 3-16
RZ

Asi,
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Ulx,y,z) = %2 f 2 (a, ,B)exp[ (ax + By)| dadp Ec. 3-17

R2

U cumple la ecuacion de Helmholtz [50] [51]:

AU + k?U =0 fc. 3-18

Teniendoencuentaquey?=1—-a?—-B%y k =2n/2

(aa—zzz + Ay > (@, [)’)exp[ (ax + By)|dadB =0 Ec. 3-19

R?2

Esta es una integral de Fourier, y es cero si y solo si

<6622 4y > (@ B) =0 Ec. 3-20

La Ec. 3-20 es una ecuacién diferencial en z, cuya integracién da (para a?+ 2 <

1 es decir y? = 0):

2in ] Ec. 3-21

V,(a, ) = Vo(a, ﬁ)exp[

Si conservamos solo la exponencial de signo negativo y = 0 que corresponde a una onda

gue se propaga hacia z positivo, se entiende que la propagacién se traduce por un cambio

de fase en cada componente del espectro angular. Esto es importante debido a la linealidad

de los sistemas encontrados en la practica. Un filtro lineal conserva las frecuencias e

introduce una atenuacién y un desfase para cada una de las frecuencias.

3.2.6. Difraccion vista como un filtro lineal

Teniendo el campo en el plano z = 0, por analisis espectral obtenemos el espectro angular

V,. La propagacion da lugar a un desplazamiento de fase relacionado con la distancia de

propagacion z. V, se deduce de V,, por medio de una multiplicacién con una funcion de fase.

La amplitud del campo en la abscisa z se alcanza con la transformada inversa de V/,.

Segun la Ec. 3-21 se pasa de V, a V, multiplicando por H, tal que
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2inz
H,(a,B) = exp [— 7 \/I—az—ﬂz] si a’?+p*<1 Ec. 3-22
Hy(a,) =0 si a?+p2>1

H, actua como una funciéon de transferencia de manera que
Ec. 3-23
Vz(a'ﬁ) =HZ(O.’,,8)V0((Z,,3) ¢
Que expresa que la difraccién de un plano a otro es un filtro lineal.
Ejemplo 1

Con incidencia normal, una onda plana incide en una abertura rectangular de lados Ly H.
Designamos la funcién rect,(x) que toma los valores de 1 si |x| < £/2, 0 0 en otro caso.

La amplitud inmediatamente detras de la pantalla es

U(x,y) = Ugrect,(x)recty (y)

Donde U, es un factor de escala dimensional. El espectro angular de U es:

. mLa . mwHpP
smT SII’IT
Vo(a, B) = UoLH nLla THf
A A

La onda difractada se compone de ondas plana. Cuando a = § = 0 estamos observando la
onda plana que se propaga en la direccidn del eje z, y esta es la onda con la amplitud mas
significativa. En otras palabras, no se detectan ondas en las direcciones donde @ = A/L ni

en las direcciones que satisfacen la condicién 8 = A/H

3.3. Difraccidon Metaxial
La transferencia de campo a través de la difraccion se describe utilizando variables
espaciales. Estos cdlculos representan aproximaciones de segundo grado de las
caracteristicas de apertura de los sistemas, asi como de las dimensiones transversales de

los emisores y receptores.

3.3.1. Coordenadas en un emisor o receptor esférico
Se estdn tomando en cuenta transmisores y receptores de forma esférica. En realidad, se

trata de casquetes esféricos con simetria rotacional alrededor de un eje especifico. Estas
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son superficies en las que se describe la amplitud del campo. En consecuencia, una misma
superficie esférica puede funcionar tanto como emisor como receptor, dependiendo del

punto de vista que se elija.

Un fragmento de esfera A con centro de curvatura C y vértice V (Figura 6). Su radio de

curvatura es

RA — W Ec. 3-24
Su signo indica hacia qué lado se encuentra la concavidad de A. Se tomara que una longitud

es positiva si va en el sentido de la propagacién de la luminosidad.

Figura 6 Coordenadas cartesianas sobre un fragmento o porcion de esfera. Tomada de [52]

Imaginemos un punto sobre una (porcion) esfera. Sea el plano 2 tangente a A en V (Figura
6) con coordenadas x e y. Ahora, si tomamos un punto M en la superficie de la esfera Ay
proyectamos este punto en el plano 2, obtenemos un punto que llamaremos m. Llamamos
1T al vector Vm. Las coordenadas de m en el plano P determinan inequivocamente el punto
M en A (ya que A es solo un fragmento de esfera). De esta manera las coordenadas (x, y)

de m sirven también para M. La amplitud del campo en M se denota

UM) =Uy(x,y) =Uy(r) Ec. 3-25

Y para el campoen m
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U(m) = Up(x,y) = Up(r) Fe. 326

Aunque tengan las mismas coordenadas estos campos son diferentes: en campo en M es el

campo sobre la esfera 4, y el campo en m es el campo sobre el plano 2.

3.3.2. Aproximacién metaxial
Esta es una aproximacion de segundo orden en términos de los pardmetros de apertura
(que incluyen dimensiones laterales y angulos). La aproximacion metaxial se basa en las

siguientes condiciones:

e Lostransmisoresy receptores se acercan a porciones de esferas siendo un plano una
esfera de radio de curvatura infinito (los emisores y receptores planos se consideran
casos especiales).

e Las aperturas son moderadas. Se traduce a que las dimensiones transversales de los
transmisores y receptores son pequefias en comparacion con las distancias de

observacion y radios de curvatura, es decir, para un punto I en un emisor A de

radio R,

Ec. 3-27
I7]l < |R4l ¢

e Los angulos de los “rayos de luz” con el eje de un emisor o receptor son moderados.

e Los cdlculos se elaboran hasta el segundo orden con respecto a los parametros de

abertura y angulos, en base a las condiciones anteriores.

Debido a estas aproximaciones, independientemente de la forma del emisor o receptor, se
puede aproximarlo como una esfera oscilante que se encuentra tangente en su vértice. Esta

esfera tiene su radio de curvatura igual al del emisor.

3.3.3. Transparencia de curvatura
Veamos dos porciones de esferas A y B tangentes en su vértice. Sus respectivos radios son
R,y Rg; y ya que ambas esferas tienen un plano tangente 2’ en comun sus coordenadas
son las mismas. Considerando la Figura 7 se halla la relacién entre la amplitud del campo en

el punto M y la del campo en el punto m.
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Figura 7 Esferas A y B tangentes. Paso del campo A al Z por una transparencia.

Al segundo orden se tiene

r Ec. 3-28

Donde %2 = x? + y2. La diferencia de recorrido Mm corresponde a una diferencia de fase

_2aMm _ wr? Ec. 3-29
=77 IR,
Asi
. imr? Ec. 3-30
Up(r) = Uy(r)exp[—ip] = Us(r)exp |55~ '
AR,
Con el mismo analisis entre By Pse llega a
imr?
Up(r) = Up(r)exp - ARy
imr? inr?
= Uy(r)exp IR, exp [— 7R,
ir/1 1 5
= Up(r)exp [— T (E - R_A> r ] Ec. 3-31

La transferencia del campo de A a B, representada en la Ec. 3-31, se denomina
transparencia de curvatura. El nombre se debe a que los campos A y B solo difieren en un

término de fase cuadratica, que desaparece si se considera la iluminacion: la transparencia
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no atenua la onda; y curvatura, por permitir adaptar las curvaturas. Una transparencia de
curvatura no tiene ningun efecto sobre una onda, solo refleja la relacion entre la amplitud
del campo en dos esferas tangentes, no hay que confundir una transparencia de curvatura

con una lente fina que si transforma una onda esférica en otra.

3.3.4. Difraccién de Fraunhofer
Sea A un emisor con radio de curvatura R,, vértice S y centro C. Asumiendo conocer la
amplitud del campo en A4, se hallara el campo en F que tiene vértice C y centro S (se dice

que Ay F'son esferas confocales). Las variables espaciales sonren Ay s en F.

P Q

A F

T S

Figura 8 Difraccion de Fraunhofer. Se transfiere de la amplitud del campo en A a la amplitud del campo en _% Tomado

de [48]

La amplitud del campo en el plano P esta relacionada con la amplitud del campo en 4 a

través de una transparencia de curvatura. Luego:

imr? :
UP(r) = UA(r)exp IARAI Ec. 3-32

De igual manera, la amplitud el campo en F se encuentra en funcién de la amplitud del

campo en @, tangente a Fen su vértice C:

Ec. 3-33

Up(r) = Ug(s) [””2]
r)= s)exp

F ¢ AR,
Ya que R = —Ry,.
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La propagacion del espectro angular del plano P al plano Q se expresa teniendo en cuenta
la transferencia correspondiente a la distancia z = Ry; teniendo a la frecuencia espacial

como variable, segun la Ec. 3-22

Hy, (F) = exp [ RA\/l — AZFZ] Fe. 334

Luego la relacidn Ec. 3-23 se escribe como:
Uq(F) = Up(F)Hg, (F) Fe I
La aproximacion de segundo orden de Hy , (F) es:

2imR, Ec. 3-36

Hg,(F) = exp[ ]exp[inRAAFz]

De tal manera que, dentro de la aproximacién metaxial, las transformadas de Fourier de las

amplitudes de los campos en Py Q comprueban:

Ec. 3-37

. ~ ImR
Uy(F) = Up(F)exp [— 7 A] explimR AF?]

La amplitud del campo en Q se obtiene de la Ec. 3-37 a través de la transformada de Fourier
inversa; se expresa como el producto de una convolucion. Para esto definimos una funcién

fo, donde a es un numero real:

fo(F) = exp[—inaF?] Ec. 3-38
De manera que:
f-1/a(r) = iaf,(F) Ec. 3-39
= indica que las dos funciones forman un par de Fourier. Asi la Ec. 3-38 lleva a:

2imR,

Ug(s) = exp [ ] Up * f1/2r, (5) Fe. 340
O explicitamente:

2imR,

Ug(s) = exp[ ] f Up(1)exp [——||s —7r||?| dr Ec. 3-41
Teniendo en cuenta a Ec. 3-32 y Ec. 3-33, podemos escribir Ec. 3-41 resolviendo ||s — r||?
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2imR, 2ins - r
Up(s) = R exp[ ] f UA(r)exp[ TR ]dr Ec. 3-42
A A

2imR, s Ec. 3-43
Ur(s) = 21~ eXp[ Ua (ARA)

La amplitud del campo en ‘F se deduce de la amplitud del campo sobre A
fundamentalmente por una transformada de Fourier (y cambio de variable). La esfera F

recibe el nombre de esfera de Fourier de la esfera A.

Tanto en Ec. 3-42 como en Ec. 3-43 aparece el termino T = exp[—2inR,/A]. Sea v la
velocidad de fase de la onda luminosa en el medio de propagacion. Si v es la frecuencia de

laonda, T es:

2 ”TRAV Ec. 3-44

T = exp [ ] = exp[—2invt]
Donde T es el tiempo de propagacidon de la onda a partir del emisor A hasta su esfera de
Fourier F. Ya que la onda contemplada es monocromatica, T es una constante, que traduce
el retardo de la vibracion en C con respecto a la de S (este retardo es igual para todos los

puntos de F en relacion a todos los puntos en A). Con la intensién de simplificar no se

escribirdmas T.

Regla 1 (Origen del tiempo): Si D es la distancia entre el pico de un transmisor y el pico de
un receptor y v la velocidad de fase de las ondas en el medio de propagacion, el origen
temporal en el receptor se elige para ser trasladado por D /v con respecto al origen temporal

en el transmisor.

D es la distancia de difraccién. Teniendo en cuenta lo trabajado anteriormente D = R,. Asi

podemos escribir la Ec. 3-43 como:

I (S Ec. 3-45
Ur(s) = 35~ Ua (AR)
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i 2ins - r
Ur(s) = /1RA feXp[ AR, ]UA(r)d‘r Ec. 3-46

Decimos que Uy es la transformada de Fourier dptica de U,.

Teorema 1 (Difraccion de Fraunhofer): Sea A un emisor esférico monocromadtico (longitud
de onda 1), con vértice S y centro C (Su radio de curvatura es R, = SC) y sea F su esfera de
Fourier, centrada en S y con vértice en C. La transferencia del campo de A y ‘F se consigue
por una transformacion dptica de Fourier. Concretamente, con variablesren Aysen T, la
transferencia de la amplitud del campo se expresa (a término de fase constante) por Ec. 3-45

y Ec. 3-46.

Transmisor

Esfera de Fourier

Figura 9. Difraccion de Fraunhofer, transformada dptica de Fourier. Tomada de [48]

La Figura 9 representa el teorema 1. La escena descrita es la de un fendmeno de difraccién
de Fraunhofer [49]. Tradicionalmente, este fendmeno se ha detectado cerca del centro de
curvatura de una onda esférica. El resultado expuesto acd es valido cerca del centro de

curvatura de un emisor esférico.

Reciprocidad de la esfera de Fourier. Esfera virtual de Fourier. La proporcién entre la

amplitud del campo en la esfera A y la de su esfera de Fourier es reciproca. Con esto se

guiere decir que

Us(ARF) = —3 7 Uf (F) Fe. 347
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Donde U; es la transformada inversa de Fourier de Ur. Un cambio de variable y sabiendo

que R, =-R: llegamos a que

_ (T Ec. 3-48
Uam) = 22U ( ARF)
Asi
b Ec. 3-49
Ua®) = 75 Ur (ARF)

Si Fes la esfera de Fourier de A, entonces A es la esfera de Fourier de ‘F.

Por conclusidn, si un emisor tiene un radio de curvatura positivo, su esfera de Fourier es
real y la trasmisidon del campo tiene lugar mediante una transformada de Fourier (teorema
1). Si el radio de curvatura es negativo, la esfera de Fourier es virtual y se pueden considerar
dos rutas para la transmisién del campo: por una transformada inversa de Fourier o por una
transformada de Fourier tomando la distancia de difraccion negativa (aun se cumple el

teorema 1).

3.4. Imagen coherente

3.4.1. Dioptrio
Su estudio se lleva a cabo mediante casos particulares que desembocan a la formulacién de
condiciones de imagen coherente para un emisor esférico cualquiera. Cuando se habla de
imagen coherente se da a entender que la imagen es una copia homotética del objeto, en
amplitud y fase: el factor de homotecia es el aumento transversal. Se reconoce que el
campo sobre la imagen puede ser igual al campo sobre el objeto con un coeficiente

multiplicativo, siendo este el mismo para todos los puntos del objeto.

3.4.2. Formula de conjugacion
Sea D un dioptrio esférico, o sea, un casquete esférico separando dos medios isotrépicos y

homogéneos de indice de refraccidon n y n’ respectivamente. La longitud de onda en cada

medio es 1 y A’ que satisfacen n’A’ = nA. Ry es el radio de curvatura de V con vértice en
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0. S es un punto luminoso ubicado en el eje del dioptrio, en el espacio objeto. Sead = SO.

Sea S’ un punto en el espacio imagen, el eje del dioptrio a una distancia d’' = oS’

Figura 10 Dioptrio esférico. Tomada de [52]

El campo en D se obtiene considerando la esfera A tangente a D con radio de curvatura d,
y vértice en S. Si el campo en A es igual a 1 (para simplificar), el campo en D se halla
mediante una transparencia de curvatura

ir/ 1 1

U, (r) =exp|—— (_ — _) TZ] Ec. 3-50
D_( ) p R, d

(Up indica que es el por el lado anterior al dioptrio). Si se tratara por el otro lado, el

resultado seria similar

ir/1 1 !
Upy(r) =exp [_T(E_E> rz] Ec. 3-51

S’ serd laimagen de S a través del dioptrio si la onda esférica que viene de S se transforma

en una onda esférica convergente hacia ', lo cual ocurre si Up, () = Up () para todo .

Teniendo en cuenta que n'A’ = nd podemos concluir que

1 1 1 1
o' (_/__)zn(___> Ec. 3-52
d R, d R,
(0]
Ezﬁ_l_"'—n Ec. 3-53
d d' R

La cual se conoce como la relacidén de conjugacién del dioptrio.
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La relacion de conjugacion para un espejo esférico se deduce de la misma forma. Esta
funcién o relacion de conjugacion se completa con la definicion de aumento transversal,
gue se dard un poco mas adelante. Con esto es posible inferir del estudio de la dioptria y
del espejo esférico las propiedades de un sistema de cualquier centro; asi la 6ptica

geométrica paraxial es incluida en la teoria de la difraccion.

3.4.3. Sistemas centrados

Imagen coherente del campo en un emisor esférico.

Un sistema central (lente, objetivo) esta constituido por una serie de dioptrias que poseen
un eje comun. En cada paso a través de una dioptria da una doble conjugacidn de los centros
y de los vértices; esta doble conjugacidn es valida para la progresion de dioptrias, por ende,

para el sistema centrado (Figura 11). Se afirma:

Teorema 2 (Imagenes coherentes. G. Bonnet): La amplitud del campo en la esfera A’ es la
imagen coherente de la amplitud del campo en la esfera A a través de un sistema centrado
si, y solo si, el vértice y el centro de A’ son las respectivas imdgenes paraxiales del vértice y
del centro de curvatura de A. Si g5 es el aumento transversal de los vértices entre objeto y

la imagen, entonces:

1 r’ :
UA,(TI) — g_ A _ Ec. 3-54

N

~/
i

Figura 11 Imagen coherente a través de un sistema de centros arbitrario S. Tomada de [52]

Este teorema 2 se halla en el trabajo de Kogelnik [53] aunque limitado a espejos esféricos.

G. Bonnet da una forma general que es valida para cualquier sistema centrado.
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Obtencién del campo en un plano que existe sobre una esfera

Sea P un plano vecino a una esfera A convexo, relativo a la direccién de propagacion. La
meta es formar una imagen plana de A4, para lo cual se utiliza una lente L (Figura 12). Segun
el teorema 2 la imagen del centro de A debe estar en el infinito. Esto sucederd si C
concuerda con el foco del objeto F del objetivo. El vértice P de P es laimagen (paraxial) del
vértice de A. Para que el aumento transversal tenga un valor de 1 entre el campo sobre Ay
el campo sobre P, el punto A debe coincidir con el punto principal H de L, y P debe coincidir
con el punto imagen principal H'. Bajo estas circunstancias, las amplitudes de los campos A

y Psoniguales Up (1) = Uy(1).

v

A

Figura 12 La lente L, representada por sus puntos principales Hy H’ y su foco objeto F, permite tener la misma amplitud

del campo sobre el plano P que sobre la esfera A.

3.5. Patrones de difraccion

3.5.1. Modulacién espacial de la luz
Hay tres formas de modular una onda luminosa: modulacién de amplitud (afecta la

intensidad vibratoria), modulacién de fase y modulacién anisétropa (afecta la polarizacién).

Si U;(r) es la amplitud incidente y U;(r) la amplitud transmitida en el punto r de una

transparencia, el coeficiente de transmision de la transparencia en r es t(r), de modo que

Ue(r) = t(r)U;(r) Ec. 3-55
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La transparencia produce una modulacidon de amplitud si t(r) es un numero real tal que,

para todo r,

La modulacidon es de fase si:

t(r) — e_up(-r) Ec. 3-57
La modulacidn es anisétropa si el coeficiente de transmisién t(r) depende de la polarizacion

de la onda incidente.

3.5.2. Configuraciones practicas
Opticamente, se efectla una transformada de Fourier a través del llamado patrén de
difraccion de Fraunhofer (teorema 1). Si D es la distancia de |la esfera A a su esfera de Fourier
“F, las amplitudes de los campos en las dos esferas se relacionan de la siguiente manera:
i) Ec. 3-58
AD

Aunque el punto de interés son otras circunstancias, en particular, situaciones que nos

I .
UF(S) = EUA(

dejen observar la transformada de Fourier en un plano. Las lentes aplanan las dos esferas
confocales Ay ‘F, como se explica en Obtencidn del campo en un plano que existe sobre
una esfera. La Figura 13 ilustra como conseguir el espectro de la intensidad del campo en
un plano 2, que también se visualiza en un plano T. Si las dos lentes, representadas como
lentes finas para simplificar, tienen la misma distancia focal f’, la transformada de Fourier

se obtiene después de un recorrido de f".

f’

Y

.“‘ \k\\\ j."/":
T4V A

y

Figura 13 La amplitud compleja del campo sobre el plano P es la transformada de Fourier dptica de la amplitud del

campo sobre T.

29



Si t es la funcion de transmisidén de la transparencia T, la amplitud del campo en A es
Uy(r) = Uyt(r) (Uy es una constante adimensional) y la amplitud del campo en el plano P

es igual a la amplitud del campo en la esfera de Fourier ‘F. Esto se escribe:

Up(s) = Up(s) = o ( S ) Ec. 3-59

227" \2af’

Otro modo de actuar es considerar que la esfera de Fourier ‘F'de un emisor plano A esta en
el infinito, y que para traerla a una distancia finita es habitual en la éptica emplear una lente
(convergente si se desea una imagen real). La Figura 14 muestra la esfera F que es la
imagen de ‘F, que esta en el infinito, pero centrada en A. Por propiedades de imagen
coherente (teorema 2) indican que ‘Fes la esfera que pasa por el foco imagen F’ de la lente
y esta centrada en A’, imagen del centro de curvatura de F, que es el punto A4, vértice de

A.

Figura 14 La transformada dptica de Fourier de la amplitud del campo en el plano A se haya en la esfera F’. Si A es el
vértice de A, la esfera F’ estd centrada en A’, la imagen paraxial de A. Tomada de [48]
Si se quiere que ‘F’sea plano, A tendra que estar en el foco objeto F de la lente, de manera
que A’ este en el infinito (Figura 15). Este es un montaje cldsico que permite obtener una
transformacién de Fourier entre dos planos [23]. Si f' es la distancia focal imagen del
objetivo, la transformada de Fourier se obtiene tras un recorrido de 2f y

Uy (s) = f UA (A; ) Ec. 3-60

La Ec. 3-60 es la Ec. 3-58 donde la distancia de difraccién D se reemplazé por la distancia

focal imagen de la lente.
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Figura 15 La amplitud del campo en el plano _# es la transformada de Fourier de la amplitud del campo en el plano 4.

Esto se justifica imaginando que la amplitud del campo en el plano focal del objeto es la
amplitud asociada a una frecuencia espacial pura. La onda asociada se propaga en la

direccion ¢=AF, y esta onda es enfocada por la lente en su plano focal, en el punto

s= f'AF . La amplitud del campo en el punto s es el valor de la transformada de Fourier

de U , paralafrecuencia espacial F =s/Af"'.Elfactor i/ Af' se debe a que la lente enfoca

una onda plana en su plano focal imagen. Esto viene a hacer converger una onda a la

distancia D= f"'.

La Ec. 3-60 continuia siendo valida si F es una esfera como en la Figura 14 (esfera de Fourier

de laimagen de A).

3.5.3. Difraccion a través de una abertura

El plano focal de la lente es el plano de Fourier designado por F. La onda incidente es una
onda plana monocromatica de longitud de onda A y amplitud U, (se mide en V/m, por
motivos practicos puede tomar el valor de 1) y con una incidencia normal.

Rendija ilimitada

El objeto A es una rendija ilimitada de anchura £ (Figura 16), descrita por la funcién de
transmision t(x,y) = rect,(x), donde rect,(x) =1 si |x| <#/2 o 0 en otro caso. La

amplitud del campo en A es:
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U (1) = Uy(x,y) = Ugrect,(x) ke 3-61

~2

Objéto plano focal

N
N
N

\ .
~

NS

- Imagen plano focal

Objetivo

Figura 16 llustracion esquemdtica de la iluminacion del campo difractado por una rendija ilimitada de anchura ¥,

observada en el plano focal imagen de una lente. Tomado de [52]

Aunque la variable y no aparece explicitamente, es una funcién con variables separables,
por lo que su transformada de Fourier bidimensional es el producto de dos transformadas

de Fourier unidimensionales:

_ sinmtfF, Ec 3-62
) = 0ot 5 ()

Realizando un cambio de variables, con coordenadas ¢ y 1 en el plano de Fourier (plano

U4(E, F,

imagen focal de la lente):

$ n Ec. 3-63
E, - /1—f" F, - /1_f' c
Finalmente multiplicamos por i /Af":
sin —— e sinT[—&f
U, > AF Af’ Ec. 3-64
Ue, (61D = 78— (37) = 1£Uo 73—
Af' Af'

Recordando que|a|é(ax) = §(x). La aparicion de la distribucién de Dirac en la Ec. 3-64

sefiala que el campo se concentra en el eje £ como se ve en la Figura 16.
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3.5.4. Rejillas de difraccién
Una rejilla de difraccién es un grupo de ranuras que se encuentran paralelamente ubicadas,
todas del mismo ancho y separadas a una distancia uniforme entre sus centros [44]. Este
conjunto o grupo de elementos difractores tiene el efecto de producir alteraciones de

manera periodica en la amplitud, fase o ambas.

La Figura 17 muestra una rejilla de transmisidén; una onda monocromatica plana incide
normalmente desde el lado izquierdo, la luz que se transmite a través de las ranuras forma
un patrén de interferencia. La distancia entre los centros de cada ranura se llama espaciado
de rejilla. En este ejemplo solo se muestran 6 aberturas, pero una rejilla real puede tener

miles.

Figura 17 Rejilla de difraccion de transmision.

La distribucion de “peine de Dirac” facilita la descripcién de las estructuras periddicas. Y se

define:
q=+
(x) = Z 6(x—q) Ec. 3-65
gq=—0
Y su transformada de Fourier es:
S[3OI(E,) = 3(F,) = 3(F,) Ec. 3-66

Si el peine de Dirac tiene un paso p, se escribe:
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q=+00

b .
3p(x)=3(5)=p z 8(x — qp) Fe 367
q=—oo0
De manera que:
3, (x) = p3y/p(F) Fe. 368

Red de fase sinusoidal

Considere una placa de vidrio con un espesor sinusoidal de la forma:

e(x,y) = ey + asin2mFyx Ec. 3-69

Donde 0 < |a| < ey. Si n es el indice de refraccidn del vidrio, y si se trabaja en el vacio (o

en el aire tomando el indice 1), el desfase provocado por la placa es:

2n(n — 1e(x,y) Ec. 3-70
o(x,y) = 1

A un factor de fase constante, la funcion de transmisién de la placa es:

—2in(n — 1)asin2nFyx :
t(x, y) — exp[ 0 l Ec. 3-71
A
Siendo J, la funcion de Bessel de primer orden de orden g, se tiene la siguiente relacion
[54]:
q=+oo
pifsing _ Z Jo(©)eie® Ec. 3-72
q=—
Permite escribir la funcion t como:
q=+oo
= 3 1 (E0 o
q=—o0

La transformada de Fourier de t es:

q=+oo
R 2n(n — 1)a i
t(F Fy) = é Jq (f)g(Fx_qFO'Fy) Fe 3

q:—OO
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La amplitud del campo en la esfera de Fourier, siendo ' la distancia de difraccion, es:

U (&) = lUOA( ¢ i)

27 A af
q=+o
il 2n(n—a) (¢ n
UF/(E'T]) _/1f’ ]q (f)a(/l_fl_q}?orl_f/)

q=—00

q=+o
2 -1
thxan)=u%&f:E:h(}5@7—35>mz—qﬂﬂfnﬂ L

gq=—o0

El espectro de la rejilla estd compuesto por una serie de puntos alineados en el eje & y
espaciados periddicamente (la distancia entre dos puntos vecinos es FyAf'). En el espectro
aparecen términos armonicos que reflejan un efecto no lineal, lo que se debe a que la fase
de la onda esta modulada segun la Ec. 3-71. (Estos célculos son validos para rejillas finas, en

caso de que sea una rejilla gruesa se manifiesta el efecto Bragg [55])

Eficacia de difraccion de una rejilla
La amplitud difractada por una rejilla infinita con espaciado p es proporcional a la
transformada de Fourier de la funcion de transmision de la rejilla. Esta funcién se expresa

utilizando las frecuencias espaciales como variables

Fy) = zzca ( ) Ec.3.76

Donde C, es una constante (La Ec. 3-75 es un ejemplo). La eficacia de difraccion de orden q
2
es la cantidad n, = |Cq| . La fraccién de la energia incidente (flujo) que se difracta en el

orden g se conoce como eficiencia de difraccidn.

Red de fases de dos niveles
La red de paso p, es una matriz en fase de anchura p/2. La fase es 0 o m, y la funciéon de

transmision de la red es:
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1 e .
t(x,y) = EEIP * Tect,,(x) + ?Elp *TeCty/y * 02 (%) ke. 377
Su transformada de Fourier es:
) p(1—e™F)  pF
t(F, k) = fschx J1/p (FX)S(Fy)
q=t+% Ec. 3-78
1 E : a4 q
=3 (1- e‘”q)smc§6 (Fx - 5) 5(F,)
q=—o00
La red difracta solo en ordenes impares, no existe el orden 0. La Ec. 3-78 se sigue escribiendo
ql=+00
. § (=D 2q' +1 Ec. 3-79
t(E,F,)=-2 —F— |6 | E, ——— | 6(F, ¢
( X y) <(2q’+ 1)7.[ X p ( 3/)
ql:—oo

La eficiencia de difraccion del orden gq=2q’+1 es:

_ 4 Ec. 3-80
n2ql+1 - (zq/ + 1)27.[2

En particularn, = n_; = 4/m? = 0,40.

La rejilla es de fase y, por lo cual, transparente, todo el flujo incidente es difractado. A
medida que aumenta el nimero de niveles, el perfil de la rejilla se aproxima a una rejilla

“Echelette” donde toda la potencia luminosa se difracta en un solo orden.

3.6. Espectrometria instrumental
La resolucién de un espectrémetro de rejilla o de prisma depende del tamafio de su pupila,
debido a la difraccidn. La teoria de sefiales y sistemas se aplica con una buena aproximacién
a la descripcién de espectrometros. Se suministrara una pequefa introduccién a la

espectroscopia instrumental, pero para profundidad hay libros especiales [56].
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Figura 18 Diagrama de una rejilla de difraccion reflectante. Tomada de [52]

3.6.1. Rendija de difraccion
Se tiene en cuenta una rejilla de dimensiones infinitas; los efectos de la limitacion de la

superficie de la rejilla se tendran en cuenta mas adelante.

Con coordenadas x e y en el plano de la rejilla, la funcién de reflexidon se escribe como la
repeticion de un patrén m de la forma (g es un nuero entero):
q=00

1 Ec. 3-81
r(xy) = m* 8gp(x) = —m * 3, (x) '
p
q=—

Donde p es el periodo de la rejillay el producto de convolucion se refiere a la Unica variable

x (el patrén m es una funcién de una Unica variable, definida por el intervalo[—p/2,p/2]).
El analisis de Fourier permite escribir:
#(F,, E)) = m(F)31,,(F)S(E,) Fe. 382

Si una onda plana monocromdtica de magnitud U, incide normalmente a la rejilla, la

amplitud reflejada se escribira:
U
Ux,y) = _po m* 3,(x) Fe. 383

Y su espectro angular se escribe como:
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e =3 ()3 (53 5)
q=+oo
=2 a(L)s(e- Lo

q=—0

Ec. 3-84

Donde 1 indica incidencia normal. La onda reflejada es una superposicién de ondas planas,
cada una desplazandose en una direccion determinada. El orden de difracciéon q
corresponde al termino 8[a — (qA/p)]8(B) de la suma de la Ec. 3-84, es decir, la onda plana
que se propaga en la direccion de los cosenos directores gA1/p y 0, o frecuencia angular
(gA/p,0). La amplitud de esta onda es proporcional a mi(qA/p). Modificando el perfil de
la rejilla, se favorece ciertos ordenes, por ejemplo, en una rejilla de Echelette difracta solo

en una direccion, de modo que toda la energia luminosa se difracta en un orden.
Red de reflexién con perfil sinusoidal
El perfil de la red se describe en el intervalo [—p/2, p/2] mediante la funcién:
X Ec. 3-85
flx) = eOCOSZHZ—j '

Donde e, es una constante homogénea a una longitud. Si la rejilla estd en el vacio, la
desviacién del camino éptico en una reflexion enx es §(x) = 2f(x), de modo que el patrén

de la rejilla se escribe para la longitud de onda 4,

4ime, X

m(x) = rect,(x)exp |- 7 cosZrtz—) Fc. 3-86
Red Echelette
Elintervalo [—p/2,p/2] por la funcién:
X
f(x) = ey— Ec. 3-87
p
Y el patron se escribe:
_ Aimegx Ec. 3-88
m(x) = rect,(x)exp [— g

Férmulas de redes

Si la incidencia no es normal, la amplitud de la onda incidente se escribe como:
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2imayx Ec. 3-89
A

Suponiendo que la normal a la onda incidente esta en el plano perpendicular a la direccion

) = o

y. Introducir el termino de fase lineal da como resultado una rotacion global del espectro
calculado anteriormente. Una onda plana asociada con el orden g se propaga en la
direccion a, + q(1/p). El espectro angular correspondiente a la onda incidente dada por

la Ec. 3-89 es:

V(a, ﬁ) = VL * 66{0,0(“) ﬁ)

e
V(a,B) =%Zﬁl(do +%’1)5(a—a0 —%’1)5(/3) Ec. 3-90

gq=—

Hay interferencia constructiva en la direccién asociada con « si

qA :
a—ay=— Ec. 3-91

p

Para obtener la formula de la rejilla en su forma habitual, denotamos por 8, el dangulo
incidente y 8 el dngulo de reflexion, siendo el origen la normal (Figura 19). Entonces o, =

—sinf, y a = sind, la Ec. 3-91 se escribe:

sinf + sinf, = % Ec. 3-92

Que es la relacidn de las redes. Cuando 8 = —6, se trata de la reflexién espectral.

Go

Figura 19 Definicidn del dngulo de incidencia 6, y del dngulo de difraccion 6.
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3.6.2. Resolucién intrinseca
La resolucion de una rejilla de difraccion es el intervalo 44, mas pequefio que puede
detectarse. En las cercanias de la longitud de onda 4, la resolucién R se define por:
_ A Ec. 3-93
m -
A,
La resolucién queda definida de la siguiente manera. Para una direccidn de incidencia fija,

la relacién de las redes da:

da
cosfdo = 122 kc. 3-94
p
A continuacion:
AA
cos0A0 = _|q2|9 ke 395

Tal que el alcance espectral minimo detectable 44, estd directamente relacionado con el

alcance angular minimo perceptible 46,,.

Sea L la anchura de la rejilla a lo largo de la dimensién perpendicular a las ranuras. Para la
incidencia 8, el angulo de difraccién es 6, y para los fendmenos relacionados con la
apertura de la rejilla, todo ocurre como si la rejilla tuviese una anchura aparente L' =
LcosO (Figura 20). El patrén de difraccion debido a la anchura limita da de la rejilla se

representa mediante la funcién:

sin? T[a 0
h(@) =L?—2= Ec. 3-96

(nL’H)Z
y)

Que corresponde a una abertura rectangular de anchura L.

40



Figura 20 Influencia de la difraccién, todo ocurre como si la rejilla, de anchura L, tuviese una anchura L' = Lcos@.

Tomada de [48]

Eligiendo el criterio de Rayleigh, de manera que el maximo en 6 corresponder al minimo

valor discernible mas préximo, entonces,

A Ec. 3-97
Aem = P ¢
La Ec. 3-95 da:
_ A _ lall —1gIN Ec. 3-98
A1, pcos6O

N siendo el numero de lineas de la rejilla.

Este resultado no es del todo satisfactorio debido a que g y N no son independientes; La Ec.

3-92 y Ec. 3-98 conducen a:

L .
R = |sinf + sinf,| 1 Fc. 3-99

La resolucion R parece aumentar con la resolucidn intrinseca (o tedrica) de la rejilla, que

es:
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2L Ec. 3-100
A

La resolucién tedrica depende esencialmente de la anchura de la rejilla, esto es debido a la

mmax =

difraccién. No cubrir completamente la rejilla con el haz de iluminacion hace que la rejilla
funcione por debajo de su capacidad, debido a la difraccién: al iluminar solo una parte de la
rejilla, se trabaja con una pupila reducida y esto aumenta el tamafo del patron de

difraccion.
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4. SISTEMA DE ADQUISICION DE IMAGENES ESPECTRALES

Generalmente los sensores disefiados para adquirir imagenes espectrales escanean la
escena espacial o espectralmente para obtener un cubo 3D. La configuracién de escaneo de
la escena determina el tipo de sensor o la arquitectura. Los sensores convencionales
incluyen: sensores de tipo Whiskbroom, que realizan un escaneo espectral pixel por pixel
[57]. Este emplea una serie de espejos giratorios que se enfocan en cada ubicacién espacial
de la escena dentro del espectrometro; el sensor de tipo barrido o Pushbroom que realiza
un escaneo progresivo espacial [58]. Este adquiere informacidn espacial y espectral en una
seccién al barrer o escanear a lo largo de un eje determinado; el sensor de filtrado espectral,
gue escanea banda por banda a través del espectro electromagnético [59]. Este utiliza un
conjunto de filtros dpticos para guiar la exploracion bidimensional con tantos filtros como
bandas sean deseadas haya en la imagen espectral adquirida. Estos diferentes disefios se

muestran en la Figura 21.

4 Detector

e Detector
lineal

NY/

Lente d E
lran'.ml:.s.m — 1 PGP
Filtro
Gptico
Prisma bl&oﬂﬂum 7
de entrada

Lente
~objetivo
~——

& Z = .'.fj ’/
g ——
&= - Escena
i Es::/ena
(a) (b) (c)

Figura 21 Arquitectura tradicional de adquisicion de imdgenes espectrales. (a) sensor Whiskbroom, (b) sensor

pushbroom, (c) filtrado espectral.
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4.1. Sistemas de adquisicién de barrido pushbroom
Los sensores Pushbroom son actualmente los mas utilizados en aplicaciones comerciales y
de investigacion debido a su arquitectura mas pequena y liviana en comparacion con los
demads sensores de escoba, ya que no requieren el uso de partes mdviles. Ademas, estos
sensores pueden adquirir simultdneamente imagenes en cientos o miles de bandas
espectrales estrechas utilizando rejillas dispersivas o prismas. Vale la pena sefalar que estas
rejillas de dispersidon forman una seccidén transversal vertical del objetivo en la direccion de
desplazamiento [58]. En espectroscopia, el area de la seccion transversal corresponde a la
imagen de la rendija de entrada a medida que pasa a través del elemento dispersivo,

formando una imagen llamada espectrograma.

4.2. Esquema de la camara tipo pushbroom
En la Figura 22 se ve el modelo seleccionado para la camara pushbroom. La luz incidente
proveniente de la fuente, es enfocada por un lente convergente (1). Luego pasa por una
rendija (2) antes de introducirse en una nueva lente colimadora (3). Después incide en una
rejilla de difraccion de transmision (4). Por Ultimo, la luz pasa a través del sistema Optico de

la cdmara (5) para llegar al sensor deseado (6).
1 3 5

—_ | B

2 4 6

Figura 22 Esquema lineal cdmara pushbroom

4.3. Esgquema tridimensional de la cdmara tipo pushbroom
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Figura 23 Componentes dpticas de la cdmara tipo pushbroom realizadas en SOLIDWORKS.

En la Figura 23, se muestra una representacioén tridimensional de las componentes 6pticas
(lentes: L1, L2, L3, rendija, rejilla de difraccién y pantalla de observacién o sensor). Los lentes
son lentes esféricos. Este disefo fue realizado en el software de disefio CAD 3D

SOLIDWORKS [60], el cual permite modelar piezas y ensambles en 3D y planos en 2D.

En ella se puede apreciar la lente L1, cuya funcién es condensar la luz en una abertura o
rendija. Posteriormente, la lente L2 colima el haz de luz hacia la rejilla de difraccién. Por

ultimo, la lente L3 se encarga de formar la imagen en el sensor.
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5. CALCULO TEORICO DEL CAMPO DE DIFRACCION PRODUCIDO
POR UNA CAMARA TIPO PUSHBROOM

Para analizar una cdmara tipo "pushbroom", se ha dividido el proceso en tres secciones con
el fin de examinar cada seccion por separado y facilitar la comprensién matematica

involucrada en este tipo de camaras.

La primera seccién abarca desde la fuente de luz hasta un plano B que se encuentra
directamente detras de la rendija. La segunda seccion comienza desde el plano By se
extiende a través de la rendija hasta un campo C que estd ubicado inmediatamente detras
de la rejilla de difraccion. La tercera seccion se extiende desde el plano Chasta un plano D

gue se encuentra directamente detras del sensor (consultar Figura 24).

Rendija Rejilla Sensor
L1 R L2 c L3 11
—fl— —f— —f2— —f3— —r3—:|
1°seccion 2° seccion 3° seccion

Figura 24 Modelo camara pushbroom dividido en secciones para su andlisis
A continuacidn, procedemos con el cadlculo matemadtico de cada una de estas secciones:
5.1. Primera Seccidn
La fuente estd a una distancia lo suficientemente grande comparada con las focales de las

lentes trabajadas, como para considerarse que esta en el infinito, asi aseguramos que se

pueda implementar la tematica vista en el marco tedrico.
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Se sitta un plano A4, con coordenadas (1), a una distancia d de la primera lente (L1). Luego
ubicamos el plano B, con coordenadas (s), a una distancia d’ de la lente L1. Aplicando la
Optica metaxial este problema se abordaria generalmente con la transferencia general o la

difraccién de Fresnel [48] que nos diria que la amplitud del campo sobre Bes:

. . . . Ec. 5-1
i iz iz , i
U,(S)=——exp| ———s exp| ———r° [exp| ———=s-r U, (r
o(%) AD p{ AD L[ p{ AD } p[ AD } (1)
Donde D es la distancia del plano ‘A al plano ‘B. Para ampliar la informacién de este tema
puede inspeccionar en [48] [52]. En esta ocasién nos enfocaremos o trabajaremos con la

difraccion de Fraunhofer, de esta manera dispondremos de cierta manera las condiciones

del dispositivo para cumplir con las condiciones que implica la difraccién de Fraunhofer.

Si se sitda el plano A, con coordenadas (x, y), a una distancia f;, que es la focal de la lente
L1, de la lente L1y situamos ‘B, con coordenadas (¢;,1,), a una distancia f;’ de la lente L1,
inmediatamente detrds de la rendija, (donde f; = f;'), podemos entenderlo como un caso

tipico de plano a plano, seccion 3.5.2, se visualizaria (Figura 25).

L1

LY
dl

A B
Figura 25 Montaje plano a plano primera seccion de la cadmara pushbroom

Recordando la Ec. 3-60 de la seccién 3.5.2;

Ug(s) = # 7, (%) e 52

Podemos expresar la amplitud del campo en el campo en el plano B. Asi, la amplitud del

campo en el plano B se determina mediante:
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_b o m Ec. 5-3
Up(§1,m1) = f, Uga (Af1,/1f1)

De manera explicita:

i (S, 4 L
Up(§1,m) = ra U, (x, y)ezm(lfl”lfly >dxdy Ec. 54

R2

Si en A incide una onda plana, monocromdtica (longitud de onda A) con amplitud U, (una

constante dimensional de valor 1),

UA(X, y) — UO EC. 5—5
Entonces el campo en B al resolver la transformada dptica de Fourier es:
L & m
o= 2
B(El 771) Afl Afl Afl Ec. 5-6
Aplicando una propiedad de los deltas de Dirac llegamos a:
Ug (§1,m1) = iAf,6(81,m1) Fes

De esta manera la intensidad, que es la que toma importancia, segun la Ec. 3-4 es el médulo

del campo en B, |Ug(&,,11)|?

1(1,m1) = [iAf16(§1,m)]? Ec. 5-8

Para una visualizacién utilizando MATLAB, damos unos valores a las constantes que
encontramos en la formula anterior. Si A = 5x107® m y la distancia focal del lente es
de f; = 100 mm, el recorrido para obtener la transformada de Fourier es de 200 mm. Con

esto datos, se puede realizar una simulacién en Matlab de que se observaria en el campo

B.
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z=0mm

|y (mm)

-0.2 -0.1 0 0.1
X (mm)

0.2

Figura 26 Campo incidente a la configuracién de la cémara, plano A

La Figura 28 muestra la intensidad concentrada en un solo punto, se hace un acercamiento
para apreciarla mas claramente.

w107 z2=200 mm %1078 z2=200 mm

-8 -6 -4 -2 0 2

-6 -4 -2 0 2 4 6
x (mm) %107

4 6
%108

Figura 27 Patrén de la intensidad observada en el plano
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Segun la Ec. 5-6, después de calcular la transformada éptica de Fourier del campo incidente,
el resultado es un delta de Dirac, el cual refleja claramente su perfil con el eje x en la Figura

28.

; z2=200 mm
o 0.8 —
T
©
N
©
g 06 _
(o]
c
©
S04r 1
©
o
o
=02t .
0 | | | ] | | |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X (mm) %107

Figura 28 Perfil de la intensidad del campo en el plano A

La figura muestra el perfil de la irradiancia normalizada en el plano de observacién a una
distancia de 200 mm del plano fuente. En este perfil, se puede observar una alta
concentracién de la luz en el centro del eje x, con un rapido decaimiento hacia los lados.
Esta distribucion simétrica y concentrada es tipica del patron de difraccidon de Fraunhofer
para una fuente de luz uniforme. La irradiancia normalizada alcanza su maximo valor en el
centro, indicando que la mayor parte de la energia luminosa se encuentra en esta region.
La figura confirma la correcta propagacion de la onda en espacio libre y es consistente con

los resultados esperados para este analisis.

Este seria el analisis matematico, con su respectiva simulacién, de la primera seccién del
recorrido que hace la amplitud del campo de un haz de luz que incide en un dispositivo de
tipo pushbroom. A continuacidn, se realizara el analisis de la seccién que continla a esa

primera lente empleada.
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5.2. Segunda Seccién

Prosiguiendo con el analisis del recorrido de la amplitud del campo dentro de la cdmara, el
siguiente obstaculo que se encuentra el haz incidente es la rendija, que cuenta con anchura
de Ly altura H (Figura 29). Llega la amplitud Ug del campo B que se encuentra ubicado

inmediatamente delante de la rendija

/
s

/////////////

Z
L

Figura 29 Rendija de anchura L y altura H

Teniendo en cuenta el Ejemplo 1 de la seccién 3.2.6, conocemos que la rendija estd

representada mediante las funciones rectangulares rect, (&;) y recty(n,).

Con esto claro, segun la Ec. 3-61, de la rendija sale una amplitud Ug, expresada de la

siguiente manera:

U, (&1,1m1) = Ug(&y,nrect, (§)recty; (1) Ec. 5-9

La amplitud U, se encuentra en el plano B’, que esta inmediatamente detras de la rendija

rectangular ( Figura 30).

Si colocamos la lente L2 a una distancia igual a su distancia focal de ‘B’ de la misma manera,
un campo ('se encuentra ubicado en el punto focal de la lente L2 (consulte la Figura 30). La
amplitud del campo en el plano C, con coordenadas (¢,,7,), es la transformada dptica de

Fourier de la amplitud Ug,, es decir, el montaje nos permite trabajar de la misma manera
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que en la primera seccion (SECCION 5.1). Asi la amplitud del campo en C se representaria

de la siguiente manera:

L i & My
U (52' T]Z) f (Afz Afz) Ec. 5-10
f2
L2 & S
B T C
Figura 30 Esquema segunda seccion de cdémara pushbroom
Reemplazando Ug, en Ec. 5-10 tenemos que:
Uc(&5,m,) = f J{UB(El,m)[rectL(s‘l)rectH(m)]} Ec 5.11
Sustituyendo el valor de Ug (Ec. 5-3) en (Ec. 5-11),
Upenny) = ——3 =20, (31 T [rect, (e rect, (1,)]
c 2'772 Afz Afl Afl /‘{fl L 1 H 771 EC. 5_12

De esta manera podemos representar la amplitud en el campo Cen términos de la amplitud
incidente en el plano A. Aplicando la transforma 6ptica de Fourier a U, nos queda que la
amplitud del campo en el plano C es, por propiedades de la convolucion (referenciar

convolucioén):

it = o0 s (e (2]
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En el plano C (plano de Fourier), la intensidad es el mdédulo de la amplitud en dicho plano,

|Uc(€2i 772)'2-

1&2m) = {Afz A;[ 30 gf | [ sene (ifL) senc (Zf s

11 R c

—f1— —f2—
12 seccidn 22 seccion

Figura 31 Recorrido del haz desde que incide hasta el plano C.

Retomando el caso propuesto en la primera seccion 5.1, la amplitud que entra a la rendija

es:

Ug(&1,m) = iAf16(&1,m1)

Ahora, segun lo expuesto anteriormente la amplitud del campo en el plano C viene dado

por la Ec. 5-13. Reemplazando nos queda que:

Uc($2,m2) = J{lﬂf15(f1'771)} [LH senc (if) senc (M)] Ec. 5-15

ﬂfz

Resolviendo la transformada de Fourier dptica para la funcion 6(&;,n,), obtenemos un
resultado igual a 1. Esto se debe a que la transformada de Fourier de una funcién delta de

Dirac es una constante. Asi, podemos expresar el resultado de la siguiente manera:

(UZH ) Ec. 5-16

—f LH senc (fL Af
2

UC(fZ' 772) = f Afz)

53



UC es la amplitud del campo que llega al plano C, pero como anteriormente mencionamos,

la magnitud a tener en cuenta es la intensidad de dicho campo, que se calcula facilmente:

I.(&,1m,) = [—%LH senc (%) senc (%)]2 Ec. 5-17

Para la representacién visual del recorrido del campo a través de la camara pushbroom

seguiremos utilizando el software Matlab.

A continuacion, se describen las medidas o valores de las constantes a tener en cuenta: la
longitud de onda se mantiene constante en todo el recorrido, es decir, 1 = 5x107° m.
Definimos la distancia focal de la lente L2 como f, = 100 mm, y utilizamos f; definido en
la seccidén anterior. En las longitudes de |la rendija tenemos la proporcion de que H = 60L
con L = 0.025 m; con estos valores nuevamente podemos hacer una simulacién en Matlab

de lo que se observaria en el plano C.

En la Figura 32, Figura 33 y la Figura 34 muestran como se ve el campo atravesando cada

una de las etapas calculadas:
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<1074 z =200 mm

-2 -1 0 1 2
x (mm) x107

Figura 32 Irradiancia del campo incidente en la rendija, plano 2.

4

%10 Intensidad justo después de la rejilla

1.5

-3 -2 -1 0 1 2 3
x (mm) %107

Figura 33 Intensidad que sale de la rendija de medidas L x H. Plano %’
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Irradiancia normalizada

0.8

0.6

0.4

0.2

w1077 z=400 mm

-8 6 4 2 0 2 4 6
x (mm) %1077

Figura 34 Irradiancia del patrén de difraccion de la rendija. Plano C’

Ceros en el perfil de irradiancia

—— Perfil de irradiancia
O Ceros
= = © =) 1= =) . & L= =) & = =
-5 0 5
x (mm) %1077

Figura 35 Perfil de la intensidad en el plano (.
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La Figura 35 muestra el perfil de la irradiancia normalizada en el plano de observacién a una
distancia de 400 mm del plano fuente, después de la propagacién de una rendija

rectangular.

Podemos ver que la intensidad se comporta de la manera esperada. Se marcan los puntos

ceros de lairradiancia, que es cuando se cumple que:

SZ_L =
Az

b Ec. 5-18

Para cualquier entero b # 0.

A continuacion, se muestra una tabla donde vemos los valores donde se obtiene cada uno
de los puntos donde se hace cero la irradiancia, con una distancia entre cada cero de

0.68x10~7" m:

Tabla 1 Puntos obtenidos después de la aplicar la difraccion de Fraunhofer a la rendija donde la irradiancia se hace O.

‘ Eje -X (mm) x10~7 Eje X (mm) x10~7
-0.68 0.68
-1.32 1.32
-2 2
-2.68 2.68
-3.32 3.32
-4 4

La irradiancia alcanza su valor maximo en el centro cuando x = 0, lo que indica una alta
concentracién de luz en esta regién. Este comportamiento es el esperado en patrones de
difraccién con una rendija rectangular. Los puntos encerrados en la Figura 35 corresponden
a los minimos de interferencia, donde las ondas destructivamente interfieren y cancela la
irradiancia. La distribucidn de la irradiancia es simétrica respeto al centro, lo cual es

consistente con una rendija rectangular y una propagacién en espacio libre sin distorsiones.
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La imagen obtenida en Figura 35 es coherente con lo esperado para la propagacién de una
onda con una rejilla rectangular. La concentracidon en el centro de la irradiancia y la
identificacién de ceros en posiciones simétricas confirman que la simulacion ha capturado

correctamente el comportamiento de la difraccion de Fraunhofer.

Con esto finalizamos el analisis matematico y la simulacién del comportamiento de la
amplitud del campo dentro del dispositivo hasta un plano C. Con esto entramos en la

seccidn final del dispositivo.

5.3. Tercera Seccidon

Para continuar con el andlisis, ubicamos la rejilla de difraccion inmediatamente delante del

plano C, de esta manera U, es la amplitud que entra a la rejilla de difraccion.

En el contexto de esta investigacion, se trabajaran con dos tipos distintos de rejillas de fase:
una de tipo sinusoidal y otra de tipo Echelette [61]. Se presentara y analizara en detalle la
funcion de transmision de estas rejillas, las cuales poseen dimensiones notables
representadas por la relacion WxT, donde T > W. Este enfoque permitird explorar y
comparar las propiedades y comportamientos de ambas rejillas en un entorno controlado

y establecer conexiones valiosas en el estudio de la dptica y la difraccion.

5.3.1. Rejilla de fase de espesor sinusoidal

La rejilla de difraccidén posee un perfil de espesor sinusoidal. De acuerdo con la seccidon 3.5.4,
ecuacion (Ec. 3-73), el coeficiente de transmisién de la rejilla se expresa de la siguiente

manera
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q=+00

t(S;Z' 772) = Z]q (27’[(’!’1/1——1)&) e ~2miqFos2 TeCtW(EZ) Ec. 5-19

gq=—0o

Donde la rejilla esta limitada a un tamafio de W en x.

La amplitud U, incide en dicha rejilla. De acuerdo con la ecuacién (Ec. 3-83), la interaccion

de la rejilla con el campo incidente se describe de la siguiente manera:

U/ (&2,m2) = [Uc(&2,m2)t(E2,m2)] Ec. 5-20

Donde U, es la amplitud en el plano C’, que se encuentra inmediatamente detras de la
rejilla (como se ilustra en la Figura 36). Para determinar el campo en el plano D, que
corresponde al plano de Fourier y esta ubicado inmediatamente delante del sensor de la
cadmara tipo pushbroom, posicionamos la lente L3 a una distancia de f; del plano C’, que
representa la distancia focal de L3. De manera similar, el plano D se encuentra a la misma

distancia de L3, lo que nos lleva nuevamente a un proceso plano a plano.

El campo en el plano D se calcula aplicando la transformada dptica de Fourier con un
recorrido de 23, lo que nos permite obtener una representacion precisa de la amplitud en

ese punto:

Rejilla L3 Sensor

\ £ 0N &

C' f fa D

Figura 36 Esquema tercera seccion de la camara pushbroom

Up(&3,m3) = i ﬁc’ (

Ec. 5-21

37

Reemplazando el valor de U, la amplitud del campo en el plano D es:
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Up(&3,m3) = - 3{[Uc (&2, m2) (&2, m) ]} Ec 5.22

f

De esta forma, por propiedades de la convolucidn se aplica la transformada de manera

independiente a U (&,,1,) y a t(&,,1,).

La transformada de t(&,,1,) produce el resultado descrito en la ecuacion (Ec. 3-74)
convolucionada con la transformada dptica de Fourier de la funcidén rectangular que limita

la rejilla en el eje x:

q=+0
A 2 -1 c. 5-
£(E5,1m3) = z]q <M) ) (j;?’ qFo,;’;?)) * Wsenc (jf3) Ec. 5-23
q=—o0

La transformada de U, (&,,1,) se expresa como:

i1

Octesms) = 173 |0 G 7)) pmsene G sene G )| |
Se obtiene:
0.cun = e DG 2 ree () (2]
De esta manera, la amplitud del campo en D es:
Up(§3,m3)
s OO G e ()G

. lZZ:ﬁz () 8 (52 = qFo12) * Wsenc (%V)l

Esta seria la expresidon matematica que representa el recorrido que hace la amplitud de un
campo Uy dentro de una camara tipo pushbroom hasta llegar al sensor. Esta queda en

términos de la transformada de Fourier éptica de la amplitud de dicho campo.
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Una vez mas lo que se hace es calcular la intensidad que es el mdédulo de la amplitud en el

plano D:

Ip(&3,13)

i o Ol G B e () ()

Ec. 5-27

q=+o
2n(n—1)a & N3 14
* lz Jq <—/1 >6 <E - qFO,E> * Wsenc (E)
q=—o0o0

Continuando con la solucién del ejercicio pasado planteado en las secciones anteriores (5.1,

5.2), llegamos a que la amplitud del campo en el plano D viene dada por:

Up (53' 7]3) = - iflfzarect (ﬁ) rect (f2n3)

G LTS,
2n(n —1a &3 N3
* ZJQ< il >5(E_QF0'E) Ec. 5-28
q=—o0
* Wsenc (%)
3

Para la representacién visual del recorrido del campo a través de la cdmara de tipo

pushbroom nuevamente se realiza con el software Matlab.

A continuacion, se describen las medidas o valores de las constantes a tener en cuenta: la
longitud de onda se mantiene constante en todo el recorrido, es decir, A = 5x107° m.
Definimos la distancia focal de la lente L3 como f; = 100 mm, f, y f; mantiene el mismo
valor. En las longitudes de la rendija tenemos la proporcién de que H = 60L con L =
0.025 m; el indice de refraccion tiene valor de n = 1, la amplitud de la modulacién de fase
de la rejilla tiene un valor de a = 1, el ancho de la rejillaes de W = 0.015 m, la frecuencia
espacial fundamental de la rejilla es de F, = 10 mm™1. Con estos valores nuevamente

podemos hacer una simulacién en Matlab de lo que se observaria en el plano D.

61



%1077 z =400 mm

-4 -2 0 2 4
x (mm) %107

Figura 37 Campo que incide en la rejilla.

La Figura 37 muestra el campo de luz incidente sobre la rejilla. La distancia de propagacion
hasta ese punto es de z = 400 mm. En esta representacion se observa una distribucién
uniforme de la irradiancia en el plano de observacidn antes de que la luz pase a través de la

rejilla.

La Figura 38 muestra la irradiancia después de que el campo de luz ha pasado por la rejilla.
La distribucién de la irradiancia se ha modificado debido a la estructura de la rejilla,
mostrando patrones de difraccién caracteristicos. La distancia de propagacion sigue siendo

z =400 mm.

La Figura 39 es laimagen que muestra la irradiancia después de una propagacion del campo
de luz modificado por la rejilla. La distancia total de propagacion es mayor y se observa los

patrones de difraccién mas complejos resultantes de esta propagacion.
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Figura 38 Irradiancia del campo justo después de la rejilla.
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Figura 39 Irradiancia del patron de difraccion de la rejilla
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Figura 40 Perfil de la irradiancia normalizada
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Como se observa en la Figura 40 hay un pico central muy pronunciado, correspondiente a
la difraccidn principal, y varios picos secundarios. Esta distribucidn es caracteristica de la
difraccion de Fraunhofer a través de una rejilla. El patrén obtenido corresponde a la
difraccion de Fraunhofer, mostrando el pico central prominente y varios picos secundarios.
La rejilla introduce un patréon complejo en el campo, influenciado por los pardmetros de
dicha rejilla, de ahi que estos parametros y la distancia de difraccion toman tanta

importancia para definir el patrén de difraccion.

La simetria del patrén indica una buena alineacién y uniformidad en la estructura de la
rejilla. El andlisis muestra que la red esta difractando de manera efectiva la luz incidente en
los diferentes ordenes esperados, cumpliendo con las expectativas tedricas de una red de

este tipo.

Con esto se da finalizado el analisis matematico y la simulacién del comportamiento del
campo de luz a través de una rejilla de difraccién de fase sinusoidal, que seria la seccién

final del dispositivo pushbroom.

[} [}
?gj . A=5pm,z=600 mm ?gj . A=6pum,z=600 mm
E E
o] <]
c 0.5 < 0.5
8 ©
[&] Q
s \/\ /\/ 3 \/\ /\/
& 5 0 5 8 -5 0 5
© x(mm)  x107 x(mm)  x107
?gj . A=T7pm,z=600 mm ?gj . A=8pum,z=600 mm
E E
o] <]
c 0.5 < 0.5
8 ©
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Figura 41 Perfiles de irradiancia de diferentes longitudes de onda.
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La Figura 41 muestra los perfiles de la irradiancia generados por la rejilla sinusoidal para
diferentes longitudes de onda. Vemos que los maximos secundarios varian ligeramente con
la longitud de onda, para longitudes de ondas mayores los l6bulos secundarios son mas
amplios y la separacién entre ellos es mayor, lo cual estd en linea con la relacion de

dispersidn de las rejillas.

5.3.2. Red de fase de espesor de tipo Echelette

Se emplea una transparencia de vidrio con un perfil delineado en la Figura 42, donde el
indice de refraccién del vidrio es representado por 'n', y este se encuentra en condiciones

de operacién en un entorno de aire

Perfil
A

T

e

—

Figura 42 Perfil de una placa de vidrio.

Determinamos la funcion de la recta para el angulo a (siendo a considerablemente

pequeiio).
e(x,y) = tanax + hy

Dado que a es muy pequeiio, la representacion de la recta se simplifica en la siguiente

forma:
e(x,y) = ax + h, Ee. 529
La funcidn corresponde al espesor del vidrio. Ahora, la fase inducida es:
2r(n— De(x,y) 2m(n—1)(ax + hy) Ec. 5-30

66



La funcidn de transmision del vidrio, considerando un factor de fase constante a, se define

como:

2itn—1

Donde

2it(n — 1)hy,
g2

Para obtener una rejilla, se procede a la periodizacién de esta transparencia a través de una
secuencia de una peinilla de Dirac con un periodo ¢, como se describe en la Ec. 3-81. En
nuestra situacion especifica, la funcion de transmisién completa de la rejilla se formula de

la siguiente manera:

t(’fz; 7]2) = %m(fz,nz) * EI{’(S;Z) reCtW(fz) Ec. 5-32

La rejilla esta limitada por una funcién rectangular de amplitud W en el eje x, siendo W =

nf, donde n es cualquier nimero natural.
. b s . .
Por ende, la amplitud del campo en el plano C se expresaria de la siguiente manera:

Ue(&3,m,) = Uc(&5,m)t(&5,15) Ec. 5-33

Una vez que se ha definido U, el problema vuelve a ser un asunto de propagacion de plano

a plano, con un recorrido de 2f;. La amplitud del campo en el plano D es:

_ i~ (§ M3 (&3 M3
Up(&3,1m3) = A_f},Uc (E»E) * T (E*E) Ec. 5-34

La transformada U, se calculé previamente (Ec. 5-25). Por consiguiente, se procede a
calcular la transformada de ¢:

1 C. o-
£(8,m5) = 5 S{m (&2, 1) * 3o(&)rect (§2)} e

Asi mqueda:
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m(és, 7]3) afsenc (;;3) %8 (% _ (n ; 1) a) Ec. 5-36

Por otro lado, la peinilla de Dirac segun la Ec. 3-68:

&3 ) Ec. 5-37

3,(&) =34, (Af

Entonces,

43 & (-1 ¢
t(§3,n3)—la{’lsenc Afi) 5(1;3 nA a>lfl1/f (i)l

Ec. 5-38
* Wsenc (%)
La amplitud del campo en D es:
Up(§3,1m3)
=i P CO G Frea (G G| o

e fene () 5 (82~ 0 o ()] - weene (42)

Nuevamente lo que nos interesa es la intensidad de dicho campo, que es el médulo de la

amplitud de campo en el plano D:

Ip(&3,1m3)

i

s S (10 G ) ostrect (2 reet (7))

o [sene (459 (£ - 520 (52| wsne (1)

Ec. 5-40

Con esto resuelto procedemos a culminar el ejercicio practico que se ha trabajado en las
sesiones 5.1y 5.2, al reemplazar las transformada del campo que incide desde el comienzo,

U, , llegamos a:
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Up(Eans) = |- iflle‘rect <f2€3>‘rect (fzrl3)]

f3 Lf; Hf,
* af [ senc (j—i’) ) (j% - @00 3./ (%)] Ec. 5-41
* Wsenc (%)

Con ayuda de Matlab volvemos a representar visualmente la simulacién de la intensidad de
la amplitud del campo en el plano D, que seria la amplitud que recibe el sensor del
dispositivo pushbroom, es decir, es la amplitud del campo que lleva la informacién

requerida para el analisis del espectro del objeto que se quiera trabajar.

A continuacién, se especifican los valores de las constantes necesarias para el buen
desarrollo de la simulacion: la longitud de onda se mantiene constante, es decir, A =
5x107° m. El ancho de la rendija permanece igual que en las secciones anteriores con H =
60L con L = 0.025 m; el indice de refraccién tiene valor de n = 1, la amplitud de la
modulaciéon de fase de la rejilla tiene un valor de a = 1, el ancho de la rejilla es de W =
0.03 m, Definimos la distancia focal de la lente L3 como f; = 250mm, f, =250y f;
mantiene el mismo valor, para ampliar el patron de difraccion y observar mejor los picos
secundarios. En este caso la amplitud de la fase de la rejilla es de 2w para darle impacto a
la modulacién de fase de la rejilla Echelette. El periodo de la rejilla es de 0.055 m, lo cual

ayuda a hacer visibles los érdenes de difraccion secundarios.

Las siguientes figuras muestran cémo se ve el campo atravesando cada una de las etapas

del recorrido:
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z=700 mm

y (mm)

x (mm) <1078

Figura 43 Campo incidente a la rejilla

z=700 mm

y (mm)

0.5 0 0.5 1
x (mm)

Figura 44 Irradiancia justo después de la rejilla.
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z=700 mm

0 2
x (mm) <107

Figura 45 Irradiancia ampliada justo después de la rejilla.

%10 z2=1200 mm

y (mm)

-0.5 0

0.5 1
X (mm)

Figura 46 Irradiancia del campo propagado
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Figura 47 Perfil de irradiancia normalizado
La Figura 47 es coherente con lo que se espera de un patrén de difraccion para una rejilla
Echelette de fase [62] [63], donde se observa una clara concentracién de energia en un
orden de difraccion. Este comportamiento es consistente con el diseno de la rejilla, la cual
esta optimizada para maximizar la difraccidn de la luz en un orden especifico, generalmente

el primero.

Ademas, el perfil presenta asimetrias que son propias de una rejilla Echelette, donde la
inclinacion de las ranuras introduce un desbalance en la distribucién de energia entre los
ordenes difractados. Este resultado concuerda con el principio de funcionamiento de una
rejilla Echelette, cuyo disefio geométrico y fase ajustada permite controlar la dispersion

espectral y la direccién predominante de la luz difractada.

En general, la Figura 47 es una representacion adecuada para el comportamiento de una
rejilla Echelette de fase. Con esto se da finalizado el andlisis matematico y la simulacién
del comportamiento del campo de luz a través de una rejilla de difraccion de fase tipo

Echelette, que seria la seccidn final del dispositivo pushbroom. Esta seria la informacion
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espectral que llegaria al sensor del dispositivo de barrido tipo pushbroom para el analisis

de las caracteristicas que se desee estudiar.

Perfiles de irradiancia para diferentes longitudes de onda

ﬂ ﬂ —A=5pum
—A=6pm
© 0.8 r A=7pm
z —— A =8 pm
[
N
€06
o
=
©
204
T
=
o
T 02r
O -3 Lo A - . — ]
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
x (mm) x10®

Figura 48 Perfiles de diferentes longitudes de ondas

La Figura 48 muestra los perfiles de irradiancia generados por una rejilla de Echelette para
diferentes longitudes de onda. Esto demuestra que la rejilla de este estudio demuestra una
alta capacidad de resolucion espectral, separando eficientemente las diferentes longitudes
de onda. Los resultados obtenidos son coherentes con las propiedades esperadas de las

rejillas Echelette.

5.4. Resolucidn Sinusoidal

Para encontrar expresiones matematicas a partir de la formula encontrada en la seccién
anterior (Ec. 5-28) que nos permita calcular las resoluciones espectrales y espaciales
minimas requeridas, analizaremos cada término de la formula y derivaremos expresiones

para la resoluciéon espectral minima AA y la resolucién espacial minima Ax.

Retomando la ecuacion:
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Donde:

Up(é5,1m3) = — Uif2 rect <%> rect (fzng)

A LR,
2n(n — 1a $3 UE
* ZM( 1 >5(E_qF0'E) Ec. 5-42
gq=—00
* Wsenc (%TW)
3

Up(&5,13) es el campo difractado en el plano D, es decir, la amplitud que llega al
sensor.
fi, f>, f3 son las distancias focales de las lentes del sistema.

A es la longitud de onda de la luz

rect (%) rect (%) representan las aperturas finitas, siendo Ly H el ancho de |a
3 3

apertura.

Jq es la funcion de Bessel de orden g, que da la amplitud del maximo de difraccion

de orden q.
6(;—;—qF0,;73) representa las posiciones de los 6rdenes de difraccidon en las
3 3

coordenadas &5 y 3.

Fy = ~es la frecuencia espacial de la rejilla, donde d es el periodo de la rejilla.

Wsenc (E;TW) representa el envolvente de difraccion debido al ancho de la rejilla.
3

5.4.1. Resolucion espectral

Los 6rd

enes de difraccidn se encuentran en las posiciones indicadas por los argumentos de

las funciones delta:

&3 3 Ec. 5-43
= =qFy =0 '
Afs 7 A
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Despejando &5:
Ec. 5-44
$3 = qFolf3 ‘

Para un pequeno cambio en la longitud de onda AA, el desplazamiento en la posicion del

orden q es:

d€3q
dA

Aé; = AL = qFyf3A4 Ec. 5-45

El ancho de cada maximo de difraccion estd determinado por la funcién senc:

i)

Wsenc (
Afs

El primer cero de la funcién senc ocurre cuando

w :
§W _ . Ec. 546
Afs
Por lo tanto, el ancho medio maximo §¢&; del maximo de difraccién es:
55, = Afsm Ec. 5-47
T w

Segun el criterio de Rayleigh, dos longitudes de onda Ay A + AA son justo resolubles cuando

el desplazamiento en la posicion Aé; es igual al ancho medio maximo §¢5:

Ec. 5-48
Aé3 = 6&;3 ‘
Sustituyendo nos queda:
Afsm Ec. 5-49
Fof;A4 = '
qFof3 W
Lo que nos lleva a
Am
AL = Ec. 5-50
qF W

De esta manera el poder de resolucidon R es:

R :i: qF W Ec. 5-51
AL T
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Reconociendo que F, es la frecuencia de la rejilla:

_aw Ec. 5-52

R
d

El nimero de periodos de la rejilla M contenidos en la apertura de ancho W es:

w :
=2 Ec. 5-53
d
Reemplazando llegamos a que:
M :
R= M Ec. 5-54
T

1 .
Para valores grandes de M, el factor; puede aproximarse o captarse como una contante de

proporcionalidad, lo que nos lleva a:

R~ qM Ec. 5-55

De esta manera, la diferencia minima de longitud de onda resoluble AA esta dada por:

A Ec. 5-56

En el andlisis de fendmenos de difraccidén, es comun estudiar como la posicién de los
maximos de difraccidon en un plano de deteccion cambian cuando varia la longitud de onda
de luz, lo cual es fundamental para entender y calcular la resolucion espectral. A
continuacion, se va a dar una breve explicacion de un concepto que se utilizé para encontrar

la expresién matemadtica de la resolucién espectral.

Cuando tenemos una funcién que describe la posicién de un maximo de difracciéon en
funcién de la longitud de onda A, podemos utilizar el calculo diferencial para determinar
como pequefios cambios en A afectan la posicidon &;. Especialmente, para un pequefio
cambio AA, el cambio correspondiente a la posicion A&; se puede aproximar mediante la

derivada de &; respecto a A:

d
A& = %AA Ec. 5-57

76



Esta aproximacion es vdlida cuando AA es lo suficientemente pequefio como para que los

términos de orden superior en la expansidn de Taylor sean despreciables:

d¢s 1d%¢,
ﬁ |/1A/1 + =

&G+ A1) =6+ ZWU

(AL)?+... Ec. 5-58

Para valores pequefios de AA, los términos de orden superior ((AA1)?, etc) son muy

pequefios y pueden ignorarse. Por lo tanto:

d C. o-
ASs =€3(A+AA)—§3(A)z£|AA,1 Ec. 5-59

Este resultado nos dice que el desplazamiento en la posicién del maximo de difraccién es

directamente proporcional al cambio en la longitud de onda. La constante de

. . d , .
proporcionalidad es %, qgue depende de los parametros del sistema.

Criterio de Rayleigh

Este criterio es fundamental para determinar la capacidad de un sistema Optico para
distinguir entre dos fuentes cercanas (por ejemplo, dos longitudes de onda ligeramente
diferentes). Segun este criterio, dos sefiales son justamente resolubles cuando la posicion

del maximo de una coincide con el primer minimo de la otra.

En los cdlculos anteriores se aplicd el criterio donde igualamos el desplazamiento en
posicion debido a una variacion en la longitud de onda (A¢;) con el ancho medio mdaximo

(6&3) de un pico de difraccion.

Ec. 5-60
AS3 = 683
o A&;:representa el desplazamiento en la posicidn del maximo de difraccién debido a
un pequeio cambio en la longitud de onda (AA). Indica cuanto se separan los picos

de difraccién correspondientes a dos longitudes de ondas diferentes.

e §&;: es el ancho medio maximo de un pico de difraccién individual, es decir, la

distancia desde el maximo hasta el primer minimo (el ancho del maximo central)

Segun el criterio de Rayleigh, para que dos picos sean justamente resolubles:
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En la derivacidn, consideramos el caso limite donde los picos justamente resueltos, por lo
que

AS3 = 8¢5

Este criterio se usa en el paso crucial donde se determina la resolucién espectral minima
del sistema. Al aplicar este criterio, se puede encontrar la relacidon entre la diferencia
minima de longitud de onda detectable y los pardametros fisicos del sistema éptico, como
orden de difraccidn y caracteristicas de la rejilla. Para mas informacioén [64] [65] [40] [66]

[67].

5.4.2. Resolucién espacial

La resolucién espacial estd limitada por el ancho de la funcién de dispersién de punto, que
estad determinada por la funcion de apertura y el patrdn de difraccién.

El maximo central de la funcion senc define la funcién de dispersion de punto:
53W>
Afs
El primer cero de la funcidn senc en el domino espacial ocurre cuando:
$3W
Af3

senc (

:in’

Despejando &5:

Af-T :
55, = {:3',/ Ec. 5-62

Esto representa la separacién espacial minima resoluble Ax en el plano D:

Af-T .
Ax = 88, = {/fgv Ec. 5-63

Al derivar estas expresiones matemadticas a partir de la formula encontrada, se puede

calcular las resoluciones espectrales y espaciales minimas requeridas para el sistema dptico

basandose en los parametros de la rejilla y la configuracion del sistema.

5.5. Resolucion Echelette
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Para encontrar expresiones matematicas a partir de la formula encontrada en la seccion

anterior (Ec. 5-41) que nos permita calcular las resoluciones espectrales y espaciales minimas

requeridas, analizaremos cada término de la formula y derivaremos expresiones para la

resolucién espectral minima AA y la resolucién espacial minima Ax.

Retomando la ecuacion:

Donde:

Up(&5,m3) = |- iflfz/lrect <f253> rect (fzﬁ)]

f3 Lfs Hfs
t¢3 &3 (n—-1) $3 Ec. 5-64
* af “senc Af3) * 0 <Af3 Ta)l 310 (E)]

* Wsenc (Tj?)

Up(&5,13) es el campo difractado en el plano D, es decir, la amplitud que llega al
sensor.
fi, f>, f3 son las distancias focales de las lentes del sistema.

A es la longitud de onda de la luz

rect (fzj?) rect (fz?f) representan las aperturas finitas, siendo Ly H el ancho de la
3 3

apertura.
a es un factor de amplitud.

£ es el pardmetro relacionado con la rejilla.

& (-1 .,
) (/m Y a) es una funcién Delta desplazada.

310 (f—;) es la funcion peine de Dirac con periodo 1/7.

Wsenc (E;TW) representa el envolvente de difraccidén debido al ancho de la rejilla.
3

5.5.1. Resolucion espectral
Aplicamos la propiedad de convolucidn de la funcién senc con la funcién Delta desplazada:
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Ec. 5-65

senc(x) * §(x — x;)
Entonces, podemos escribir:

senc (flz) *6 <% _n ; 2 a> = al’senc( </f;3 (n; b a>> kc. >-66

La multiplicacidn por la funcién peine de Dirac produce replicas periddicas de la funcién

at

senc desplazada:
& (n—-1) $3
afsenc ( </1_f3 i a>) 31,0 (E)
—a{’Z senc 53 —ucx—ﬁ
Af3 A '

k=—o00

Ec. 5-67

La funcidn senc tiene maximos en x = 0. Por lo tanto, establecemos su argumento a cero:

{<€_3 (n—1) k> —0 Ec. 568

F A R

Despejando &5:
Ak :
$3=f3 ((n—l)a+7) Fe. o609
Considerando una pequefia variaciéon AA, derivando respectoa 4
ass Ec. 5-70
= (d/l (= Da) + )

Ya que n y a son constantes:

dfs _ f3( ) Ec. 5-71

De esta manera el desplazamiento en posicion es:
k Ec. 5-72
26; = f; (3) 82

Los ceros de la funcidn senc ocurren cuando el argumento es un multiplo de +m
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& (-1 k) Ec. 5-73
f(rﬁ——a——>—in

A 3
5¢, = {}fs Ec. 5-74
El criterio de Rayleigh establece:
Sustituyendo
k TAf3 Ec. 5-76
— AL = ‘
f5 (f) ¢
Simplificando
A Ec. 5-77
A =—
k
La resolucidn es:
Ak Ec. 5-78
R=—=— :
A 7

Asumiendo que k = g (orden de difraccién):

R q Ec. 5-79

Si consideramos el numero total de periodos de la rejilla M = W /£, entonces R puede

expresarse como:

R = qM Ec. 5-80

5.5.2. Resolucién Espacial

La resolucidn espacial viene dada por el ancho del maximo de difraccion:

. TAf3 Ec. 5-81
Ax = 6&; = 7
Sif =1
d
Ax — 7T/1f3d Ec. 5-82
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Comparacion de las dos rejillas:

A continuacidn, se muestra los resultados obtenidos en las resoluciones espectral y espacial

minimas:

Rejilla sinusoidal:

A Afsm
A =—;Ax =
A qgM’ x w
Donde M = 2wf, = %
Rejilla Echelette:
A Af3
Al = ?, Ax = 7

Ambas expresiones para A4 depende de la longitud de onda A u el orden de difraccién q. La
resolucion espectral de la rejilla sinusoidal depende del producto gM, donde M es el
numero de periodos de la rejilla en la apertura. Esto implica que aumentar M mejora la
resolucidn espectral, en cambio la resolucidn espectral solo depende de q. Esto implica que

en la rejilla sinusoidal el nimero de periodos M es crucial para la capacidad de la rejilla.

Para mejorar la resolucion espectral, en la rejilla sinusoidal se puede aumentar M y/o
trabajar ordenes de difraccion mas altos q. La resolucion espectral de la rejilla Echelette no
es afectada, directamente, al aumentar M segun la expresién matematica, sin embargo, en

la prdctica, el tamafio de la rejilla podria influir en otros aspectos del sistema.

Para Ax ambas expresiones dependen de la longitud de onda 4 y la distancia focal f5.
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La rejilla sinusoidal la resolucidn espacial es inversamente proporcional al ancho de la rejilla
W lo que limita la resolucion espacial, mientras que la rejilla Echelette es inversamente

proporcional a £ lo que determina la resolucion espacial.

Para mejorar la resolucién de espacial de la rejilla sinusoidal se puede aumentar el ancho
de la rejilla W. Para mejorar la resolucion de la rejilla Echelette se puede reducir el periodo

de la red al incrementar 2.

Las diferencias en las expresiones para las resoluciones espectral y espacial entre las dos
rejillas reflejan diferencias en los modelos y aproximaciones utilizados en sus derivaciones:
la rejilla sinusoidal sugiere que tanto el tamafio total de la rejilla como el nimero de
periodos contribuyen a la resolucidn, lo que es consistente con una rejilla de difraccién
clasica; la rejilla Echelette destaca el papel del periodo de la rejilla y el orden de difraccion,

lo que es consistente con una rejilla de este tipo.

83



6. CONCLUSIONES

Se estudio de manera detalladay profunda la fundamentacion general de la éptica metaxial,
gue incluyen conceptos tales como: emisor y receptor esférico, transparencia de curvatura,
esfera de Fourier, difraccién de Fraunhofer, entre otros; que permite describir la
propagacion de frente de onda y los cambios que sufre éste cuando atraviesa diferentes
elementos opticos. Y asi mismo, la aplicacién de la dptica metaxial al estudio de la
propagacion del campo en una camara tipo pushbroom, la cual puede estar provista de

rejillas sinusoidal y Echelette.

La descripcion matematica del proceso de propagacién de un frente de onda en una camara
pushbroom se ha desarrollado con éxito, empleando las ecuaciones de difraccién de
Fraunhofer y la transformada de Fourier dptica, mediante el uso de la 6ptica metaxial. Los
calculos detallados han permitido formular una ecuacion que describe como se modula y
propaga la luz a través del sistema, proporcionando una base sélida para la extraccion de
informaciéon espectral. Este modelo matematico incorpora las variables espectrales y

espaciales de la luz, lo que facilita la identificacidn de caracteristicas especificas a analizar.

La investigacion sobre el modelo fisico de propagacion de la luz en una cdmara espectral de
barrido tipo pushbroom ha permitido comprender en detalle el comportamiento de la luz
al interactuar con los elementos épticos del sistema. La comprensién de la difraccion
producida por una rejilla tipo Echelette ha sido fundamental para optimizar el diseiio del
sistema, garantizando que cumpla con los estandares de calidad necesarios para su
aplicacion. En el trabajo, se puede ver que la red de difraccién tipo Echelette ofrece mejor

eficiencia de difraccidén y es la recomendada para ser utilizada en la cdmara tipo pushbroom.

Las simulaciones realizadas en el software Matlab han validado los modelos matematicos
desarrollados. Se ha logrado simular el comportamiento del sistema 6ptico, confirmando

gue la configuracion propuesta puede captar imagenes espectrales con la resolucidon
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necesaria para el analisis. Las simulaciones han permitido ajustar pardmetros criticos, como
el tamafio de la apertura y el periodo de la rejilla de difraccidn, el cual permite optimizar el

rendimiento del sistema.

Se ha derivado una expresion matematica que permite determinar las resoluciones espacial
y espectral del sistema. Dicha expresion se fundamenta en la teoria de la difraccién y en
parametros clave del sistema pushbroom, como la longitud de onda de la luz y el diametro
de la apertura. Para optimizar la resolucion espectral, se sugiere aumentar el nimero de

periodos por unidad de longitud en la rejilla.

En términos generales, el estudio del modelo fisico de propagacion de la luz en una camara
pushbroom ha aportado una comprension profunda de los factores que condicionan la
captura de imagenes espectrales. La integracion del andlisis matematico y las simulaciones
ha sido clave para disefar un sistema dptico que satisface los requisitos de resolucién
espectral y espacial. Este trabajo proporciona una base tedrica detallada que incluye la
Optica metaxial y un modelamiento matematico detallado de la propagacién del campo en

una configuracion de camara tipo pushbroom.

Aun asi, la aproximacion tedrica utilizada en el analisis de la difraccién de Fraunhofer y la
Optica metaxial, aunque robusta, se basa en ciertos supuestos ideales. Lo homogeneidad y
la coherencia del frente de honda emitido por la fuente de luz y la alineacidn perfecta de
los componentes dpticos son condiciones dificiles de alcanzar en escenarios practicos. La
presencia de aberraciones Opticas y desviaciones mecanicas pueden afectar
significativamente el comportamiento de la luz en el sistema, introduciendo errores que no
fueron considerados en el modelo tedrico. Por otra parte, aunque las simulaciones de
MATLAB validaron de manera efectiva los modelos matematicos desarrollados, estas
también estan sujetas a limitaciones inherentes a las simulaciones computacionales. Los
modelos de simulacién a menudo simplifican ciertos aspectos del comportamiento de la luz
para hacer cdlculos manejables, lo que puede llevar a resultados que no capturan

completamente la complejidad del sistema real. La propiedad del material de los
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componentes Opticos es otro aspecto a tener en cuenta en el disefio del sistema
pushbroom. Las variaciones en el indice de refraccidn, las imperfecciones en la fabricacién
de las rejillas de difraccion y las condiciones ambientales (como temperatura y humedad)

pueden influir en el desempefio del sistema.

La complejidad matematica de la dptica metaxial y las transformada de Fourier dptica
puede presentar desafios en su implementacion practica. Errores en la formulacion o
ejecuciéon de los calculos pueden pasar desapercibidos y afectar la validez de las
conclusiones, la sensibilidad de los parametros iniciales y las condiciones de contorno
también son donde pequenos errores también pueden ampliarse, afectando Ia
confiabilidad del modelo. El trabajo proporciona una base tedrica sélida y una validacion
mediante simulaciones para el disefio y analisis de la cdmara pushbroom, es esencial
considerar estas limitaciones y sesgos al interpretar los resultados para tener una visién

mas equilibrada del trabajo realizado para la mejora en areas en futuras investigaciones.

Por ultimo, como perspectiva de trabajos futuros, se recomienda utilizar programas
especializados de disefo 6ptico que permiten realizar simulacién de sistemas dpticos
complejos, tal como el software Zemax OpticStudio. Por otro lado, explorar con mayor
profundidad la éptica Metaxial en temas como la transferencia general, la difraccion de
Fresnel y la transformada fraccional de Fourier. Asi mismo, realizar el mismo estudio para
redes de difraccidn tipo sinusoidal y Echelette reflectivas, para comparar los resultados en

resolucidn y eficiencia con las mismas redes utilizadas en este trabajo.
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