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Resumen

Las oscilaciones de neutrinos proporcionaron la primera evidencia directa de física más allá del
modelo estándar, demostrando así la mezcla de neutrinos. La determinación experimental de los
parámetros de oscilación sugiere la existencia de una simetría presente en la matriz de mezcla
denominada simetría µ−τ . Este trabajo de investigación se centra en el estudio la simetría µ−τ
de re�exión y las posibles implicaciones, de su desviación, en los parámetros de oscilación. Bajo
la aproximación de pequeñas desviaciones se logró determinar que las fases de Majorana están
fuertemente correlacionadas, y se muestra la implicación de esta correlación en el espacio de pa-
rámetros para la masa efectiva de Majorana. Esta información es importante en la construcción
de modelos para la generación de masas y mezclas de neutrinos incluyendo fases de violación CP.

Palabras clave: Oscilaciones de neutrinos, matriz de mezcla, simetría µ− τ , masa efectiva de
Majorana.



Abstract

Neutrino oscillations provided the �rst direct evidence of physics beyond the Standard Model,
thus demonstrating neutrino mixing. The experimental determination of the oscillation parame-
ters suggests the existence of a symmetry present in the mixing matrix known as µ−τ symmetry.
This research work focuses on the study of µ− τ re�ection symmetry and the possible implica-
tions of its deviation on the oscillation parameters. Under the approximation of small deviations,
it was determined that the Majorana phases are strongly correlated, and the implication of this
correlation in the parameter space for the e�ective Majorana mass is shown. This information
is important in the construction of models for the generation of neutrino masses and mixings,
including CP-violating phases.

Keywords: Neutrino oscillations, mixing matrix, µ− τ symmetry, e�ective Majorana mass.
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Introducción

El Modelo Estándar de la física de partículas es una de las teorías más exitosas en la descripción
de las partículas y fuerzas fundamentales del universo. Basada en observaciones experimentales,
esta teoría describe a los neutrinos como partículas eléctricamente neutras, es decir, sin carga
eléctrica. Por lo tanto, interactúan únicamente a través de la interacción débil, lo que las hace
muy difíciles de detectar y estudiar. Además, inicialmente, dentro de dicha teoría los neutrinos se
describían como partículas sin masa. Sin embargo, investigaciones posteriores sobre el fenómeno
de las oscilaciones de neutrinos demostraron la intrigante capacidad de los neutrinos de cambiar
de sabor (e, µ, τ) a medida que se desplazan por el espacio, con�rmando así que los neutrinos sí
poseen masa, aunque extremadamente pequeña.

El Lagrangiano Electrodébil, es una parte fundamental del Modelo Estándar, ya que proporciona
un modelo que uni�ca dos de las cuatro fuerzas fundamentales (electromagnética y débil) y por
tanto describe las interacciones de los neutrinos. A pesar de la abundancia de los neutrinos en el
universo, son muchos los interrogantes que la comunidad cientí�ca está buscando responder. En-
tre las preguntas principales se encuentran ¾Qué teoría explica la mezcla de los neutrinos, es decir,
cuál es la naturaleza de sus masas?, ¾Cuál es la jerarquía de masas de neutrinos?, ¾Existe viola-
ción CP en este sector?. Lo que nos deja claro que el Modelo Estándar no es una teoría completa.

Muchas ideas existen en la literatura para explicar la mezcla de los neutrinos, especialmente
aquellas basadas en simetrías discretas de sabor, en este trabajo de investigación, abordaremos
diversos temas fundamentales en el estudio de los neutrinos y sus interacciones, siendo el ob-
jetivo principal restringir los parámetros de violación de CP en el marco de la simetría µ − τ
de re�exión. En el primer capítulo se presentará una revisión del Lagrangiano electrodébil y las
interacciones electrodébiles.

El segundo capítulo se centrará en las oscilaciones de neutrinos, incluyendo la parametrización
de matrices unitarias y las jerarquías de masas. Además, se describirán distintos experimentos
diseñados para investigar las oscilaciones de neutrinos, desde neutrinos solares y atmosféricos
hasta experimentos de reactores y aceleradores.

El tercer capítulo abordará el concepto de los términos de Dirac y Majorana. Mientras que los
términos de masa de Dirac pueden estar contenidos dentro la teoría del Modelo Estándar, los
términos de Majorana proponen a los neutrinos como su propia antipartícula, lo que implica
diversas consecuencias en la física del neutrino y la violación del número leptónico.

El cuarto capítulo explora la simetría µ−τ , la cual simpli�ca la estructura de la matriz de mezcla
de neutrinos. También se determinará qué valores deben tener los parámetros de oscilación para
alcanzar la simetría de re�exión y sus pequeños rompimientos, así como su relación con el tiempo
de vida medio y la masa efectiva de Majorana.
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El quinto capítulo muestra un análisis numérico realizado en Python, donde se presentaran los
valores de las regiones permitidas de las fases de Majorana y los ángulos de mezcla, en función
de pequeños valores para los parámetros de ruptura. Basados en esos resultados, se restringirán
a su vez las regiones totales de la masa efectiva de Majorana, para ambas jerarquías de masas.

El sexto capítulo presenta las conclusiones y discusiones derivadas del análisis y la interpretación
de los temas abordados en este trabajo de investigación.

Finalmente se anexará un apéndice en el que se mostrarán los códigos realizados en Wolfram
Engine, que es motor de software de uso gratuito, que implementa Wolfram Language. Estos có-
digos fueron implementados para: obtener el valor del invariante de Jarlskog, comprobar algunas
características de la matiz de mezcla y determinar la forma de la matriz de mezcla y de la matriz
de masas, bajo esta simetría µ− τ de re�exión.



1.Modelo Estándar y el Lagrangiano electro-
débil

1.1. Modelo Estándar

El Modelo Estándar (ME) es aquel modelo que describe las interacciones fuerte, electromagnética
y débil de las partículas elementales en el marco de la teoría cuántica de campos. Este modelo
fue formulado en 1967 por S. Weinberg y A. Salam, a partir de un modelo gauge SU(2)× U(1)
propuesto seis años antes por S.L. Glashow [1, 2, 3]; teniendo como resultado una teoría gauge
basada en el grupo de simetría local SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y , donde los subíndices C, L e Y
denotan color, quiralidad izquierda e hipercarga débil, respectivamente.

El descubrimiento en 1974 del quark charm por BNL (J) y SLAC (ψ) y el posterior descubri-
miento de los bosones W± y Z en el CERN establecieron �rmemente el ME como el modelo
que describe las interacciones leptónicas, hadrónicas débiles y electromagnéticas (electrodébiles)
[4, 5, 6, 7]. Tras el descubrimiento del tercer leptón τ , por M. Perl en 1975, los quarks b y t
fueron descubiertos en 1977 y 1995 respectivamente en el Fermilab, completando todos los blo-
ques constructores del ME con tres generaciones como se muestra en la Fig.(1.1). El número de
generaciones se �jó en tres en 1989 por las medidas realizadas por los experimentos LEP en el
CERN de la anchura invisible del bosón Z [8, 9, 10].

Figura 1.1: Esquema del Modelo Estándar. Tomado de [11]

Es importantes mencionar que el grupo gauge determina de manera irrefutable las interacciones
y el número de bosones vectoriales gauge corresponden a los generadores del grupo. Por lo que las
partículas que median en las interacciones fuertes, son ocho gluones sin masa, correspondientes
a los ocho generadores de SU(3)C . Cuatro bosones gauge, de los cuales tres son masivos W± y Z
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y uno sin masa γ, correspondientes a los tres generadores de SU(2)L y un generador de U(1)Y ,
responsables de las interacciones electrodébiles.

Además, el Modelo Estándar incorpora el denominado mecanismo de Higgs. El mecanismo de
Higgs permite que los bosones gauge W y Z, que originalmente no poseen masa, adquieran gra-
dos de libertad longitudinales y, por ende, se vuelvan masivos. Asimismo, el mecanismo de Higgs
también es responsable de que los leptones y los quarks adquieran masa a través de su interacción
con el campo de Higgs [12, 13, 14].

Por otra parte es de nuestro interés tener presente que dentro del ME los neutrinos son de las
pocas partículas fundamentales en las que los valores de sus masas y cargas eléctricas son iguales
a cero, como consecuencia, estas partículas solo pueden hacer parte de las interacciones electro-
débiles, de las cuales se hablará más a detalle la siguiente sección.

Ningún experimento realizado hasta la fecha ha detectado desviaciones concluyentes del ME,
excepto los experimentos de oscilación de neutrinos (cuyo descubrimiento mereció el premio
Nobel en 2015 [15]), que han demostrado que los neutrinos son masivos y están mezclados. En
el ME, esto no es así. Este descubrimiento sugiere que el ME es una teoría efectiva de la aún
desconocida teoría más allá del ME.

1.2. Lagrangiano Electrodébil

Las interacciones del neutrino, pueden ser determinadas a partir de la sección electrodébil del
Lagrangiano del ME; al considerar a SU(2)L × U(1)Y , que es solo una parte del grupo de sime-
trías del ME.

Al grupo de simetría SU(2)L se le denomina isospín débil, donde el subíndice L hace referencia
a que solo actúa sobre sus componentes quirales izquierdas. Este grupo de simetría tiene 3 gene-
radores que denotaremos como Iα (α = 1, 2, 3) quienes satisfacen las relaciones de conmutación
del momento angular [LA, LB] = iεABCLC

⇒ [Ia, Ib] = iεabcIc .

Debido a esta relación de conmutación, la representación bidimensional de estos generadores es
de la forma Ia = σa

2 , donde σ1, σ2, σ3 son las matrices de Pauli.

Por otra parte al grupo de simetría U(1)Y se le denomina hipercarga, el subíndice Y representa
el operador de hipercarga (quien es generador de este grupo de simetría), que asocia a I3 y al
operador de carga Q por medio de la relación de Gell-Mann-Nishijima

Q = I3 +
Y

2
[16]. (1.1)

Para garantizar la invarianza de norma local, se requiere la existencia de campos de norma vecto-
riales. Para la simetría SU(2)L se introducen los campos bosónicos Aµa (a = 1, 2, 3) asociados a
los tres generadores Ia (a = 1, 2, 3). Mientras que la simetría local U(1)Y requiere un campo bo-
sónico Bµ asociado al generador Y . De esta manera, la derivada covariante del sector electrodébil
es de la siguiente forma

Dµ = ∂µ + igAµ · I + ig′BµY

2
[17], (1.2)

donde para Aµ e I se utiliza la notación vectorial:

{
Aµ ≡

(
Aµ1 , A

µ
2 , A

3
µ

)
I ≡ (I1, I2, I3)

.
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El siguiente paso en la construcción de la teoría electrodébil SU(2)L×U(1)Y es elegir las repre-
sentaciones para los campos de fermiones. Los componentes quirales izquierdos de los campos de
fermiones se agrupan en dobletes de isospín débil. Para simpli�car, consideremos sólo la primera
generación de leptones y quarks, así,

LL ≡
(
νeL
eL

)
, QL ≡

(
uL
dL

)
.

Partiendo de esta representación del campo de los fermiones, y tomando en cuenta que los
generadores del grupo SU(2)L están determinados por Ia = σa

2 , por lo tanto

ILL =
σ

2
LL , IQL =

σ

2
QL , (1.3)

donde para los fermiones con quiralidad izquierda los valores para I3 y el operador Q son:

LL ≡
(
νeL
eL

)
→ I3 ≡

{
1/2
−1/2

, Q ≡
{

0
−1

,

QL ≡
(
uL
dL

)
→ I3 ≡

{
1/2
−1/2

, Q ≡
{

2/3
−1/3

.

(1.4)

A partir de la teoría de dos componentes de Landau, Lee y Yang; se puede asumir que el neutrino
solo tiene una componente quiral izquierda, entonces las componentes derechas de los fermiones
dentro del ME son:

eR , uR , dR .

Debido a esto, bajo el grupo de transformaciones de isospín estos se comportan como singletes:

IfR = 0 ; (f = e, u, d). (1.5)

Además al igual que para las componentes izquierdas podemos conocer el valor de las hipercargas
a partir de la relación Gell-Mann-Nishijima 1.1, Teniendo en cuenta que para las componentes
quirales derechas de los fermiones sus valores para I3 y Q son

eR → I3 ≡ 0 , Q = −1 ;

uR → I3 ≡ 0 , Q = 2/3 ;

dR → I3 ≡ 0 , Q = −1/3 .

(1.6)

El Lagrangiano electrodébil del ME, es aquel Lagrangiano renormalizable más general invariante
bajo el grupo de simetría local SU(2)L×U(1)Y ; escrito en términos de los campos fermiónicos,
los campos bosónicos gauge, y un doblete de Higgs Φ; para la primera generación de leptones y
quarks, tenemos

L =iLL��DLL + iQL��DQL +
∑

f=e,u,d

ifR��DfR

− 1

4
AµνA

µν − 1

4
BµνB

µν

+ (DµΦ)
†(DµΦ)− µ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

− ye
(
LLΦeR + h.c.

)
− yd

(
QLΦdR + h.c.

)
− yu

(
QLΦ̃uR + h.c.

)
[18],

(1.7)

donde ��D ≡ γµDµ, es conocida comúnmente como notación slash. La segunda línea contiene
los términos cinéticos y los auto-acoplamientos de los bosones gauge. La tercera línea es el
Lagrangiano del campo de Higgs que genera la ruptura espontánea de simetría. La cuarta línea,
describen la generación de masa fermiónica cuando el campo de Higgs adquiere un valor esperado
de vacío distinto de cero, por medio de las matrices de acoplamiento de Yukawa yk (k = e, d, u)
[13, 19, 20].



1. MODELO ESTÁNDAR Y EL LAGRANGIANO ELECTRODÉBIL 6

1.3. Interacciones electrodébiles

Tomando la primera línea del Lagrangiano electrodébil dado en la Ec.(1.7)

⇒ L = iLLγ
µDµLL + iQLγ

µDµQL +
∑

f=e,u,d

ifRγ
µDµfR ,

y expandiendo las derivadas covariantes

L =LL

(
iγµ∂µ + i2gγµAµ · I + i2g′γµBµ

Y

2

)
LL

+QL

(
iγµ∂µ + i2gγµAµ · I + i2g′γµBµ

Y

2

)
QL

+
∑

f=e,u,d

fR

(
iγµ∂µ + i2gγµAµ · I + i2g′γµBµ

Y

2

)
fR ,

obtendremos un Lagrangiano que describe el acoplamiento de los fermiones con los bosones
gauge, donde los primeros productos de cada uno de los términos corresponden al Lagrangiano
libre (LL), mientras que los productos de los términos restantes corresponden al Lagrangiano de
interacción (LI)

LL = LL(iγ
µ∂µ)LL +QL (iγ

µ∂µ)QL +
∑

f=e,u,d

fR (iγµ∂µ) fR ,

LI =LL
(
i2g��A · I + i2g′��B

Y

2

)
LL +QL

(
i2g��A · I + i2g′��B

Y

2

)
QL

+
∑

f=e,u,d

fR

(
i2g��A · I + i2g′��B

Y

2

)
fR .

Reemplazamos los resultados de las Ec.(1.3) y Ec.(1.5) en I, y los de las Ec.(1.4) y Ec.(1.6) en
Y (teniendo en cuenta la Ec.(1.1)), en sus respectivas componentes quirales

⇒ LI =− 1

2
LL

(
g��A · σ − g′��B

)
LL − 1

2
QL

(
g��A · σ +

1

3
g′��B

)
QL

+ eR g′��B eR +
2

3
uR g′��B uR +

1

3
dR g′��B dR .

Considerando solo los leptones, tenemos

LI,L = −1

2
LL

(
g��A · σ − g′��B

)
LL + eR g′��B eR ,

donde g��A · σ − g′��B =

(
g��A3 − g′��B g(��A1 − i��A2)
g(��A1 + i��A2) −g��A3 − g′��B

)
.

⇒ LI,L = −1

2

(
νeL eL

)( g��A3 − g′��B g(��A1 − i��A2)
g(��A1 + i��A2) −g��A3 − g′��B

)(
νeL
eL

)
+ eR g′��B eR ,

LI,L = −1

2

[
νeL(g��A3 − g′��B)eL + νeL

(
g(��A1 − i��A2)

)
νeL

+ eL
(
g(��A1 + i��A2)

)
eL + eL

(
−g��A3 − g′��B

)
νeL

]
+ eR g′��B eR .

Separamos el Lagrangiano de interacción para los leptones en su parte de corriente cargada (CC)
y corriente neutra (NC)
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⇒ L(CC)
I,L = −1

2

[
νeL

(
g(��A1 − i��A2)

)
eL + eL

(
g(��A1 + i��A2)

)
νeL

]
,

L(NC)
I,L = −1

2

[
νeL(g��A3 − g′��B)νeL + eL

(
−g��A3 − g′��B

)
eL

]
+ eR g′��B eR .

De�niendo los campos de los bosones W+ y W− como

W±
µ =

A1
µ ∓ iA2

µ√
2

.

∴ L(CC)
I,L = −g

√
2

2

[
νeL ��W

+ eL + eL ��W
− νeL

]
,

= − g√
2

[
νeL γ

µW+
µ eL + eL γ

µW−
µ νeL

]
,

y teniendo en cuenta que

ΨL = Ψ
1 + γ5

2
; ΨL =

1− γ5

2
Ψ .

∴ L(CC)
I,L = − g√

2

[
νe(1 + γ5) γµ (1− γ5)eW+

µ + e (1 + γ5) γµ (1− γ5) νeW
−
µ

]
.

Tomando en cuenta las siguientes propiedades de γ5:

{γ5, γµ} = γ5γµ + γµγ5 = 0 ,

(γ5)2 = I4×4 .

⇒ L(CC)
I,L = − g

2
√
2

[
νe γ

µ(1− γ5)e W+
µ + e γµ (1− γ5)νe W

−
µ

]
,

= − g

2
√
2

[
νe γ

µ(1− γ5)e W+
µ + h.c.

]
.

Si la corriente cargada leptónica se de�ne como:

jµW,L = νeγ
µ(1− γ5)e = 2νeLγ

µeL . (1.8)

⇒ L(CC)
I,L = − g

2
√
2

[
jµW,L W

+
µ + h.c.

]
, (1.9)

L(CC)
I,L = − g√

2

[
νeLγ

µeL W
+
µ + h.c.

]
. (1.10)



2. Oscilaciones de Neutrinos

Cuando hablamos de las oscilaciones de neutrinos nos referimos al cambio de un neutrino de
sabor να a un neutrino de sabor νβ a medida que este se traslada por el espacio; donde α y β
pueden ser e, µ o τ .

Las oscilaciones de neutrinos fueron propuestas por Bruno Pontecorvo a �nales de los años 50,
como una analogía de las oscilaciones de los kaones [21, 22]. Debido a que en un principio solo
se conocía al neutrino electrónico, Pontecorvo creó el concepto de neutrino estéril, que es un
fermión neutro que no participa en las interacciones débiles. Tras el descubrimiento del neutrino
muónicos en el experimento Brookhaven de Lederman, Schwart, Steinbeger y colaborares [23],
fue posible formular teóricamente oscilaciones entre neutrinos de sabores, para lo cual deben ser
partículas masivas que se mezclan.

Para describir este fenómeno en 1962 Maki, Nakagawa y Sakata [24] consideraron un modelo en
los que las bases de sabor (να; α = e, µ, τ) y de masa (νj ; j = 1, 2, 3), se relacionaban mediante
una matriz unitaria denominada matriz PMNS (Pontecorvo, Maki, Nakagawa, Sakata), de la
siguiente manera: νeνµ

ντ

 =

Ue1 Ue2 Ue3
Uµ1 Uµ2 Uµ3
Uτ1 Uτ2 Uτ3

ν1ν2
ν3

 . (2.1)

2.1. Parametrización de una matriz unitaria

Una parte fundamental en la comprensión de los experimentos de oscilaciones de neutrinos, es el
determinar y describir de manera precisa cada uno de los componentes de la matriz de mezcla
UPMNS , partiendo de las restricciones implicadas por su unitariedad. Es de nuestro interés utilizar
la parametrización estándar, la cual puede ser explicada de manera análoga a la parametrización
de la matriz de mezcla CKM (Cabbibo-Kobayashi-Maskawa), que es la responsable de describir
los cambios de sabor en la corriente cargada de los quarks [25].

2.1.1. Parametrización para una matriz unitaria 2× 2

Debido a la naturaleza de una matriz unitaria V

V V† =

(
V11 V12
V21 V22

)2

=

(
1 0
0 1

)
,

se obtiene como resultado las siguientes expresiones:

2∑
j

|Vij |2 =
2∑
j

|Vji|2 = 1 para i = 1, 2; (2.2)

ViiV
∗
ji + VijV

∗
jj = 0 para i, j = 1, 2, y i ̸= j, (2.3)
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por lo que partiendo de la Ec.(4.23) se puede introducir un ángulo de mezcla θ tal que:

|V11| = |V22| = cos θ ≡ c y |V12| = |V21| = sin θ ≡ s;

⇒ V =

(
ceiα11 seiα12

seiα21 ceiα22

)
.

Teniendo en cuenta la Ec.(2.3) se pueden determinar que:

c s ei(α11−α21) + s c ei(α12−α22) = 0,

de acuerdo con la ecuación anterior una fase puede ser eliminada. Por lo tanto, la forma general
para esta matriz unitaria es:

V =

(
ceiα11 seiα12

−sei(α11−α12+α22) ceiα22

)
=

(
1 0

0 ei(α22−α12)

)(
c s
−s c

)(
eiα11 0
0 eiα12

)
.

De esta manera, una matriz unitaria N × N depende de N2 parámetros reales. Los cuales se
dividen en

N(N − 1)

2
ángulos de mezcla, y

N(N + 1)

2
fases, (2.4)

donde el número total de fases físicas son (2N − 5) si el neutrino es una partícula de Dirac y
3(N − 2) si el neutrino es una partícula de Majorana.

2.1.2. Parametrización en el caso de N=3

En este caso denotaremos a la matriz unitaria 3× 3 como U y si trabajamos de manera análoga
como en la matriz anterior, la mezcla en el sector de neutrinos se describe por una matriz con
las siguientes características:

Tres ángulos de mezcla:

� θ12: Llamado ángulo de mezcla solar; que describe la mezcla entre los neutrinos elec-
trónicos y muónicos.

� θ13: Llamado ángulo de mezcla de reactor; que describe la mezcla entre los neutrinos
electrónicos y tauónicos.

� θ23: Llamado ángulo de mezcla atmosférico; que describe la mezcla entre los neutrinos
muónicos y tauónicos.

Tres fases físicas: dos fases β denominadas como fases de Majorana y una fase δ denominada
fase de Dirac.

Tres fases λ no físicas.

De tal manera que U puede expresarse de la siguiente forma [26]:

U =

 eiλ1 0 0
0 eiλ2 0
0 0 eiλ3


 c12c13 s12c13 s13e

−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13
s12s23 − c12c23s13e

iδ −c12s23 − s12c23s13e
iδ c23c13

 1 0 0
0 eiβ1 0
0 0 eiβ2

 .

(2.5)
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2.2. Teoría de las oscilaciones de neutrinos

Para un neutrino de sabor α y momento lineal p, creado por una corriente de carga de interacción
débil de un leptón cargado l−α , su oscilación puede ser descrita por el estado de sabor:

|να⟩ =
∑
k

U∗
αk |νk⟩ , (α = e, µ, τ) . (2.6)

Los estados el neutrino masivos |νk⟩ son autoestados del Hamiltoniano,

H |νk⟩ = Ek |νk⟩ , (k = 1, 2, 3) ,

donde el autovalor de energía es

Ek =
√
p2 +m2

k .

De la ecuación de Schrödinger conocemos que:

i
d

dt
|νk(t)⟩ = H |νk(t)⟩ ,

por lo que esto implica que los estados de masa de los neutrinos evolucionan en el tiempo como
ondas planas

|νk(t)⟩ = e−iEkt |νk⟩ .

Ahora si se considera un estado de sabor |να(t)⟩ que describe a un neutrino creado en un sabor
de�nido α en un tiempo t = 0, la evolución temporal del estado, está dada por:

|να(t)⟩ =
∑
k

U∗
αke

−iEkt |νk⟩ , (2.7)

tal que |να(t = 0)⟩ = |να⟩ .

Recordando las características unitarias de la matriz de mezcla U :

U †U = 1 ⇔
∑
α

U∗
αkUαj = δkj .

Además podemos expresar los estados de masa en términos de los estados de sabor, invirtiendo
la Ec.(2.6):

|νk⟩ =
∑
α

Uαk |να⟩ .

⇒ |να(t)⟩ =
∑
k

U∗
αke

−iEkt

∑
β

Uβk |νβ⟩

 , (β = e, µ, τ) .

∴ |να(t)⟩ =
∑

β=e,µ,τ

[∑
k

U∗
αke

−iEktUβk

]
|νβ⟩ , (2.8)

debido a esto, la superposición de masas para un neutrino en un estado |να(t)⟩, es un estado de
sabor puro en t=0. Mientras que es una superposición de diferentes estados de sabor para t > 0,
con el coe�ciente de |νβ⟩ es:

Aνα−→νβ (t) ≡ ⟨νβ|να(t)⟩ ,
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⟨νβ|να(t)⟩ =
∑
k

⟨νk|Uβk

[∑
k

U∗
αke

−iEkt|νk⟩

]
,

=
∑
k

U∗
αkUβke

−iEkt ,

(2.9)

esta es la amplitud para la transición να −→ νβ en función del tiempo. Por lo que la probabilidad
de transición viene dada por:

Pνα−→νβ (t) = |Aνα−→νβ (t)|
2 ,

=
∑
k,j

U∗
αkUβkUαjU

∗
βje

−i(Ek−Ej)t .

Para la energía tenemos:

Ek =
√
p2 +m2

k = p

√
1 +

m2
k

p2
,

cuya aproximación por series de Taylor, considerando p≫ m es:

Ek ≈ p

[
1 +

1

2

m2
k

p2
+ ...

]
, (2.10)

para un neutrino ultrarelativista es posible utilizar las siguientes aproximaciones: E ∼ |p| y
t ∼ L,

⇒ Ek ≃ p+
m2
k

2p
.

En nuestro caso

Ek − Ej =
∆m2

kj

2p
≈

∆m2
kj

2E
,

donde ∆m2
kj = m2

k −m2
j .

Por lo tanto, la probabilidad de transición se puede aproximar a

Pνα−→νβ (L) =
∑
k,j

U∗
αkUβkUαjU

∗
βj exp

(
−i

∆m2
kjL

2E

)
. (2.11)

2.3. Jerarquía de Masas

La probabilidad de transición de las oscilaciones de neutrinos (Ec.(2.11)), es dependiente de las
diferencias de masas cuadradas ∆m2

kj . Se les denomina como diferencias de masas cuadradas en
la escala solar a ∆m2

SOL, mientras que en la escala atmosférica a ∆m2
ATM . Por medio de los

datos experimentales de oscilaciones que tienen en cuenta efectos de materia en neutrinos solares
[27], se sabe que la diferencia de masa solar es positiva. Sin embargo, en la escala atmosférica
solo conocemos el valor absoluto de ∆m2

31, por lo que aún no es posible determinar si el autovalor
de masa del neutrinos ν3 es mas o menos ligero que los autovalores de masa de los neutrinos ν1
y ν2. En el caso en que ν3 sea el más pesado se le denomina comúnmente como ordenamiento
o jerarquía de masa normal (JN), mientras que si ν3 es el más ligero se le denominará como
ordenamiento o jerarquía de masa inversa (JI) [28, 29]. En la �gura 2.1 podemos observar la
diferencia entre cada uno estos ordenamientos de masas.
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Figura 2.1: Representación grá�ca de las jerarquías de masas y la probabilidad de encontrar el
neutrino de sabor α en cada uno de los autovalores de masa. Tomado y adaptado de [30].

2.3.1. Jerarquía Normal (JN)

Si de�nimos a m3 como el autovalor de masa más pesado, tendríamos que:

m3 > m2 > m1 ,

por lo que en este caso m1 será la masa mínima (m0), mientras que, si partimos de las diferencias
de masas cuadradas solares y atmosféricas; podemos determinar los valores para m2 y m3:

m1 = m0 . (2.12)

∆m2
SOL ≡ ∆m2

21 = m2
2 −m2

1 .

⇒ m2 =
√
∆m2

SOL +m2
0 . (2.13)

∆m2
ATM ≡ ∆m2

32 = m2
3 −m2

2 .

⇒ m3 =
√
∆m2

ATM +∆m2
SOL +m2

0 . (2.14)

2.3.2. Jerarquía Inversa (JI)

Si de�nimos a m3 como la el autovalor de masa más liviano, tendríamos que:

m2 > m1 > m3 ,

ahora en este caso m3 será la masa mínima (m0), mientras que, si partimos de las diferencias de
masas cuadradas atmosféricas y solares; podemos determinar los valores para m1 y m2:

m3 = m0 . (2.15)

∆m2
ATM ≡ ∆m2

13 = m2
1 −m2

3 .

⇒ m1 =
√
∆m2

ATM +m2
0 . (2.16)

∆m2
SOL ≡ ∆m2

21 = m2
2 −m2

1 .

⇒ m2 =
√
∆m2

SOL +∆m2
ATM +m2

0 . (2.17)
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2.4. Oscilaciones de dos neutrinos en el vacío

Un caso mas simpli�cado que nos puede ayudar a entender de manera más sencilla el funcio-
namiento de las oscilaciones de neutrinos, es considerar solo la existencia de dos neutrinos con
sabor να y νβ , (α, β = e, µ; e, τ ; µ, τ), o combinaciones lineales de sus estados puros de sabor
[13]. Estos dos estados de sabor son superposiciones lineales de dos estado de masas, descritos
por la siguiente matriz de mezcla:

U =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, (2.18)

donde θ es el ángulo de mezcla. En este caso solo habrá una diferencia de masas cuadradas:

∆m2 ≡ ∆m2
kj ; (k, j = 3, 1; 3, 2; 2, 1) .

Con estas consideraciones, podemos determinar que la probabilidad de transición descrita en la
Ec.(2.11), para να → νβ con α ̸= β es:

Pνα→νβ (L,E) =
1

2
sin2(2θ)

(
1− cos2

(
∆m2L

4E

))
= sin2(2θ) sin2

(
∆m2L

4E

)
. (2.19)

La probabilidad de supervivencia Pνα→να , que responde al caso en que α = β puede calcularse a
partir de la conservación de la probabilidad:

Pνα→να(L,E) = 1− sin2(2θ) sin2
(
∆m2L

4E

)
. (2.20)

De la Ec.(2.19) podemos observar que, para una energía �ja, la probabilidad de transición es
una función periódica de la distancia. Cuando el argumento del seno al cuadrado es π, a L se le
llama longitud de oscilación, y esta determinada por

Losc =
4πE

∆m2
. (2.21)

La probabilidad de transición es muy pequeña si L ≪ Losc, y oscila rápidamente si L ≫ Losc.
Para observar oscilaciones de neutrinos se debe satisfacer que

∆m2 ≳
E

L
. (2.22)

Se dice que un experimento es sensible a ∆m2 cuando se cumple la anterior condición. Diferentes
experimentos pueden ser distinguidos para ser sensibles a diferentes valores de ∆m2, escogiendo
valores apropiados de la razón L/E.

La �gura 2.2 permite observar de manera clara el comportamiento de la probabilidad de transición
y supervivencia para dos neutrinos que, por ejemplo, tienen una diferencia de masas al cuadrado
de ∆m2 = 7,5× 10−5eV2 y un ángulo de mezcla θ = 46o.
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Figura 2.2: Probabilidad de transición y supervivencia, con una diferencia de masas cuadradas
∆m2 = 7,5× 10−5eV2 y un ángulo de mezcla θ = 46o. Adaptado de [13].

2.5. Tipos de experimentos en las oscilaciones de neutrinos

Algunos de los tipos mas comunes de experimentos que estudian las oscilaciones de neutrinos
son:

2.5.1. Experimentos de neutrinos solares

En estos experimentos se estudian los neutrinos generados por la reacciones termonucleares en
el centro del Sol. Dado la gran distancia que existe entre el Sol y la Tierra (aproximadamente
de 1,5× 1011m) los neutrinos experimentan oscilaciones durante su propagación dentro del Sol.
Debido a que la energía detectada para los neutrinos en estos procesos puede tener valores entre
0,2− 15 MeV, el rango de L/E y la sensibilidad a las diferencias de masas cuadradas ∆m2 es

L

E
≲ 1012m/MeV =⇒ ∆m2 ≳ 10−12eV2. (2.23)

Por lo que estos experimentos son muy sensibles a valores pequeños de ∆m2. Algunos experi-
mentos de este tipo son: Homestake [31] (donde se observó por primera vez el dé�cit de neutrinos
solares), Kamiokande [32], Super-Kamiokande [33] (que con�rmó el dé�cit de neutrinos solares
y midió la tasa de eventos de neutrinos muónicos), SNO [34] (demostró que los neutrinos solares
oscilan al medir la tasa de diferentes tipos de eventos de neutrinos), GNO [35], GALLEX [36],
SAGE [37], KamLAND [38], etc.

2.5.2. Experimentos de neutrinos atmosféricos

En estos experimentos se estudian los neutrinos generados por la interacción de los rayos cósmicos
con la atmósfera, en la que se producen un gran �ujo de piones y kaones, los cuales decaen en
muones y neutrinos, a su vez, muchos muones decaen en electrones y neutrinos antes de llegar
a la super�cie de la Tierra. La distancia entre la fuente y el detector es de aproximadamente
20 km, si estos vienen de arriba hacia abajo, mientras que, para los que se producen al otro lado
de la Tierra y la cruzan es de aproximadamente 1, 3 × 104 km. La energía detectable de estos
neutrinos cubre un gran rango de al rededor de 500 MeV− 100 GeV. Los valores típicos de L/E
y la sensibilidad a ∆m2 es

L

E
≲ 104km/GeV =⇒ ∆m2 ≳ 10−4eV2. (2.24)
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Algunos experimentos que de este tipo son: Kamiokande [32], IMB [39], NUSEX [40], Frejus [41],
Super-Kamiokande[33], MACRO [42], Soudan-2 [43], MINOS [44], etc.

2.5.3. Experimentos de neutrinos de reactor

En estos experimentos se estudian mayormente los antineutrinos electrónicos generados por reac-
tores nucleares mediante decaimiento β− de núcleos pesados (principalmente en fragmentos de
�sión de 235U,238U,239Pu,241Pu). Estos experimentos pueden dividirse según la distancia que
haya entre el reactor y el detector, de la siguiente manera:

Experimentos de corta distancia (Short BaseLine experiments (SLB)): La energía
típica de los antineutrinos electrónicos (ν̄e) es del orden de pocos MeV y la distancia entre la
fuente y el detector es de varias decenas de metros. El rango de L/E cubierto por reactores
SLB y su sensibilidad a ∆m2 son

L

E
≲ 10 m/MeV =⇒ ∆m2 ≳ 0,1eV2. (2.25)

Debido a la muy poca cantidad de energía que poseen los antineutrinos no es posible la
producción de muones y tauones, por lo que en estos experimentos solo se puede medir la
probabilidad de supervivencia de νe por detección, en liquido centellador, a través de la
reacción del decaimiento β inverso

ν̄e + p→ n+ e+, (2.26)

con una energía mínima para νe de Eth = 1,8MeV. Algunos experimentos de este tipo son:
ILL [45], Gosgen [46] , Rovno [47], Krasnoyarsk [48], Bugey [49], Savannah River [50], etc.

Experimentos de larga distancia (Long BaseLine experiments (LBL)): En estos
experimentos la distancia entre la fuente y el reactor es del orden de kilómetros. El rango
de L/E y la sensibilidad a ∆m2 son

L

E
≲ 103m/MeV =⇒ ∆m2 ≳ 10−3eV2. (2.27)

Algunos experimentos de este tipo son: CHOOZ [51], Palo Verde [52], Double CHOOZ [53],
Daya Bay, RENO, etc.

Experimentos de muy larga distancia (Very Long-Baseline experiments (VLB)):

En estos experimentos la distancia entre la fuente y el reactor es del orden de 100 km. El
rango de L/E y la sensibilidad a ∆m2 son

L

E
≲ 105m/MeV =⇒ ∆m2 ≳ 10−5eV2. (2.28)

Algunos experimentos de este tipo son KamLAND [38] y Borexino [54].

2.5.4. Experimentos de neutrinos de acelerador

En estos experimentos se utilizan aceleradores de partículas para producir haces de neutrinos
producidos por el decaimiento de piones, kaones y muones creados por un haz de protones que
golpea un blanco. Al igual que los experimentos de reactores estos experimentos pueden también
pueden dividirse según la distancia:

Experimentos de corta distancia (SLB): En este rango de distancias, los experimentos
se pueden clasi�car en:
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� Decaimiento del pion: En estos experimentos los haces están compuestos mayor-
mente por νµ o νµ producidos por el decaimiento de kaones y piones. Estos decaen a
una distancia de 100 m. En el caso de un haz de νµ producidos por π+,K+ → µ++νµ,
existen alrededor de 1% de νµ y de νµ debido principalmente al decaimiento de
µ+ → e+ + νe + νµ. La energía típica de los neutrinos es del orden de unos pocos
GeV. La distancia típica entre la fuente y el detector es del orden de los kilómetros.
El rango de L/E cubierto por aceleradores SLB y su sensibilidad a ∆m2 son

L

E
≲ 1km/GeV =⇒ ∆m2 ≳ 1eV2. (2.29)

En el caso de νµ → ντ , la energía debe ser de un orden de magnitud mayor (la ener-
gía mínima para la producción de τ en la reacción del decaimiento β inverso es de
3,5 GeV), tal que L/E ≲ 0,1 km/GeV → ∆m2 ≳ 10 eV2. Algunos experimentos que
de este tipo son: BEBC [55] (νµ → νe), FNAL-E531 [56] (νµ → ντ ), CHARM [57]
(νµ → νµ, νµ → νe, νµ → ντ ), LSND [58] (νµ → νe), etc.

� Decaimiento del muon: En estos experimentos los haces están compuestos por
antineutrinos muónicos (νµ), los cuales se producen en el decaimiento

µ+ → e+ + νe + νµ. (2.30)

Los µ+ son producidos en el decaimiento del pion

π+ → µ+ + νµ (2.31)

(los π− son absorbidos en su mayoría por el núcleo) y frenados en el blanco. Estos νµ
tienen energías del orden de varias decenas de MeV y pueden ser usados para medir
transiciones de νµ → νe, ya que podemos garantizar que estos no están presentes en
los productos de π+ o µ+. La distancia típica entre la fuente y el detector es del orden
de varias decenas de metros, con un rango de L/E y la sensibilidad a ∆m2 de

L

E
≲ 1m/MeV =⇒ ∆m2 ≳ 1eV2. (2.32)

Algunos experimentos que de este tipo son: LAMPF-0645 [59], LSND [58], KARMEN
[60], etc.

Experimentos de larga distancia (LBL): Al igual que en los reactores SBL, en este caso
los haces producen neutrinos o antineutrinos del muon, los cuales vienen del decaimiento de
los piones y kaones, la distancia entre la fuente y el detector es de alrededor de 102−103 km,
lo que implica un rango de L/E y la sensibilidad a ∆m2 de

L

E
≲ 103km/GeV =⇒ ∆m2 ≳ 10−3eV2. (2.33)

En este caso los experimentos han sido pocos, algunos de ellos son: K2K [61] (νµ → νµ, νµ →
νe), MINOS [44] (νµ → νµ, νµ → νe), ICARUS [62] (νµ → ντ ),, T2K [63] (νµ → νe, νµ →
νe).

Experimentos de muy larga distancia (VLB): La distancia entre la fuente y el
detector de estos experimentos del orden de miles de kilómetros, comparable con el diámetro
de la Tierra. El rango de L/E y la sensibilidad a ∆m2 son

L

E
≲ 104km/GeV =⇒ ∆m2 ≳ 10−4eV2. (2.34)
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Los proyectos que existen actualmente para la implementación de estos experimentos son;
Super-Beam [64], Beta-Beam[65] y Neutrino Factory[66].

Como bien sabemos ya, las oscilaciones de neutrinos, sus amplitudes y frecuencias son sensibles
a al menos uno de los ángulos θij y a las diferencias de masa cuadradas ∆m2

ij , respectivamente.
Por lo que en nuestro caso, para los cálculos que realizaremos más adelante tendremos en cuenta
los resultados del análisis global de los datos de oscilaciones que se presentan en la Tabla 2.1.
Estos resultados provienen de una combinación de datos de experimentos de neutrinos: solares,
atmosféricos, de acelerador LBL y de reactores SBL, para los casos separados de JN y JI.

Parámetro Jerarquía Mejor ajuste 1σ rango 2σ rango 3σ rango
∆m2

SOL [10−5eV 2] JN 7,34 7,20− 7,51 7,05− 7,69 6,92− 7,90
JI 7,34 7,20− 7,51 7,05− 7,69 6,92− 7,91

∆m2
ATM [10−3eV 2] JN 2,485 2,453− 2,514 2,419− 2,547 2,389− 2,578

JI 2,465 2,434− 2,495 2,404− 2,526 2,374− 2,556

sin2 θ12 [10−1] JN 3,05 2,92− 3,19 2,78− 3,32 2,65− 3,47
JI 3,03 2,90− 3,17 2,77− 3,31 2,64− 3,45

sin2 θ13 [10−2] JN 2,22 2,14− 2,28 2,07− 2,34 2,01− 2,41
JI 2,23 2,17− 2,30 2,10− 2,37 2,03− 2,43

sin2 θ23 [10−1] JN 5,45 4,98− 5,65 4,54− 5,81 4,36− 5,95
JI 5,51 5,17− 5,67 4,60− 5,82 4,39− 5,96

δ/π JN 1,28 1,10− 1,66 0,95− 1,90 0− 0,07⊕ 0,81− 2
JI 1,52 1,37− 1,65 1,23− 1,78 1,09− 1,90

Tabla 2.1: Valores de los parámetros de la matriz de mezcla obtenidos por los ajustes globales
de diferentes experimentos de oscilaciones de neutrinos. Tomado de [67].



3. Términos de masa de Dirac y Majorana

A partir de la formulación del concepto de neutrino por Wolfgang Pauli, se postularon diversas
teorías respecto a la naturaleza de su masa, tales como que era equivalente a la del electrón e
incluso que no la poseía. Gracias al descubrimiento y estudio de las oscilaciones de neutrinos, hoy
podemos a�rmar que estas partículas fundamentales si poseen masa. Sin embargo, no conocemos
sus valores exactos y hasta el momento sabemos de manera aproximada el rango valores que
pueden tomar sus diferencias de masas al cuadrado [20, 68, 13].

3.1. Términos de masas de Dirac

El Lagrangiano de Dirac que describe los campos fermiónicos libres, Ψ, está dado por

L = Ψ(iγµ∂µ −mD)Ψ.

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos deducir la ecuación de movimiento para
las partículas de spin 1/2 ; por ejemplo para un campo Ψ tenemos que:

∂µ

[
∂L

∂(∂µΨ)

]
− ∂L

∂Ψ
= 0,

∂L

∂Ψ
= (iγµ∂µ −mD)Ψ ,

∂L

∂
(
∂µΨ

) = 0.

⇒ (iγµ∂µ −mD)Ψ = 0.

que es conocida como la ecuación de Dirac.

El Lagrangiano de Dirac puede dividirse en un término cinético y un término masivo:

L = LCinético + LMasivo = Ψ̄iγµ∂µΨ−mDΨ̄Ψ.

El término de masa de Dirac para los leptones se expresa como:

LD = −
∑

Ψ=e,µ,τ

mDΨ̄Ψ.

Recordando que un espinor cualquiera puede expresarse en sus proyecciones quirales como:
Ψ = PLΨ+ PRΨ = ΨL +ΨR; ΨL = ΨPR; ΨR = ΨPL.

⇒ LD = −
∑

Ψ=e,µ,τ

mD(ΨR +ΨL)(ΨR +ΨL),

donde ΨR y ΨL son las componentes quirales derecha e izquierda de los campos fermiónicos.
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(ΨR +ΨL)(ΨR +ΨL) =ΨRΨR +ΨLΨL +ΨRΨL +ΨLΨR,

=Ψ����:0
PLPRΨ+Ψ����:0

PRPLΨ+ΨPLPLΨ+ΨPRPRΨ.

Además que los operadores proyección PR y PL cumplen las siguientes relaciones:
PLPR = PRPL = 0, PL + PR = 1, P 2

L = PL, P 2
R = PR .

(ΨR +ΨL)(ΨR +ΨL) = ΨRΨL +ΨLΨR , ΨRΨL = (ΨLΨR)
†.

⇒ LD = −
∑

ψ=e,µ,τ

mD(ΨRΨL +ΨLΨR) = −
∑

ψ=e,µ,τ

mDΨRΨL + h.c. . (3.1)

Debido a la conservación de la carga eléctrica total, el Lagrangiano del ME es invariante bajo
las transformaciones globales

Ψ′
L = eiΛΨL, ΨR = e−iΛΨR, W ′

α = eiΛWα, V ′
aL = Val,

donde Λ es una constante arbitraria. El término de masa Ec.(3.1) es el término de masa de Dirac
y Ψ es el campo de Dirac de los leptones Ψ+ y antileptones Ψ−.

En el caso de los neutrinos, realizando una analogía con los leptones supondremos que además
de las tres componentes quirales izquierdas, se le adicionan al Lagrangiano tres componentes
quirales derechas, por lo que el término de masas para el neutrino tiene la forma:

⇒ LD = −
∑

a,b=e,µ,τ

νaR MD
ab νbL + h.c. ,

dondeMD es una matriz compleja no diagonal. Ahora bien, si queremos mostrar esta expresión en
su forma diagonalizada mi debemos realizar una transformación bi-unitaria a la matriz compleja
MD:

MD = U †
RmiVL ⇒ mi = URM

DV †
L ,

donde U y V son matrices unitarias tales que cumplen: U U † = U † U = 1; V V † = V † V = 1.

⇒ LD = −
∑
a,b

νaL U
†
LmiVR νbR + h.c.

Estas matrices unitarias transforman las componentes quirales (R y L) de la siguiente manera:

νaL =
3∑
i=1

UaiL νiL , νaR =
3∑
i=1

VbiRνiR. (3.2)

Por tanto:

LD = −
3∑
i=1

νiR mi νiL + h.c. , (3.3)

LD = −
3∑
i=1

(mi νiRνiL +mi νiLνiR) = −
3∑
i=1

mi (νiR + νiL) (νiR + νiL),

LD = −
3∑
i=1

miν̄iνi. (3.4)
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3.2. Términos de masa de Majorana

Como pudimos observar el mecanismo de masa de Dirac requiere la existencia de campos de
neutrinos derechos. Por otro lado, si se considera que debe existir una conservación del numero
total de Leptones L, no será posible construir la masa del neutrino a partir únicamente de sus
componentes izquierdas, de hecho tenemos que:

γ5νℓL = −νℓL, (3.5)

νℓLγ5 = νℓL. (3.6)

Por lo que el producto de campos de neutrinos invariantes bajo transformaciones globales, es
igual a cero:

νℓ′LνℓL = (νℓ′Lγ5)(−γ5νℓL) = −νℓ′LνℓL = 0.

Ahora bien, si consideramos que se viola la conservación del numero leptonico, podemos construir
el término de masa solo a partir del campo de neutrino de sabor νℓL. De hecho si consideramos
la Ec.(3.6) observamos que

(νℓLγ5)
T = γT5 ν

T
ℓL = νTℓL,

y al multiplicar la anterior ecuación por la matriz unitaria de la conjugación de cargas C, que
satisface las relaciones:

CγTµC
−1 = −γµ , CT = −C,

CγT5 C
−1 = γ5 , C νTℓL = (νℓL)

C .

⇒ C γT5 ν
T
ℓL = C νTℓL,

γ5C νTℓL = (νℓL)
C ,

γ5(νℓL)
C = (νℓL)

C . (3.7)

por lo tanto el producto de campos izquierdos de neutrinos teniendo en cuenta las Ec.(3.6) y
Ec.(3.7), entonces:

νℓL(νℓL)
C = (νℓLγ5)(γ5(νℓL)

C) ̸= 0,

cabe recalcar que este producto no es invariante bajo transformaciones globales.

Considerando todo esto, podemos formular los términos de masas para el Lagrangiano de Majo-
rana tal que:

LM = −1

2

 ∑
ℓ′,ℓ=e,µ,τ

νℓ′L M
M
ℓ′ℓ (νℓL)

C + h.c.

 ,
LM = −1

2

[
νL M

M (νL)
C + h.c.

]
, (3.8)

donde:

El factor 1/2, se utilizara para evitar una doble contabilidad; debido a que su hermitico
conjugado es idéntico.

νL, tiene la forma νL =

νeLνµL
ντL

 .

MM , es una matriz compleja 3× 3 no diagonal simétrica que tiene la forma:

MM =

 Mee Meµ Meτ

Meµ Mµµ Mµτ

Meτ Mµτ Mττ

 . (3.9)
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3.2.1. Diagonalización de la matriz MM

Considerando al neutrino como una partícula de Majorana, los términos de masas para los
leptones cargados y para los neutrinos (Ec.(3.8)), pueden escribirse como:

Lm = −1

2
νL M

M
ν (νL)

C − lL M
M
l lR + h.c. . (3.10)

En general, estas matrices no diagonales, se diagonalizan por las siguientes transformaciones

V T
ν M

M
ν Vν =Md

ν , (3.11)

V †
l M

M
l MM†

l Vl = (Md
l )

2. (3.12)

Entonces, al realizar esta diagonalización, es posible reescribir LCC , dado en la Ec.(1.10), en
términos de los autoestados de masas, por lo que:

L(CC)
I,L = − g√

2

(
e µ τ

)
L
γµ U

 ν1
ν2
ν3


L

W−
µ + h.c. , (3.13)

donde U = V †
l Vν .

Sin perdida de generalidad, podemos escoger la base en la que los autoestados de sabor de los
leptones cargados corresponden a los autoestados de masa, es decir Vl = I y por ende U = Vν ,
cabe aclarar que esto no puede ser de manera contraria debido a que sabemos que los neutrinos
son masivos.

Por lo tanto, al considerar al neutrinos como una partícula de Dirac, el Lagrangiano de corriente
cargada descrito en la Ec.(3.13), es invariante bajo las transformaciones de fase globales

νkL → eiφkνkL, νkR → eiφkνkR (k = 1, 2, 3),

ℓαL → eiφαℓαL, ℓαR → eiφαℓαR (α = e, µ, τ),

de los campos neutrino y leptón cargado respectivamente, por lo que en la matriz de mezcla
unitaria U descrita en la Ec.(2.5) se pueden eliminar las tres fases no físicas λ, de modo que solo
dependerá de tres ángulos de mezcla y una fase física que viola CP, la cual reescribimos como:

UD =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13
s12s23 − c12c23s13e

iδ −c12s23 − s12c23s13e
iδ c23c13

 . (3.14)

Además, esta matriz puede representarse como el producto de tres matrices de rotación de Euler:

UD = R23(θ23; 0)R13(θ13; δ)R12(θ12; 0),

=

 1 0 0
0 c23 s23
0 −s23 c23

 c13 0 s13e
−iδ

0 1 0
−s13eiδ 0 c13

 c12 s12 0
−s12 c12 0
0 0 1

 .
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Sin embargo, al considerar al neutrino como una partícula de Majorana, el Lagrangiano LCC no
será invariante bajo las transformaciones de fase νkL → eiφkνkL. Esto debido a que los campos
de neutrinos izquierdos no podrán ser re-fasados, lo que implica que las fases físicas β1 y β2 no
serán eliminadas, de modo que la matriz de mezcla unitaria U dependerá de tres ángulos de
mezcla y tres fases físicas que violan CP, la cual reescribimos como:

U = UD UMDiag,

U =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13
s12s23 − c12c23s13e

iδ −c12s23 − s12c23s13e
iδ c23c13

 1 0 0
0 eiβ1 0
0 0 eiβ2

 . (3.15)

La representación de la matriz U por la Ec.(3.15) es denominada como la matriz unitaria PMNS
(Pintecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata) en su parametrización estándar [24].

∴ U = UPMNS ,

∴Md
ν =

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

 . (3.16)

Por tanto

Lm = −1

2
νL (UMd

νU
T ) (νL)

C + lL Ml lR + h.c. ,

= −1

2
νL UM

d
νU

T C (νL)
T + lL Ml lR + h.c. .

y teniendo en cuenta que:

νLU = ν†Lγ0U = ν†LUγ0 = (U †νL)
†γ0 = U †νL.

UTC(νL)
T = CUT (νL)

T = C (νLU)T = C
(
U †νL

)T
=

(
U †νL

)C
.

Entonces

Lm = −1

2

(
U †νLM

d
ν (U

†νL)
C
)
+ lL Ml lR + h.c. .

∴ Lm = −1

2
νML Md

ν (νML )C + lL Ml lR + h.c. . (3.17)

donde νML = U †νL =

 ν1
ν2
ν3

.

Por lo que el Lagrangiano de masas para los neutrinos de Majorana es:

LM = −1

2
νML Md

ν (νML )C + h.c. ,

Además recordemos que cualquier campo fermionico se puede escribir como la suma de sus
componentes quirales derechas e izquierdas, donde:

(νML )C = C
1 + γT5

2
(νM )T =

1 + γ5
2

νM = νMR , (3.18)
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por lo que
νM = νML + νMR . (3.19)

⇒ LM = −1

2
νM Md

ν ν
M = −1

2

ν1ν2
ν3

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

ν1ν2
ν3

 ,

= −1

2
(m1ν1ν1 +m2ν2ν2 +m3ν3ν3) = −1

2

3∑
i=1

miνiνi.

De aquí podemos determinar que νi es el campo de neutrinos para la masami. Además observando
la Ec.(3.19) podemos concluir que sí se cumple la condición de Majorana [69], dado que:

(νM )C = (νML )C + (νMR )C = νMR + νML = νM .

∴ (νi)
c = νi.

3.3. Decaimiento doble beta sin neutrinos (0νββ)

La observación de la doble desintegración beta sin neutrinos (0νββ), en la que

(A,Z) → (A,Z + 2) + 2e−,

demostraría la existencia de la violación del numero leptónico y por ende proporcionaría infor-
mación sobre la escala absoluta de los autovalores de masa del neutrino. Uno de los parámetros
de mayor interés dentro del estudio de la desintegración 0νββ es el tiempo de vida medio del
núcleo [70]. Bajo la suposición de que la única fuente de violación de número leptónico, a bajas
energías, es la masa tipo Majorana del neutrino, está dada por(

T 0ν
1/2

)−1
= |mββ |2 |M0ν |2G0ν(Q,Z),

que depende del producto de los siguientes factores:

M0ν es un elemento de la matriz nuclear, que representa la amplitud para la transición
nuclear desde el núcleo de estado inicial al �nal.

G0ν(Q,Z) es el factor de espacio fase, que indica la viabilidad de la desintegración según
su cinemática.

|mββ | es la masa efectiva de Majorana.

3.4. Masa efectiva de Majorana

Bajo la hipótesis de que solo tres neutrinos conocidos (νe, νµ, ντ ) participan en el proceso de la
desintegración 0νββ, la masa efectiva de Majorana puede deducirse a partir de la combinación
de los autoestados de masa m1, m2 y m3, junto con los términos de la primera �la de la matriz
de mezcla de los neutrinos, los cuales están relacionados con los ángulos de mezcla θ12, θ13 , así
como dos fases de Majorana β1 y β2 [71]. Por lo que |mββ | viene dada por:

|mββ | =

∣∣∣∣∣
3∑
i=1

U2
eimi

∣∣∣∣∣ . (3.20)
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Al sustituir en la expresión anterior, los parámetros descritos por la Ec.(3.15) da como resultado:

|mββ | =
∣∣(c12c13)2 m1 + (s12c13 e

iβ1)2 m2 + (s13e
−iδ eiβ2)2 m3

∣∣ . (3.21)

Resientes búsquedas experimentales de la desintegración doble beta sin neutrinos, muestran que
las restricciones más fuertes sobre los tiempos de vida de la desintegración 0νββ provienen de los
experimentos KamLAND-Zen [72] y GERDA [73] para el xenón y el germanio, respectivamente.
En ellos se ha establecido un límite para las vidas medias correspondientes de T 0ν

1/2 > 2,3× 1026

años [72], y T 0ν
1/2 > 1,8×1026 años [73], al 90%C.L. Por lo que, sus correspondientes límites para

la masa efectiva de Majorana son

mββ < 36− 156 meV [72],

mββ < 79− 180 meV [73].
(3.22)



4. Simetría µ − τ

Es importante recordar algunos conceptos de los que ya hemos hablado en los capítulos anteriores:

Los autoestados de sabor de los leptones se describen a través de su participación en las
interacciones electrodébiles, como se expresa en la Ec.(1.10).

Los autoestados de masa de los leptones están descritos por su propagación por el espacio
libre, como se expresa en la Ec.(3.10).

Los autoestados de sabor y masa de los neutrinos, pueden relacionarse a partir de la matriz
de transformación unitaria UPMNS descrita en la Ec.(3.14), en el caso de Dirac, y en la
Ec.(3.15), en el caso de Majorana.

Partiendo de los rangos en 3σ para los parámetros de oscilación θij y δ mostrados de la Tabla
2.1, podemos calcular el valor de las componentes de la matriz |UD| y obtener los siguientes
resultados para cada jerarquía de masas:

Jerarquía Normal:

|UD| =

0,798− 0,849 0,509− 0,583 0,142− 0,155

0,249− 0,525 0,444− 0,688 0,652− 0,764

0,240− 0,522 0,478− 0,712 0,629− 0,743

 (4.1)

Jerarquía Invertida:

|UD| =

0,799− 0,849 0,508− 0,581 0,142− 0,156

0,229− 0,520 0,448− 0,690 0,654− 0,764

0,247− 0,531 0,471− 0,711 0,628− 0,741

 (4.2)

Para observar de manera mas intuitiva las características de estas matrices, ilustraremos las
magnitudes relativas de cada uno de sus elementos como se muestra en la �gura 4.1.
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(a) Jerarquía Normal. (b) Jerarquía Invertida.

Figura 4.1: Ilustración de las magnitudes relativas de los elementos de las matrices PMNS, donde
el área coloreada de cada círculo es proporcional a |Uαi| (para α = e, µ, τ e i = 1, 2, 3). Adaptada
de [74].

Al observar las �guras anteriores y los resultados obtenidos en las Ec.(4.1) y Ec.(4.2), podemos
determinar que existe una interesante simetría de intercambio entre las �las µ y τ , tal que,

|Uµi| ⋍ |Uτi| (para i = 1, 2, 3). (4.3)

De hecho, algunas componentes de de |UD| son esencialmente iguales o muy cercanas a cier-
tos coe�cientes Clebsh-Gordan simples pero típicos de la teoría de grupos (como 1/

√
2, 1/

√
3 y

1/
√
6), por lo que puede existir una especie de simetría de sabor global y discreta. Por tanto, es

razonable conjeturar U = U0 +∆U , donde U0 denota un patrón de mezcla de sabores constante
que se origina a partir de un grupo de simetría de sabores subyacente, y ∆U representa peque-
ñas correcciones o perturbaciones de U0 como resultado de algunos efectos suaves de ruptura de
simetría [74, 75].

Por otra parte, la Ec.(4.3) puede cumplirse de manera exacta para cualquiera de los siguientes
dos conjuntos de condiciones:

|Uµi| = |Uτi| ⇐⇒


θ23 =

π

4
, θ13 = 0;

ó

θ23 =
π

4
, δ = ±π

2
.

(4.4)

Está claro que θ13 = 0 ya ha sido descartado, θ23 = π/4 esta permitido dentro de los rangos a
un sigma o a dos sigmas. Mientras la fase de violación CP δ tiene un valor central casi máximo
de 3π/2, como se muestra en la Tabla 2.1. Sin embargo, el valor de δ = π/2 es permitido, según
indicios de violación CP procedente de los datos de T2K [63], que en el ajuste global fueron algo
diluidos por la combinación con los datos actuales de NOνA [76].

A partir de los conjuntos de condiciones mostrados en la Ec.(4.4), es posible determinar dos tipos
de simetría µ− τ :

Simetría de permutación: donde el término de masa del neutrino no cambia bajo las
transformaciones

νe → νe, νµ → ντ , ντ → νµ. (4.5)
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Simetría de re�exión: donde el término de masa del neutrino se mantiene invariable
bajo las transformaciones

νe → νce , νµ → νcτ , ντ → νcµ, (4.6)

donde el superíndice c denota la conjugación de carga del campo de neutrinos.

Dentro de este trabajo de investigación solo nos enfocaremos en la simetría de re�exión.

4.1. Simetría µ − τ de re�exión

Originalmente esta simetría fue propuesta por Harrison y Scott [77], quienes partiendo de las
características mostradas por las Ec.(4.1) y Ec.(4.2) para la matriz de mezcla, postularon la
posibilidad de que |Uµi| = |Uτi|, eliminado las dos fases Majorana, llegando a la siguiente para-
metrización de UPMNS (Ec.(3.15)) en una convención de fases apropiada:

Uµ−τ =

 Ue1 Ue2 Ue3
Uµ1 Uµ2 Uµ3
U∗
µ1 U∗

µ2 U∗
µ3

 =

 u1 u2 u3
v1 v2 v3
v∗1 v∗2 v∗3

 , (4.7)

donde los elementos ui se han dispuesto para que sean reales.

Dentro de la física de partículas la invariante de Jarlskog proporciona una forma sencilla de
cuanti�car la violación CP en la matriz de mezcla, que matemáticamente se expresa como

J = Im(U11U
∗
12U

∗
21U22) [78]. (4.8)

Por medio de este término invariante presente en en todas las parametrizaciones de las matriz de
mezcla, estableceremos una expresión que compare la violación CP para las matrices unitarias
UPMNS y Uµ−τ . Así podremos demostrar que los valores que deben tomar algunos de los
parámetros de oscilación para que la simetría de re�exión sea consistente.

4.1.1. Invariante de Jarlskog para Uµ−τ

Al reemplazar los elementos de la matriz Uµ−τ en la Ec.(4.8) obtenemos que

J = Im(u1u
∗
2v

∗
1v2) = u1u2Im(v∗1v2). (4.9)

Asi que primero debemos tener en cuenta algunas características de la matriz de mezcla (com-
probadas en el Apéndice A.1):

Al normalizar de cualquier columna de la matriz de mezcla URPMNS (Ec.(4.21)), es posible
determinar que ∑

α=e,µ,τ

|Uαi|2 = 1 para i = 1, 2, 3; (4.10)

por lo que, si aplicamos la propiedad anterior a la matriz Uµ−τ descrita en la Ec.(4.7)
obtenemos

|ui|2 + 2|vi|2 = 1,

⇒ |vi|2 =
1− |ui|2

2
. (4.11)
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Debido a la ortogonalidad de cualquier par de columnas de URPMNS (Ec.(4.21)) es posible
determinar que

UeiU
∗
ej + UµiU

∗
µj + UτiU

∗
τj = 0 para todo i ̸= j,

por lo que para Uµ−τ obtenemos

uiu
∗
j = −2Re(viv

∗
j ) . (4.12)

Para una variable compleja z = a+ ib, se cumplen las siguientes igualdades:

θ = Arg(z) ⇐⇒ cos θ =
Re(z)

|z|
y senθ =

Im(z)

|z|
. (4.13)

De aquí es posible de�nir a γ1 = Arg(v1) y por tanto la diferencia de fase γ21 ≡ γ2 − γ1,
de donde es posible determinar que:

cos(γ21) =
Re(v∗1v2)

|v∗1v2|
, (4.14)

sen(γ21) =
Im(v∗1v2)

|v∗1v2|
. (4.15)

Al reemplazar las Ec.(4.15), Ec.(4.14), Ec.(4.12) y Ec.(4.11) en la Ec.(4.9) obtenemos

|J | = |u1||u2||Im(v∗1v2)| = |u1||u2|
[
|v1v2| |sen(γ21)|

]
,

= |u1||u2|
[
|v1v2|

√
1− cos2γ21

]
= |u1||u2|

|v1v2|
√
1−

(
− u1u2
2|v1v2|

)2
 ,

= |u1||u2|

[
�
��|v1v2|

√
4|v1v2|2 − (u1u2)2

4����|v1v2|2

]
= |u1||u2|

[
1

2

√
4|v1|2|v2|2 − (u1u2)2

]
,

= |u1||u2|
[
1

2

√
(1− |u1|2)(1− |u2|2)− (u1u2)2

]
= |u1||u2|

[
1

2

√
1− |u1|2 − |u2|2

]
,

=
1

2
|u1||u2||u3|.

∴ |J | = 1

2
|Ue1Ue2Ue3|. (4.16)

4.1.2. Invariante de Jarlskog para UPMNS

Como se muestra en el Apéndice A.1, al reemplazar los elementos de la matriz UPMNS en la
Ec.(4.8) obtenemos que

|J | = c12s12c
2
13s13c23s23| sin δ|,

= (c12c13)︸ ︷︷ ︸
|Ue1|

(s12c13)︸ ︷︷ ︸
|Ue2|

(s13)︸︷︷︸
|Ue3|

(c23s23)︸ ︷︷ ︸
1
2
sen(2θ23)

| sin δ|.

∴ |J | = 1

2
|Ue1Ue2Ue3| | sen δ| sen(2θ23). (4.17)
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Igualando las Ec.(4.16) y Ec.(4.17) determinamos que

| sen δ| sen(2θ23) = 1.

y por tanto

δ = ±π/2 ; θ23 =
π

4
. (4.18)

Sin embargo, como se muestra en el Apéndice A.2, al evaluar los resultados obtenidos para δ
y θ23 en UPMNS (Ec.(3.15)), obtenemos que la forma de la matriz de transformación Uµ−τ no
es consistente con la mostrada en la Ec.(4.7). Para solucionar dicha inconsistencia tendremos
en cuenta que la matriz M0

ν = (Uµ−τ ) diag(m1,m2,m3)(Uµ−τ )
T , tiene la siguiente forma (ver

Apéndice A.3):

M0
ν =

 mee meµ m∗
eµ

meµ mµµ mµτ

m∗
eµ mµτ m∗

µµ

 , (4.19)

por lo que, los elementos de esta matriz deben satisfacer las siguientes condiciones de textura:

mee = m∗
ee, meµ = m∗

eτ , mµµ = m∗
ττ , mµτ = m∗

µτ . (4.20)

En el caso de UPMNS (Ec.(3.15)), una de estas condiciones no se cumple, ya que, de acuerdo con
lo mostrado en el A.2, meµ = −m∗

eτ . Por lo tanto, será necesario cambiar la parametrización de
UPMNS . Una de las posibles formas en las que se podrían satisfacer las condiciones anteriores es
cuando la parametrización para UPMNS tenga la siguiente convención de signos:

URPMNS =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

s12c23 + c12s13s23e
iδ −c12c23 + s12s13s23e

iδ −c13s23
s12s23 − c12s13c23e

iδ −c12s23 − s12s13c23e
iδ c13c23

× diag
[
1, eiβ1 , eiβ2

]
,

(4.21)
para llegar a este resultado es necesario que los valores de las fases no físicas (que aparecen en la
Ec.(2.5)) sean λ2 = π y λ1 = λ3 = 0. Es importante mencionar que aunque la ecuación anterior
contenga la fases de Majorana, dentro del marco de la simetría de re�exión exacta estas no son
consideradas. Además que, aunque los valores de las fases no físicas afecten en la forman de la
parametrización de la matriz de mezcla, los resultados no variaran debido a que estas fases no
físicas serán reabsorbidas por el mecanismo de oscilaciones de neutrinos.

Por lo que la matriz de masas no diagonal para la nueva parametrización URPMNS , sigue mante-
niendo su forma

Mν =

 mee meµ meτ

meµ mµµ mµτ

meτ mµτ mττ

 , (4.22)

estos resultados pueden comprobarse en el Apéndice A.4.

Entonces ahora al evaluar los resultados obtenidos en la Ec.(4.18) en (URPMNS) obtenemos que
la matriz de transformación Uµ−τ tiene la forma

URPMNS

(
δ = −π

2 , θ23 =
π
4 , β1,2 = 0

)
=

 c12c13 s12c13 ∓is13
1√
2
(s12 ± ic12s13)

1√
2
(−c12 ± is12s13) − c13√

2
1√
2
(s12 ∓ ic12s13)

1√
2
(−c12 ∓ is12s13)

c13√
2

 = Uµ−τ ,

(4.23)
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y en consecuencia los elementos de la matriz M0
ν (Ec.(4.19)), se parametrizaran tal que:

mee = c213(c
2
12 m1 +m2 s

2
12)−m3 s

2
13,

meµ =
1√
2

(
c12c13s12(m1 −m2)− ic13s13

(
c212m1 +m2s

2
12 +m3

))
,

mµµ =
1

2

(
c212

(
m2 −m1s

2
13

)
− 2ic12s12s13(m1 −m2) + c213m3 + s212

(
m1 −m2s

2
13

))
,

mµτ =
1

2

(
c212

(
m1s

2
13 +m2

)
− c213m3 + s212

(
m1 +m2s

2
13

))
.

(4.24)

La determinación de los resultados de las Ec.(4.23) y Ec.(4.24), pueden verse de manera detallada
en el Apéndice A.4. En el que se utilizo la herramienta computacional de Wolfram Engine como
kernel dentro del editor de código Visual studio code.

4.2. Leves rompimientos de la simetría µ − τ de re�exión

Es posible llegar a la forma de la matriz de mezcla Uµ−τ , utilizando los valores de θ23 y δ
mostrados en la Ec.(4.18); mientras que θ12 y θ13 pueden ser parámetros libres, tales que pueden
acomodarse fácilmente dentro del intervalo experimental de 3σ mostrados en la Tabla 2.1. Por
lo que partiendo de los datos experimentados de los ángulos de mezcla, podemos suponer que la
matriz de mezcla tenga la forma

UMµ−τ = Uµ−τ × diag
[
1, eiβ1 , eiβ2

]
= URPMNS

(
δ = −π

2 , θ23 =
π
4

)
, (4.25)

como es de esperar, esta forma de la matriz de mezclas permite que la matriz de masa presente
una desviación del patrón simétrico observado en la Ec.(3.9), directamente inducida por las fases
Majorana. Debe quedar claro que en el límite β1 = β2 = 0, el patrón simétrico se restaura.

En este trabajo se consideran las fases de Majorana como fuente de desviación de la simetría de
re�exión en la matriz de masa.

Modulemos entonces las desviaciones de una matriz de masa simétrica de la forma

δM =Mν −M0
ν , (4.26)

δM =

 mee meµ meτ

meµ mµµ mµτ

meτ mµτ mττ

−

 mee meµ m∗
eµ

meµ mµµ mµτ

m∗
eµ mµτ m∗

µµ

 ,

δM =

 0 0 meτ −m∗
eµ

0 0 0
meτ −m∗

eµ 0 mττ −m∗
µµ

 ,

por lo que, a partir de estos resultados podemos de�nir a δ = meτ −m∗
eµ y ϵ = mττ −m∗

µµ.

⇒ δM (δ, ϵ) =

 0 0 δ
0 0 0
δ 0 ϵ

 , (4.27)

donde δ y ϵ serán los parámetros que medirán las desviaciones de la simetría de re�exión. Sin
embargo, la textura de la matriz de masa de corrección podría escribirse de otra manera, por
ejemplo, situando los parámetros de ruptura en las entradas δMµµ, δMeµ y δMµe, pero sus
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valores no cambiarían si se toma el módulo de estos parámetros. También podemos de�nir los
dos parámetros adimensionales de la siguiente manera

δ̂ ≡ δ

m∗
eµ

, ϵ̂ ≡ ϵ

m∗
µµ

. (4.28)

Es sencillo demostrar que en el caso límite en el que β1 = β2 = 0 dichos parámetros desaparecen,
restaurando el patrón simétrico de la Ec.(4.23). Por lo tanto, la magnitud de la ruptura de la
simetría de re�exión en la matriz de masa de neutrinos está directamente relacionada con los
valores no evanescentes de las fases de Majorana. En el siguiente capítulo se muestran los resul-
tados computacionales y analíticos, basados en la exigencia de pequeñas desviaciones del patrón
simétrico, examinando el espacio de parámetros en las fases de CP de Majorana compatible con
la imposición de |δ̂|, |ϵ̂| ≲ 1, lo que también se denomina una ruptura leve o suave de la simetría
µ− τ [75].



5. Resultados

5.1. Análisis Numérico

Es factible determinar los valores que pueden tomar las fases de Majorana, partiendo de las
potenciales desviaciones de la simetría µ − τ de re�exión, mencionadas en la Ec.(4.28). En la
�gura 5.1 se presentan las distintas regiones permitidas de las fases de Majorana para diferentes
valores de los parámetros de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂|, para la jerarquía normal e invertida.
Para obtener dichas grá�cas, se realizó una simulación en Python , en la que se calculan 4× 106

puntos para el valor de URPMNS (Ec.(4.21)), donde la fase de Dirac δ = −π
2 y el ángulo de mezcal

θ23 = π
4 , se mantendrán �jos. Mientras que, se seleccionaran de manera aleatoria los valores

de: la masa más ligera en un intervalo 0 ≤ m0 ≤ 0.1 [eV], las fases de Majorana en un intervalo
−π ≤ β1,2 ≤ π y tanto los ángulos de mezcla como el resto de autovalores de masa variaban
dentro del intervalos de 3σ mostrados en la Tabla 2.1. El Apéndice B, describe el procedimiento
anterior de manera ilustrativa. En este primer análisis utilizaremos la parametrización de la
matriz de mezcla descrita por la Ec.(4.25). Más adelante, tomaremos un segundo caso donde las
fases de Majorana cambien de posición, como se mostrará en la Ec.(5.1).

5.1.1. Primera parametrización (UM
µ−τ )

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.1: Regiones permitidas de fases Majorana para la Jerarquía Normal e Invertida. Las
regiones pequeñas, medianas y grandes corresponden a Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0.1, 0.3, 0.5, respectiva-
mente. Fuente: Autor.
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En las grá�cas anteriores podemos notar que se obtuvieron diferentes combinaciones de fases
Majorana, que están permitidas dentro de las pequeñas desviaciones de la matriz de masas
simétrica. Como era de esperar, el tamaño del área permitida varía según los valores seleccionados
de los parámetros de ruptura adimensional. Es necesario destacar que, mientras que para la JN
ambas fases de Majorana están condicionadas a extenderse alrededor de algunos valores enteros
de π/2; en el JI, la fase β2 no tiene ninguna restricción respecto a su posible valor, incluso para
las desviaciones más pequeñas. Esto se puede comprender teniendo en cuenta que las fases de
Majorana, están en las posiciones de la diagonal (2,2) y (3,3) para la parametrización en la
Ec.(4.25), es decir acompañan a m2 y m3. Así, para la jerarquía normal (en el caso límite de
m1 = m0), ambas fases son relevantes, mientras que en el límite de jerarquía invertida (m3 = m0),
la fase β2 queda indeterminada. Dichas diferencias en ambas jerarquías pueden observarse de
manera mas clara al comparar el comportamiento de cada una de las fases de Majorana respecto
a los parámetros de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂|. Como se muestra en la �gura 5.2.

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.2: Regiones permitidas de las fases Majorana β1 y β2 respecto a cada uno de los pará-
metros de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂|. Fuente: Autor.
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A partir de la �gura 5.2, se observa, además de las características ya mencionadas, la indepen-
dencia de los parámetros de ruptura de simetría en ambas jerarquías de masas respecto a β1 Esto
se evidencia en que, por ejemplo, no todos los valores de las fases de Majorana que cumplen con
la condición |δ̂| ≲ 0,1 cumplen también con la condición |ϵ̂| ≲ 0,1. En contraste, los valores de
β2 presentan un comportamiento similar para ambos parámetros de ruptura.

Otros parámetros de oscilación cuyo comportamiento queremos conocer bajo las restricciones de
la simetría de re�exión son los ángulos de mezcla θ12 y θ13. Bajo el mismo análisis computacional
realizado anteriormente, estos ángulos tomarán valores aleatorios para la JN (0,5408 ≤ θ12 ≤
0,6299 y 0,1423 ≤ θ13 ≤ 0,1559) y para la JI (0,5396 ≤ θ12 ≤ 0,6278 y 0,143 ≤ θ13 ≤ 0,1565).
Y al aplicar las restricciones de los parámetros de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂| , obtenemos las
grá�cas mostradas en la Figura 5.3.

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.3: Regiones permitidas de para los ángulos de mezcla θ12 y θ13 en la Jerarquía Normal
e Invertida. Fuente: Autor.

Al observar los resultados obtenidos en la �gura 5.3 se puede ver que los ángulos de mezcla θ12 y
θ13 no exhiben ninguna restricción en sus rangos de valores permitidos, luego de haber aplicado
las condiciones de |δ̂| y |ϵ̂|, presentes en la Figura 5.3.
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Debido a la gran importancia que tiene el concepto de la masa efectiva de Majorana dentro
del estudio de la desintegración 0νββ, nos interesa observar el comportamiento de dicha masa
efectiva (Ec.(3.20)) respecto a la masa más ligera del neutrino (JN: Ec.(2.12), JI: Ec.(2.15)).
Para ello lo haremos en el marco de la simetría µ− τ de re�exión. Por lo que en un principio solo
tendremos en cuenta las restricciones provenientes de la simetría de re�exión, para los parámetros
de oscilación δ y θ23 (Ec.(4.18)). Para ello, utilizando los mismos puntos de muestreo del análisis
computacional previo y además agregaremos el valor límite de la masa ligera obtenido del análisis
de las observaciones cosmológicas (

∑
mν ≲ 0,12 eV) [79] y los límites obtenidos por KamLAND-

Zen (|mββ | < (36− 156) [meV]) [72], expresiones (3.22).

Figura 5.4: Masa efectiva de Majorana en función de la masa mas ligera del neutrino, la línea
punteada representa la región completa de JI y JN, mientras que las líneas discontinuas con
puntos representan los limites de KamLAND-Zen y los limites cosmológicos. Fuente: Autor.

Ahora, a los datos obtenido en la grá�ca anterior aplicaremos la restricción de los parámetros de
ruptura adimensional Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0,5. Esto nos permitirá identi�car las regiones permitidas
para |mββ | en cada una de las jerarquías de masa. Adicionalmente, consideraremos los resultados
de la �gura 5.1 para diferenciar estas regiones en función de la fase de Majorana correspondiente
a cada punto.

Figura 5.5: Regiones permitidas de la masa efectiva de Majorana respecto a la restricción de
los parámetros de ruptura adimensional Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0.5. Diferentes valores de las fases de
Majorana tienen el mismo color, debido a que sus respectivos puntos comparten las mismas
regiones para |mββ |. Fuente: Autor.
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Separaremos cada una de las regiones permitidas en diferentes grá�cas para observar de manera
mas clara su comportamiento, además agregaremos una distinción de color respecto a restric-
ciones aun mas leves del rompimiento de la simetría de re�exión. Como se muestra en la �gura
5.6, existe una reducción en los posibles valores que pueden tomar todas la regiones permitidas,
siendo dicha reducción proporcional a los valores de máximos que pueden tener los parámetros
de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂|.

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.6: Regiones permitida de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricción de los
parámetro de ruptura adimensional Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0.1, 0.3, 0.5. Fuente: Autor.
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5.1.2. Segunda parametrización (UM ′
µ−τ )

Por otra parte, surge una inquietud respecto a las regiones permitidas de la masa efectiva de
Majorana. Dado que los parámetros de ruptura son sensibles a los valores de las fases de Majo-
rana, ¾qué sucedería si tomamos una parametrización diferente de la matriz de mezcla, en la que
la posición de las fases dentro de la matriz diagonal sean modi�cadas? Si tomamos la siguiente
parametrización

UM
′

µ−τ = Uµ−τ × diag
[
eiβ2 , eiβ1 , 1

]
, (5.1)

que es otra parametrización muy común dentro del estudio de las oscilaciones de neutrinos.
Obtendremos las �guras que se mostraran a continuación, en las cuales se tuvieron en cuenta
las mismas restricciones provenientes de la simetría µ − τ de re�exión para los parámetros de
oscilación. En consecuencia las restricciones en los valores de las fases de Majorana respecto a
los posibles valores máximos de los parámetro de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂| se verían de la
siguiente manera

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.7: Regiones permitidas de fases Majorana para la Jerarquía Normal e Invertida. Las
regiones pequeñas, medianas y grandes corresponden a Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0.1, 0.3, 0.5, respectiva-
mente. Fuente: Autor.

Al comparar los resultados de la �gura 5.7 con los obtenidos en la �gura 5.1, es notoria la
diferencia para cada jerarquía de masas entre ambas parametrizaciones. Si bien se mantiene el
hecho de que en una de las jerarquías los valores de ambas fases de Majorana se sitúan al rededor
de algunos valores enteros de π/2 y en la otra jerarquía una de las fases no presenta ningún tipo
de restricción, los mismos resultados se presentan en la jerarquía contraria dependiendo de la
parametrización, lo que es de esperar, ya que la parametrización estamos considerando las fases



5. RESULTADOS 38

en las diagonales (1,1) y (2,2), lo que en el límite m1 = 0 hace irrelevante la fase β1.
Este tipo de cambios en las características de las regiones permitidas de las fases de Majorana,
pueden observarse de manera mas clara al ser comparados con cada uno de los parámetros de
ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂|. Como se muestra a continuación.

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.8: Regiones permitidas de las fases Majorana β1 y β2 respecto a cada uno de los pará-
metros de ruptura adimensional |δ̂| y |ϵ̂|. Fuente: Autor.

Al comparar las áreas de las regiones permitida de la fase β2 en la �gura 5.8 con los de la
�gura 5.2, se observa que, a pesar del cambio de parametrización, las áreas de dichas regiones
siguen manteniendo una forma similar. Sin embargo, ahora se muestran en la jerarquía contraria.
Mientras que a pesar de que la fase β1 no modi�ca su posición dentro de la matriz diagonal, se
observa un cambio muy notorio en la forma de dichas regiones permitidas por los de parámetros
de ruptura adimensional.
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En el caso de esta nueva parametrización, los ángulos de mezcla θ12 y θ13 (que continúan te-
niendo el mismo rango valores permitidos que en la parametrización anterior) se comportan de
la siguiente manera tras aplicar las restricciones de los pequeños rompimientos de la simetría de
re�exión

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.9: Regiones permitidas de para los ángulos de mezcla θ12 y θ13 en la Jerarquía Normal
e Invertida. Fuente: Autor.

Contrastando los resultados obtenidos en la �gura 5.9 con los obtenidos en la �gura 5.3, podemos
notar que independientemente de la parametrización de la matriz de mezcla que utilicemos, no
existirá ninguna restricción en los valores que pueden tomar los ángulos de mezcla θ12 y θ13. Es
interesante ver que, aunque en ambas �guras se evalúa la misma cantidad de puntos durante la
simulación,en la �gura 5.9 se aprecia un cambio signi�cativo en la cantidad de de puntos que
cumplen con las condiciones de restricción aplicadas.
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Finalmente, analizaremos la dependencia de la masa efectiva de Majorana respecto a la masa
mas ligera del neutrino, en las mismas consideraciones que en la �gura 5.4, pero utilizando ahora
la parametrización U ′

PMNS (Ec.(5.1)) en lugar de URPMNS (Ec.(4.21)). Como se muestra en la
�gura 5.10, no se observan cambios signi�cativos en los limites de las regiones totales para masa
efectiva de Majorana en ambas jerarquías (JN y JI).

Figura 5.10: Masa efectiva de Majorana en función de la masa mas ligera del neutrino, la línea
punteada representa la región completa de JI y JN, mientras que las líneas discontinuas con
puntos representan los limites de KamLAND-Zen y los limites cosmológicos. Fuente: Autor.

Al combinar los datos obtenidos en la �gura 5.7, con los obtenidos en la �gura 5.10, donde solo
aplicaremos la restricción máxima para los parámetros de ruptura adimensional [|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0,5.

Figura 5.11: Regiones permitidas de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricción de los
parámetro de ruptura adimensional Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0.5. Diferentes valores de las fases de Majorana
tienen el mismo color, debido a que sus respectivos puntos comparten las mismas regiones para
|mββ |. Fuente: Autor.

En la �gura 5.11 podemos observar que, comparado con la �gura 5.5, en la JN se reducen la can-
tidad regiones permitidas para la masa efectiva de Majorana. Sin embargo, en la JI la cantidad
de regiones permitidas y sus respectivas áreas se mantienen constantes, solo hubo un cambio en
los valores de las fases de Majorana correspondientes a cada región.
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Separaremos cada una de las regiones permitidas en diferentes grá�cas para observar de manera
mas clara su comportamiento. Además, dichas regiones tendrán un color distinto dependiendo
del valor máximo de los parámetros de ruptura de la simetría de re�exión.

(a) Jerarquía Normal.

(b) Jerarquía Invertida.

Figura 5.12: Regiones permitida de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricción de
los parámetro de ruptura adimensional Max[|δ̂|, |ϵ̂|] ≲ 0.1, 0.3, 0.5. Fuente: Autor.

Al igual que se observa en la �gura 5.6, la �gura 5.12 muestra una reducción en los posibles
valores de las regiones permitidas, proporcionales a los valores de máximos que pueden tener
los parámetros de ruptura. Sin embargo, en este último caso, cuando los valores máximos de los
parámetros de ruptura |δ̂| y |ϵ̂| son menores o iguales a 0.1, en la JI se observa una tendencia
aún mayor a que los puntos se concentren más después de los 10−2[eV] para la masa más ligera.



6. Conclusiones

Como se ha visto a lo largo de este trabajo de investigación, la matriz de mezcla U es fundamen-
tal en la comprensión del comportamiento de la teoría de oscilaciones de neutrino. Esta matriz
actúa como intermediaria entre los autoestados de sabor, descritos por L(CC)

I,L , y los autoestados
de masa, descritos por Lm. Por otra parte, la simetría µ−τ que parece tener, de manera exacta o
aproximada, la matriz de mezcla, al ser evaluados los valores experimentales de los parámetros de
oscilación, motivó a plantearnos la pregunta de si se pueden obtener predicciones de las fases de
Majorana en el contexto de simetría mu-tau de re�exión. Después de realizar un cuidadoso análi-
sis numérico podemos concluir que hay una reducción considerable en las regiones permitidas da
ambas fases de Majorana, al menos para un ordenamiento de masa. Experimentos enfocados a la
detección del proceso del decaimiento doble beta sin neutrinos, podría a mediano plazo descartar
o validar estos resultados. En conclusión, la matriz de mezcla U y la simetría µ−τ son elementos
esenciales para interpretar la naturaleza del neutrino en el universo.

Como pudimos observar en la parte �nal de la Sección 4.1, para realizar una selección adecuada
de la parametrización de la matriz de mezcla, es imprescindible tener en cuenta el patrón de
la textura de la matriz de masas que se utilizará. Ya que además esto permitirá determinar de
manera acertada las condiciones necesarias para llegar a la simetría µ− τ de re�exión y, poste-
riormente, a los parámetros de ruptura.

Este estudio demuestra que la aplicación de restricciones de los pequeños rompimientos de la si-
metría µ−τ de re�exión reduce signi�cativamente los valores permitidos de las fases de Majorana
y, por ende, el espacio de parámetros para la masa efectiva de Majorana. Independientemente de
la parametrización, las regiones de los valores permitidos en una de las jerarquías se concentran
alrededor de valores enteros de π/2, mientras que en la otra jerarquía solo una fase presenta estos
valores discretos y la otra permite valores continuos entre 0 y π. Cabe destacar que los valores
de los ángulos de mezcla θ12 y θ13 no presentan restricción alguna. Estos resultados son de gran
importancia, ya que proporcionan fuentes de violación de CP adicionales, que podrían ser útiles
para explicar la asimetría bariónica del Universo.

Sería interesante realizar futuros estudios en los que, además de las restricciones de la simetría
de re�exión µ − τ , agreguemos otras restricciones para la matriz de mezcla provenientes de la
simetría mágica. La simetría mágica implica que la suma de los elementos de cada �la o columna
es igual [80]. Esto podría ayudar a restringir aún más los valores de las fases de Majorana y
posiblemente a que los valores de los ángulos de mezcla también se restrinjan.



Apéndice A. Código implementado en Wolfram
Mathematica

A.1. Invariante de Jarlskog y algunas características de la matiz
de mezcla UPMNS
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A.2. Determinación de las matrices Uµ−τ y M0
ν para UPMNS
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ν PARA Uµ−τ

A.3. Forma de la matriz M0
ν para Uµ−τ



APÉNDICE A. CÓDIGO IMPLEMENTADO EN WOLFRAM MATHEMATICA 46

A.4. Determinación de las matrices Uµ−τ y M0
ν para UR

PMNS



Apéndice B. Diagrama de �ujo que describe el
código implementado en Python

𝜽𝟏𝟑, 𝜽𝟏𝟐,

𝚫𝒎𝑺𝑶𝑳
𝟐 ,

𝚫𝒎𝐀𝐓𝐌
𝟐 .

𝒎𝟎 ≤ 𝟎, 𝟏.

𝑼𝑷𝑴𝑵𝑺
𝐑 ,

𝑴𝝂, |𝒎𝜷𝜷|.

𝜹 = − Τ𝝅 𝟐 ,
𝜽𝟐𝟑 = Τ𝝅 𝟒 ,

−𝝅 ≤ 𝜷𝟏,𝟐 ≤ 𝝅. 

Inicio 

|𝒎𝜷𝜷|, 𝒎𝟎,  𝜷𝟏,𝟐, 𝜽𝟏𝟑, 𝜽𝟏𝟐,

|෡𝜹|, ො𝝐 . 

|෡𝜹|, ො𝝐 .

Fin

𝐉𝐈𝐉𝐍

≤ 𝟎. 𝟑≤ 𝟎. 𝟏 ≤ 𝟎. 𝟓

𝟑𝝈:
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