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Resumen

Las oscilaciones de neutrinos proporcionaron la primera evidencia directa de fisica mas all4 del
modelo estandar, demostrando asf la mezcla de neutrinos. La determinacién experimental de los
parametros de oscilacién sugiere la existencia de una simetria presente en la matriz de mezcla
denominada simetria pu — 7. Este trabajo de investigacion se centra en el estudio la simetria p—7
de reflexién y las posibles implicaciones, de su desviacién, en los parametros de oscilacién. Bajo
la aproximaciéon de pequenas desviaciones se logré determinar que las fases de Majorana estan
fuertemente correlacionadas, y se muestra la implicacién de esta correlacién en el espacio de pa-
rametros para la masa efectiva de Majorana. Esta informacién es importante en la construccion
de modelos para la generacién de masas y mezclas de neutrinos incluyendo fases de violacién CP.

Palabras clave: Oscilaciones de neutrinos, matriz de mezcla, simetria u — 7, masa efectiva de
Majorana.



Abstract

Neutrino oscillations provided the first direct evidence of physics beyond the Standard Model,
thus demonstrating neutrino mixing. The experimental determination of the oscillation parame-
ters suggests the existence of a symmetry present in the mixing matrix known as p—7 symmetry.
This research work focuses on the study of p — 7 reflection symmetry and the possible implica-
tions of its deviation on the oscillation parameters. Under the approximation of small deviations,
it was determined that the Majorana phases are strongly correlated, and the implication of this
correlation in the parameter space for the effective Majorana mass is shown. This information
is important in the construction of models for the generation of neutrino masses and mixings,
including CP-violating phases.

Keywords: Neutrino oscillations, mixing matrix, u — 7 symmetry, effective Majorana mass.



Indice general

Resumen
Abstract
Introduccion

1. Modelo Estiandar y el Lagrangiano electrodébil
1.1. Modelo Estandar . . . . . . . . ... L
1.2. Lagrangiano Electrodébil . . . . . . . . . .. . o oo
1.3. Interacciones electrodébiles . . . . . . . .. Lo L

2. Oscilaciones de Neutrinos
2.1. Parametrizaciéon de una matriz unitaria . . . . . . . ... ...
2.1.1. Parametrizacién para una matriz unitaria 2 x 2 . . . . . ... ... L. L.
2.1.2. Parametrizacién en el casode N=3 . . . . . . . ... . ... .. ... ...
2.2. Teoria de las oscilaciones de neutrinos . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.3. Jerarquia de Masas . . . . . . ...
2.3.1. Jerarquia Normal (JN) . . . . . .. ... . ...
2.3.2. Jerarquia Inversa (JI) . . .. ... .. oo oL
2.4. Oscilaciones de dos neutrinos en el vacio . . . . . . . .. . .. ... . ... ....
2.5. Tipos de experimentos en las oscilaciones de neutrinos . . . . . .. ... ... ..
2.5.1. Experimentos de neutrinos solares . . . . . . . ... ...
2.5.2. Experimentos de neutrinos atmosféricos . . . . .. ... ... ... ... .
2.5.3. Experimentos de neutrinos de reactor . . . . . ... 0L
2.5.4. FExperimentos de neutrinos de acelerador . . . . . . . .. ... ... ...

3. Términos de masa de Dirac y Majorana
3.1. Términos de masas de Dirac . . . . . . . . . .. Lo
3.2. Términos de masa de Majorana . . . . . . . .. . .. ...
3.2.1. Diagonalizacién de la matriz M™ . . . . ... ...
3.3. Decaimiento doble beta sin neutrinos (Ov55) . . . . . ... ... L.
3.4. Masa efectiva de Majorana . . . . . . . . . ... L L

4. Simetria g — T
4.1, Simetria p—7 dereflexion . . . . . . ..o
4.1.1. Invariante de Jarlskog para U, . . . . . . ... ... ... ... ..
4.1.2. Invariante de Jarlskog para Upyng - - - - v o v o o o oo oo o
4.2. Leves rompimientos de la simetria y — 7 de reflexiéon . . . . . . .. ... ... ..

\Y%

I11

v

D = W W

© o oo @

10
11
12
12
13
14
14
14
15
15

18
18
20
21
23
23



INDICE GENERAL VI
5. Resultados 32
5.1. Analisis Numérico . . . . . . . . . . . o 32
5.1.1. Primera parametrizacion (UM) .. ... ... ... ... . ... 32

5.1.2. Segunda parametrizacion (Ué‘/ﬁ;) ....................... 37

6. Conclusiones 42
A. Codigo implementado en Wolfram Mathematica 43
A.1. Invariante de Jarlskog y algunas caracteristicas de la matiz de mezcla Upyrys - . 43
A.2. Determinacion de las matrices U,—r y MZ(,) para UpyNs -« v v v v o o oo 44
A.3. Forma de la matriz M2 para Uy—r . . . o oo i it 45
A.4. Determinacion de las matrices U,_; y M? para U};MNS .............. 46

B. Diagrama de flujo que describe el cédigo implementado en Python 47



Indice de figuras

1.1.

2.1.
2.2.

4.1.

a.1.
5.2.

5.3.

5.4.
9.5,

5.6.

5.7.
9.8.

9.9.

5.10.
5.11.

5.12.

Esquema del Modelo Estdndar. . . . . . . . ... .. ... L.

Esquema de las jerarquias de masas. . . . . . . . ... ...
Probabilidad de transicién y supervivencia para dos neutrinos en el vacio.

[lustracion de las magnitudes relativas de los elementos de las matrices PMNS.

Regiones permitidas de fases Majorana para la Jerarquia Normal e Invertida.

Regiones permitidas de las fases Majorana respecto a cada uno de los parametros
de ruptura adimensional. . . . . . . .. ... L
Regiones permitidas de para los angulos de mezcla 612 y 013 en la Jerarquia Normal
elnvertida. . . . . ..
Masa efectiva de Majorana en funcién de la masa mas ligera del neutrino . . . . .
Regiones permitidas de la masa efectiva de Majorana respecto a la restriccién de
los parametros de ruptura adimensional Max<0.5. . . . . . . ... ... ... ..
Regiones permitida de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricciéon de
los pardmetros de ruptura adimensional. . . . . . . . . ... ... L.
Regiones permitidas de fases Majorana para la Jerarquia Normal e Invertida.

Regiones permitidas de las fases Majorana respecto a cada uno de los paradmetros
de ruptura adimensional . . . . . . ...
Regiones permitidas de para los dngulos de mezcla 612 y 613 en la Jerarquia Normal
elnvertida. . . . . . . .
Masa efectiva de Majorana en funcién de la masa mas ligera del neutrino . . . . .
Regiones permitidas de la masa efectiva de Majorana respecto a las restriccion de
los parametro de ruptura adimensional Max< 0.5, . . . . . . .. ... L.
Regiones permitida de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricciéon de
los parametro de ruptura adimensional. . . . . . . . . ... ... ...

VII

12
14

26

32

33

34
35

35

36
37

40



Introduccion

El Modelo Estandar de la fisica de particulas es una de las teorias més exitosas en la descripcién
de las particulas y fuerzas fundamentales del universo. Basada en observaciones experimentales,
esta teoria describe a los neutrinos como particulas eléctricamente neutras, es decir, sin carga
eléctrica. Por lo tanto, interacttian tinicamente a través de la interacciéon débil, lo que las hace
muy dificiles de detectar y estudiar. Ademas, inicialmente, dentro de dicha teoria los neutrinos se
describian como particulas sin masa. Sin embargo, investigaciones posteriores sobre el fenémeno
de las oscilaciones de neutrinos demostraron la intrigante capacidad de los neutrinos de cambiar
de sabor (e, p, 7) a medida que se desplazan por el espacio, confirmando asi que los neutrinos si
poseen masa, aunque extremadamente pequena.

El Lagrangiano Electrodébil, es una parte fundamental del Modelo Estandar, ya que proporciona
un modelo que unifica dos de las cuatro fuerzas fundamentales (electromagnética y débil) y por
tanto describe las interacciones de los neutrinos. A pesar de la abundancia de los neutrinos en el
universo, son muchos los interrogantes que la comunidad cientifica estd buscando responder. En-
tre las preguntas principales se encuentran ;Qué teorfa explica la mezcla de los neutrinos, es decir,
cudl es la naturaleza de sus masas?, ; Cuél es la jerarquia de masas de neutrinos?, ; Existe viola-
cién CP en este sector?. Lo que nos deja claro que el Modelo Estandar no es una teoria completa.

Muchas ideas existen en la literatura para explicar la mezcla de los neutrinos, especialmente
aquellas basadas en simetrias discretas de sabor, en este trabajo de investigacion, abordaremos
diversos temas fundamentales en el estudio de los neutrinos y sus interacciones, siendo el ob-
jetivo principal restringir los parametros de violacion de CP en el marco de la simetria u — 7
de reflexion. En el primer capitulo se presentara una revisiéon del Lagrangiano electrodébil y las
interacciones electrodébiles.

El segundo capitulo se centrard en las oscilaciones de neutrinos, incluyendo la parametrizaciéon
de matrices unitarias y las jerarquias de masas. Ademas, se describiran distintos experimentos
disenados para investigar las oscilaciones de neutrinos, desde neutrinos solares y atmosféricos
hasta experimentos de reactores y aceleradores.

El tercer capitulo abordara el concepto de los términos de Dirac y Majorana. Mientras que los
términos de masa de Dirac pueden estar contenidos dentro la teoria del Modelo Estandar, los
términos de Majorana proponen a los neutrinos como su propia antiparticula, lo que implica
diversas consecuencias en la fisica del neutrino y la violacién del ntmero lepténico.

El cuarto capitulo explora la simetria u—7, la cual simplifica la estructura de la matriz de mezcla
de neutrinos. También se determinara qué valores deben tener los pardmetros de oscilacion para
alcanzar la simetria de reflexién y sus pequeiios rompimientos, asi como su relaciéon con el tiempo
de vida medio y la masa efectiva de Majorana.
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El quinto capitulo muestra un analisis numeérico realizado en Python, donde se presentaran los
valores de las regiones permitidas de las fases de Majorana y los angulos de mezcla, en funcion
de pequenos valores para los pardmetros de ruptura. Basados en esos resultados, se restringiran
a su vez las regiones totales de la masa efectiva de Majorana, para ambas jerarquias de masas.

El sexto capitulo presenta las conclusiones y discusiones derivadas del anélisis y la interpretacién
de los temas abordados en este trabajo de investigacion.

Finalmente se anexard un apéndice en el que se mostrardn los codigos realizados en Wolfram
Engine, que es motor de software de uso gratuito, que implementa Wolfram Language. Estos c6-
digos fueron implementados para: obtener el valor del invariante de Jarlskog, comprobar algunas
caracteristicas de la matiz de mezcla y determinar la forma de la matriz de mezcla y de la matriz
de masas, bajo esta simetria y — 7 de reflexién.



1. Modelo Estandar y el Lagrangiano electro-
débil

1.1. Modelo Estandar

El Modelo Estandar (ME) es aquel modelo que describe las interacciones fuerte, electromagnética
v débil de las particulas elementales en el marco de la teorfa cuantica de campos. Este modelo
fue formulado en 1967 por S. Weinberg y A. Salam, a partir de un modelo gauge SU(2) x U(1)
propuesto seis anos antes por S.L. Glashow [1, 2, 3]; teniendo como resultado una teoria gauge
basada en el grupo de simetria local SU(3)c x SU(2)r, x U(1)y , donde los subindices C, L e Y
denotan color, quiralidad izquierda e hipercarga débil, respectivamente.

El descubrimiento en 1974 del quark charm por BNL (J) y SLAC () y el posterior descubri-
miento de los bosones W* y Z en el CERN establecieron firmemente el ME como el modelo
que describe las interacciones leptonicas, hadronicas débiles y electromagnéticas (electrodébiles)
[4, 5, 6, 7|. Tras el descubrimiento del tercer lepton 7, por M. Perl en 1975, los quarks b y t
fueron descubiertos en 1977 y 1995 respectivamente en el Fermilab, completando todos los blo-
ques constructores del ME con tres generaciones como se muestra en la Fig.(1.1). El namero de
generaciones se fijo en tres en 1989 por las medidas realizadas por los experimentos LEP en el
CERN de la anchura invisible del bosén Z [8, 9, 10].

Modelo estandar de fisica de particulas

las tres generaciones de la materia interacciones / transmisores
(fermiones) de fuerzas (bosones)

masa | =2.2 MeV/c? =1.28 GeV/c* ~173.1 GeV/c? 0 =124.97 GeVic*
3 3 0

carga % % 0
esoin % (Gl » Q& % t 1 g/ » H

bosén
up charm top gluon ' de Higgs
=4.7 MeV/c* =96 MeV/c? =4.18 GeV/c* 0
=% =% =% 0
% d % S Y b 1 ’Y
d
down strange bottom foton |
=0.511 MeV/c* =105.66 MeV/c* =1.7768 GeV/c* =91.19 GeV/c*
-1 -1 =0 0
» (& % » (@ Z
Y Y l’l' Y 1 >/
electrén muon tauon bosén Z '
<1.0 eVic? <0.17 MeV/c? <18.2 MeV/c* =~80.360 GeV/c*
0 0 0 1
% Ve % Vu % V‘E 1 V\L
neutrino neutrino neutrino -
electrénico mudnico tauénico bosén W ,

Figura 1.1: Esquema del Modelo Estdndar. Tomado de [11]

Es importantes mencionar que el grupo gauge determina de manera irrefutable las interacciones
y el nimero de bosones vectoriales gauge corresponden a los generadores del grupo. Por lo que las
particulas que median en las interacciones fuertes, son ocho gluones sin masa, correspondientes
a los ocho generadores de SU(3)c. Cuatro bosones gauge, de los cuales tres son masivos W y Z



1. MODELO ESTANDAR Y EL LAGRANGIANO ELECTRODEBIL 4

y uno sin masa vy, correspondientes a los tres generadores de SU(2) y un generador de U(1)y,
responsables de las interacciones electrodébiles.

Ademaés, el Modelo Estandar incorpora el denominado mecanismo de Higgs. El mecanismo de
Higgs permite que los bosones gauge W y Z, que originalmente no poseen masa, adquieran gra-
dos de libertad longitudinales y, por ende, se vuelvan masivos. Asimismo, el mecanismo de Higgs
también es responsable de que los leptones y los quarks adquieran masa a través de su interacciéon
con el campo de Higgs [12, 13, 14].

Por otra parte es de nuestro interés tener presente que dentro del ME los neutrinos son de las
pocas particulas fundamentales en las que los valores de sus masas y cargas eléctricas son iguales
a cero, como consecuencia, estas particulas solo pueden hacer parte de las interacciones electro-
débiles, de las cuales se hablard més a detalle la siguiente seccién.

Ningun experimento realizado hasta la fecha ha detectado desviaciones concluyentes del ME,
excepto los experimentos de oscilacion de neutrinos (cuyo descubrimiento merecié el premio
Nobel en 2015 [15]), que han demostrado que los neutrinos son masivos y estan mezclados. En
el ME, esto no es asi. Este descubrimiento sugiere que el ME es una teoria efectiva de la atun
desconocida teoria mas alla del ME.

1.2. Lagrangiano Electrodébil

Las interacciones del neutrino, pueden ser determinadas a partir de la seccién electrodébil del
Lagrangiano del ME; al considerar a SU(2); x U(1)y, que es solo una parte del grupo de sime-
trias del ME.

Al grupo de simetria SU(2)r, se le denomina isospin débil, donde el subindice L hace referencia
a que solo actiia sobre sus componentes quirales izquierdas. Este grupo de simetria tiene 3 gene-
radores que denotaremos como I, (o = 1,2,3) quienes satisfacen las relaciones de conmutacion
del momento angular [La, Lg] = icapcLc

= [Ia,Ib} = ieabcIc-

Debido a esta relaciéon de conmutacion, la representaciéon bidimensional de estos generadores es
de la forma I, = %, donde o1, 02, 03 son las matrices de Pauli.

Por otra parte al grupo de simetria U(1)y se le denomina hipercarga, el subindice Y representa
el operador de hipercarga (quien es generador de este grupo de simetria), que asocia a I3 y al
operador de carga ) por medio de la relaciéon de Gell-Mann-Nishijima

Qzlg+§ [16]. (1.1)

Para garantizar la invarianza de norma local, se requiere la existencia de campos de norma vecto-
riales. Para la simetria SU(2)[, se introducen los campos bosénicos A4 (a = 1,2, 3) asociados a
los tres generadores I, (a =1,2,3). Mientras que la simetria local U(1)y requiere un campo bo-
sonico B* asociado al generador Y. De esta manera, la derivada covariante del sector electrodébil
es de la siguiente forma

Y
DH = oM +igAHt . T + z‘g’B“5 [17], (1.2)

AP = (A’f,A“,Ai)

donde para A* e I se utiliza la notaciéon vectorial:
P { 1= (I, I, I3)
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El siguiente paso en la construccion de la teoria electrodébil SU(2)r x U(1)y es elegir las repre-
sentaciones para los campos de fermiones. Los componentes quirales izquierdos de los campos de
fermiones se agrupan en dobletes de isospin débil. Para simplificar, consideremos sé6lo la primera

generacién de leptones y quarks, asi,
VeL _ ([ uL

Partiendo de esta representaciéon del campo de los fermiones, y tomando en cuenta que los
generadores del grupo SU(2), estéan determinados por I, = %, por lo tanto

Ly,

ag ag
IL; = ?LLa 1Qr = ?QL, (1.3)

donde para los fermiones con quiralidad izquierda los valores para I3 y el operador @ son:

Vel, [ 1)2 _J0
()= m= {2 e={)
_ (uL _f1)2 _f2/3
A partir de la teoria de dos componentes de Landau, Lee y Yang; se puede asumir que el neutrino

solo tiene una componente quiral izquierda, entonces las componentes derechas de los fermiones
dentro del ME son:

Ly,
(1.4)

€R, UR, dR.

Debido a esto, bajo el grupo de transformaciones de isospin estos se comportan como singletes:

Ifr=0; (f=e, u,d). (1.5)
Ademiés al igual que para las componentes izquierdas podemos conocer el valor de las hipercargas
a partir de la relacion Gell-Mann-Nishijima 1.1, Teniendo en cuenta que para las componentes
quirales derechas de los fermiones sus valores para I3 y () son
e —I3=0, Q=-1;
UR —)1350, Q:2/3; (16)
dr — I3=0, Q: —1/3.
El Lagrangiano electrodébil del ME, es aquel Lagrangiano renormalizable més general invariante
bajo el grupo de simetria local SU(2)L x U(1)y; escrito en términos de los campos fermiénicos,

los campos bosénicos gauge, y un doblete de Higgs ®; para la primera generacién de leptones y
quarks, tenemos

L =iL PL;+iQPQr + Z ifRO R

f=eu,d
Lo am 1 W
— 14w A" — 1 BB (1.7)
+(D,®) (D'D) — ;20T — \(DTD)?
—y° (LrPeg + h.c.) — y? (QLPdR + h.c.) — y" (@&)UR + h.c.) [18],

donde &' = «*D,, es conocida cominmente como notacién slash. La segunda linea contiene
los términos cinéticos y los auto-acoplamientos de los bosones gauge. La tercera linea es el
Lagrangiano del campo de Higgs que genera la ruptura espontanea de simetrfa. La cuarta linea,
describen la generacion de masa fermidénica cuando el campo de Higgs adquiere un valor esperado

de vacio distinto de cero, por medio de las matrices de acoplamiento de Yukawa y* (k = e, d, u)
[13, 19, 20].
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1.3. Interacciones electrodébiles

Tomando la primera linea del Lagrangiano electrodébil dado en la Ec.(1.7)

= L =4Ly" Dyl +iQuy*DuQr+ Y, ifry*Dufr,
f=eu,d

v expandiendo las derivadas covariantes
T in 2 I D I Y
L=Lp ("0, +1igy Au-l—kz gy Bu; Ly

(. 2 0 2 up Y

+QL Yy au"i_z g 7u'l+1 gy B;LE QL

T s 2 W 2 I W Y

+ > Fa(iv"0u+ ity A, - I+i%gy By ) I

f=e,u,d

obtendremos un Lagrangiano que describe el acoplamiento de los fermiones con los bosones
gauge, donde los primeros productos de cada uno de los términos corresponden al Lagrangiano
libre (L), mientras que los productos de los términos restantes corresponden al Lagrangiano de
interaccion (L)

Lr = TL(iV#au)LL + @ (iV#au) Qr + Z fTR (iryuau) fr,
f=eu,d

£ L0 (oA 1+ By ) Lo+ Qo (Pod- 1+ 2457 ) Qu
+ > fr <i29A°I+ i2g’3§) Ir-

f=eu,d

Reemplazamos los resultados de las Ec.(1.3) y Ec.(1.5) en I, y los de las Ec.(1.4) y Ec.(1.6) en
Y (teniendo en cuenta la Ec.(1.1)), en sus respectivas componentes quirales

:>£1=—;LL(9A-0—9’B)LL—;CBL(QA'U+;9’B'> Qr

2 1—
+er g B er+ 3UR g B up + 4R g B dg.

Considerando solo los leptones, tenemos
1— _
Lrr= —§LL (yA-0c— ¢ B) Ly +er ¢ B er,

v [ 9As— g B g(A —idy)
donde A0 =98 ‘<g</41+m2> —gAg—g’/?)‘)‘

_ 1 — 9As — g B g(A —iA2)\ (Ver — JH e
=L = 2(6L L)<g(/f1+ix4/2) —gAg—g'E)( >+ R 9B er,

€L

Lrr= *% [@(9/4/3 — g Ber +ver (9(41 — id2)) ver

+ ez (g(A1 +idy)) ep +er (—gds — g B) VeL} +er g Ber.

Separamos el Lagrangiano de interaccion para los leptones en su parte de corriente cargada (CC)
y corriente neutra (NC)
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= £ = [ (o — i) ex,+ 2 (g0 + i) wea |

1
L) = =3 [7rods — g Bver + 7L (~gAs — g B) er| + 7R g B en.

Definiendo los campos de los bosones W+ y W~ como
1T A2
_ A F A ‘

W* =
. V2

ﬁf-,CLC) g\f [VeL W™ e +er W VeL]

= —i[@ YW er +eL v'W,, VeL} ;

V2
v teniendo en cuenta que
Uy = ;o U= v,
L 2 ) L 9
ccC g [— — _
LYy = 7 721+ 9%) 4 (1= P)eWf 2 (149%) 2 (1= 4%) v, |
Tomando en cuenta las siguientes propiedades de ~°:
{7Vt =" 4" =0,
(7°)? = Luxa.
cc g [— — _
= Ly = “3/3 7 (L= e W 24 (1= Wy |
9 |5 An(1— AP +
2\@[%7 (1=7")e W, +hel|.
Si la corriente cargada leptonica se define como:
Jtir = ey (1 =) = 2meryer . (1.8)
cc
S 2f[jWLW++hc], (1.9)
£50) = _% [@’y“eL Wi+ h.c.} . (1.10)



2. Oscilaciones de Neutrinos

Cuando hablamos de las oscilaciones de neutrinos nos referimos al cambio de un neutrino de
sabor v, a un neutrino de sabor vg a medida que este se traslada por el espacio; donde o y 8
pueden ser e, o T.

Las oscilaciones de neutrinos fueron propuestas por Bruno Pontecorvo a finales de los anos 50,
como una analogia de las oscilaciones de los kaones [21, 22]. Debido a que en un principio solo
se conocia al neutrino electrénico, Pontecorvo cre6 el concepto de neutrino estéril, que es un
fermion neutro que no participa en las interacciones débiles. Tras el descubrimiento del neutrino
muoénicos en el experimento Brookhaven de Lederman, Schwart, Steinbeger y colaborares [23],
fue posible formular teéricamente oscilaciones entre neutrinos de sabores, para lo cual deben ser
particulas masivas que se mezclan.

Para describir este fenémeno en 1962 Maki, Nakagawa y Sakata [24] consideraron un modelo en
los que las bases de sabor (v; a =e, 1, 7) y de masa (v;; j = 1,2, 3), se relacionaban mediante
una matriz unitaria denominada matriz PMNS (Pontecorvo, Maki, Nakagawa, Sakata), de la
siguiente manera:

Ve Ut Ue2 Ues 131
Vu = Uﬂl UPLQ Uﬂg vy . (2.1)
Vr Ui Uro Usrs V3

2.1. Parametrizacion de una matriz unitaria

Una parte fundamental en la comprensién de los experimentos de oscilaciones de neutrinos, es el
determinar y describir de manera precisa cada uno de los componentes de la matriz de mezcla
Upnins, partiendo de las restricciones implicadas por su unitariedad. Es de nuestro interés utilizar
la parametrizacion estandar, la cual puede ser explicada de manera andloga a la parametrizaciéon
de la matriz de mezcla CKM (Cabbibo-Kobayashi-Maskawa), que es la responsable de describir
los cambios de sabor en la corriente cargada de los quarks [25].

2.1.1. Parametrizaciéon para una matriz unitaria 2 x 2

Debido a la naturaleza de una matriz unitaria V

2
Vi Wi 10
t_ (Vi Viz)

se obtiene como resultado las siguientes expresiones:

2 2
SV => Vi’ =1 para i=1,2% (2.2)
J J

ViV +ViiVis =0 para i,j=1,2, y i#] (2.3)
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por lo que partiendo de la Ec.(4.23) se puede introducir un angulo de mezcla 6 tal que:
Vii1| = |Vag| =cos@=c vy |Vig| = |Vo1| =sinf = s;

1011 1012
ce se
=V = ( get@21  pplaaz > )
Teniendo en cuenta la Fc.(2.3) se pueden determinar que:

c s etlenn—az) +sec eilaiz—aze) _ 0,

de acuerdo con la ecuacién anterior una fase puede ser eliminada. Por lo tanto, la forma general
para esta matriz unitaria es:

vV — ceton seton2 (1 0 c s eton 0
- _geiloni—anatane)  pico - 0 eilazz—aia) —s ¢ 0 etai2 :

De esta manera, una matriz unitaria N x N depende de N? parametros reales. Los cuales se
dividen en

N(N —1) N(N+1)
2 2

donde el namero total de fases fisicas son (2N — 5) si el neutrino es una particula de Dirac y
3(N —2) si el neutrino es una particula de Majorana.

angulos de mezcla, y fases, (2.4)

2.1.2. Parametrizacion en el caso de N=3

En este caso denotaremos a la matriz unitaria 3 x 3 como U y si trabajamos de manera analoga
como en la matriz anterior, la mezcla en el sector de neutrinos se describe por una matriz con
las siguientes caracteristicas:

= Tres dngulos de mezcla:

e 019: Llamado adngulo de mezcla solar; que describe la mezcla entre los neutrinos elec-
tronicos y mudnicos.

e 013: Llamado angulo de mezcla de reactor; que describe la mezcla entre los neutrinos
electrénicos y taudnicos.

e (53: Llamado angulo de mezcla atmosférico; que describe la mezcla entre los neutrinos
mudnicos y taudnicos.

= Tres fases fisicas: dos fases 8 denominadas como fases de Majorana y una fase § denominada
fase de Dirac.

» Tres fases A no fisicas.

De tal manera que U puede expresarse de la siguiente forma [26]:

M0 0
U=| 0 ¢&* o0
0 0 e
_w (25)
€12€13 512€13 s13€ 10 0
s s .
—512C23 — C12523513€"°  C12C23 — S12523513€" $23C13 0 Pt 0

5 i6 ‘
512823 — C12€23513€"0  —C12823 — $12€23513€"°  €23C13 0 0 ¢
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2.2. Teoria de las oscilaciones de neutrinos

Para un neutrino de sabor a y momento lineal p, creado por una corriente de carga de interacciéon
débil de un lepton cargado I, su oscilacion puede ser descrita por el estado de sabor:

|Z/Cl Z k’|yk O‘:euuﬂT)' (26)
Los estados el neutrino masivos |v) son autoestados del Hamiltoniano,

Hlvg) = B |lvg), (E=1,2,3),

donde el autovalor de energfa es

E, = p2+m]2§.

De la ecuacién de Schrédinger conocemos que:

z% (1)) = H 1 (2))

por lo que esto implica que los estados de masa de los neutrinos evolucionan en el tiempo como
ondas planas

we(t)) = e 1)

Ahora si se considera un estado de sabor |v4(t)) que describe a un neutrino creado en un sabor
definido @ en un tiempo ¢t = 0, la evolucién temporal del estado, esta dada por:

Ve (t) Z Ure Bkt ) (2.7)

tal que |vg(t =0)) = |va) -
Recordando las caracteristicas unitarias de la matriz de mezcla U:
Uliv=1 < Z 5 Uaj = O -
Ademés podemos expresar los estados de masa en términos de los estados de sabor, invirtiendo

la Ec.(2.6):
k) = Uak |va) -

= [va(t) = D Uspe ™ > U lvg) |, (B=e,p,7).
K 8

. ’I/Oc( Z Z U* ZEktng

B=e,p,T

’Vﬁ> ) (2.8)

debido a esto, la superposicién de masas para un neutrino en un estado |v,(t)), es un estado de
sabor puro en t=0. Mientras que es una superposiciéon de diferentes estados de sabor para t > 0,
con el coeficiente de |vg) es:

Ayo—ws(t) = (Wplra(t))
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(Walva(t)) =Y (vil Usk ZU;ke_iEkt|Vk>] :
P

k
—iEt
:ZU;kUﬂke Bt s
k

(2.9)

esta es la amplitud para la transicién v, — vg en funcién del tiempo. Por lo que la probabilidad
de transicién viene dada por:

PV(X —rg (t) = ‘Al/a —Vrg (t) ‘2 ’

=Y UsUsiUajUjje U= EDL
k.j

2
m
Ek:1/p2+m%:p1l1+p2k’

cuya aproximacién por series de Taylor, considerando p > m es:

Para la energia tenemos:

1 m?
Er~pll+= —£ 4+ . 2.10

para un neutrino ultrarelativista es posible utilizar las siguientes aproximaciones: E ~ |p| y
t~ L,

En nuestro caso

2 _ .92 .2
donde Amkj—mk, m5 .

Por lo tanto, la probabilidad de transicién se puede aproximar a

Am?.L
’”) . (2.11)

Py (L) =Y UiyUsiUajUp; exp <—z oF
k7j

2.3. Jerarquia de Masas

La probabilidad de transicion de las oscilaciones de neutrinos (Ec.(2.11)), es dependiente de las
diferencias de masas cuadradas Am%j. Se les denomina como diferencias de masas cuadradas en
la escala solar a Am%OL, mientras que en la escala atmosférica a AmszM- Por medio de los
datos experimentales de oscilaciones que tienen en cuenta efectos de materia en neutrinos solares
[27], se sabe que la diferencia de masa solar es positiva. Sin embargo, en la escala atmosférica
solo conocemos el valor absoluto de Am%l, por lo que atin no es posible determinar si el autovalor
de masa del neutrinos v3 es mas o menos ligero que los autovalores de masa de los neutrinos v
v v2. En el caso en que v3 sea el mas pesado se le denomina cominmente como ordenamiento
o jerarquia de masa normal (JN), mientras que si v3 es el més ligero se le denominara como
ordenamiento o jerarquia de masa inversa (JI) [28, 29]. En la figura 2.1 podemos observar la
diferencia entre cada uno estos ordenamientos de masas.
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m? m?
A -V, 4
|| Vu
| VT
) (IN) (Jn
my* -

I m22
solar~7x1075¢V?2 3

atmospheric T™
~2x1073%eV?2 _
atmospheric
m2 ] ~2x10-3eV2
solar~7x1075eV?2
—-my
?
0 0

Figura 2.1: Representacion gréafica de las jerarquias de masas y la probabilidad de encontrar el
neutrino de sabor a en cada uno de los autovalores de masa. Tomado y adaptado de [30].

2.3.1. Jerarquia Normal (JN)
Si definimos a mg como el autovalor de masa més pesado, tendriamos que:
ms3 > 1mg > my,

por lo que en este caso mj serd la masa minima (mg), mientras que, si partimos de las diferencias
de masas cuadradas solares y atmosféricas; podemos determinar los valores para meo y ms:

m1p =mg. (2.12)

= Amiy, = Amb = mi —mi.

= mg =/Ami,, +md. (2.13)

. AmiTM = Am§2 = m% — m%

= m3= \/AmiTM + Ami,, +md. (2.14)

2.3.2. Jerarquia Inversa (JI)
Si definimos a m3 como la el autovalor de masa més liviano, tendriamos que:
mo > M1 > ms,

ahora en este caso mg sera la masa minima (mg), mientras que, si partimos de las diferencias de
masas cuadradas atmosféricas y solares; podemos determinar los valores para mi y ma:

ms = mg. (2.15)

= AmPp = Amiy =mi —mi.

= mq = /Am%y,, +m3. (2.16)

= Am%,, = Am3, =m3 —mi.

= mg = \/Am%OL + Am% o +mé. (2.17)
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2.4. Oscilaciones de dos neutrinos en el vacio

Un caso mas simplificado que nos puede ayudar a entender de manera mas sencilla el funcio-
namiento de las oscilaciones de neutrinos, es considerar solo la existencia de dos neutrinos con
sabor v, y vg, (o, B = e, p; e, T; p,T), o combinaciones lineales de sus estados puros de sabor
[13]. Estos dos estados de sabor son superposiciones lineales de dos estado de masas, descritos
por la siguiente matriz de mezcla:

U— < cos@ sinf )7 (2.18)

—sinf cosf
donde 0 es el &ngulo de mezcla. En este caso solo habra una diferencia de masas cuadradas:
Am2EAmi]~; (k,j=3,1; 3,2; 2,1).

Con estas consideraciones, podemos determinar que la probabilidad de transicién descrita en la
Ec.(2.11), para v, — vg con o # 3 es:

1 Am?L Am?L
Py (L, E) = 5 sin®(26) <1 — cos? <TE>> = sin2(26) sin? < Z@ > . (2.19)

La probabilidad de supervivencia P, _,,,, que responde al caso en que o = 3 puede calcularse a
partir de la conservacién de la probabilidad:

(2.20)

Am?L
P, . (L, E) =1 —sin®(26) sin’ < Z? ) .

De la Ec.(2.19) podemos observar que, para una energia fija, la probabilidad de transiciéon es
una funcién periédica de la distancia. Cuando el argumento del seno al cuadrado es 7w, a L se le
llama longitud de oscilacién, y esta determinada por

4B

Lose = 102

(2.21)

La probabilidad de transicién es muy pequena si L < Lys., v oscila rapidamente si L > Lygc-
Para observar oscilaciones de neutrinos se debe satisfacer que

Am? > (2.22)

| &

Se dice que un experimento es sensible a Am? cuando se cumple la anterior condicién. Diferentes
experimentos pueden ser distinguidos para ser sensibles a diferentes valores de Am?, escogiendo
valores apropiados de la razon L/E.

La figura 2.2 permite observar de manera clara el comportamiento de la probabilidad de transicion
y supervivencia para dos neutrinos que, por ejemplo, tienen una diferencia de masas al cuadrado
de Am? = 7,5 x 10~°eV? y un angulo de mezcla 6 = 46°.
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Figura 2.2: Probabilidad de transicién y supervivencia, con una diferencia de masas cuadradas
Am? =75 x 107%V? y un angulo de mezcla 6 = 46°. Adaptado de [13].

2.5. Tipos de experimentos en las oscilaciones de neutrinos

Algunos de los tipos mas comunes de experimentos que estudian las oscilaciones de neutrinos
son:

2.5.1. Experimentos de neutrinos solares

En estos experimentos se estudian los neutrinos generados por la reacciones termonucleares en
el centro del Sol. Dado la gran distancia que existe entre el Sol y la Tierra (aproximadamente
de 1,5 x 10" m) los neutrinos experimentan oscilaciones durante su propagaciéon dentro del Sol.
Debido a que la energia detectada para los neutrinos en estos procesos puede tener valores entre
0,2 — 15 MeV, el rango de L/E y la sensibilidad a las diferencias de masas cuadradas Am? es

L
=5 102m/MeV = Am? > 107 12eV2, (2.23)

Por lo que estos experimentos son muy sensibles a valores pequefios de Am?2. Algunos experi-
mentos de este tipo son: Homestake [31]| (donde se observé por primera vez el déficit de neutrinos
solares), Kamiokande [32], Super-Kamiokande [33] (que confirmé el déficit de neutrinos solares
y midi6 la tasa de eventos de neutrinos muoénicos), SNO [34] (demostr6 que los neutrinos solares
oscilan al medir la tasa de diferentes tipos de eventos de neutrinos), GNO [35], GALLEX [36],
SAGE [37], KamLAND [38], etc.

2.5.2. Experimentos de neutrinos atmosféricos

En estos experimentos se estudian los neutrinos generados por la interaccion de los rayos césmicos
con la atmosfera, en la que se producen un gran flujo de piones y kaones, los cuales decaen en
muones y neutrinos, a su vez, muchos muones decaen en electrones y neutrinos antes de llegar
a la superficie de la Tierra. La distancia entre la fuente y el detector es de aproximadamente
20 km, si estos vienen de arriba hacia abajo, mientras que, para los que se producen al otro lado
de la Tierra y la cruzan es de aproximadamente 1,3 x 10* km. La energia detectable de estos
neutrinos cubre un gran rango de al rededor de 500 MeV — 100 GeV. Los valores tipicos de L/E
y la sensibilidad a Am? es

< 10%km/GeV = Am? > 10~ %eV?, (2.24)

| &
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Algunos experimentos que de este tipo son: Kamiokande [32], IMB [39], NUSEX [40], Frejus [41],
Super-Kamiokande[33], MACRO [42], Soudan-2 [43], MINOS [44], etc.

2.5.3. Experimentos de neutrinos de reactor

En estos experimentos se estudian mayormente los antineutrinos electrénicos generados por reac-
tores nucleares mediante decaimiento 5~ de niicleos pesados (principalmente en fragmentos de
fision de 235U,Q?’SU,QSQPu,mPu). Estos experimentos pueden dividirse segtn la distancia que
haya entre el reactor y el detector, de la siguiente manera:

» Experimentos de corta distancia (Short BaseLine experiments (SLB)): La energia
tipica de los antineutrinos electronicos (7.) es del orden de pocos MeV y la distancia entre la
fuente y el detector es de varias decenas de metros. El rango de L/FE cubierto por reactores
SLB y su sensibilidad a Am? son

% S 10 m/MeV — Am? > 0,1eVZ. (2.25)
Debido a la muy poca cantidad de energia que poseen los antineutrinos no es posible la
produccién de muones y tauones, por lo que en estos experimentos solo se puede medir la
probabilidad de supervivencia de T, por detecciéon, en liquido centellador, a través de la
reaccion del decaimiento [ inverso

Ue+p—n+et, (2.26)

con una energia minima para v, de Fy, = 1,8MeV. Algunos experimentos de este tipo son:
ILL [45], Gosgen [46] , Rovno [47], Krasnoyarsk [48], Bugey [49], Savannah River [50], etc.

» Experimentos de larga distancia (Long BaseLine experiments (LBL)): En estos
experimentos la distancia entre la fuente y el reactor es del orden de kilémetros. El rango
de L/E y la sensibilidad a Am? son

% < 10%m/MeV = Am? > 107 3eV2. (2.27)

Algunos experimentos de este tipo son: CHOOZ |51], Palo Verde [52], Double CHOOZ [53],
Daya Bay, RENO, etc.

» Experimentos de muy larga distancia (Very Long-Baseline experiments (VLB)):
En estos experimentos la distancia entre la fuente y el reactor es del orden de 100 km. El
rango de L/E y la sensibilidad a Am? son

L
=5 10°m/MeV = Am? > 10 %eV?. (2.28)
Algunos experimentos de este tipo son KamLAND [38] y Borexino [54].

2.5.4. Experimentos de neutrinos de acelerador

En estos experimentos se utilizan aceleradores de particulas para producir haces de neutrinos
producidos por el decaimiento de piones, kaones y muones creados por un haz de protones que
golpea un blanco. Al igual que los experimentos de reactores estos experimentos pueden también
pueden dividirse segtn la distancia:

» Experimentos de corta distancia (SLB): En este rango de distancias, los experimentos
se pueden clasificar en:
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e Decaimiento del pion: En estos experimentos los haces estan compuestos mayor-
mente por v, o v, producidos por el decaimiento de kaones y piones. Estos decaen a
una distancia de 100 m. En el caso de un haz de v, producidos por 7+, K™ — p +v,,
existen alrededor de 1% de 7, y de v, debido principalmente al decaimiento de
pt — et + v + 7,. La energia tipica de los neutrinos es del orden de unos pocos
GeV. La distancia tipica entre la fuente y el detector es del orden de los kilémetros.
El rango de L/E cubierto por aceleradores SLB y su sensibilidad a Am? son

= < 1km/GeV = Am? > leVZ (2.29)
En el caso de v, — v, la energia debe ser de un orden de magnitud mayor (la ener-
gia minima para la produccién de 7 en la reacciéon del decaimiento [ inverso es de
3,5 GeV), tal que L/E < 0,1 km/GeV — Am? > 10 eV2. Algunos experimentos que
de este tipo son: BEBC [55] (v, — v.), FNAL-E531 [56] (v, — v,), CHARM [57]
(Vy = vy, vy = Ve, vy — v7), LSND [58] (v, — ve), etc.

o Decaimiento del muon: En estos experimentos los haces estan compuestos por
antineutrinos muoénicos (7,), los cuales se producen en el decaimiento

pt = et v+, (2.30)
Los ™ son producidos en el decaimiento del pion
= ut+y, (2.31)

(los 7~ son absorbidos en su mayorfa por el nicleo) y frenados en el blanco. Estos 7,
tienen energias del orden de varias decenas de MeV y pueden ser usados para medir
transiciones de 7,, — Ve, ya que podemos garantizar que estos no estdn presentes en
los productos de 7% o ™. La distancia tipica entre la fuente y el detector es del orden
de varias decenas de metros, con un rango de L/E y la sensibilidad a Am? de
L 2 2

5 < Im/MeV = Am” 2 1eV~-. (2.32)
Algunos experimentos que de este tipo son: LAMPTF-0645 [59], LSND [58], KARMEN
[60], etc.

» Experimentos de larga distancia (LBL): Al igual que en los reactores SBL, en este caso
los haces producen neutrinos o antineutrinos del muon, los cuales vienen del decaimiento de
los piones y kaones, la distancia entre la fuente y el detector es de alrededor de 102 —103 km,
lo que implica un rango de L/E y la sensibilidad a Am? de

L
=5 103km/GeV = Am? > 10 3eV2. (2.33)

En este caso los experimentos han sido pocos, algunos de ellos son: K2K [61] (v, = v, v, —
ve), MINOS [44] (v, — vy, vy — ve), ICARUS [62] (v, — v7),, T2K [63] (v — Ve, vy —
Ve).

» Experimentos de muy larga distancia (VLB): La distancia entre la fuente y el

detector de estos experimentos del orden de miles de kilémetros, comparable con el didmetro
de la Tierra. El rango de L/E y la sensibilidad a Am? son

% < 10%km/GeV = Am? > 10~ %eV?. (2.34)



17 2.5. TIPOS DE EXPERIMENTOS EN LAS OSCILACIONES DE NEUTRINOS

Los proyectos que existen actualmente para la implementaciéon de estos experimentos somn;
Super-Beam [64], Beta-Beam|[65] y Neutrino Factory[66].

Como bien sabemos ya, las oscilaciones de neutrinos, sus amplitudes y frecuencias son sensibles
a al menos uno de los angulos 6;; y a las diferencias de masa cuadradas Am%j, respectivamente.
Por lo que en nuestro caso, para los célculos que realizaremos més adelante tendremos en cuenta
los resultados del analisis global de los datos de oscilaciones que se presentan en la Tabla 2.1.
Estos resultados provienen de una combinacién de datos de experimentos de neutrinos: solares,
atmosféricos, de acelerador LBL y de reactores SBL, para los casos separados de JN y JL.

Parametro Jerarquia | Mejor ajuste lo rango 20 rango 30 rango

Am%,; [1077eV?] JN 7,34 7,20 — 7,51 7,05 — 7,69 6,92 — 7,90
JI 7,34 7,20 — 7,51 7,05 — 7,69 6,92 — 7,91

AmZry [1073eV?] JN 2,485 2,453 — 2,514 | 2,419 — 2,547 2,389 — 2,578

JI 2,465 2,434 — 2,495 | 2,404 — 2,526 2,374 — 2,556
sin? 615 [1071] JN 3,05 2,92 — 3,19 2,78 — 3,32 2,65 — 3,47
JI 3,03 2,90 — 3,17 2,77 — 3,31 2,64 — 3,45
sin? 613 [1072] JN 2,22 2,14 — 2,28 2,07 — 2,34 2,01 — 2,41
JI 2,23 2,17 — 2,30 2,10 — 2,37 2,03 — 2,43
sin? fa3 [1071] JN 5,45 4,98 — 5,65 4,54 — 5,81 4,36 — 5,95
JI 5,51 517 — 5,67 | 4,60 — 5,82 4,39 — 5,96

§/m JN 1,28 1,10 — 1,66 0,95 —-1,90 | 0—0,07®0,81 —2

JI 1,52 1,37 — 1,65 1,23 —1,78 1,09 — 1,90

Tabla 2.1: Valores de los parametros de la matriz de mezcla obtenidos por los ajustes globales
de diferentes experimentos de oscilaciones de neutrinos. Tomado de [67].




3. Términos de masa de Dirac y Majorana

A partir de la formulacion del concepto de neutrino por Wolfgang Pauli, se postularon diversas
teorias respecto a la naturaleza de su masa, tales como que era equivalente a la del electrén e
incluso que no la poseia. Gracias al descubrimiento y estudio de las oscilaciones de neutrinos, hoy
podemos afirmar que estas particulas fundamentales si poseen masa. Sin embargo, no conocemos
sus valores exactos y hasta el momento sabemos de manera aproximada el rango valores que
pueden tomar sus diferencias de masas al cuadrado [20, 68, 13].

3.1. Términos de masas de Dirac
El Lagrangiano de Dirac que describe los campos fermioénicos libres, ¥, estd dado por
L=V ("0, —mp) .

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos deducir la ecuacion de movimiento para
las particulas de spin 1/2 ; por ejemplo para un campo V¥ tenemos que:

7w~ o
"o, e)] ov

oL oL

gE ,u,a _ \I’ , E— 0
gy = % mmo)Y L G

9

= (iv"0y —mp)¥ = 0.
que es conocida como la ecuacion de Dirac.
El Lagrangiano de Dirac puede dividirse en un término cinético y un término masivo:
L = Lcinético + LMasivo = \PiVMau\Il —mp¥W.

El término de masa de Dirac para los leptones se expresa como:

Recordando que un espinor cualquiera puede expresarse en sus proyecciones quirales como:
\IIIPL\I/—FPR\I/:\I’L-F\I’R; \I/L:\I/PR; \I/R:\I/PL.

=LV =— > mp(Wr+¥L)(Vg+Tp),
WZe?/'L?T

donde W y ¥y, son las componentes quirales derecha e izquierda de los campos fermidnicos.
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(Vp+ VL) (Pr+UL) =VpUr+ ULV, +UrV, + U Vg,

TGP PRV + UL PrU+ G P, PLU + G Py PyU.

Ademas que los operadores proyeccion Pr y Pp cumplen las siguientes relaciones:
PrPr=PrPr, =0, PL+Pr=1, P£:PL, P]%:PR .

(@Rﬁ-@L)(‘I’R—i-\I/L) :@R\PL +@L\I’R , @R\IJL: (@L\PR)T.
= LP =~ Z mp(Wr¥y + VU Up) = — Z mpVrYL + h.c. . (3.1)
zp:e?M?T w:€7l‘1/77

Debido a la conservacion de la carga eléctrica total, el Lagrangiano del ME es invariante bajo
las transformaciones globales

/ iA —iA / iA /
L= ! \Il[n \I/R:e ‘ \I/Rv Wa:ez WOM VaL:Val7

donde A es una constante arbitraria. El término de masa Ec.(3.1) es el término de masa de Dirac
y ¥ es el campo de Dirac de los leptones U y antileptones ¥~

En el caso de los neutrinos, realizando una analogia con los leptones supondremos que ademés
de las tres componentes quirales izquierdas, se le adicionan al Lagrangiano tres componentes
quirales derechas, por lo que el término de masas para el neutrino tiene la forma:

:>£D:— Z ?QRMan vpr, + h.c.

a7b=€7ﬂ77

donde MP es una matriz compleja no diagonal. Ahora bien, si queremos mostrar esta expresion en
su forma diagonalizada m; debemos realizar una transformacién bi-unitaria a la matriz compleja
MP:

MP = ULm;vi, = m; = UgpMPV] |

donde U y V son matrices unitarias tales que cumplen: U Ut =UT U =1; V VI =V V =1.
=P = — Z%L UzmiVR R + h.c.

a,b

Estas matrices unitarias transforman las componentes quirales (R y L) de la siguiente manera:

3 3
Var = Y Uuir Vit » Var = Y _ VbirVik- (32)
=1 i=1

Por tanto:
3
[,D = — Z?iR m; v;r, + h.c. | (33)
i=1
3 3

LP = - Z(mi VirViL + M ViLViR) = — Zml (Tir +Vir) (Vir + viL),
i=1 i=1

3
ﬁD = — Z m;U;v;. (34)
=1
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3.2. Términos de masa de Majorana

Como pudimos observar el mecanismo de masa de Dirac requiere la existencia de campos de
neutrinos derechos. Por otro lado, si se considera que debe existir una conservaciéon del numero
total de Leptones L, no serd posible construir la masa del neutrino a partir tinicamente de sus
componentes izquierdas, de hecho tenemos que:

Vsler, = —VyL, (3.5)

VerVs = ViL- (3.6)
Por lo que el producto de campos de neutrinos invariantes bajo transformaciones globales, es
igual a cero:
Ve rver, = (Ueys)(—sven) = —Verver, = 0.

Ahora bien, si consideramos que se viola la conservaciéon del numero leptonico, podemos construir
el término de masa solo a partir del campo de neutrino de sabor vy,. De hecho si consideramos

la Ec.(3.6) observamos que
erys)” =7 vl = Vi,
v al multiplicar la anterior ecuacién por la matriz unitaria de la conjugacién de cargas C, que
satisface las relaciones:
T -1 T
C’Yu C = ~Tu ) C = _Cv

CraCl=rs ; C vy, = (vor)°
= Cvivy, =C 1y,
vsC Thp, = (ver)©,
75(1/@)0 = (I/gL)C. (3.7)

por lo tanto el producto de campos izquierdos de neutrinos teniendo en cuenta las Ec.(3.6) y
Ec.(3.7), entonces:

Ve (ver) = Zerys) (1 (ver)©) # 0,
cabe recalcar que este producto no es invariante bajo transformaciones globales.

Considerando todo esto, podemos formular los términos de masas para el Lagrangiano de Majo-
rana tal que:

1
LM =—- | N wer MY (ver)C + hee |
0 b=e,p,T
1
£M -3 [T MM (vp)C + hel], (3.8)

donde:

» El factor 1/2, se utilizara para evitar una doble contabilidad; debido a que su hermitico
conjugado es idéntico.

» v, tiene la forma vy = | v,

VrL

» MM es una matriz compleja 3 x 3 no diagonal simétrica que tiene la forma:

MEE ME}L MET
MM = M., M, M, |. (3.9)
MeT M/m‘ MT’T
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3.2.1. Diagonalizacién de la matriz MM

Considerando al neutrino como una particula de Majorana, los términos de masas para los
leptones cargados y para los neutrinos (Ec.(3.8)), pueden escribirse como:

1 _
Lo =—571 MM (vp)C —1p MM ig+he. . (3.10)
En general, estas matrices no diagonales, se diagonalizan por las siguientes transformaciones
vIMMv, = M¢, (3.11)
ViIMM MMy = (a2, (3.12)

Entonces, al realizar esta diagonalizacion, es posible reescribir L9, dado en la Ec.(1.10), en
términos de los autoestados de masas, por lo que:

v
ccy 9 T -
Ly = s (e p T)L ~HU Zz W, +he., (3.13)

L

donde U = V;'V,,.

Sin perdida de generalidad, podemos escoger la base en la que los autoestados de sabor de los
leptones cargados corresponden a los autoestados de masa, es decir V; = I y por ende U =V,
cabe aclarar que esto no puede ser de manera contraria debido a que sabemos que los neutrinos
son masivos.

Por lo tanto, al considerar al neutrinos como una particula de Dirac, el Lagrangiano de corriente
cargada descrito en la Ec.(3.13), es invariante bajo las transformaciones de fase globales

l/kL—>€ZSOkaL, I/kR—>€upk’I/kR (/{: 1,2,3),

EaL — eisoaealn gaR — eiSOagaR (Oé =6 U, 7_)7

de los campos neutrino y leptén cargado respectivamente, por lo que en la matriz de mezcla
unitaria U descrita en la Ec.(2.5) se pueden eliminar las tres fases no fisicas A\, de modo que solo
dependera de tres angulos de mezcla y una fase fisica que viola CP, la cual reescribimos como:

€12€13 512€13 s1ze”"
D i 6
U™ = | —s12c23 — c12523513¢"°  C12C23 — $12523513€" s93C13 | - (3.14)
i i
512823 — C12¢23513€"°  —C12523 — 512C23513€"0  €23C13

Ademas, esta matriz puede representarse como el producto de tres matrices de rotacion de Euler:

UP = Ry3(023; 0) R13(613; 6) R12(612; 0),
1 0 0 C13 0 5136—26 ci2 s12 0
= 0 C23 5923 0 1 0 —S812 (€12 0
0 —S893 (93 _813€i6 0 C13 0 0 1
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Sin embargo, al considerar al neutrino como una particula de Majorana, el Lagrangiano £ no
serd invariante bajo las transformaciones de fase v;, — €**v;r. Esto debido a que los campos
de neutrinos izquierdos no podréan ser re-fasados, lo que implica que las fases fisicas 81 y (2 no
seran eliminadas, de modo que la matriz de mezcla unitaria U dependera de tres angulos de
mezcla y tres fases fisicas que violan CP, la cual reescribimos como:

_ 1D M
U=U UDiag’
€12€13 812€13 s13e” " 1 0 0
s s \
U= —s12c23 — c12523513€"°  c12C23 — $12523513€" 593C13 0 e 0 . (3.15)
s s .
512823 — C12€23513€"  —C12823 — $12C23513€""  C23C13 0 0 e

La representacion de la matriz U por la Ec.(3.15) es denominada como la matriz unitaria PMNS
(Pintecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata) en su parametrizacion estandar [24].

U=Upuns,
ma 0 0
M= 0 my O |. (3.16)
0 0 ms

Por tanto .
£m = —§§L (UMgUT) (VL)C +E Ml lR + h.c. )

1 _
= =571 UMIUT ¢ (w)T +1; My lg+ hec. .
v teniendo en cuenta que:

= 7LU = vinU = v Uy = (Utvp) o = Uty

« UTC@)T = CUT ()T = C m0) = C (W)T — (Utn)C

Entonces 1
L= =5 (UTVLMg(UTuL)C) VI, My lg+ he. .
1 , _
i Lm = o M2 (WD +1, My lg+hee. . (3.17)
41
donde Vé/[ =Ulvy =1
V3

Por lo que el Lagrangiano de masas para los neutrinos de Majorana es:
1 ,
LM = ) o M2 (WD + he.

Ademas recordemos que cualquier campo fermionico se puede escribir como la suma de sus
componentes quirales derechas e izquierdas, donde:

1+ —rr 1
WM = ¢ +2’Y5 M7 = %VM =M (3.18)
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por lo que
oM =M M (3.19)
’ 1 1 v m; 0 0 V1
= LM = _—gM lel M= |’ 0 mg O va2 |,
2 2\ =

V3 0 0 ms Vs

1 1o
Y (M1 + malivs + mavars) = 5 Z; m;V;v;.

1=

De aqui podemos determinar que v; es el campo de neutrinos para la masa m;. Ademas observando
la Ec.(3.19) podemos concluir que si se cumple la condicién de Majorana [69], dado que:

M\C M\C M\C M, M M
(W) =W )" +(wg) =vg +vp =v".
(I/i)c = V;.

3.3. Decaimiento doble beta sin neutrinos (0r303)

La observacion de la doble desintegracion beta sin neutrinos (0v3), en la que
(A, Z) = (A, Z +2)+2e,

demostraria la existencia de la violacién del numero lepténico y por ende proporcionaria infor-
maciéon sobre la escala absoluta de los autovalores de masa del neutrino. Uno de los parametros
de mayor interés dentro del estudio de la desintegracion Ov3S es el tiempo de vida medio del
nicleo [70]. Bajo la suposicion de que la unica fuente de violacién de numero lepténico, a bajas
energias, es la masa tipo Majorana del neutrino, estd dada por

-1
(T8) = Imasl IM™ PG (Q, 2),
que depende del producto de los siguientes factores:

s M% es un elemento de la matriz nuclear, que representa la amplitud para la transiciéon
nuclear desde el nicleo de estado inicial al final.

» G%(Q,Z) es el factor de espacio fase, que indica la viabilidad de la desintegracion segtin
su cineméatica.

= |mpg| es la masa efectiva de Majorana.

3.4. Masa efectiva de Majorana

Bajo la hipotesis de que solo tres neutrinos conocidos (ve, vy, v7) participan en el proceso de la
desintegracion OvBj3, la masa efectiva de Majorana puede deducirse a partir de la combinacion
de los autoestados de masa mq, meo y ms, junto con los términos de la primera fila de la matriz
de mezcla de los neutrinos, los cuales estan relacionados con los d4ngulos de mezcla 819, 613 , asi
como dos fases de Majorana 31 y 2 [71]. Por lo que |mgg| viene dada por:

3
§ 2
Uei mz
i=1

Imgs| = (3.20)
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Al sustituir en la expresion anterior, los parametros descritos por la Ec.(3.15) da como resultado:
|M55| = ‘(612013)2 my + (s12¢13 eiﬁl)Q mo + (5136—1‘6 eiﬁQ)Q m3’ . (3.21)

Resientes btisquedas experimentales de la desintegraciéon doble beta sin neutrinos, muestran que
las restricciones maés fuertes sobre los tiempos de vida de la desintegracion Ov3f provienen de los
experimentos KamLAND-Zen [72] y GERDA [73] para el xenén y el germanio, respectivamente.
En ellos se ha establecido un limite para las vidas medias correspondientes de T’ 10/”2 > 2.3 x 10%

anos 72|, y Tlo/l’2 > 1,8 x 10% afios [73], al 90 %C.L. Por lo que, sus correspondientes limites para
la masa efectiva de Majorana son

mgg < 36 — 156 meV [72],

(3.22)
mgg < 79 — 180 meV [73].



4. Simetria p — T

Es importante recordar algunos conceptos de los que ya hemos hablado en los capitulos anteriores:

= Los autoestados de sabor de los leptones se describen a través de su participacién en las
interacciones electrodébiles, como se expresa en la Ec.(1.10).

= Los autoestados de masa de los leptones estan descritos por su propagaciéon por el espacio
libre, como se expresa en la Ec.(3.10).

= Los autoestados de sabor y masa de los neutrinos, pueden relacionarse a partir de la matriz
de transformacion unitaria Uppnvs descrita en la Ec.(3.14), en el caso de Dirac, y en la
Ec.(3.15), en el caso de Majorana.

Partiendo de los rangos en 30 para los pardmetros de oscilaciéon 6;; y ¢ mostrados de la Tabla
2.1, podemos calcular el valor de las componentes de la matriz |[UP| y obtener los siguientes
resultados para cada jerarquia de masas:

= Jerarquia Normal:

0,798 — 0,849 0,509 — 0,583 0,142 — 0,155
UP| = |0,249 — 0,525 0,444 — 0,688 0,652 — 0,764 (4.1)
0,240 — 0,522 0,478 — 0,712 0,629 — 0,743

= Jerarquia Invertida:

0,799 — 0,849 0,508 — 0,581 0,142 — 0,156
IUP| = 10,229 —0,520 0,448 — 0,690 0,654 — 0,764 (4.2)
0,247 — 0,531 0,471 — 0,711 0,628 — 0,741

Para observar de manera mas intuitiva las caracteristicas de estas matrices, ilustraremos las
magnitudes relativas de cada uno de sus elementos como se muestra en la figura 4.1.
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=
w
=
E

‘ Urs Url @ ‘

(a) Jerarquia Normal. (b) Jerarquia Invertida.

Figura 4.1: [lustracion de las magnitudes relativas de los elementos de las matrices PMNS, donde
el area coloreada de cada circulo es proporcional a |Uy,| (paraa = e, u, 7 e i = 1,2, 3). Adaptada
de [74].

Al observar las figuras anteriores y los resultados obtenidos en las Ec.(4.1) y Ec.(4.2), podemos
determinar que existe una interesante simetria de intercambio entre las filas p y 7, tal que,

Uil = [Uri|  (parai=1,2,3). (4.3)

De hecho, algunas componentes de de |U”| son esencialmente iguales o muy cercanas a cier-
tos coeficientes Clebsh-Gordan simples pero tipicos de la teorfa de grupos (como 1/v/2, 1/4/3 y
1/+/6), por lo que puede existir una especie de simetria de sabor global y discreta. Por tanto, es
razonable conjeturar U = Uy + AU, donde Uy denota un patréon de mezcla de sabores constante
que se origina a partir de un grupo de simetria de sabores subyacente, y AU representa peque-
nas correcciones o perturbaciones de Uy como resultado de algunos efectos suaves de ruptura de
simetria |74, 75].

Por otra parte, la Ec.(4.3) puede cumplirse de manera exacta para cualquiera de los siguientes
dos conjuntos de condiciones:

T
O23 = 1 t13 = 0;

’UW" = |Uﬂ| < 6 (4.4)

T T

-, 0=*4—.

4’ 2

Esta claro que 613 = 0 ya ha sido descartado, 023 = 7/4 esta permitido dentro de los rangos a

un sigma o a dos sigmas. Mientras la fase de violaciéon CP § tiene un valor central casi maximo

de 37/2, como se muestra en la Tabla 2.1. Sin embargo, el valor de § = 7/2 es permitido, segin

indicios de violacion CP procedente de los datos de T2K [63], que en el ajuste global fueron algo
diluidos por la combinacion con los datos actuales de NOvA [76].

tog =

A partir de los conjuntos de condiciones mostrados en la Ec.(4.4), es posible determinar dos tipos
de simetria pu — 7:

» Simetria de permutacion: donde el término de masa del neutrino no cambia bajo las
transformaciones
Ve =+ Ve, Vy —+Vr, Vr =V (4.5)
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s Simetria de reflexion: donde el término de masa del neutrino se mantiene invariable
bajo las transformaciones

(& c C
Ve = Vg, Vy — Vi, Vr =V, (4.6)
donde el superindice ¢ denota la conjugacién de carga del campo de neutrinos.

Dentro de este trabajo de investigacion solo nos enfocaremos en la simetria de reflexion.

4.1. Simetria g — 7 de reflexiéon

Originalmente esta simetria fue propuesta por Harrison y Scott [77], quienes partiendo de las
caracteristicas mostradas por las Ec.(4.1) y Ec.(4.2) para la matriz de mezcla, postularon la
posibilidad de que |Uy;| = |Ur|, eliminado las dos fases Majorana, llegando a la siguiente para-
metrizacion de Upyrns (Ec.(3.15)) en una convencion de fases apropiada:

Uer Ue Ues up Uz U3

quT = Uﬂl UMQ ng = V1 Uy U3 s (47)
* * * * * *
pl U w2 Yus vp Uy U3

donde los elementos u; se han dispuesto para que sean reales.

Dentro de la fisica de particulas la invariante de Jarlskog proporciona una forma sencilla de
cuantificar la violaciéon CP en la matriz de mezcla, que matematicamente se expresa como

j:Im(UllUikQU;]_UQQ) [78] (4.8)

Por medio de este término invariante presente en en todas las parametrizaciones de las matriz de
mezcla, estableceremos una expresion que compare la violacion CP para las matrices unitarias
Upvmns v UPT7. Asi podremos demostrar que los valores que deben tomar algunos de los
parametros de oscilacién para que la simetria de reflexién sea consistente.

4.1.1. Invariante de Jarlskog para U,,_,

Al reemplazar los elementos de la matriz U,_, en la Ec.(4.8) obtenemos que
J = Im(ujuivive) = urueIm(vive). (4.9)

Asi que primero debemos tener en cuenta algunas caracteristicas de la matriz de mezcla (com-
probadas en el Apéndice A.1):

= Al normalizar de cualquier columna de la matriz de mezcla UE,, ¢ (Ec.(4.21)), es posible
determinar que
> Uail*=1 para i=1,2,3; (4.10)

a=e, [, T

por lo que, si aplicamos la propiedad anterior a la matriz UF™7 descrita en la Ec.(4.7)
obtenemos
Juil + 2v|* = 1,

1 — Jug|?

; (4.11)

= |Ui’2 =
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= Debido a la ortogonalidad de cualquier par de columnas de U,y g (Ec.(4.21)) es posible
determinar que

UeiU:j + U,”-U;j + UriUr; =0 para todo i # j,

por lo que para U*~" obtenemos

uju; = —2Re(v;v]) . (4.12)

= Para una variable compleja z = a + ib, se cumplen las siguientes igualdades:
Re(z)
||

De aqui es posible definir a 73 = Arg(vl) y por tanto la diferencia de fase y21 = 2 — 71,
de donde es posible determinar que:

0 =Arg(z) <= cosf= (4.13)

Re(viva)
= — 4.14
cos(721) e (4.14)
Im(vjve)
=12 4.15
sen(rar) = P0L" (4.15)
Al reemplazar las Ec.(4.15), Ec.(4.14), Ec.(4.12) y Ec.(4.11) en la Ec.(4.9) obtenemos
171 = halfual [Fm(vfve)| = gl x| sen(rzn)].
_ wiy \2
= |ua|[uz| ||vive|V/1 = 0082721} = |ua||uz| | v1va|y /1 = (- )
I 2|v1v9|
4|v1v (uyuz)? 1
= Junus) M\/ ezl = (i) ] ] | /A Peal? — (el
1
~lualla | /T PO~ o) — el =l | /= TP = P!
= 5 luafuzllus|-
1
" ‘j‘ = §‘U€1U€2U63" (416)

4.1.2. Invariante de Jarlskog para Upy/ns

Como se muestra en el Apéndice A.1, al reemplazar los elementos de la matriz Upyrng en la
Ec.(4.8) obtenemos que

|7 | = c12812¢13513¢23503] sin 4],
= (c12¢13) (s12¢13) (513) (C23523) [sind|.
e — e — N N —

|U51| |U62‘ |U53‘ %sen(2923)

1
T = 5\U61U62Ueg\ |send| sen(26023). (4.17)
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Igualando las Ec.(4.16) y Ec.(4.17) determinamos que
|send| sen(26023) = 1.

y por tanto
§=+7/2; 0o = %. (4.18)

Sin embargo, como se muestra en el Apéndice A.2, al evaluar los resultados obtenidos para ¢
y 023 en Upyns (Ec.(3.15)), obtenemos que la forma de la matriz de transformacion U~ no
es consistente con la mostrada en la Fc.(4.7). Para solucionar dicha inconsistencia tendremos
en cuenta que la matriz MY = (U,_,) diag(m1,m2,m3)(U,—.)" , tiene la siguiente forma (ver
Apéndice A.3):

*
Mee  Mep Mgy,

0_
M, =1 mep mup mur |, (4.19)
* *
My Mpr My,

por lo que, los elementos de esta matriz deben satisfacer las siguientes condiciones de textura:

Mee = M

_ *
cer  Mey =M

_ *
err Mppy =M

TT?

(4.20)

_ *
Myr = My,
En el caso de Upyns (Ec.(3.15)), una de estas condiciones no se cumple, ya que, de acuerdo con
lo mostrado en el A.2, m,, = —m}, . Por lo tanto, serd necesario cambiar la parametrizaciéon de
Upymns. Una de las posibles formas en las que se podrian satisfacer las condiciones anteriores es
cuando la parametrizaciéon para Uppysns tenga la siguiente convencion de signos:

C12€13 812C13 s1ge 0
Ubving = | s12¢23 + c12513503€0  —c1ac23 + 512513523610 —ci3803 | x diag {17 €i51,€i52} ;
812823 — C12813C23€  —Cla803 — S12513¢23€"°  ci3C23

(4.21)

para llegar a este resultado es necesario que los valores de las fases no fisicas (que aparecen en la

Ec.(2.5)) sean Ao = m y Ay = A3 = 0. Es importante mencionar que aunque la ecuaciéon anterior

contenga la fases de Majorana, dentro del marco de la simetria de reflexion exacta estas no son

consideradas. Ademas que, aunque los valores de las fases no fisicas afecten en la forman de la

parametrizaciéon de la matriz de mezcla, los resultados no variaran debido a que estas fases no
fisicas seran reabsorbidas por el mecanismo de oscilaciones de neutrinos.

Por lo que la matriz de masas no diagonal para la nueva parametrizacion U EM NS> Sigue mante-
niendo su forma
Mee  Mey  Mer
M, = Mey,  Mypy  Myr ) (422)
Mer Myr Merr

estos resultados pueden comprobarse en el Apéndice A.4.

Entonces ahora al evaluar los resultados obtenidos en la Ec.(4.18) en (UE,,xg) obtenemos que
la matriz de transformacién U, tiene la forma

€12€13 $12€13 Fis13
R = L j 1 ; _c
U yins (0= 5,023 = T, 812 = 0) = \{5(812 +ic12813) \{5( ci2 £is1s13) — | = Uy,
~ _ ' 13
\/5(812 T ic12513) \/5( c12 F 1512513) v

(4.23)
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y en consecuencia los elementos de la matriz MY (Ec.(4.19)), se parametrizaran tal que:
2 (2 2 2
Mee = C13(cTy M1+ ma 873) — m3 si3,

1 .
Mey = 7 (crac13s12(m1 — ma) — dcizsis (cigmi + masty +m3)),

| (4.24)
My = 5 ( 1 (m2 - m13%3) — 2ic12512513(M1 — Ma) + Cigmz + 574 (ml — m28%3)) ;

1
Myr = B (0%2 (mls% + mg) - c%3m3 + 3%2 (m1 + m23%3)) .

La determinacion de los resultados de las Ec.(4.23) y Ec.(4.24), pueden verse de manera detallada
en el Apéndice A.4. En el que se utilizo la herramienta computacional de Wolfram Engine como
kernel dentro del editor de cédigo Visual studio code.

4.2. Leves rompimientos de la simetria u — 7 de reflexién

Es posible llegar a la forma de la matriz de mezcla U,_-, utilizando los valores de fla3 y 0
mostrados en la Ec.(4.18); mientras que 612 y 013 pueden ser parametros libres, tales que pueden
acomodarse facilmente dentro del intervalo experimental de 30 mostrados en la Tabla 2.1. Por
lo que partiendo de los datos experimentados de los d&ngulos de mezcla, podemos suponer que la
matriz de mezcla tenga la forma

Ul]L\{T = Uu—r x diag [17 €i5178i52} = UIIjLMNS (5 = %ﬂ’ ba3 = %)7 (4.25)
como es de esperar, esta forma de la matriz de mezclas permite que la matriz de masa presente
una desviacion del patron simétrico observado en la Ec.(3.9), directamente inducida por las fases

Majorana. Debe quedar claro que en el limite 81 = 82 = 0, el patrén simétrico se restaura.

En este trabajo se consideran las fases de Majorana como fuente de desviacién de la simetria de
reflexion en la matriz de masa.

Modulemos entonces las desviaciones de una matriz de masa simétrica de la forma

M = M, — M, (4.26)
Mee  Mey  Mer Mee  Mey mzu
OM = | mep muy mpur | = | Mep Mpy Mpr |,
Mer  Myr Merr mzu Mmyr m;*ut
0 0 Mmer — m:u
oM = 0 0 0 ,
Mer — mzu 0 msy, — mfm
por lo que, a partir de estos resultados podemos definir a 6 = mer —mg, y € = mer — my,,.
0 0 ¢
=dM(0,e)=| 0 0 0 |, (4.27)
6 0 ¢

donde § y € seran los parametros que mediran las desviaciones de la simetria de reflexion. Sin
embargo, la textura de la matriz de masa de correcciéon podria escribirse de otra manera, por
ejemplo, situando los pardmetros de ruptura en las entradas 6M,,, 0M., y 0M., pero sus
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valores no cambiarian si se toma el médulo de estos parametros. También podemos definir los
dos parametros adimensionales de la siguiente manera

1) €

* *
Mep L

5

(4.28)

M™>
Il

Es sencillo demostrar que en el caso limite en el que 81 = 2 = 0 dichos pardmetros desaparecen,
restaurando el patron simétrico de la Ec.(4.23). Por lo tanto, la magnitud de la ruptura de la
simetria de reflexiéon en la matriz de masa de neutrinos estd directamente relacionada con los
valores no evanescentes de las fases de Majorana. En el siguiente capitulo se muestran los resul-
tados computacionales y analiticos, basados en la exigencia de pequenas desviaciones del patrén
simétrico, examinando el espacio de pardmetros en las fases de CP de Majorana compatible con
la, imposicion de |d], [¢] < 1, lo que también se denomina una ruptura leve o suave de la simetrfa

w— 7 [75].



5. Resultados

5.1. Analisis Numérico

Es factible determinar los valores que pueden tomar las fases de Majorana, partiendo de las
potenciales desviaciones de la simetria pu — 7 de reflexion, mencionadas en la Ec.(4.28). En la
figura 5.1 se presentan las distintas regiones permitidas de las fases de Majorana para diferentes
valores de los pardmetros de ruptura adimensional |§] y |é], para la jerarquia normal e invertida.
Para obtener dichas gréficas, se realiz6 una simulaciéon en Python | en la que se calculan 4 x 10°
puntos para el valor de Uf,,yg (Ec.(4.21)), donde la fase de Dirac § = 5* y el dngulo de mezcal
b3 = % , se mantendréan fijos. Mientras que, se seleccionaran de manera aleatoria los valores
de: la masa maés ligera en un intervalo 0 < mg < 0.1 [eV], las fases de Majorana en un intervalo
—m < B2 < 7y tanto los angulos de mezcla como el resto de autovalores de masa variaban
dentro del intervalos de 30 mostrados en la Tabla 2.1. El Apéndice B, describe el procedimiento
anterior de manera ilustrativa. En este primer andlisis utilizaremos la parametrizaciéon de la
matriz de mezcla descrita por la Ec.(4.25). Més adelante, tomaremos un segundo caso donde las
fases de Majorana cambien de posiciéon, como se mostrard en la Ec.(5.1).

5.1.1. Primera parametrizacién (Uﬁ,_

(a) Jerarquia Normal.
Loo 1o = g [ = o - o Max(l6],1€]150.5
075 Max[\ﬁ:l,\é\]sO.B
Max[|5], |€]1<0.1
0.50{ (W Q > Q <
0.25 1
E
Pwid B> O B
-0.25
-0.50 1 (I Q > Q <
—0.75 1
~1.00 4 LN Pt 3 > ch
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Biln

(b) Jerarquia Invertida.

1.00 1 - r ; 1 o Max[|5],1é[1s0.5
0.75 Max[\«?|,\s\]so.3
| } Max[|§], [€]1<0.1
0.50 4 5
0.25 1 ] }
. i
X 0.0041
&
—0.25 4 l
-0.50 1 L
| 3
—0.75 1
|
~1.00 1 ‘ 1

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00
Bum

Figura 5.1: Regiones permitidas de fases Majorana para la Jerarquia Normal e Invertida. Las
regiones pequefas, medianas y grandes corresponden a Max[|d], |€]] < 0.1, 0.3, 0.5, respectiva-
mente. Fuente: Autor.
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En las graficas anteriores podemos notar que se obtuvieron diferentes combinaciones de fases
Majorana, que estin permitidas dentro de las pequefias desviaciones de la matriz de masas
simétrica. Como era de esperar, el tamano del drea permitida varia segin los valores seleccionados
de los parametros de ruptura adimensional. Es necesario destacar que, mientras que para la JN
ambas fases de Majorana estdn condicionadas a extenderse alrededor de algunos valores enteros
de m/2; en el JI, la fase 2 no tiene ninguna restriccion respecto a su posible valor, incluso para
las desviaciones méas pequeiias. Esto se puede comprender teniendo en cuenta que las fases de
Majorana, estan en las posiciones de la diagonal (2,2) y (3,3) para la parametrizaciéon en la
Ec.(4.25), es decir acompanan a mgy y ms. Asi, para la jerarquia normal (en el caso limite de
mi = myg), ambas fases son relevantes, mientras que en el limite de jerarquia invertida (ms = myg),
la fase By queda indeterminada. Dichas diferencias en ambas jerarquias pueden observarse de
manera mas clara al comparar el comportamiento de cada una de las fases de Majorana respecto
a los parametros de ruptura adimensional || y |é]. Como se muestra en la figura 5.2.
a) Jerarquia Normal.

05 05 ] - Max[|g]. [E[1<0.5
< Max(], 1503
04 041 Max( 3, [€[1=0.1
0.3 0.3
=
0.2 0.2 1
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Figura 5.2: Regiones permitidas de las fases Majorana 1 y fo respecto a cada uno de los para-
metros de ruptura adimensional |d| y |é|. Fuente: Autor.
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A partir de la figura 5.2, se observa, ademas de las caracteristicas ya mencionadas, la indepen-
dencia de los pardmetros de ruptura de simetria en ambas jerarquias de masas respecto a 51 Esto
se evidencia en que, por ejemplo, no todos los valores de las fases de Majorana que cumplen con
la condicién |5 | < 0,1 cumplen también con la condicion |é] < 0,1. En contraste, los valores de
B9 presentan un comportamiento similar para ambos parametros de ruptura.

Otros parametros de oscilacion cuyo comportamiento queremos conocer bajo las restricciones de
la simetria de reflexion son los dngulos de mezcla 612 v 613. Bajo el mismo analisis computacional
realizado anteriormente, estos angulos tomaran valores aleatorios para la JN (0,5408 < 615 <
0,6299 y 0,1423 < 013 < 0,1559) y para la JI (0,5396 < 012 < 0,6278 y 0,143 < 613 < 0,1565).
Y al aplicar las restricciones de los pardmetros de ruptura adimensional ]S | v |€] , obtenemos las
graficas mostradas en la Figura 5.3.

(a) Jerarquia Normal.

Max[|6], |é]1=0.5
Max[|5], |€]1=0.3
Max[|6], |é]1s0.1

0.60 1

912

0.58 1+

0.54 1+

0.142 0.144 0.146 0.148 0.150 0.152 0.154 0.156
613

(b) Jerarquia Invertida.

Max(|6], |é]1s0.5
0.62 A Max[|6], |€]1<0.3
Max[|5], |é]1=0.1
0.60 1
© 0.58
0.56 1
0.54 1

0.144 0.146 0.148 0.150 0.152 0.154 0.156
613

Figura 5.3: Regiones permitidas de para los d4ngulos de mezcla 612 y 613 en la Jerarquia Normal
e Invertida. Fuente: Autor.

Al observar los resultados obtenidos en la figura 5.3 se puede ver que los angulos de mezcla 612 y
f13 no exhiben ninguna restriccién en sus rangos de valores permitidos, luego de haber aplicado
las condiciones de |d| y |€|, presentes en la Figura 5.3.
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Debido a la gran importancia que tiene el concepto de la masa efectiva de Majorana dentro
del estudio de la desintegracién Ov3f, nos interesa observar el comportamiento de dicha masa
efectiva (Ec.(3.20)) respecto a la masa maés ligera del neutrino (JN: Ec.(2.12), JI: Ec.(2.15)).
Para ello lo haremos en el marco de la simetria p — 7 de reflexion. Por lo que en un principio solo
tendremos en cuenta las restricciones provenientes de la simetria de reflexion, para los parametros
de oscilacion § y 623 (Ec.(4.18)). Para ello, utilizando los mismos puntos de muestreo del analisis
computacional previo y ademés agregaremos el valor limite de la masa ligera obtenido del anélisis
de las observaciones cosmologicas (> m, < 0,12 eV) [79] y los limites obtenidos por KamLAND-
Zen (|mgg| < (36 — 156) [meV]) |72|, expresiones (3.22).

107t

KamLAND-Zen ]imite‘ (90% C.L.)

ImgglleV]

6gico (95% C.L.)
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Figura 5.4: Masa efectiva de Majorana en funcién de la masa mas ligera del neutrino, la linea
punteada representa la regién completa de JI y JN, mientras que las lineas discontinuas con
puntos representan los limites de KamLAND-Zen y los limites cosmoldgicos. Fuente: Autor.

Ahora, a los datos obtenido en la grafica anterior aplicaremos la restriccion de los parametros de
ruptura adimensional Max[|d], |¢|] < 0,5. Esto nos permitiré identificar las regiones permitidas
para |mgg| en cada una de las jerarquias de masa. Adicionalmente, consideraremos los resultados
de la figura 5.1 para diferenciar estas regiones en funcion de la fase de Majorana correspondiente
a cada punto.

O r ............. J0os|Bl=m
x |B1|=0,m.
* B =m/2.
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o (|Bil, 1B2]) = (m, 1/2), (0, 1/2).
(1B1l, 1B21) = (0, 0), (m, ),
(0, ), (m, 0).
(IB1l, 1B2]) = (72, /2).
(1B, 1B2]) = (n/2, ), (11/2, 0).
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Figura 5.5: Regiones permitidas de la masa efectiva de Majorana respecto a la restriccion de
los pardmetros de ruptura adimensional Max][|d|,|¢|]] < 0.5. Diferentes valores de las fases de
Majorana tienen el mismo color, debido a que sus respectivos puntos comparten las mismas
regiones para |mgg|. Fuente: Autor.
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Separaremos cada una de las regiones permitidas en diferentes gréficas para observar de manera
mas clara su comportamiento, ademés agregaremos una distincién de color respecto a restric-
ciones aun mas leves del rompimiento de la simetria de reflexién. Como se muestra en la figura
5.0, existe una reduccién en los posibles valores que pueden tomar todas la regiones permitidas,
siendo dicha reducciéon proporcional a los valores de maximos que pueden tener los parametros
de ruptura adimensional 8] y |€|.

(a) Jerarquia Normal.
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Figura 5.6: Regiones permitida de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricciéon de los
parametro de ruptura adimensional Max[|d[, |€|]] < 0.1, 0.3, 0.5. Fuente: Autor.
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5.1.2. Segunda parametrizacién (Uft‘ﬁ_)

Por otra parte, surge una inquietud respecto a las regiones permitidas de la masa efectiva de
Majorana. Dado que los pardmetros de ruptura son sensibles a los valores de las fases de Majo-
rana, ;qué sucederia si tomamos una parametrizacion diferente de la matriz de mezcla, en la que
la posicién de las fases dentro de la matriz diagonal sean modificadas? Si tomamos la siguiente
parametrizaciéon

U%’T =U,—, x diag [er,e’ﬂl, 1} ) (5.1)

que es otra parametrizaciéon muy comin dentro del estudio de las oscilaciones de neutrinos.
Obtendremos las figuras que se mostraran a continuacién, en las cuales se tuvieron en cuenta
las mismas restricciones provenientes de la simetria p — 7 de reflexién para los parametros de
oscilaciéon. En consecuencia las restricciones en los valores de las fases de Majorana respecto a
los posibles valores maximos de los pardmetro de ruptura adimensional |8| y |¢| se verfan de la
sigulente manera

(a) Jerarquia Normal.
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(b) Jerarquia Invertida.
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Figura 5.7: Regiones permitidas de fases Majorana para la Jerarquia Normal e Invertida. Las
regiones pequenas, medianas y grandes corresponden a Max[|d], |€]] < 0.1, 0.3, 0.5, respectiva-
mente. Fuente: Autor.

Al comparar los resultados de la figura 5.7 con los obtenidos en la figura 5.1, es notoria la
diferencia para cada jerarquia de masas entre ambas parametrizaciones. Si bien se mantiene el
hecho de que en una de las jerarquias los valores de ambas fases de Majorana se sitian al rededor
de algunos valores enteros de /2 y en la otra jerarquia una de las fases no presenta ningun tipo
de restricciéon, los mismos resultados se presentan en la jerarqufa contraria dependiendo de la
parametrizacion, lo que es de esperar, ya que la parametrizaciéon estamos considerando las fases
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en las diagonales (1,1) y (2,2), lo que en el limite m; = 0 hace irrelevante la fase /3.
Este tipo de cambios en las caracteristicas de las regiones permitidas de las fases de Majorana,
pueden observarse de manera mas clara al ser comparados con cada uno de los parametros de
ruptura adimensional [0] y |é|. Como se muestra a continuacion.
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Figura 5.8: Regiones permitidas de las fases Majorana 1 y fo respecto a cada uno de los para-
metros de ruptura adimensional |d| y |é|. Fuente: Autor.

Al comparar las areas de las regiones permitida de la fase fBs en la figura 5.8 con los de la
figura 5.2, se observa que, a pesar del cambio de parametrizacion, las areas de dichas regiones
siguen manteniendo una forma similar. Sin embargo, ahora se muestran en la jerarquia contraria.
Mientras que a pesar de que la fase 81 no modifica su posiciéon dentro de la matriz diagonal, se
observa un cambio muy notorio en la forma de dichas regiones permitidas por los de pardmetros
de ruptura adimensional.



39 5.1. ANALISIS NUMERICO

En el caso de esta nueva parametrizacion, los dngulos de mezcla 612 y 613 (que contintan te-
niendo el mismo rango valores permitidos que en la parametrizacion anterior) se comportan de
la siguiente manera tras aplicar las restricciones de los pequenos rompimientos de la simetria de
reflexiéon

(a) Jerarquia Normal.
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(b) Jerarquia Invertida.
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Figura 5.9: Regiones permitidas de para los angulos de mezcla 619 y 013 en la Jerarquia Normal
e Invertida. Fuente: Autor.

Contrastando los resultados obtenidos en la figura 5.9 con los obtenidos en la figura 5.3, podemos
notar que independientemente de la parametrizacién de la matriz de mezcla que utilicemos, no
existira ninguna restriccion en los valores que pueden tomar los angulos de mezcla 612 v 013. Es
interesante ver que, aunque en ambas figuras se evaliia la misma cantidad de puntos durante la
simulacién,en la figura 5.9 se aprecia un cambio significativo en la cantidad de de puntos que
cumplen con las condiciones de restriccion aplicadas.
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Finalmente, analizaremos la dependencia de la masa efectiva de Majorana respecto a la masa
mas ligera del neutrino, en las mismas consideraciones que en la figura 5.4, pero utilizando ahora
la parametrizacion Upy,yg (Ec.(5.1)) en lugar de UE,;yg (Ec.(4.21)). Como se muestra en la
figura 5.10, no se observan cambios significativos en los limites de las regiones totales para masa
efectiva de Majorana en ambas jerarquias (JN y JI).
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Figura 5.10: Masa efectiva de Majorana en funcién de la masa mas ligera del neutrino, la linea
punteada representa la regién completa de JI y JN, mientras que las lineas discontinuas con
puntos representan los limites de KamLAND-Zen y los limites cosmoldgicos. Fuente: Autor.

Al combinar los datos obtenidos en la figura 5.7, con los obtenidos en la figura 5.10, donde solo
aplicaremos la restriccién maxima para los parametros de ruptura adimensional [|d], |é]] < 0,5.
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Figura 5.11: Regiones permitidas de la masa efectiva de Majorana respecto a las restriccion de los
parametro de ruptura adimensional Max|[|8], €] < 0.5. Diferentes valores de las fases de Majorana
tienen el mismo color, debido a que sus respectivos puntos comparten las mismas regiones para
|mgg|. Fuente: Autor.

En la figura 5.11 podemos observar que, comparado con la figura 5.5, en la JN se reducen la can-
tidad regiones permitidas para la masa efectiva de Majorana. Sin embargo, en la JI la cantidad
de regiones permitidas y sus respectivas dreas se mantienen constantes, solo hubo un cambio en
los valores de las fases de Majorana correspondientes a cada regién.
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Separaremos cada una de las regiones permitidas en diferentes gréaficas para observar de manera
mas clara su comportamiento. Ademaés, dichas regiones tendran un color distinto dependiendo
del valor maximo de los parametros de ruptura de la simetria de reflexion.

(a) Jerarquia Normal.
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Figura 5.12: Regiones permitida de la masa efectiva de Majorana respecto a las restricciéon de
los parametro de ruptura adimensional Max[|d], |é|]] < 0.1, 0.3, 0.5. Fuente: Autor.

Al igual que se observa en la figura 5.6, la figura 5.12 muestra una reduccién en los posibles
valores de las regiones permitidas, proporcionales a los valores de méaximos que pueden tener
los parametros de ruptura. Sin embargo, en este ultimo caso, cuando los valores méaximos de los
parametros de ruptura |8| y |é| son menores o iguales a 0.1, en la JI se observa una tendencia
alin mayor a que los puntos se concentren mas después de los 10_2[6V] para la masa maés ligera.



6. Conclusiones

Como se ha visto a lo largo de este trabajo de investigacién, la matriz de mezcla U es fundamen-
tal en la comprension del comportamiento de la teoria de oscilaciones de neutrino. Esta matriz
actiia como intermediaria entre los autoestados de sabor, descritos por Egic), v los autoestados
de masa, descritos por L,,. Por otra parte, la simetria y— 7 que parece tener, de manera exacta o
aproximada, la matriz de mezcla, al ser evaluados los valores experimentales de los parametros de
oscilacion, motivé a plantearnos la pregunta de si se pueden obtener predicciones de las fases de
Majorana en el contexto de simetria mu-tau de reflexion. Después de realizar un cuidadoso andli-
sis numeérico podemos concluir que hay una reduccién considerable en las regiones permitidas da
ambas fases de Majorana, al menos para un ordenamiento de masa. Experimentos enfocados a la
deteccion del proceso del decaimiento doble beta sin neutrinos, podria a mediano plazo descartar
o validar estos resultados. En conclusién, la matriz de mezcla U y la simetria p — 7 son elementos
esenciales para interpretar la naturaleza del neutrino en el universo.

Como pudimos observar en la parte final de la Secciéon 4.1, para realizar una selecciéon adecuada
de la parametrizacién de la matriz de mezcla, es imprescindible tener en cuenta el patrén de
la textura de la matriz de masas que se utilizari. Ya que ademés esto permitird determinar de
manera acertada las condiciones necesarias para llegar a la simetria u — 7 de reflexién y, poste-
riormente, a los parametros de ruptura.

Este estudio demuestra que la aplicacién de restricciones de los pequenios rompimientos de la si-
metria u—7 de reflexion reduce significativamente los valores permitidos de las fases de Majorana
v, por ende, el espacio de parametros para la masa efectiva de Majorana. Independientemente de
la parametrizacion, las regiones de los valores permitidos en una de las jerarquias se concentran
alrededor de valores enteros de 7/2, mientras que en la otra jerarquia solo una fase presenta estos
valores discretos y la otra permite valores continuos entre 0 y w. Cabe destacar que los valores
de los 4ngulos de mezcla 615 v 613 no presentan restriccién alguna. Estos resultados son de gran
importancia, ya que proporcionan fuentes de violaciéon de CP adicionales, que podrian ser itiles
para explicar la asimetria bariénica del Universo.

Seria interesante realizar futuros estudios en los que, ademas de las restricciones de la simetria
de reflexiéon p — 7, agreguemos otras restricciones para la matriz de mezcla provenientes de la
simetria mégica. La simetria magica implica que la suma de los elementos de cada fila o columna
es igual [80]. Esto podria ayudar a restringir atn mas los valores de las fases de Majorana y
posiblemente a que los valores de los d4ngulos de mezcla también se restrinjan.



Apéndice A. Codigo implementado en Wolfram
Mathematica

A.1. Invariante de Jarlskog y algunas caracteristicas de la matiz
de mezcla Upyns

)Q A o Editar Seleccién e < = O X
@ £ Cap4_SIM_MT.tex 9+ I £X Cap8_Apendice_Atex 1 £ InJ_U_CBM.winb 3 Invariante.wlnb X 5 .-
C: 2 Users > Nelson Valderrama > Dropbox > Nelson Tesis > Bibliografia > Libros > Cap 4 > 0 invariantewlinb > @ Ue1=Cos[t12]"Cos[t13];
p + Cadigo + Markdown [> Ejecutar todo == Borrar todas las salidas D Export As.. *i* Open Configurations -+ B, wolfram Language
>¢~ >¢ =5 o
Z‘Q > Uel=Cos[t12]*Cos[t13];
Ue2=sin[t12]*Cos[t13];
ﬂB Ue3=sin[t13]*Exp[-1*d];
o umil=-sin[t12]*Cos[t23] - Cos[t12]*sin[t23]*sin[t13]*Exp[I*d];
E:I um2=Cos[t12]*Cos[t23] - sin[t12]*Sin[t23]*Sin[t13]* Exp[I*d];
Um3=Sin[t23]*Cos[t13];
TeEX
Ut1=Sin[t12]*Sin[t23] - Cos[t12]*Cos[t23]*Sin[t13]*Exp[I*d];
= Ut2=-Cos[t12]*sin[t23] - sin[t12]*Cos[t23]*sSin[t13]* Exp[I*d];
o) Ut3=Cos[t23]*Cos[t13];
s={Cos[t12] ->» c12 , Cos[t13] -» c13 , Sin[t12] -> s12 , Sin[t13] -> s13, Cos[t23] -> ¢23 , Sin[t23] ->» 523 };
U = {{Ue1, Uez, Ue3},{-Uml, -Um2, -Um3},{Utl, Ut2, Ut3}};
Print["U_{PMNS}="];
MatrixForm[Simplify[u/.s]]
Print[]
J=Im[Uel*Conjugate[Ue2]*Conjugate[Um1]*Um2];
Print["J= ",Simplify[ComplexExpand[J/.s]]]
[1] v 14s Wolfram Language
U {PMNS}=
( 12 ¢13 13512 e 513 )
\ c23s12+c122' 513523 - c12c23+e' 9512513523 -c13523 |
—c12c23e'95134512523 -c23e*¥512513-¢12523 c13¢23
2 2 2 )
J= c12 c13 23 s12 (cl2 + s12 ) sl13 s23 Sin[d]
1={e,m,t};
print["i=",1]
For[i =1, 1 <= 3, i++,
Print["sum(|u_{",1[[1]],"i}|*2)= ", FullSimplify[ComplexExpand[Total[Conjugate[#][[2]] * #[[2]] & /@ U]]]]]
[17] v/ 04s Wolfram Language

i={e, m, t}
sum( |u_{ei}|~2)=1
Ssum( |U {mi}]|~2)= 1

sum( Ju_{ti}|~2)=1
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For[i =1, i <= 3, i++,For[j =1, j <= 3, j++,

If[jl=i,
print["sum(u_{i",i,"} . U _{i",j,"}*)= ", Fullsimplify[ComplexExpand[Total[Conjugate[#[[1i]]] * #[[]j]] & /@ U]]1]1]111]
[20] v 05s Wolfram Language

sum(U_{i1} . U_{i2}*)= @
sum(u {i1} . U {i3}*)= @
sum(U_{i2} . U_{i1}*)= @
sum(U_{i2} . U_{i3}*)= @

sum(U_{i3} . u_{i1}*)= o

@ - sum(u_{i3} . U_{i2}*)= 0
El©oAa@a @Wo #lveshare Spaces:4 Celdalde3d  Wolfram Kernel &3 Spell /3

A.2. Determinacién de las matrices U,_, y MB para UpyNs

3] Archivo Editar Seleccién Ver - = R Tesis (Libro) O B8 0o - O X
@ 3 In)_U_PMNSwinb X & -
C: > Users > Nelson Valderrama > Dropbox > Nelson Tesis > Bibliografia > Libros > Cap 4 > 8 InJ_U_PMNS.winb > ...
/C) + Cédigo + Markdown [» Ejecutar todo == Borrar todas las salidas D Export As.. = Open Configurations - B wolfram Language
D1 D¢ EI lﬁ[
oo t23=pi/a;
d=-Pi/2;
&
Uel=Cos[t12]*Cos[t13];
0 Ue2=Sin[t12]*Cos[t13];
E}J Ue3=Sin[t13]*Exp[-I*d];
TEX Uml=-Sin[t12]*Cos[t23] - Cos[t12]*Sin[t23]*Sin[t13]*Exp[I*d];
Um2=Cos[t12]*Cos[t23] - sin[t12]*sin[t23]*sin[t13]* Exp[I*d];
= um3=Sin[t23]*Cos[t13];
(o]

Ut1=Sin[t12]*Sin[t23] - Cos[t12]*Cos[t23]*Sin[t13]*Exp[I*d];
Ut2=-Cos[t12]*sin[t23] - Sin[t12]*Cos[t23]*sin[t13]* Exp[I*d];
Ut3=Cos[t23]*Cos[t13];

s={Cos[t12] -> c12 , Cos[t13] -> c13 , Sin[t12] -> s12 , Sin[t13] -> s13 };

U = {{Uel, Ue2, Ue3},{umil, Um2, Um3},{ut1, ut2, ut3}};
md=DiagonalMatrix[{m1,m2,m3}];

Print["U_{PMNS} (delta=-pi/2 , t23=pi/4) "];
Print["=> U_{m-t}="];
Simplify[MatrixForm[U]/.s]

Print[];

Print["Re[M*@_nu]="];
Fullsimplify[MatrixForm[ComplexExpand[Re[U.(md).Transpose[U]]/.s]]]
Print[];

Print["Im[M*@_nul="];
Fullsimplify[MatrixForm[ComplexExpand[Im[U.(md).Transpose[u]]/.s]]]
[1] v 23s fo Wolfram Language

U_{PMNS} (delta=-pi/2 , t23=pi/4)

=> U_{m-t}=
{ c12c13 c13s12 is13 )
s12-fc12s13  c12+8s512s513 13
A2 {2 A2

s12+f¢12s13  c12-is12s13 c13

7 7
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Re[M*@_nu]=
c12c13 (-m1+m2) s12 €12 c12 (ml-m2) s12
c13* (12 ml+m2 512%) -m3 5137 % +
2 2
€12 c13 (-ml+m2) s12 1 1
% 3 (c23®m3+c12” (m2-m1 s13%)+s512° (m1-m2 513%)) 5 (c13*m3-c12® (m2+m1 513%) - 5127 (m1+m2 5137))
€12 ¢13 (mi-m2) 512 1 1
£12c13 (i) 512 = (c13*m3- c12® (m2+m1 $13%) - 512% (m1+m2 513%)) = (c13°m3+c12® (m2-m1 s13%)+512° (m1-m2 513%))
45 2 2
Im[M*@_nu]=
€13 (c12®ml+m3+m2 s12°) 513 c13 (c12” mi+m3+m2 512%) 513
0
42 2
c13 (c12? m1+m3+m2 512%) 513
c12 (-m1+m2)s12s13 (2]
2
13 (c12° m1+m3+m2 $12%) 5132
Q cl2 (ml-m2)sl2s13
2
®0A2wD16 W0 & LiveShare Spaces:4 CRLF Celdalde1 -+ Wolfram Kernel 4% Spell ()

A.3. Forma de la matriz M? para U,_,

Um = {{ul, w2, u3},{vl, v2, v3},{vic, v2c, v3c}};
md=DiagonalMatrix[{ml,m2,m3}];

Print["u_{m-t}= "]
Simplify[MatrixForm[Um]]
Print[];

g = « = 2 Tesis (Libro) 08 Mo - O X
@ M U_mt- winb X 423

C: > Users > Nelson Valderrama > Dropbox > Nelson Tesis > Bibliograffa > Libros > Cap 4 > @ U_mt - winb > ..
/O + codigo  + Markdown [> Ejecutar todo == Borrar todas las salidas Y Export As... -+ B, wolfram Language

Dr Dy B - @

Plv
&
5

TEX Print["mre="];
Fullsimplify[MatrixForm[Um.(md).Transpose[Um]]]
Print[];

Y

1] v 0.8s Wolfram Language
U {m-t}=

—

[ ul w2 u3
vl w2 w3
vlc v2c v3c

M=

ml ul?+m2 u2?+m3 u3? mLulvi+m2u2v2+m3udv3  mlulvic+m2 u2 v2c+m3 ud v3c
ml ul vi+m2 u2 v2+m3 u3 v3 ml v1%+m2 v22+m3 v3? ml vl vic+m2 v2 v2c+m3 v3 v3c

\ mlulvic+m2u2v2c+m3u3dv3ic mlvlvlc+m2v2v2c+m3v3 v3c mlv1c2+m2V2c2+m3 V3C2 ;

®
%

Bl ®0A22:201 ®o &Llveshare v Spaces:4 CRLF Celdaldel1 +/ Wolfram Kernel &3 Spell 4 [off] [
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A.4. Determinacion de las matrices U,_, y M? para UIIEMNS

] Archivo Editar Seleccién  Ver - & P Tesis (Libro) O B8 [m o8 O X
@ eX Cap4_SIM_MT.tex 9+ p1Y ex Cap8_Apendice_A.tex 1 3 InJ_U_CBMwInb X f‘%}
C: > Users > Nelson Valderrama > Dropbox > Nelson Tesis > Bibliografia > Libros > Cap 4 > M |n_U_CBMwlinb > @ t23=pi/4;
/O + cédigo  + Markdown [> Ejecutartodo == Borrar todas las salidas ) Export As.. 11t Open Configurations -+ £ Wolfram Language
Dr >y B - @
poo t23=p1/a;
d=-Pi/2;
&
Uel=Cos[t12]*Cos[t13];
o Ue2=Sin[t12]*Cos[t13];
ED Ue3=Sin[t13]*Exp[-I*d];
TEX uml=-Sin[t12]*Cos[t23] - Cos[t12]*sin[t23]*Sin[t13]*Exp[I*d];
Um2=Cos[t12]*Cos[t23] - sin[t12]*Sin[t23]*Sin[t13]* Exp[I*d];
= Um3=Sin[t23]*Cos[t13];
o

Utl=Sin[t12]*Sin[t23] - Cos[t12]*Cos[t23]*Sin[t13]*Exp[I*d];
Ut2=-Cos[t12]*5in[t23] - Sin[t12]*Ces[t23]*Sin[t13]* Exp[I*d];
Ut3=Cos[t23]*Cos[t13];

s={Cos[t12] -> c12 , Cos[t13] -» c13 , Sin[t12] -> s12 , Sin[t13] -> s13 };

U = {{Uel, Uez, Ue2},{-uUml, -Um2, -Um3},{Utl, Ut2, Ut2}};
md=DiagonalMatrix[{mil,m2,m3}];

print["U_{m-t}="];
Simplify[MatrixForm[U]/.s]
Print[];

Print["Re[M*0]="];
FullSimplify[MatrixForm[ComplexExpand[Re[U.(md).Transpose[U]]/.5]]]
Print[];

Print["Im[Mre]="];
Fullsimplify[MatrixForm[ComplexExpand[Im[U.(md).Transpose[U]]/.s]]]

[11 v 22s ®,  Wolfram Language
U {m-t}=
{ c12¢13 c13s12 is13 )
s12-icl12s13 c12+is12s13 cl13
N2 NP 2
s12+ic12s13 c12-is12s13 c13
{2 2 {2
Re[M*@]=
1 5 5 5 2 cl2cl13 (ml-m2)sl2 €12 ¢c13 (ml-m2)si2 \
€13% (12’ m1+m2 $12%) -m3 513 - P
W2 V2
€12¢13 (m1-m2) s12 1 1
£12c13 (1 -m2) s12 = (c23?m3+c12? (m2-m1 513%)+512% (m1-m2 513%)) = (-c13%m3+c12” (m2+m1 513%)+5127 (m1+m2 513%))
e P 2
€12 c13 (m1-m2) 512 1 1
£12c13 (ml-m2) s12 = (-c13*m3+c12? (m2+m1 513%)+512% (m1+m2 513%)) = (c13?m3+c12* (m2-m1 513%) +512% (n1 - m2 513%))
Tz z 2
Im[Mre]=
c13 (c12®mi+m3+m2 512%) 513 €13 (c12®ml+m3+m2 512°) 513
0 -
A2 2
€13 (c12” mi+m3+m2 512°) 513
- ﬁ €12 (-ml+m2) 512513 [2]
€13 (c12” m1+m3 +m2 512°) 513
ﬁ ] €12 (ml-m2)sl2s13

@
i
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Apéndice B. Diagrama de flujo que describe el
codigo implementado en Python
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