
CORRELACIÓN ENERGÍA-ENERGÍA EN
CROMODINÁMICA CUÁNTICA.

John Alexander Gamboa Vera

Documento presentado al Programa de Física
como requisito para optar por el título de Físico.

Director: Ph.D Edilson Alfonso Reyes Rojas

Departamento de Física

Facultad de Ciencias Básicas

Enero 2024



Resumen

En la actualidad, los experimentos y mediciones físicas han alcanzado niveles
crecientes de precisión y exactitud, orientados a proporcionar una explicación más
rigurosa de los diversos fenómenos observados en aceleradores de partículas como el
LHC, el ILC y el FCC, con el objetivo de desentrañar la presencia de nueva física. En
el marco de la ejecución de nuestro proyecto, nos enfocaremos en el estudio de la
correlación energía-energía en el sistema conformado por dos partículas
electrón-positrón. Buscamos comprender de manera más profunda los factores
determinantes para su cálculo en el orden perturbativo más bajo, partiendo de
diagramas de árbol asociados a este proceso bajo la influencia de la cromodinámica
cuántica (QCD, por sus siglas en inglés). Se ha observado que, en el orden principal,
la Correlación Energía-Energía (EEC), en función del ángulo, exhibe un
comportamiento semejante a una función cuadrática. Esta característica se manifiesta
de manera notable al acercarse a los ángulos límites, donde se destaca una
contribución significativa de dicha función.

Palabras clave− Campos cuánticos, cromodinámica cuántica, sección eficaz,
diagramas de Feynman, event shape.
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1. Introducción

Los aceleradores de partículas son fundamentales en la investigación científica al
llevar a cabo experimentos de una precisión cada vez mayor. El objetivo principal de
estos experimentos es desentrañar la verdadera naturaleza de las partículas
subatómicas que constituyen la base de toda la materia en el universo.
Entre los instrumentos de medición más destacados en la exploración de la física de
partículas, se encuentran el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) del CERN [1] y el
Fermilab. Estos centros de investigación desempeñan un papel fundamental al llevar a
cabo experimentos de altas energías que permiten estudiar las propiedades
fundamentales de las partículas subatómicas y las fuerzas que actúan entre ellas.
El descubrimiento del bosón de Higgs el 4 de julio de 2012 [2, 3, 4], representa un hito
fundamental en la física de partículas, consolidando experimentalmente el mecanismo
de Brout-Englert-Higgs [5, 6], proporciona una explicación coherente para el origen de
la masa de las partículas elementales. No obstante, la implementación del mecanismo
de Higgs conlleva la introducción de un sector escalar en la Lagrangiana del Modelo
Estándar (SM) de la física de partículas, generando nuevos retos teóricos, como lo son
el problema de las jerarquías [7, 8, 9] y la inestabilidad del potencial asociado al
campo de Higgs [10, 11, 12, 13].
Hasta la fecha, no se ha identificado de manera concluyente ninguna señal
experimental que apunte a la existencia de nueva física capaz de resolver estos
desafíos, así como otros problemas bien conocidos del SM, como la ausencia de un
candidato a materia oscura [14] o la carencia de un marco teórico unificado que
incorpore la interacción gravitacional.
Recientemente, se ha despertado un interés particular en los observables físicos que
analizan la forma de los eventos finales en ciertos procesos de scattering. Más allá de
las masas de las partículas y los decaimientos del bosón de Higgs, estos observables
proporcionan una vía para realizar pruebas indirectas sobre la existencia de nuevos
grados de libertad físicos. Este enfoque, que ya demostró su utilidad en la validación
del gluón y la consistencia de la QCD en épocas anteriores, se dirige ahora hacia la
aniquilación electrón-positrón. La observación de una estructura de tres jets en este
proceso en 1978 proporcionó evidencia concreta de la existencia de gluones,
corroborando la teoría.
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En el estado actual del arte, el cálculo de la correlación energía-energía (EEC) ha
alcanzado el orden perturbativo NNLO mediante estimaciones numéricas basadas en
diagramas de Feynman [15], mientras que los resultados analíticos se limitan al orden
NLO en la QCD [16, 17, 18]. La combinación de estos resultados con procedimientos
de resumación de logaritmos grandes hasta el orden NNLL, incluyendo efectos de
hadronización a bajas energías, ha permitido comparaciones directas con los
resultados experimentales del gran colisionador electrón-positrón (LEP).
El proyecto de investigación propuesto estudiará las correcciones en el cálculo de la
correlación energía-energía para la aniquilación electrón-positrón. El análisis se
centrará en los efectos del sector de la QCD al menor orden perturbativo.
Esta tesis se estructura en dos capítulos distintos, cada uno abordando aspectos
específicos de la investigación. En el Capítulo 2, se lleva a cabo un exhaustivo análisis
centrado en la Teoría Cuántica de Campos. Se exploran detalladamente conceptos
fundamentales, como el campo escalar, la ecuación de Dirac y los principios teóricos
subyacentes a la QCD.
Por otro lado, el Capítulo 3 se dedica a la exposición detallada de elementos esenciales
de la QCD. Aquí se abordan temáticas cruciales, tales como la sección eficaz, las
divergencias infrarrojas, los jets y las variables de forma del evento. Todos estos
elementos desempeñan un papel indispensable en el desarrollo y la comprensión
integral de la presente investigación.
Al concluir ambas secciones, se presentan las reflexiones y conclusiones derivadas de
este estudio, proporcionando una visión integral de los hallazgos y contribuciones
alcanzadas en el curso de esta tesis.
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2. Teoría Cuántica de Campos

La teoría cuántica de campos (QFT) constituye una base fundamental para el
modelo estándar (SM) de la física de partículas. Surge en respuesta a la necesidad de
comprender y explicar fenómenos físicos que la física no relativista no podía
responder, fenómenos tales como la creación y aniquilación de partículas. La QFT es
la rama de la física dedicada al estudio de procesos físicos en escalas de energía
elevadas y procesos a escalas extremadamente pequeñas (escala electro-débil ∼ 200

GeV ). Esta teoría resulta de la combinación de la mecánica cuántica, la relatividad
especial y la introducción del concepto de campo cuántico. En este último, las
partículas fundamentales (quarks, leptones y bosones) se manifiestan como el
resultado de perturbar dicho campo [19].
La mecánica cuántica, en su búsqueda por comprender de manera más precisa el
mundo microscópico, remplazó a la física clásica a través de lo que se conoce como la
primera cuantización. Mediante este enfoque, magnitudes físicas como la posición qj y
el momento pj son transformados en operadores lineales en el espacio de Hilbert.
Estos operadores cumplen con las siguientes relaciones de conmutación canónica.

[qi, qj] = [pi, pj] = 0 , [qi, pj] = iδij . (2.1)

La principal limitación de la mecánica cuántica residía en su dificultad para describir
de manera precisa el comportamiento de las partículas a velocidades cercanas a la de
la luz. Además no basta con cuantizar partículas relativistas, la cuantización de
partículas relativistas generaba ciertas inconsistencias. Para abordar estos desafíos, se
introdujo el concepto de campo. En la mecánica cuántica convencional, el número de
partículas y sus propiedades se conservaban, lo que impedía la creación y aniquilación
de partículas.
Para superar estas dificultades, fue necesario recurrir al formalismo de campos
cuánticos para campos continuos, utilizando coordenadas generalizadas (qi y pi). Este
enfoque permitió abordar adecuadamente los fenómenos físicos asociados con
velocidades cercanas a la velocidad de la luz y resolver las inconsistencias que surgían
en la cuantización de partículas relativistas.
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Además, el principio de causalidad establece que ninguna partícula con una masa
en reposo diferente de cero puede viajar igual o mas rápido que la luz. Esta restricción
no es cumplida por el propagador de la mecánica clásica. Esta discrepancia se evidencia
al considerar la amplitud de probabilidad de una partícula libre (ecuación 2.2), la cual
viaja del punto inicial x0 a un punto final x en cierto tiempo t :

U(t) =
〈
x
∣∣e−iHt

∣∣x0

〉
, (2.2)

donde, al aplicar la relación de completitud para el momento lineal y considerando que el
operador hamiltoniano para una partícula libre esta dado por H = p2/2m, obtenemos:

U(t) =

∫
d3p ⟨x|e−i(p2/2m)t|p⟩ ⟨p|x0⟩, (2.3)

en donde ⟨x |p⟩ es la representación de una onda plana de Dirac:

⟨x |p⟩ = 1√
2π3

eip·x, (2.4)

y, por tanto,la amplitud quedará definida como:

U(t) =
1

(2π)3

∫
d3p e−i(p2/2m)t eip·(x−x0). (2.5)

Resolviendo la ecuación (2.5) mediante transformada de Fourier conduce al propagador
de la mecánica cuántica:

U(t) =
( m

2πit

)3/2
eim(x−x0)2/2t. (2.6)

Al considerar valores arbitrarios para x y t, el propagador obtenido en la ecuación (2.6)
exhibe una violación del principio de causalidad. Esto se manifiesta al permitir que
las partículas viajen entre dos puntos distantes en lapsos de tiempo extremadamente
cortos, incluso superando la velocidad de la luz. Aunque esta solución pueda parecer
sencilla, al realizar el mismo cálculo para una energía relativista, definiendo la energía
como Ep =

√
p2 +m2, se obtiene un propagador de la forma:

U(t) ∼ e−m
√

x2−t2 , (2.7)

dicho propagador continúa violando el principio de causalidad, por lo que incluir una
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energía relativista, no resuelve este problema. Esta limitación es abordada por la
teoría cuántica de campos que define propagadores en términos de campos
cuantizados. Estos campos son invariantes de Lorentz, dando como resultado la
llamada segunda cuantización. Este enfoque implica la transformación de amplitudes
de probabilidad en operadores lineales, imponiendo que dichos operadores cumplan
ciertas reglas de conmutación y anti-conmutación. Para comprender mejor este
concepto, a continuación veremos el campo escalar de Klein-Gordon y su respectivo
propagador .

2.1 Campo escalar real de Klein - Gordon.

El campo escalar de Klein-Gordon, representado por ϕ(x), se define como un
campo real que constituye una generalización al continuo del las coordenadas qj,
donde (qj → ϕ(x), x = (t,x)). Esta generalización posibilita la transformación de
sistemas discretos a sistemas continuos. ϕ(x) satisface la ecuación de Klein-Gordon,
expresada como la ecuación ( 2.8) :(

∂2

∂t2
− ∇⃗2 +m2

)
ϕ(t,x) = 0, (2.8)

en mecánica cuántica, utilizamos el hamiltoniano del sistema para determinar los
autoestados del estado físico. Inicialmente, expresamos el campo mediante un
transformada de Fourier en la base de los momentos lineales.

ϕ(t,x) =
∫

d3p

(2π)3
eip·x ϕ(t,p), (2.9)

remplazando la ecuación (2.9) en (2.8), se obtiene la ecuación diferencial de un
Oscilador Armónico Simple. En esta expresión, ωp =

√
|p|2 +m2, representa la

frecuencia asociada a la energía relativista Ep para un oscilador cuántico:

∂2ϕ(t,p)
∂t2

+ ω2
pϕ(t,p) = 0; (2.10)

descrito por el Hamiltoniano HOAC = π2

2m
+ 1

2
m ω2

pϕ
2, el campo ϕ(x) y su momento

canónico conjugado π(x) se expresan en términos de los operadores creación (a†p) y
aniquilación (ap). Estos operadores cumplen ciertas reglas de conmutación
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(
[ap, a

†
p′ ] = (2π)3δ(3)(p − p′)

)
, y la expresión para el campo y su momento conjugado

es:
ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ωp

(
ape

ip·x + a†pe
−ip·x) , (2.11)

π(x) =
∫

d3p

(2π)3
(−i)

√
ωp

2

(
ape

ip·x − a†pe
−ip·x) . (2.12)

Realizando un cambio de variable p → −p en el segundo término de las ecuaciones
(2.11) y (2.12), obtenemos:

ϕ(x) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2ωp

(
ap + a†−p

)
eip·x, (2.13)

π(x) =
∫

d3p

(2π)3
(−i)

√
ωp

2

(
ap − a†−p

)
eip·x. (2.14)

Definiendo un estado de mínima energía como |0⟩, el operador a†p actuando sobre dicho
estado genera una partícula con momento p y energía Ep, mientras que el operador ap

no originara ninguna partícula:

a†p|0⟩ = |p⟩, ap|0⟩ = 0. (2.15)

Así, si hacemos que el campo ϕ(x), actúe sobre el estado de mínima energía, el campo
creará una partícula en la posición x, (ϕ(x)|0⟩ = |x⟩), lo que nos permite calcular las
relaciones de conmutación entre los campos ϕ(x) y π(x):

[ϕ(x), π(x′)] = iδ(3)(x − x′),

[ϕ(x), ϕ(x′)] = [π(x), π(x′)] = 0.
(2.16)

la expresión (2.16) transforma funciones de onda en operadores y se conoce como
“segunda cuantización”. A diferencia de la primera cuantización, el primer término
lleva un delta de Dirac, lo que resulta en que el conmutador no sea una cantidad
invariante de Lorentz. El cuadri-vector momento se transforma en:

E ′
p = γ (Ep + βp3) ,

p′3 = γ
(
p3 + βE ′

p
)
.

(2.17)
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Utilizando la identidad de la función delta
(
δ (f(x)− f (x0)) =

1
|f ′(x0)|δ (x− x0)

)
tendremos que:

δ(3)(p − q) = δ(3) (p′ − q′) · dp
′
3

dp3

= δ(3) (p′ − q′) γ

(
1 + β

dEp

dp3

)
,

(2.18)

en donde, derivando la energía relativista respecto a p3, obtenemos dEp
dp3

= p3
Ep

y por
tanto, la ecuación (2.18) se transforma en:

δ(3)(p − q) = δ(3) (p′ − q′)
γ

Ep
(Ep + βp3) , (2.19)

donde utilizando la ecuación (2.17), se llega a:

δ(3)(p − q) = δ(3) (p′ − q′)
E ′

p

Ep
. (2.20)

Dado que el delta de Dirac no es invariante de Lorentz, se hace necesario definir una
cantidad que si sea invariante y que no viole el principio de causalidad. A partir de la
ecuación (2.20), se observa que la cantidad verdaderamente invariante de Lorentz es el
producto entre la energía (Ep) y la delta de Dirac:

(
Epδ

(3)(p − q) = E ′
pδ

3(p′ − q′)
)
.

Además, la relación de completitud también debe modificarse, en la ecuación (2.13), se
simplifica el factor

√
2, agregando un 2 junto a la energía, de manera que :

1 =

∫
d3p

(2π)3
|p⟩ 1

2Ep
⟨p|. (2.21)

Una vez modificada la relación de completitud, la normalización de la mecánica cuántica
cambia de ser ⟨p | q⟩ = (2π)3δ(3)(p − q) a:

⟨p | q⟩ =
√

2Ep(2π)
3δ(3)(p − q), (2.22)

para permitir definir estados para múltiples partículas, se introduce el factor de
normalización (

√
2Ep) en la ecuación (2.15), que se reescribe como:

|p1,p2, ...⟩ =
√

2Ep1

√
2Ep2

...a†p1
a†p2

...|0⟩. (2.23)
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Para que sea un invariante de lorentz,la medida de la integral de volumen (V ), debe
ser:

V =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
. (2.24)

Para incluir la componente temporal del cuadri-momento p, dicho volumen puede ser
expandido al espacio de Minkowski mediante la relación:∫

d3p

(2π)3
1

2Ep
=

∫
d4p

(2π)4
(2π)δ

(
p2 −m2

)∣∣∣∣
p0>0

. (2.25)

Para el volumen cuadri-dimensional, los límites de la variable temporal se restringen
únicamente a los valores positivos, ya que los tiempos negativos carecen de significado
físico. Esta limitación contribuye a proporcionar una normalización adecuada a las
cantidades invariantes de Lorentz.

Ahora, realizaremos la transición del cuadro de Schrödinger al de Heisenberg con el
fin de determinar la evolución temporal del campo ϕ(x) = eiHtϕ(x)e−iHt. Al resolver
este proceso, obtenemos una expresión para un campo escalar dependiente del tiempo:

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
√
2Ep

(
ape

−ip·x + a†pe
ip·x) , (2.26)

donde la ecuación anterior es similar a la ecuación (2.13). Ambas son invariantes de
Lorentz, y la diferencia entre ellas es el producto escalar Minkowskiano (p · x), el cual
queda definido para la ecuación (2.26) como:

p · x = (Ep,p) · (t,x) = Ept− p · x. (2.27)

2.1.1 Propagador del campo escalar de Klein-Gordon

Habiendo definido el campo escalar de Klein-Gordon, se calcula un propagador que
no viola el principio de causalidad para una partícula que se desplaza de un punto y a
un punto x. La amplitud de probabilidad en este contexto es:

D(x− y) = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep

e−ip·(x−y). (2.28)
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Evaluando en el límite (x− y) = (0,x − y) y llamando x − y = r, obtenemos:

D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip·r =

−i
2(2π)2|r|

∫ ∞

−∞
dp

|p| e−i|p||r|√
p2 +m2

, (2.29)

en donde existe singularidad para p = ±im y mediante el uso del teorema de residuo
en el plano complejo, se obtiene:

D(x− y) ∼ e−m|r|. (2.30)

Pero aun así, se sigue violando el principio de causalidad. Para abordar este problema,
se debe calcular el conmutador [ϕ(x), ϕ(y)]. Esto se realiza para verificar si un campo
ϕ medido en un punto x afecta a una medición en un punto y del mismo campo con
separación de x. Si el resultado del conmutador es nulo, una medida no afecta a la otra
y la causalidad se conserva [19] . Ahora, para un caso más general, tendremos:

[ϕ(x), ϕ(y)] =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

(
e−ip(x−y) − eip(x−y)

)
. (2.31)

Teniendo en cuenta la ecuación (2.28), (2.31) se puede reescribir como:

[ϕ(x), ϕ(y)] = D(x− y)−D(y − x), (2.32)

en donde, si estamos fuera del cono de luz ((x− y)2 < 0), realizando una transformada
de Lorentz de la siguiente manera, (x−y) → −(x−y), se tiene que, D(x−y) = D(y−x)
y por tanto [ϕ(x), ϕ(y)] = 0, conservando así la causalidad. Mientras que, para dentro
del cono de Luz ((x− y)2 > 0), no existe una transformación que me convierta (x− y)

en (y − x), lo que hace que el conmutador nunca sea cero.
Ahora veremos que el conmutador (2.31) que representa el propagador escalar, es igual
a la función retardada de Green (FRG) cuando x > y.

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
e−ip·(x−y), (2.33)

en donde (2.33), tiene singularidades para p0 = ±
√

p2 +m2. Empleando el teorema de
los residuos de Cauchy en el plano complejo, se puede elegir un contorno bajo el eje
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real para x0 > y0 para obtener:

DR (x− y) =
i

(2π)4

∫
d3p eip·(x−y) 2πi [Res (+Ep) + Res (−Ep)] θ

(
x0 − y0

)
, (2.34)

en donde la función paso (θ (x0 − y0)) se define como:

θ
(
x0 − y0

)
=

{
0 x0 < y0

1 x0 > y0.
(2.35)

Dando como solución:

DR(x− y) =

∫
d3p

(2π)3

{
1

2Ep
e−ip·(x−y)

∣∣∣∣
p0=Ep

+
1

2Ep
e−ip·(x−y)

∣∣∣∣
p0=−Ep

}

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

(
e−ip(x−y) − eip(x−y)

)
.

(2.36)

Donde se observa que (2.31) es igual a (2.36), lo que significa que la función retardada
de Green es igual al conmutador [ϕ(x), ϕ(y)]. Existen diversas funciones de Green del
operador de Klein-Gordon, dependiendo el contorno de integración al que se le aplique
el teorema de los residuos.

El propagador de campo escalar de Klein-Gordon que se ha abordado hasta ahora
describe exclusivamente partículas de espín 0. Sin embargo, para el desarrollo de este
documento, se requiere estudiar partículas de spin 1/2 (electrón-positrón) y de spin 1
(fotones). En consecuencia, reescribiremos dicho propagador mediante el estudio de la
ecuación de Dirac y la ecuación de Proca, con el fin último de encontrar los propagadores
asociados a las partículas de la Electrodinámica Cuántica (QED).

2.2 Ecuación de Dirac y campo vectorial de espín 1

Como resultado de la unificación de la mecánica cuántica y la relatividad especial,
y con el objetivo de describir la dinámica de los fermiones de spin 1/2 que viajan a
velocidades cercanas a la de la luz, Paul Dirac en 1928 formula una ecuación física.
Esta ecuación explica la existencia del espín y de las antipartículas, como el Positrón,
que fue descubierto en años posteriores por Carl David Anderson al fotografiar huellas
de rayos cósmicos en una cámara de niebla. [20] .
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Para hallar esta ecuación, partimos de la fórmula para la energía relativista (E)
para una partícula libre

E2 = p2 +m2, (2.37)

donde m representa la masa en reposo de dicha partícula, y recordando la teoría clásica
la primera cuantización, tenemos:

p → −i∇, E → i
∂

∂t
. (2.38)

Reemplazando la expresión (2.38) en la ecuación (2.37) y aplicando una función
cualquiera ψ(x) al operador resultante de dicho remplazo, se obtiene la ecuación de
Klein-Gordon en términos del operador D’Alembertiano (□ = ∂µ∂

µ), como se muestra
a continuación: (

□+m2
)
ψ(x) = 0, (2.39)

en donde podemos observar una ecuación diferencial de segundo orden que nos
permite tener dos posible soluciones representadas mediante ondas planas, donde los
argumentos de estas pueden tener dos valores de energía (E = ±

√
p2 +m2). A

diferencia de la teoría clásica relativista, en donde la energía negativa es ignorada
dado que estudia únicamente la cinemática de las partículas, la teoría cuántica estudia
tanto la cinemática como la dinámica de las mismas, es decir, la interacción entre las
partículas. Por lo tanto, se deben considerar todas las soluciones, tanto positivas como
negativas. Sin embargo, esto llevaría a la predicción de la existencia de partículas con
energía negativa, generando inconsistencias físicas.
Dirac resolvió este problema reescribiendo la ecuación de Klein-Gordon como el
producto de dos ecuaciones lineales:

(iγµ∂µ +m)(iγν∂ν −m)ψ(x) = 0. (2.40)

En esta formulación, se introduce un factor γ, que permite obtener un producto escalar
en el espacio de Minkowski, asegurando así que la ecuación sea covariante de Lorentz.
Ahora, al resolver explícitamente la ecuación (2.40) se obtiene:

[γµ∂µγ
ν∂ν + im(γµ∂µ − γν∂ν) +m2]ψ(x) = 0. (2.41)

Para que haya una equivalencia entre las ecuaciones (2.39) y (2.41), deben cumplirse
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las siguientes condiciones:

γµ∂µγ
ν∂ν = ∂µ∂µ, γµ∂µ − γν∂ν = 0. (2.42)

Donde estas condiciones aseguran que el factor γ satisface el álgebra de Clifford:

{γµ, γν} = 2gµν , (2.43)

donde se pueden observar elementos del tensor métrico g como gµν . Los elementos
gamma, con el fin de satisfacer el álgebra de Clifford, deben ser matrices de un orden 4×4

o superior. Estas matrices γµ tienen diferentes representaciones, siendo la representación
de Dirac la más utilizada:

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (2.44)

En esta expresión, σi son las matrices de Pauli, asociada con el espín, una propiedad
intrínseca de las partículas.

σ1 =

(
0 1

1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (2.45)

Ahora, al considerar el término correspondiente a la energía positiva que se obtiene en
la ecuación (2.40), se obtiene la ecuación de Dirac

(i/∂ −m)ψ(x) = 0. (2.46)

En esta ecuación, /∂ corresponde al slash de Feynman aplicado a la cuadri-derivada
(/∂ = γµ∂µ) y ψ(x) debe ser un espinor de cuatro componentes compuesta por números
complejos. Ahora, al calcular la ecuación adjunta de Dirac apartir de la ecuacion (2.46)
obtenemos:

(i∂µψ̄γ
µ +mψ̄) = 0, (2.47)

siendo ψ̄ = ψ†γ0 la representación del espinor adjunto.

Ahora, primero consideramos que el espinor ψ y espinor adjunto ψ̄ representan dos
partículas con distintas masas, m1 y m2 respectivamente. Esto se hace para hallar la
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ecuación de continuidad. multiplicamos por ψ̄ a la izquierda de la ecuaciones (2.46),
por ψ a la derecha de la ecuación (2.47), y luego sumando dichas ecuaciones. Tenemos:

iψ̄γµ∂µψ + i∂µψ̄γ
µψ = (m1 −m2)ψ̄ψ

i∂µ
(
ψ̄γµψ

)
= (m1 −m2)ψ̄ψ.

(2.48)

Si la masa de las partículas es la misma (m1 = m2), entonces:

∂µj
µ = 0. (2.49)

En esta expresión, jµ = ψ̄γµψ = (ρ, j) representa la cuadricorriente conservada, donde
ρ es la densidad de carga y j es la densidad de corriente eléctrica..

Además, se pueden obtener los bilineales covariantes de la teoría de Dirac a partir
de la ecuación de continuidad, los cuales, mediante transformaciones de Lorentz,
transforman la cuadricorriente en un tetravector:

jµ → j′µ = Λµ
νj

ν , Λ ≡ Matriz de Lorentz. (2.50)

Dado que es un producto minkowskiano de dos cuadrivectores, la relación de continuidad
es un invariante de Lorentz:

∂µj
µ → ∂′µj

′µ =
(
Λ−1

)ν
µ
∂νΛ

µ
νj

ν = ∂ν
(
Λ−1

)ν
µ
Λµ

νj
ν = ∂νj

ν . (2.51)

De esta deducción, se puede inferir que el bilineal ψ̄γµψ es también un cuadrivector.
Además, con respecto a la ecuación (2.48) se puede deducir que el producto escalar ψ̄ψ
es un invariante de Lorentz. Por lo tanto, si j0 = ρ y ρ > 0 entonces ψ̄γ0ψ = ψ†γ0γ0ψ =

ψ†ψ = ||ψ||2 > 0, lo que implica que la probabilidad es positiva.

Normalmente, una corriente fermiónica se caracteriza como ψ̄Γψ, donde Γ es un
matriz 4 × 4. Para la obtención de la interacción Lagrangiana de la QED, el modelo
electro-débil y otras teorías físicas, solo deben usar corrientes que tienen definidas
propiedades de transformación de Lorentz. Para esto, se definen dos matrices:

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3
rep. Dirac

=

(
0 1

1 0

)
,
{
γ5, γµ

}
= 0, (2.52)
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σµν ≡ i

2
[γµ, γν ] , σµν = −σνµ. (2.53)

Ahora ψ̄Γψ transforma covariantemente si Γ esta definida en el cuadro 2.1. En dicho
cuadro también se muestran las propiedades de transformación de ψ̄Γψ, el número de
diferentes matrices γ y el número de componentes, totalizando 16 componentes, lo que
significa que el grupo de matrices {1, γµ, σµν , γ5, γµ, γ5} forma una base completa para
cualquier matriz de 4×4. Las corrientes Γ son denominadas covariantes bilineales en la
teoría de Dirac. Ahora examinaremos las soluciones de la ecuación de Dirac. Para ello,

Γ Transforma como Rango # de componetes
1 escalar 0 1
γµ vector 1 4
σµν tensor 2 6
γ5γµ vector axial 3 4
γ5 pseudo-escalar 4 1

Cuadro 2.1: Covariantes Bilineales.

nos trasladamos al espacio de momentos utilizando la relación pµ = i∂µ transformando
la ecuación (2.47) en:

(pµγ
µ −m)ψ(x) = 0. (2.54)

Esta última expresión es una ecuación matricial que podemos reformular como:(
E −m −p · σ
p · σ −E −m

)(
a

b

)
=

(
0

0

)
, (2.55)

representando a y b como:

a =

(
a1

a2

)
, b =

(
b1

b2

)
. (2.56)

Por lo tanto, del sistema (2.55), se obtienen las siguientes ecuaciones como resultado:

(E −m) a− (p · σ) b = 0, (2.57)

−(E +m) b+ (p · σ) a = 0. (2.58)

De la ecuación (2.58) despejamos b y remplazamos en la ecuación (2.57), llegando así a
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la ecuación de Klein-Gordon (ecuación (2.60)):

b =
p · σ
E +m

a, E ≥ m > 0, (2.59)

(E2 − p2 −m) a = 0. (2.60)

Para esto, se ha considerado energía positiva, es decir, la condición E ≥ m > 0, la cual
se hace necesaria para evitar la divergencia del espinor. a debe tener una solución de la
forma:

a(p, σ) = N χ(σ) e−ip·x, (2.61)

donde χ(σ) representa las autofunciones de la matriz σz o los autoestados de espín 1/2

y N es una constante de normalización.

χ(1) =

(
1

0

)
, χ(2) =

(
0

1

)
. (2.62)

De este modo, la solución para una partícula libre con energía positiva es:

ψ(+) =

(
a

b

)
=

(
a

p·σ
E+m

a

)
=N

(
χ(σ)

p·σ
E+m

χ(σ)

)
e−ip·x, σ = 1, 2,

=N u(p,σ)e−ip·x.

(2.63)

Ahora, en lugar de despejar b de la ecuación (2.58), despejamos el espinor a de la
ecuación (2.57) :

a =
p · σ
E −m

b, (2.64)

donde se considera E ̸= m para evitar que el espinor diverja y E pueda tener valores
negativos. Posteriormente, realizando un análisis similar al hecho para energía positiva,
se obtiene la siguiente solución:

ψ(−) =

(
a

b

)
=

(
− p·σ

E+m
b

b

)
=N

(
− p·σ

E+m
χ(σ)

χ(σ)

)
eip·x σ = 1, 2,

=N v(p,σ)e−ip·x.

(2.65)

Cabe tener presente, que para el anterior resultado, se tuvo en cuenta una interpretación
de E que llevó a la predicción teórica de las antipartículas. De este modo, las soluciones
con “ energías negativas ” representan antipartículas con energía positiva moviéndose
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hacia atrás en el espacio-tiempo. Los espinores u(p, σ) y v(p, σ) deben cumplir las
siguientes ecuaciones:

(/p−m)u = 0; (/p+m)v = 0; (2.66)

dando la solución a la ecuación de Dirac como una superposición de ondas planas, esta
permite obtener el campo fermiónico al ser expresada en el límite del continuo:

ψ(x) =
∑
σ

∫
d3p√

(2π)32E

[
u(p, σ)a(p, σ)e−ip·x + v(p, σ)ac†(p, σ)eip·x

]
, (2.67)

en donde a(p, σ) y ac†(p, σ) son la representaciones de coeficientes de expansión, y
1/
√

(2π)32E es un factor de normalización, el cual es invariante de Lorentz,
garantizado por el término

√
E. Ahora tomamos los coeficientes a, ac† y mediante la

segunda cuantización, los transformamos en operadores, implantando las relaciones de
anti-conmutación, cuantizando así el campo de Dirac (ψ(x))

{
a(p, σ), a† (p′, σ′)

}
= δσσ′δ3 (p− p′) , (2.68)

en donde ac† (la letra c en ac† indica la conjugación de carga) es el operador creación
(crea una anti-partícula) y a es el operador aniquilación (aniquila una partícula). Tanto
el campo escalar (2.26) que describe partículas de spin 0 como el campo de Dirac que
describe fermiones, mantienen la misma esencia: “las partículas se crean a partir de los
modos normales de oscilación de los campos". Ahora, se lleva a cabo el análisis del
campo vectorial para partículas de Spin 1, el cual satisface la siguiente ecuación:

□Aµ(x) = m2Aµ(x), (2.69)

dicha ecuación es conocida como la ecuación de Proca, en la cual podemos observar el
cuadri-potencial usual de la electrodinámica Aµ(x). El caso del fotón (m = 0) es un
caso particular, para el cual la ecuación de Proca se transforma en:

□Aµ(x) = 0, (2.70)

por lo tanto, su solución debe ser:

Aµ(x) = Nϵµ(p, λ)e−ip·x, (2.71)
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en donde λ representa la helicidad o proyección del espín a lo largo del momento lineal
(λ = σ · p) y ϵµ(p, λ) un vector de polarización. Ahora, al llevar la solución de la
ecuación de Proca al límite del continuo, se obtiene el campo fotónico:

Aµ(x) =
∑
λ

∫
d3p√

(2π)32E

[
ϵµ(p, λ)a(p, λ)e−ipx + ϵµ∗(p, λ)a†(p, λ)eipx

]
. (2.72)

Al igual que vimos anteriormente, el coeficiente a† es el operador de creación y a es el
operador de aniquilación.

Ahora que conocemos la estructura matemática de los campos que representan a los
fermiones y a los bosones vectoriales, resulta necesario definir la densidad Lagrangiana
para la QCD necesaria en el cálculo de la EEC.

2.3 Formulación Teórica de la QCD

Históricamente, los físicos han buscado de manera recurrente demostrar que las
partículas están formadas por otras partículas más elementales. Un ejemplo de esto se
da con Born y Nagendra [21], quienes intentaron describir que los neutrinos eran parte
elemental del fotón. Fermi y Yang [22] propusieron que nucleones como el protón y el
neutrón eran elementales para creación de piones. Gell-Mann [23] propuso el modelo de
quarks, que planteaba la inclusión de tres nuevas partículas elementales: los quarks up,
down y strange. Este modelo de quarks fue el que prevaleció. Los quarks poseen spin-1

2
,

constituyéndolos como fermiones. Sus cargas eléctricas son fracciones de la carga del
protón [24] y se escriben como u

2
3 , d−

1
3 , s−

1
3 respectivamente, donde el superíndice es su

correspondiente carga eléctrica. A cada tipo de quark se le llama sabor. La interacción
entre estos se da en múltiplos hadrónicos los cuales muestran independencia entre el
espín descrito por SU(2)spin y el sabor descrito por SU(3)sabor . Los sabores u, d y s

poseen diferentes masas, las cuales son mucho menores que las masas de una escala
hadrónica típica [25]. Al agrupar estas partículas, se originan partículas compuestas; a
las parejas quark-antiquark se les llama mesones y a las partículas compuestas por 3

quarks se les llama bariones.

Este modelo presentaba una inconsistencia que se puede observar con el barión
delta o resonancia delta ∆++, que es una partícula compuesta por 3 quarks u y de
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spin 3
2
. En este caso, se observó simetría en las funciones de onda espaciales y de espín.

Dado que los quarks son fermiones, esta simetría no es permitida por la teoría de la
estadística del espín, ya que requiere que la función de onda en el estado fundamental sea
totalmente antisimétrica.Para resolver esto, se incluyó el concepto de grado de libertad
del color, donde se asigna una carga de color a con tres valores posibles, a = 1, 2, 3,
permitiendo que la función de onda se vuelve antisimétrica bajo este nuevo índice.
Además, se introdujo la restricción de que solo los singletes de color están presentes
en la naturaleza. Dados los quarks con el índice de color qa, los estados de singlete de
color serán qaq̄a para los mesones y εabcqaqbqc para los bariones, donde εabc es el símbolo
de Levi-Civita. Posteriormente, se descubrieron tres sabores de quarks más, charm c

2
3 ,

bottom b−
1
3 y top t

2
3 .

La Cromodinámica Cuántica (QCD) es una teoría que describe las interacciones
fuertes entre gluones y quarks. La densidad lagrangiana de QCD [19] está dada por:

L = −1

4

(
FA
µν

)2
+ ψ (i ̸ D −m)ψ +

1

2λ

(
∂µAA

µ

)
+ cA

(
−∂µDAC

µ

)
cC , (2.73)

donde Dµ = ∂µ + igtAAA
µ es la derivada covariante. Esta Lagrangiana tiene 3

componentes distintos. El primero es el Lagrangiano de Yang-Mills, que corresponde a
los 2 primeros términos de la ecuación (2.73). Aquí representamos campos de quarks
con ψρaf , donde ρ es el índice de Dirac, a el índice de color y f el índice de sabor.

Los campos de gluones se representan con AA
µ , siendo µ un índice de Lorentz y A el

índice de color. Los quarks están en la representación fundamental del grupo de color
SU(3), mientras que los gluones están en la representación adjunta. Esto implica que
el índice de color a de los quarks toma 3 valores diferentes mientras que el índice de
color de los gluones A toma 8 valores diferentes. El tensor de intensidad de campo es

FA
µν = ∂µAA

ν − ∂νAA
µ + gfABCAB

µAC
ν , (2.74)

en donde g es una constante de acoplamiento y caracteriza la intensidad de interacción.
El lagrangiano de Yang-Mills describe la propagación de los campos de quarks y gluones
y sus interacciones. La diferencia clave con el tensor de intensidad de campo de QED
radica en el último término. Este término surge de la no conmutabilidad de la teoría.
Esto, a su vez, introduce términos AA

µ cúbicos y cuartos, que se traducen en vértices
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de interacción con 3 y 4 gluones. Los coeficientes fABC son las constantes de estructura
del grupo gauge G (Grupo de Lie).

El siguiente componente del Lagrangiano (tercer término) se llama el término
gauge-fixing. Se requiere definir el propagador del campo de gluones. El término
gauge-fixing hace necesario un término de gauge-compensating que es el último
término del Lagrangiano. Este último término introduce un nuevo tipo de campo.
Estos son los campos fantasma y se representan con c. Fueron derivados por los físicos
rusos Liúdvig Faddéyev y Víktor Popov [26]. Los campos fantasma proporcionan solo
líneas internas en los diagramas de Feynman y no representan estados asintóticos. Son
partículas escalares pero obedecen a la estadística de Fermi. Este hecho, contrario a la
intuición implica que producen amplitudes con probabilidades de transición negativas.
De esta forma, estos campos cancelan grados de libertad no físicos que se propagan en
gauge covariantes, completando asi este Lagrangiano.
La QED tiene una sorprendente precisión debido a que las observaciones se pueden
calcular perturbativamente. Esto se debe a que su constante de acoplamiento,
a = 1/137, es pequeña, pero la constante de acoplamiento fuerte as no es pequeña,
as ≈ 1, y se relaciona con g como αs = g2

4π
. Sin embargo, a energías muy altas, los

quarks actúan casi como si fueran libres, fenómeno conocido como libertad
asintótica [27].
En la renormalización de una QFT, se imponen condiciones que dependen de una
escala de masa arbitraria µ. La función beta en la QCD determina cómo cambia la
constante de acoplamiento con respecto a esta escala. En la QED, la constante de
acoplamiento aumenta con la escala de masa, mientras que en la QCD, la función beta
explica tanto el confinamiento como la libertad asintótica [28, 29, 30].

βQCD (gs) = − ϵ

2
gs −

g3s
16π2

[
11

3
CA − 4

3
nfTF

]
, (2.75)

dónde nf es el número de sabores activos y gs es la fuerza de acoplamiento
renormalizada. Los sabores activos se refieren a los quarks cuyas masas son menores
que la escala de masa en consideración, excluyendo, por ejemplo, el quark top si su
masa es significativamente mayor que la escala de interés. La contribución del quark
top se integra en escalas más pequeñas. Se introduce el concepto de operadores de
Casimir, que ofrecen una manera independiente de la base para caracterizar
representaciones en teoría de grupos. En particular, se define el Casimir cuadrático
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C2(r) como una medida básica de la representación R del grupo SU(3):

taRt
a
R = C2 (R) I, (2.76)

donde taR son los generadores del grupo SU(3) en una representación general R y I es
el matriz de identidad. De manera similar, el índice de la representación se define como

Tr
[
taRt

b
R

]
= T (R) δab. (2.77)

Se observa que ambos Casimir dependen de la representación. Las dos representaciones
más importantes son la adjunta (A) y la fundamental (F ). Los Casimir asumen los
siguientes valores en estas dos representaciones:

CF =
3

4
, CA = 3, TF =

1

2
, TA = 3. (2.78)

Los Casimir desempeñan un papel crucial en los cálculos de la QCD, siendo inherentes
a las reglas de Feynman de QCD con generadores SU(3). La función beta muestra una
disminución de la constante de acoplamiento fuerte αs para energías altas, confirmada
experimentalmente [31], como se puede observar en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Predicciones y observaciones para la constante de acoplamiento en
funcionamiento αs [31].
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Aunque la libertad asintótica permite cálculos perturbativos en la interacción de
quarks, la distribución precisa de momentos de partones en hadrones es desconocida.
La no perturbatividad de las Funciones de Distribución Partónica (PDF) y la
hadronización durante procesos como la aniquilación e+e− complican los cálculos.
La radiación en el estado inicial es más compleja en QCD que en QED debido a
emisiones múltiples de partones con carga de color. La falta de coherencia puede
resultar en la producción de partículas físicas observables. La hadronización, un
proceso no perturbativo, convierte partones en hadrones y requiere modelos
fenomenológicos para estudiar probabilidades de producción de hadrones.
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3. Correlación Energía-Energía y Variables Event Shape

En este capítulo hablaremos del concepto de sección eficaz, el cual es fundamental
debido a su papel central en la física de partículas. La sección eficaz proporciona una
medida de la probabilidad de interacción entre partículas en un proceso específico. Al
comprenderla, podemos cuantificar la tasa de producción de eventos particulares en
un experimento. En relación con la EEC, la sección eficaz influye directamente en la
probabilidad de ocurrencia de eventos que generan patrones específicos de correlación
de energía. Un entendimiento profundo de la sección eficaz, por lo tanto, permite una
interpretación más precisa de la EEC, contribuyendo así a la comprensión general de
los fenómenos observados en experimentos de alta energía.

3.1 Sección eficaz diferencial

En la mecánica cuántica se hace necesario el estudio de procesos de scattering, los
cuales son procesos que transforman estados continuos desde un estado inicial a un
estado final mendiante la acción de un potencial. Estos procesos experimentales nos
permiten comprender las distribuciones de la energía potencial con respecto a los
sistemas atómicos y moleculares. Los experimentos de dispersión se llevan a cabo
disponiendo dos detectores para los estados finales fuera del rango potencial, con el
objetivo de aproximar los cálculos analíticos a grandes distancias.
Se iniciará el estudio con la dispersión elástica independiente del tiempo, considerando
el Hamiltoniano (H = H0 + V ), en donde H0 = P 2/2m representa el operador de
energía cinética y V es el potencial con el que interactúa dicha partícula. En ausencia
de un dispersor, V sería cero, y un auto-estado de energía seria simplemente un estado
de partícula libre |p⟩. La presencia de V hace que el auto-estado de energía sea
diferente del estado de una partícula libre. Sin embargo, si el proceso de dispersión es
elástico (es decir, sin cambios de energía), interesa es hallar una solución a la ecuación
hamiltoniana de Schrödinger con el mismo auto-valor de energía. Más específicamente,
sea |ϕ⟩ el auto-vector de energía de H0, en H0 |ϕ⟩ = E |ϕ⟩. Ahora, la ecuación de

22



Schrödinger que deseamos resolver es :

(H0 + V ) |ψ⟩ = E |ψ⟩ , (3.1)

Tanto H0 como H0 + V presentan estados de energía continuos, de modo que al buscar
una solución para la ecuación (3.1), tal que, como V → 0, tengamos |ψ⟩ → |ϕ⟩, en
donde |ψ⟩ es la solución de la ecuación de Schrödinger de una partícula libre, con el
mismo auto-valor de energía. con lo cual se puede argumentar que la solución deseada
es:

|ψ⟩ = 1

E −H0

V |ψ⟩+ |ϕ⟩ . (3.2)

En donde el operador 1/(E −H0) presenta una singularidad, la cual se evidencia al
aplicar el bra ⟨ϕ|. La presencia de |ϕ⟩ es razonable, por que |ψ⟩ debe reducirse a |ϕ⟩
cuando V desaparece. Ahora, si se considera E como un número complejo, añadiendo
±iε con ε → 0, es posible eliminar dicha divergencia de energía, ya que si no se trata
como un operador singular, la ecuación (3.2) carecería de significado, todo esto conduce
a la obtención de la ecuación de Lippmann-Schwinger:

∣∣ψ(±)
〉
=

1

E −H0 ± iε
V
∣∣ψ(±)

〉
+ |ϕ⟩ , (3.3)

siendo una representación abstracta en el espacio de los kets, se requiere proyectar el
estado

∣∣ψ(±)
〉

en el espacio de las coordenadas, obsérvese que se ha añadido a la función
de onda ψ un ± entre paréntesis para indicar que se trata de una cantidad que se
ha sumado o restado al denominador original, en donde el signo + denota una onda
transmitida y el signo − denota una onda reflejada. Si se esta interesado en trabajar
en el espacio-posición, podemos empezar pre-multiplicando esta ecuación Lippmann-
Schwinger con un bra de posición (tridimensional) y recurriendo en esta operación a un
operador identidad tridimensional:

⟨x
∣∣ψ(±)

〉
=

∫
d3x′

〈
x

∣∣∣∣ 1

E −H0 ± iε

∣∣∣∣x′〉 ⟨x′|V
∣∣ψ(±)

〉
+ ⟨x |ϕ⟩ , (3.4)

donde para el segundo término , si |ϕ⟩ representa un onda plana, con momento lineal
p, este se expresa como:

⟨x |ϕ⟩ = eip·x

(2π)3/2
, (3.5)
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y donde para dar solución al primer término, es necesario resolver primero la función
de Green de dos puntos de la ecuación integral, la cual está definida por:

G± (x,x′) ≡ 1

2m

〈
x

∣∣∣∣ 1

E −H0 ± iε

∣∣∣∣x′
〉
, (3.6)

evaluemos la ecuación (3.6) de la siguiente manera:

1

2m

〈
x

∣∣∣∣ 1

E −H0 ± iε

∣∣∣∣x′
〉

=

1

2m

∫
d3p′

∫
d3p′′ ⟨x| p′⟩ ×

〈
p′
∣∣∣∣ 1

E − (p′2/2m)± iϵ

∣∣∣∣p′′
〉
⟨p′′| x′⟩ , (3.7)

donde H0 actua sobre ⟨p′|. Ahora tendremos:〈
p′

∣∣∣∣∣ 1

E −
(
p’2/2m± iϵ

)∣∣∣∣∣p′′

〉
=

δ(3) (p′ − p′′)

E −
(
p’2/2m± iϵ

) ,
⟨x| p′⟩ = eip

′·x

(2π)3
,

⟨p′′| x⟩ = e−ip′·x

(2π)3
, (3.8)

el lado derecho de la ecuación (3.7) se convierte en:

=
1

2m

∫
d3p′

(2π)3
eip

′·(x−x′)[
E − (p′2/2m)± iε

] . (3.9)

Ahora, reescribiendo la energía E = k2/2m y el momento p′ = q, teniendo en que k y q

son vectores de onda, y utilizando coordenadas esféricas, podemos resolver la ecuación
(3.9):

1

(2π)3

∫ ∞

0

q2dq

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

d (cos θ) eiq|x−x′| cos θ

k2 − q2 ± iϵ

G± (x,x′) =
−1

8π2

1

i |x− x′|

+∞∫
−∞

q
(
eiq|x−x′| − e−i|q||x−x′|)

q2 − k2 ∓ iε
dq, (3.10)

en donde, aplicando el teorema de los residuos en el plano complejo a la ecuación (3.10),
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ya que presenta singularidad para q = ±k ± iε, se llega a:

G± (x,x′) =
−1

4π

e±ik|x−x′|

|x− x′|
. (3.11)

Remplazando (3.11) en la ecuación (3.4), tendremos:

⟨x
∣∣ψ(±)

〉
= −2m

∫
d3x′

1

4π

e±ik|x−x′|

|x− x′|
⟨x′|V

∣∣ψ(±)
〉
+ ⟨x |ϕ⟩ . (3.12)

Ahora, consideramos un potencial V local, dependiente de la posición en el espacio, es
decir, un potencial diagonal que satisface una ecuación de autovalores y autovectores
que puede escribirse como:

⟨x′|V |x′′⟩ = V (x′) δ(3) (x′ − x′′) , (3.13)

esto con el fin de dar continuidad con el análisis del comportamiento de ⟨x
∣∣ψ(±)

〉
y,

como consecuencia, tendremos:

⟨x′|V
∣∣ψ(±)

〉
= V (x′) ⟨x′ ∣∣ψ(±)

〉
. (3.14)

Sustituyendo la igualdad (3.14) en la ecuación (3.12), se obtiene:

⟨x
∣∣ψ(±)

〉
= −2m

∫
d3x′

1

4π

e±ik|x−x′|

|x− x′|
V (x′) ⟨x′ ∣∣ψ(±)

〉
+ ⟨x |ϕ⟩ , (3.15)

el primer término de la ecuación (3.15) corresponde a una onda esférica de la forma
e±ikr/r, evidenciando la dependencia espacial en el exponencial de dicho término para
distancias muy grandes. Dado que se presentan dos soluciones en esta ecuación, y
siempre y cuando el potencial V sea finito [32], la solución con exponencial positivo
corresponde a una onda esférica saliente con respecto al dispersor, mientras que la
solución con exponencial negativo corresponde a una onda esférica entrante. En la
Figura 3.1 se observa la disposición de los instrumentos de medición para un
experimento de dispersión, cuyos detectores se encuentran fuera del rango del
potencial.
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Figura 3.1: Potencial V de scattering de rango finito : en el punto de observación
P, se evaluará la función de onda ⟨x

∣∣ψ(±)
〉

, mientras que la contribución a la integral
en la ecuación (3.15) es para |x′| menor que el rango del potencial, como se representa
en la región sombreada de la Figura [32].

Esto es bastante relevante desde un punto de vista practico, por que no podemos
colocar un detector a corta distancia cerca del centro de dispersión. La observación se
realiza siempre con un detector situado muy lejos del dispersor a una distancia r muy
superior al alcance del potencial :

|x| ≫ |x′| , (3.16)

r = |x| , r′ = |x′| , (3.17)

α = ∠ (x,x′) . (3.18)

Para r ≫ r′

|x− x′| =
√
r2 − 2rr′Cos(α) + r′2, (3.19)

|x− x′| = r

(
1− 2r′

r
Cos(α) +

r′2

r2

) 1
2

, (3.20)

ahora, mediante aproximación binomial

|x− x′| ≃ r − r̂ · x′, (3.21)

en donde
r̂ =

x

|x|
. (3.22)

Teniendo en cuenta el principio de conservación del momento lineal, se establece que la
magnitud de los momentos iniciales y finales deben ser la misma. Además, se especifica
que el momento del haz dispersado después de la colisión se dirige a lo largo de la línea
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OP (véase la Figura 3.1), por tanto k′ = kr̂, y como resultado, para distancias grandes,
el exponencial de la ecuación (3.15), puede aproximarse a:

e±ik|x−x′| ≃ e±ikre∓ik′·x′
. (3.23)

Dado que el estado |k⟩ satisface la condición de ortonormalidad ⟨k |k′⟩ = δ(3) (k− k′),
tendremos:

⟨x |k⟩ = eik·x

(2π)
3
2

. (3.24)

Para un proceso de scattering, la función de onda que describe dicho proceso se obtiene
fuera del rango del potencial (r ≫ r′), tomando la parte positiva de la solución de la
ecuacion (3.15), de modo que:

⟨x
∣∣ψ(+)

〉 r≫r′−→ ⟨x |k⟩ − 2m
1

4π

eikr

r

∫
d3x′e−ik′·x′

V (x′) ⟨x′ ∣∣ψ(+)
〉
, (3.25)

=
1

(2π)
3
2

[
eik·x +

eikr

r
f (k′,k)

]
, (3.26)

donde se muestra que la onda resultante es la suma entre una onda esférica saliente con
amplitud de probabilidad f (k′,k) dada por:

f (k′,k) = −2m
1

4π
(2π)3 ⟨k′|V

∣∣ψ(+)
〉
, (3.27)

y una onda plana en la dirección de propagación original k. Ahora definimos un operador
transición que satisface la relación V |ψ+⟩ = T |ϕ⟩, y realizando el producto entre la
ecuación de Lippmann-Schwinger (3.3) y el potencial V , tendremos:

T |ϕ⟩ = V
1

E −H0 ± iε
T |ϕ⟩+ V |ϕ⟩ , (3.28)

donde el operador T satisface la siguiente relación entre operadores:

T = V
1

E −H0 ± iε
T + V, (3.29)

esto siempre y cuando |ϕ⟩ represente una onda plana y constituya una base vectorial.

27



Mediante una serie de Neumann, la ecuación (3.29) puede iterarse, obteniendo:

T = V + V
1

E −H0 ± iε
V + V

1

E −H0 ± iε
V

1

E −H0 ± iε
V + ... (3.30)

En base a (V |ψ+⟩ = T |ϕ⟩), la amplitud de dispersión (3.27) se transforma en:

f (k′,k) = −2m
1

4π
(2π)3 ⟨k′|T |k⟩ , (3.31)

así, basta con determinar el operador de transición con el número de iteraciones
necesarias para para calcular f (k′,k) , y lograr que el cálculo sea lo suficientemente
preciso.
La sección eficaz se define como la cantidad necesaria para determinar el número de
partículas que atraviesan un plano perpendicular a la dirección de incidencia por
unidad de área y por unidad de tiempo. Si preparamos un experimento con un gran
número de partículas idénticas, todas caracterizadas por la función de onda (3.24),
consideramos un haz incidente conformado por NH partículas que viajan con
velocidad v y colisiona con el plano perpendicular (blanco o dispersor), el cual esta
conformado por NB partículas en reposo. La superficie de colisión entre las diferentes
partículas es A (Figura 3.2):

Figura 3.2: Plano perpendicular o dispersor con NB partículas es bombardeado por un
haz de NH partículas con velocidad v [33].

la probabilidad de colisión entre una partícula en reposo y una partícula incidente
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viene dada por:

P =
NBσ

A
, (3.32)

donde σ denota la sección eficaz o área efectiva de una partícula (dispersora) vista por
un proyectil (haz incidente) [33], y posee unidades de área. Ahora bien, el número de
eventos que se originan para NH partículas del haz que incide, será:

#eventos = NHP = NH
NBσ

A
, (3.33)

de modo que la sección eficaz será:

σ =
(#eventos)

NHNB

A. (3.34)

Experimentalmente, el haz incidente está compuesto por un conjunto de partículas con
densidad ρH , que se desplaza a una velocidad v, de modo que el número de partículas
sería NH = ρHvtA, y por tanto:

σ =
(#eventos)

ρHvtNB

, (3.35)

esto significa que la sección eficaz es igual a la razón entre el número de partículas
dispersadas por unidad de tiempo y el flujo de partículas incidentes. Podemos
comprender a σ como una forma de cuantificar el efecto del centro de dispersión de las
partículas, permitiéndonos conocer el estado final de las partículas.
Experimentalmente, también se busca medir los momentos iniciales de las partículas
dispersadas, por lo que se hace necesario la definición de la sección transversal
diferencial, expresándola como:∫

dσ

d3p1...d3pn
d3p1...d

3pn = σ, (3.36)

en donde la sección transversal de dispersión σ, se obtiene integrando un diferencial de
area (dσ) sobre elementos infinitesimales de cuadri-momentos (d3p1...d3pn). Debido a la
conservación de la energía, los diferentes momentos de los estado finales de las partículas
no son todos independientes [19]. La sección transversal habitual en términos del ángulo
sólido dΩ se da debido al integrando dσ/d3p1...d3pn sobre las componentes del cuadri-
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momento restringido:

dσ

dΩ
dΩ =

# de part́ıculas dispersadas por unidad de tiempo en un ángulo solido dΩ

# de part́ıculas incidentes por unidad de área y por unidad de tiempo
,

(3.37)
de donde podemos definir la sección eficaz diferencial en términos de la amplitud para
la onda esférica saliente f (k′,k) de la ecuación (3.31) de acuerdo con:

dσ

dΩ
= |f (k′,k)|2 . (3.38)

En resumen, el área que captura la cantidad de flujo que va en dirección dΩ es lo
que se conoce como la sección transversal diferencial. También se puede decir que la
sección transversal diferencial es la probabilidad de que una partícula sea dispersada
en una dirección arbitraria dándonos una idea de la interacción entre las partículas y
el dispersor.

3.1.1 Explorando la sección eficaz en la QFT

Las sección eficaz es una de las cantidades que se calculan con mayor frecuencia en la
QFT. Su cálculo es fundamental para comprender los procesos de dispersión que ocurren
en la mayoría de los experimentos físicos. Estos experimentos implican la colisión de
haces de partículas con momentos lineales definidos. Un ejemplo de esto se encuentra
al medir las sección eficaz de un proceso en el cual colisiona un par electrón-positrón
e−e+ y dan origen a un par muon-antimuon µ−µ+ [19]:

e−e+ → µ−µ+, (3.39)

y así como este ejemplo, existen incontables procesos de scattering.
Ahora, desde la perspectiva de la mecánica cuántica no relativista, con la presencia
de un potencial V , la tasa de transición de un estado inicial |k⟩ a uno final |k′⟩, se
determina a partir de la siguiente ecuación:(

k → k′

tasa de transición

)
= 2π |⟨k′ |T |k⟩|2 ×

(
densidad de los estados

cuánticos finales

)
, (3.40)
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llamada la regla de oro de Fermi, donde T es el operador transición, el cual, mediante la
serie de Neumann, existe una expresión equivalente en la QFT, que consiste en realizar
el siguiente cambio:

⟨k′ |T |k⟩ → ⟨k′ |S|k⟩ , (3.41)

en donde S es la matriz de scattering, la cual nos permite conocer la amplitud de
probabilidad de medir un conjunto de partículas salientes como consecuencia de la
colisión entre partículas incidentes. Además, S es una matriz unitaria, es decir, S†S = 1,
y se define como (S = I− iM), en donde M representa la matriz de transición. Ahora
tendremos la siguiente igualdad:

⟨k′ |S|k⟩ = ⟨k′ |I|k⟩ − i ⟨k′ |M |k⟩ = δk′k − iMk′k, (3.42)

la cual se obtiene a partir de la evaluación de los elementos matriciales de S, para
tener una cantidad invariante de Lorentz y que se conserve el cuadri-momento de las
partículas. La matriz de transición puede ser redefinida, donde M representa la
amplitud de probabilidad de la transición de un estado inicial |k⟩ a un estado final
|k′⟩ y Ei es la energía relativista de cada partícula, dando:

⟨k′ |S|k⟩ = δk′k − i (2π)4 δ4 (k′−)Mk′k

∏
i=k′k

1√
(2π)3 2Ei

. (3.43)

Considerando las ecuaciones (3.31), (3.38) y (3.40), se puede determinar la relación que
existe entre la sección eficaz diferencial y la amplitud M :

dσ

dΩ
∝ |M|2 , (3.44)

ahora, aplicando mayor rigurosidad, se define la regla de oro en términos de los
momentos lineales de las partículas para un par de casos:

1. Una partícula decae, dando lugar a la creación de n partículas, de la siguiente
manera:

1 → 1′ + 2′ + ...+ n′, (3.45)
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Su tasa de decaimiento se define como:

dΓ =
1

2E1

|Mk′,k|2 (2π)4 δ4(p′1 − p′2 − ...− p′n)
n∏

i=1

d3p′i
(2π)3 2E ′

i

. (3.46)

2. El choque de dos partículas, que resulta en la creación de n partículas, que se
describe de la siguiente manera:

1 + 2 → 1′ + 2′ + ...+ n′, (3.47)

la sección eficaz de dicha dispersión viene dada como:

dσ =
1

vα

1

2E1

1

2E2

|Mk′,k|2 (2π)4 δ4(p′1 − p′2 − ...− p′n)
n∏

i=1

d3p′i
(2π)3 2E ′

i

, (3.48)

en donde, vα es el parámetro de velocidad relativa de las partículas 1 y 2.

vα =

√
(p1 · p2)2 −m1m2

E1E2

, (3.49)

donde m1 y m2 son las masas en reposo de cada partícula, respectivamente.
Además, |Mk′,k|2 corresponde a la amplitud de Feynman promediada sobre
todos los espines de las partículas. Esto se debe a la no polarización de las
partículas en experimentos de altas energías. Por esta razón, se promedian todos
los espines en los estados iniciales y se suman todos los espines en los estados
finales. Un ejemplo de esto se da en el colisión entre dos partículas que da origen
a dos nuevas partículas, definida como:

1 + 2 → 3 + 4. (3.50)

La amplitud de dicha colisión debe ser promediada de la siguiente forma:

|M|2 → |M|2 =

promedio spines iniciales︷ ︸︸ ︷
1

2

1

2

∑
σ1σ2

sumatoria spines finales︷ ︸︸ ︷∑
σ3σ4 |M|2 . (3.51)

En resumen, es suficiente con determinar la amplitud M e integrar en el espacio
de fase para obtener la probabilidad de medición de observables físicos. Estas
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amplitudes no se calculan con exactitud, y es necesario recurrir a una serie de
perturbaciones para obtener valores más precisos. Las series de Dyson permiten
calcular de manera aproximada la matriz S, que está relacionada con M como
se mostró en las ecuaciones (3.36) y (3.38). La matriz S puede ser calculada
hasta cualquier orden perturbativo,siempre y cuando se conozca la densidad
Hamiltoniana H o Lagrangiana, mediante la siguiente expresión:

S = 1− i

∫
d4x1H(x1) +

(−i)2

2!

∫ ∫
d4x1

∫
d4x2T {H(x1)H(x2)}+ ..., (3.52)

donde T es el operador ordenamiento temporal necesario para respetar el orden
iterativo de los procesos. Un ejemplo de esto se presenta cuando se tienen tres
interacciones arbitrarías de H, dando lugar a:

H(x3)H(x1)H(x2) → T {H(x3)H(x1)H(x2)} = H(x1)H(x2)H(x3), (3.53)

donde x1 < x2 < x3.

Ahora, con el propósito de ordenar, medir y calcular las interacciones de las partículas
fundamentales, Richard Feynman introdujo los diagramas que llevan su nombre. Estos
diagramas proporcionan una representación más sencilla de las series de Dyson. La
idea de Feynman fue asignar a cada parte del diagrama un objeto matemático que
permitiera construir la amplitud de probabilidad, siguiendo ciertas reglas derivadas de
la Lagrangiana. Estos diagramas poseen ciertas características:

1. Son representados en un plano bidimensional, donde un eje corresponde al espacio
y el otro al tiempo. La elección de estos ejes es arbitraria.

2. Las partículas elementales (fermiones) se representan mediante líneas rectas con
flechas que apuntan en la dirección del eje temporal, mientras que las
antipartículas (antifermiones) se consideran partículas que viajan hacia atrás en
el tiempo. Por lo tanto, se simbolizan también con líneas rectas con flechas que
apuntan en la dirección contraria del eje temporal.

3. Los bosones, que median en la interacción entre partículas, suelen representarse
mediante líneas onduladas en los diagramas de Feynman.
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4. Los vértices son los puntos de conexión entre las líneas y representan la
interacción entre las partículas. Es decir, son lugares donde pueden crearse,
destruirse o dispersarse partículas en los diagramas de Feynman.

Para comprender esto de manera más clara, observemos como se escribe en la QED
la amplitud M del proceso de dispersión, como se muestra en la ecuación (3.39). Esta
ecuación se puede reformular como:

〈
µ−µ+ |HI | e−e+

〉
. (3.54)

El cálculo de esta amplitud utilizando el lenguaje de los diagramas de Feynman se
realiza teniendo en cuenta las siguientes consideraciones. En primer lugar, HI

representa la parte de interacción del Hamiltoniano, ⟨µ−µ+| es el estado final del
proceso de aniquilación mientras que |e−e+⟩ es el estado inicial. Dado que en la QED
el Hamiltoniano de interacción une los electrones con los muones a través de campos
electromagnéticos (fotones), la expresión (3.54) puede escribirse de la siguiente
manera [19]:

M ∼
〈
µ−µ+ |HI | γ

〉µ 〈
γ |HI | e−e+

〉
µ
. (3.55)

En términos de los diagramas de Feynman, la amplitud 3.55 se representa con el
diagrama mostrado en la (Figura 3.3), donde se muestra una representación
esquemática del proceso de aniquilación de un par electrón-positrón, resultando en la
creación de un par muon-antimuon.

Figura 3.3: Diagrama de Feynman para el término de orden más bajo en la sección
transversal e−e+ → µ−µ+ , en este orden el único estado intermedio posible es un fotón
γ [19].
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El diagrama está compuesto de cuatro líneas externas que ilustran las partículas
entrantes y salientes, las cuales poseen espinores columna us(p), vr

′
(k′) y fila

v̄s
′
(p′), ūr(k), los indices s, s′, r y r′ denotan el estado del espín, ya sea hacia arriba o

hacia abajo. También incluye una línea interna que representa a la interacción
electromagnética, y contiene el propagador del fotón (−gµν

q2
), en donde gµν es el tensor

métrico de Minkowski, y dos vértices que indican las uniones de las líneas mediante
(−ieγµ). Estos vértices miden la intensidad de la interacción y conservan la corriente
eléctrica y el cuadri-momento. Además, el elemento γµ corresponde a un conjunto de
matrices gamma de Dirac 4 × 4. Utilizando las reglas de Feynman para cada línea y
vértice, la amplitud de probabilidad quedará definida como:

M = v̄s
′
(p′) (−ieγµ)us(p)

(
−igµν
q2

)
ūr(k) (−ieγµ) vr′(k′), (3.56)

M =
ie2

q2

(
v̄s

′
(p′)γµus(p)

)(
ūr(k)γµv

r′(k′)
)
. (3.57)

El cuadrado del módulo de la amplitud en la ecuación (3.57) nos permite calcular la
sección eficaz para el proceso.

3.1.2 Reglas de Feynman en QCD

En esta sección mostramos las reglas de Feynman para QCD (Figura 3.4). Se
hallan a partir del Lagrangiano de la QCD, como está escrito en la ecuación (2.73). El
Lagrangiano se puede dividir en una parte libre L0 y una parte de interacción LI . La
parte libre contiene términos que son bilineales en los campos. Los propagadores de
quarks, gluones y ghost provienen de estos términos. Los términos cúbicos y cuárticos
están en la parte de interacción y proporcionan las reglas de Feynman para los
vértices. Los índices de Lorentz se representan con letras griegas {µ, ν, ...}. que, en
regularización dimensional, van de 1 a d dimensiones del espacio-tiempo. Los índices
de color de la representación fundamental son letras minúsculas {a, b, c} que van del 1
al 3 mientras que los índices de color de la representación adjunta se representa con
letras mayúsculas {A,B,C, ...} y van de 1 a 8.
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Figura 3.4: Reglas de Feynman para el Lagrangiano de QCD [34].

3.2 Divergencias Infrarrojas en Física de Partículas

Antes de que se reconociera que la interacción fuerte era explicada por la QCD,
existía un desafío persistente en la teoría cuántica general de la radiación, las
divergencias [35]. Con frecuencia, se observaban resultados infinitos en las cantidades
calculadas por esta teoría [36]. Estas divergencias surgen debido a la integración de
4-momentos intermedios, especialmente en regiones de momentos extremadamente
altos o bajos.
Las divergencias infrarrojas (IR), a diferencia de las divergencias ultravioleta (UV), no
pueden ser controladas mediante la renormalización. Estas divergencias, están
vinculadas al tratamiento incorrecto de ciertos procesos. En la QFT, la emisión de
bosones vectoriales sin masa (partículas de espín 1) se aborda de manera distinta a la
corrección radiativa de bosones virtuales, ya que surgen de procesos diferentes. Esta
distinción es una descripción no física de los procesos, ya que en realidad no podemos
distinguir entre ambos. En el caso de la emisión de gluones de baja energía, también
conocidos como gluones blandos, si su energía es extremadamente baja, ningún
detector podría observarlo. Esto se debe a que los detectores tienen un umbral en el
que los gluones con energías más bajas simplemente no pueden ser detectados. Si el
problema surge de la separación de estos procesos íntimamente relacionados, la
solución debe surgir de su recombinación. La recombinación de la emisión de gluones
blandos y las correcciones de gluones virtuales elimina las divergencias infrarrojas en
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todos los procesos y en todos los órdenes de aproximación [37]. La recombinación,
aplicada al proceso e−e+ → qq̄g, será el punto central de este capítulo, ya que es
esencial para el cálculo de la EEC.
Las restricciones debidas a las resoluciones angulares también generan divergencias en
el infrarrojo (IR), dado que los detectores no pueden distinguir entre dos partículas
diferentes si están muy cercanas, es decir, presentan una incapacidad para resolver dos
partículas casi colineales. Estos problemas de resolución motivaron para introducir el
concepto de jets.
Este concepto de jet se originó cuando Sterman y Weinberg buscaban calcular la
sección transversal de aniquilación e−e+ que evitaba las divergencias IR. La sección
transversal experimenta divergencias suaves, las cuales se manifiesta cuando se emite
un gluón con un impulso tan bajo que es prácticamente indetectable y divergencias
colineales, que ocurren cuando dos de los partones del estado final tienen momentos
casi paralelos, tan cercanos que es difícil distinguir uno del otro.
Ahora veamos cómo el cálculo de la sección transversal para (e−e+ → qq̄g) origina
estas divergencias. Considere la Figura 3.5.

Figura 3.5: En este diagrama de Feynman a nivel de árbol, un electrón y un positrón
se aniquilan, produciendo un fotón (representado por la onda sinusoidal azul) que se
convierte en un par quark-antiquark, después de lo cual el antiquark irradia un gluón
representado por la hélice verde) [38].

El método convencional para los diagramas de Feynman, al aplicar las reglas de
Feynman, genera la amplitud para el proceso a nivel de árbol.

M =
ige2Qq

E2
ν̄(p ′)γu(p)ū(k)

[
taγν

̸ k+ ̸ l
2k · l

γµ − γµ
̸ k′+ ̸ l
2k′ · l

taγν
]
ν(k′)ϵν . (3.58)
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Para analizar la parte divergente de la sección transversal asociada a la amplitud M,
se considera un gluón con impulso bajo [39], Permitiendo así despreciar el término ̸ l.
Además, esta amplitud puede expresarse en términos de la amplitud Born M0, lo cual
resulta conveniente para observar cómo aparecen las divergencias solo en el caso de una
emisión de gluones soft. Simplificando la ecuación (3.58) a:

M = gM0

[
kν
k · l

− k′ν
k′ · l

]
ϵνt

A. (3.59)

El factor contenido entre paréntesis es conocido como el factor eikonal, y es
independiente del espín de los partones u otros números cuánticos. En el contexto de
la electrodinámica clásica, se observa que la aceleración de partículas cargadas resulta
en la emisión de radiación de frenado o radiación de bremsstrahlung [40], la cual es
una radiación electromagnética producida por la deceleración de una partícula
cargada, como por ejemplo un electrón, cuando es desviada por otra partícula
cargada, como por ejemplo un núcleo atómico. Su interpretación como un espectro de
radiación de fotones conduce exactamente al mismo término eikonal presente en el
cálculo del número de fotones emitidos. Además, el cálculo de la sección transversal se
simplifica aún más al tener en cuenta que en los diagramas a nivel de árbol no hay
vértices de tres gluones, por lo que no es necesario incluir ghost, el cual es una
partícula artificial sin ninguno significado físico, los acoplamientos y el propagador de
esta partícula se elige de tal manera que esta partícula cancele las contribuciones
gluónicas no físicas . La relación de completitud en el gauge axial es:

∑
ϵµϵ

∗
ν = −gµν +

kµk̄ν + k̄µkν
k · k̄

. (3.60)

Al elevar al cuadrado la amplitud y realizar la integración sobre el espacio de fase, se
obtiene la sección transversal total.

σ = σ0g
2CF

∫
k · k′

(k · l)(k′ · l)
d3l

(2π)3l0
. (3.61)

Donde σ0 representa la sección transversal de Born, la cual está completamente libre
de divergencias IR dado que no involucra emisiones de gluones, CF es el casimir
fundamental y equivale a 4

3
. Para obtener una comprensión más clara de las

divergencias en el IR, la sección transversal total puede ser reformulada en el marco
del centro de masa, donde p⃗q = −p⃗q̄ y θ es el ángulo entre el eje quark-antiquark y el
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gluón emitido:

σ = σ0
αs

2π
CF

∫
4

(1− cos θ)(1 + cos θ)

dl0d cos θ

l0
. (3.62)

Cuando el momento del gluón l0 tiende a cero, la sección transversal total presenta una
divergencia, denominada divergencia en el IR, ya que se da al integrar sobre todos los
posibles momentos de gluones en el espacio de fase, específicamente hacia el extremo
inferior del rango de integración. Las demás términos del denominador dan lugar a la
divergencia colineal. Cuando el gluón es paralelo al quark o al antiquark (θ = 0 o θ = π),
la sección transversal vuelve divergir. Estas divergencias están asociadas con distancias
largas. Debido al principio de incertidumbre, sería necesario tener intervalo de tiempo
muy grande, para poder determinar con precisión el momento de la partícula, y por
tanto su dirección.

3.3 Jets en Colisionadores de Alta Energía

Los hadrones se generan con baja transferencia de momento transversal,
resultando en que los hadrones finales sean aproximadamente colineales con los
partones. El enfoque se centra en la energía y la dirección de estos hadrones, ya que
están directamente relacionados con los partones salientes. Después de la producción
de las partes del estado final, como en la aniquilación e−e+, se emiten numerosas
partículas debido a la hadronización. Sin embargo, estas partículas no se emiten
uniformemente en todos los ángulos; más bien, parecen agruparse en jets altamente
colineales. Estos grupos de partículas son conocidos como jets hadrónicos [41]. La
evidencia de la estructura de jets se observó por primera vez en 1975 [42]. Aunque
nuestro cálculo perturbativo está en el nivel de partones, experimentalmente solo se
observan jets de partículas como subproductos. Para comparar las observaciones
experimentales (jets) con las predicciones teóricas (partones), es necesario vincular
ambas ideas, mediante algoritmos de jets
En experimentos de física de partículas, como en el Gran Colisionador de Hadrones
(LHC), los detectores registran todas las partículas emitidas, utilizando calorímetros y
detectores de muones. Un ejemplo de evento típico en CMS muestra tres chorros
claramente separados, identificables por la dirección original de movimiento de las
partículas. La tarea consiste en determinar el número de jets y asignar cada partícula
a su respectivo jet.
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La clasificación de partículas en Jets no siempre es tan fácil. Se emplean algoritmos de
jets para abordar esta tarea. Un primer algoritmo, propuesto por Sterman y
Weinberg [43], utiliza conos definidos por un ángulo de apertura d para contener toda
la energía, excepto una pequeña fracción ϵ. Este método es eficaz en eventos con dos
jets, ya que los partones suelen estar uno al lado del otro en el marco del centro de
masa, debido a la conservación del momento. En eventos con dos partones, como en la
sección transversal de Born, ambos partones siempre estarán dentro de las regiones de
chorro. Esto se aplica también a la corrección virtual.

σV = −σ0
4αsCF

2π

∫ E

0

dl0
l0

∫ π

θ=0

d cos θ

1− cos2 θ
. (3.63)

Sin embargo, al analizar la contribución real, se consideran dos situaciones. Primero,
si el gluón se emite con una energía muy baja l0 < ϵE, contribuirá a la observación
independientemente de su dirección, gracias a la tolerancia permitida para partones
fuera de los conos de jets. Esta contribución se denota como σ(1)

R :

σ
(1)
R = σ0

4αsCF

2π

∫ ϵE

0

dl0
l0

∫ π

θ=0

d cos θ

1− cos2 θ
. (3.64)

En la segunda situación, cuando el gluón emitido tiene una energía l0 > ϵE, su
contribución cuenta solo si se emite dentro del cono definido por (θϵ [0, δ] ∪ [π − δ, π]),
ya que emitir fuera del cono superaría el umbral de energía y no contribuiría. Esta
contribución se denota como σ(2)

R , y se representa como:

σ
(2)
R = σ0

4αsCF

2π

∫ ϵE

0

dl0
l0

[∫ δ

θ=0

d cos θ

1− cos2 θ
+

∫ π

θ=π−δ

d cos θ

1− cos2 θ

]
. (3.65)

Estos términos tienen denominadores que generan divergencias en las integrales,
especialmente cuando l0 → 0 o cos2 θ → 1 . Estos límites, son las principales fuentes
de divergencias IR. Utilizando el método de Sterman y Weinberg, las contribuciones
reales σ(1)

R y σ(2)
R deben sumarse a las virtuales para obtener la sección transversal total.

Las integraciones se realizan sobre l0∃ [ϵE,E] y θ∃ [δ, π − δ]. La sección transversal
resultante de Sterman Weinberg es:

σSW = σ0

(
1− 4αsCF

2π
ln(ϵ) ln

(
δ2

4

))
. (3.66)
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La sección transversal modificada es finita cuando δ y ϵ son diferentes de cero, ya que
estos valores son esenciales para definir correctamente los conos de los jets. Esta
modificación elimina las divergencias al recortar las regiones problemáticas del espacio
de fase. Todas las secciones transversales de jets en la aniquilación de e−e+ resultan
ser finitas [44].
Este algoritmo de jets es efectivo para eventos con dos jets, pero ha inspirado
algoritmos más avanzados que permiten más de dos jets. Las dos categorías
principales de algoritmos de jets son los de cono y secuenciales. Los algoritmos de
cono, como el de conos fijos, se basan en la idea de agrupar partículas dentro de
círculos alrededor de las más energéticas para formar jets. Este enfoque intuitivo se
repite hasta que todas las partículas se asignan a un jet.
El algoritmo de conos fijos no es seguro frente a radiación colineal, ya que la
asignación de jets se ve afectada cuando una partícula se ramifica en dos colineales.
Para solucionar este problema, se propone el algoritmo de conos estables, que agrupa
todas las partículas dentro de un cono en un solo jet, con el eje del cono llamado eje
del jet. En el plano y − ϕ, en donde y es la rapidez y ϕ es el ángulo azimutal del
momento, el cono se puede ver como un círculo de radio R. Por lo tanto, todas las
partículas con momento pi que pertenecen al jet j satisfacen:

(yi − yj)
2 + (ϕi − ϕj)

2 ≤ R2. (3.67)

En el algoritmo de conos estables, el eje del jets se elige a partir de las partículas
constituyentes, generalmente como un promedio ponderado. Para encontrar los conos
de los jets, se pueden usar seeds iniciales basadas en los momentos de las partículas.
Sin embargo, este método puede pasar por alto algunos conos estables.
Se han desarrollado algoritmos más eficientes, como SISCone, que prescinden de seeds
y utilizan técnicas geométricas computacionales para encontrar conos estables en el
plano η − ϕ, donde η es la pseudo-rapidez. Estos algoritmos son seguros frente a IR y
tienen un costo computacional más bajo, del orden de O(Nn lnn), en comparación
con el método original de conos estables, que tiene un costo de O(nNcell).
Otro problema a abordar es la posible superposición de jets encontrados. Después de
identificar con éxito todos los conos estables, podría haber partículas que pertenezcan
a dos jets contiguos diferentes, llamados "proto-jets". Se resuelve este problema
mediante un procedimiento de división-fusión: si la superposición entre proto-jets es
significativa (por encima de un umbral, como el 50 % o 75 % de la energía total), se
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fusionan en un solo jet; de lo contrario, se asignan las partículas compartidas a uno de
los proto-jets según su proximidad al eje del jet.
Además, existen algoritmos de agrupamiento que comparan alguna versión de
”distancia” entre pares de partículas para determinar la disposición de los jets. Un
ejemplo es el ”algoritmo JADE” [45], que utiliza la masa invariante escalada al
cuadrado como medida de distancia.

dij =
M2

ij

E2
vis

, (3.68)

donde
M2

ij = 2EiEj (1− cos θij) . (3.69)

Evis representa la energía total visible del evento. El algoritmo JADE es un algoritmo
de agrupamiento que busca pares de partículas con la distancia más baja y las combina
en una nueva pseudopartícula con momento pij = pi + pj. Este proceso se repite hasta
que ninguna distancia cae por debajo de un umbral dcut. Las agrupaciones resultantes
representan jets y el algoritmo es seguro frente a la radiación IR, es decir, no se ve
afectado por la división de partones o emisiones suaves.

Sin embargo, el algoritmo JADE puede no capturar eficazmente la estructura
original de la radiación en la QCD. Una versión mejorada es el algoritmo kt [46], que
utiliza el momento transversal en lugar de la masa invariante, logrando un mejor
rendimiento al mapear la información experimental del nivel hadrónico al nivel teórico
de partones.

dij = 2 (1− cos θij)
min

(
E2

i , E
2
j

)
E2

vis

. (3.70)

Para la nueva pseudopartícula agrupada pij, hay cuatro esquemas de recombinación de
momento. El esquema E en donde se suma simplemente el cuadrimomento de las dos
partículas, el esquema P , donde la energía se ajusta para que la masa invariante sea
cero, es decir E = |−→pi +−→pj |, el esquema E0, donde la energía es la suma de las dos
energías de las partículas, ajustando el momento para una masa invariante cero, y el
esquema p0, el cuadrimomento es igual al del esquema p, pero Evis se reemplaza por la
energía total de las pseudopartículas después de cada combinación.
Recientemente, se ha desarrollado una variante del algoritmo kt llamada algoritmo
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anti− kt [47], donde la distancia se define como:

dij = min
(
E−2

i , E−2
j

)△2
ij

R2
. (3.71)

En la expresión △2
ij = (yi − yj)

2 + (ϕi − ϕj)
2 y R es el parámetro del radio. La

denominación ”anti” proviene del hecho de que los exponentes en el momento
transversal son negativos. Aunque los exponentes negativos pueden parecer
preocupantes al principio, resulta que este algoritmo tiene un rendimiento superior al
algoritmo kt regular.

3.4 Variables Event Shape en Fenomenología de Colisionadores

Las variables event Shape en la QCD son observables que describen aspectos
geométricos de la distribución de energía de jets en colisionadores. Estas variables,
como la estructura plana o esférica de un evento [48, 49], actúan como un puente
entre la teoría y los experimentos. Son más generales que las secciones transversales de
jets y destacan por su simplicidad y facilidad de medición [50, 51].
A lo largo de la historia, los event Shape han sido cruciales para probar la QCD y
siguen siendo objeto de investigación actual. Son observables seguros en la región IR y
proporcionan información valiosa para entender la hadronización no perturbativa [52].
Su practicidad se refleja en su capacidad para determinar con precisión αs [53, 54] y
comparar generadores de eventos Monte Carlo [55].
Las variables event Shape son seguras en la Región IR ya que son invariantes bajo la
ramificación del momento de partón −→p i → −→p i1 +

−→p i2. Si un momento llega a cero, el
término correspondiente en la suma desaparece, eliminando divergencias colineales y
suaves. Estas formas se definen como sumas de momentos.
Tomando el empuje (T ), definido como T = maxn

|pi·n|
|pi| como ejemplo, mide cómo la

energía se distribuye a lo largo de un eje llamado eje de empuje −→n . Su máximo se
alcanza cuando los jets están colineales (T ≈ 1), y el mínimo (T ≈ 2/3) cuando están
dispersos, representando un evento esférico.
En el ensanchamiento del jet, se divide el evento en hemisferios con un plano
perpendicular al eje de empuje. Las sumas indican a cuál hemisferio pertenece el
momento. El cálculo de los event Shape implica integrar la sección transversal
diferencial sobre el espacio de fase, con una función delta que fija la variable event
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Shape. Esto se observa en la definición de la EEC en la ecuación:

d
∑

d cosχ
=
∑
i,j

∫
EiEj

E2
δ (n̂i · n̂j − cosχ) dσ, (3.72)

dónde n̂i es el vector unitario que apunta a lo largo del momento del partón, Ei son
las energías de los partones correspondientes, E es la energía entrante
electrón-positrón inicial y χ s el ángulo entre los dos partones. Utilizando funciones
delta δ (X − fX(xi)).
En este contexto, X es la variable event Shape y xi son las variables en las que
dependen las secciones transversales, generalmente las variables de Mandelstam. La
función fX(xi) es la función de medida que restringe el espacio de fase según la
definición de event Shape. Para el caso del EEC, que mide el ángulo entre dos
calorímetros que detectan partones finales, el ángulo se fija para coincidir con el
ángulo entre los partones, de ahí el término −→ni · −→nj .
Los productos escalares de momentos provienen del factor de ponderación EiEj

E2 . El
Empuje es la única variable con relación lineal en la función de medida, mientras que
el EEC tiene un polinomio cuadrático y la esfericidad y el parámetro C tienen
funciones racionales.
El EEC fue estudiado intensamente en la década de 1980 [56, 57] y ha vuelto a ser de
interés recientemente. Su expansión perturbativa comienza en orden αs, y el término
LO se calculó analíticamente en 1980. Aunque algunas variables event Shape se han
calculado analíticamente en LO, otras, como el parámetro C, requieren integración
numérica. En cuanto a las contribuciones de orden Siguiente al Límite (NLO),
ninguna variable event Shape, excepto el EEC, se ha calculado analíticamente. La
falta de cálculos analíticos en NLO ha llevado a aproximaciones numéricas con
resultados diversos. Una solución analítica sería crucial para resolver discrepancias y
permitir comparaciones precisas entre métodos numéricos. Por esta razón, nos
enfocamos en el EEC con la esperanza de una mejor comprensión del cálculo analítico.
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Event shape Función de medida

Empuje max
{

2pi·q
E2

}
− T

Esferocidad 4E4

π2

∏
i(1−

2pi·q
E2 )

max{(pi·q)2}

Parámetro C 3E6

4

∏
i(1−

2pi·q
E2 )

max{p1·q p2·q p3·q}

EEC (pi · q pj · q) (−→n i · −→n j − cosχ)

Cuadro 3.1: Funciones de medida para las cuatro principales variables de event shape

Figura 3.6: Montaje para realizar el experimento EEC [58]

3.5 Cálculo del EEC en LO en la QCD

Nos centramos en el EEC, una variable event Shape que mide la distribución de
energías de los jets y cómo cambian según el ángulo entre ellos. La idea es tener
observables seguras en la Región IR. Para el EEC, se colocan calorímetros a un ángulo
χ y se mide la distribución de energía al variar el ángulo.

Comenzamos calculando el término LO(O(αs)) del EEC, considerando solo los
diagramas a nivel de árbol de e−e+ → qq. Evitamos situaciones donde el espacio de
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fase parece un estado final de dos partículas, es decir, estamos considerando
|cosχ| < 1. Cuando χ = π, tenemos partones en direcciones opuestas. Debido a la
conservación del momento, el tercer partón debe ser colineal con uno de los dos
primeros, nuevamente pareciendo un estado final de dos partículas. Tomando el
cuadrado de la amplitud, promediando sobre las polarizaciones de estado inicial y
sumando sobre las polarizaciones de estado final, encontramos que se factoriza como:

|M|2 = g2e4

4E4
LµνHµν . (3.73)

La traza del leptón es:

Lµν = 4
(
pµp

′

ν + p′ν − p · p′gµν
)
≡ 4 {p, p′}µν . (3.74)

La contribución mencionada proviene de la suma de los espines del cuadrado de la
corriente leptónica v(p′)γµu(p), es decir, del par electrón-positrón entrante. Aquí hemos
definido {p, q}µν , que es una expresión que suele surgir en estos cálculos, específicamente,
a partir de la traza de cuatro matrices gamma de Dirac. Por otro lado, la traza hadrónica
es

Hµν =
4

k · l
(
{k′, l}µν − {k, k}µν + {k, k′}µν

)
+

4

k′ · l
(
{k, l}µν − {k′, k′}µν + {k, k′}µν

)
+

4k · k′

(k · l) (k′ · l)
(
2 {k, k′}µν + {k, l}µν + {k′, l}µν

)
,

(3.75)

donde k, k′ y l son los cuadrivectores de los partones del estado final. En este caso,
la suma de la definición del EEC sobre los partones del estado final tiene 3 términos
(qq, qg, qg). Consideremos uno de los términos, cuando χ es el ángulo entre el quark y
el antiquark, es decir, i = q y j = q . La integral que debe calcularse es

d
∑

d cosχ
=

1

E2 (2π)5

∫
d3p⃗q
2Eq

d3p⃗q
2Eq

d3p⃗g
2Eg

EqEq

E2
|M|2 δ3 (p⃗q + p⃗q + p⃗g) δ (E − Eq − Eq − Eg) .

(3.76)
integramos uno de los momentos del gluón usando la primera función delta y expresamos
los dos restantes en coordenadas esféricas. Notamos que las energías provenientes de la
definición del EEC cancelan algunas de las energías en el denominador del espacio de
fase invariante de Lorentz, evitando posibles divergencias infrarrojas. La función delta
de conservación del momento en la integral impone restricciones sobre los momentos,
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lo que nos permite resolver para la energía del gluón (Eg). Estamos trabajando en el
régimen de alta energía, donde consideramos que las partículas son sin masa.

p⃗g = p⃗q − p⃗q =⇒ Eg =
√
E2

q + E2
q + 2EqEq̄ cosχ. (3.77)

Ahora podemos expresar la función delta de conservación de energía como una función
de Eq̄

δ
(
E − Eq − Eq −

√
E2

q + E2
q + 2EqEq̄ cosχ

)
=

E − Eq − Eq

E + Eq (cosχ− 1)
δ

(
Eq −

1

2

E − 2Eq

1 + Eq

E
(cosχ− 1)

)
.

(3.78)

Haciendo la sustitución z = 1−cosχ
2

, la expresión 1 − cosχ se simplifica. Notamos que
el numerador en el prefactor de la función delta es Eg, y se cancelará con el término
correspondiente en el denominador del espacio de fase. La amplitud al cuadrado se
expresa en términos de productos internos de cuadrivectores, específicamente en
términos de las energías de los 3 partones.

k · k′ = EqEq − p⃗q · ⃗pq = 2zEqEq

k · l = EqEg + E2
q + EqEq(1− 2z)

k′ · l = EqEg + E2
q + EqEq(1− 2z).

(3.79)

Para tres partículas en el marco del centro de masas, la conservación del momento
restringe la cinemática a un plano, y toda la dependencia angular se describe mediante
el ángulo χ. Utilizando estos resultados, podemos expresar la ecuación (3.76) como:

d
∑

d cosχ
=

1

E4 (2π)5

∫
E2

qdEqdΩqE
2
qdΩq

|M|2

E − 2zEq

δ

(
Eq −

E

2

E − 2Eq

E − 2zEq

)
, (3.80)

donde la amplitud al cuadrado será:

|M|2 = g2e4CF

2E2

[
2 (k · k′) k · k

′ + k · l + k′ · l
4 (k · l) (k′ · l)

+ (k · l) (k′ · l)
(

1

(2k · l)2
+

1

(2k′ · l)2

)]
.

(3.81)

Después de simplificar las trazas leptónicas y hadrónicas, las integrales de ángulo
sólido son fáciles de resolver. El integrando no tiene dependencia angular debido a la
función delta que fija el ángulo χ en la ecuación (3.72). La integral resultante se reduce
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a una sola variable, Eq, y después de usar las funciones delta restantes, se puede calcular
analíticamente con software simbólico como Mathematica [34]. El resultado se evalúa
en el intervalo [0, E/2] y la expresión resultante es:

(4π)2E4

192z5 (1− z)

[
z
(
z2 + 6z − 24

)
+ 6 (3z − 4) ln (1− z)

]
. (3.82)

El resultado de los otros 2 términos de la suma es el mismo. Cada términos es:

− (4π)2E4

192z5 (1− z)

1

2

[
z
(
−53z2 + 123z − 78

)
+ 6 (z − 1)

(
4z2 − 14z − 13

)
ln (1− z)

]
.

(3.83)
Combinando las tres contribuciones, llegamos a la expresión para el EEC en LO

1

σ0

d
∑

d cosχ
=
αsCF

2π

3− 2z

4 (1− z) z5
[
3z (2− 3z) + 2

(
2z2 − 6z + 3

)
ln (1− z)

]
. (3.84)

En la Figura 3.7, se observa la relación que existe entre el ángulo de separación χ y
la EEC, en una escala de 109, y la Figura 3.8, observamos la misma gráfica, para una
escala menor, del rango 108.

Figura 3.7: Gráfica EEC en función del ángulo de separación χ en escala 10−1.
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Figura 3.8: Gráfica EEC en función del ángulo de separación χ en en escala 100.

Sobre los resultados obtenidos, tanto de la ecuación (3.84) y la gráfica 3.7 se puede
realizar varias observaciones:

1. En las regiones límite destaca que esta contribución es especialmente fuerte, es
decir, cuando los detectores son colineales χ→ 0 o anticolineales χ→ π.

2. La distribución no es simétrica alrededor del ángulo χ = π
2
. Este hallazgo coincide

de manera precisa con las conclusiones derivadas en la década de 1980.

3. La contribución de la EEC aumenta en la medida en que la constante de
acoplamiento αs aumenta. En la Figura 2.1 se pudo observar que la constante de
acoplamiento aumentaba su valor, cuando la energía disminuye, deduciendo así,
que la contribución de la EEC aumenta a bajos niveles de energía.

4. La contribución se observa para valores de energía bajos. A niveles altos de energía,
la contribución tiende a ser nula, esto se puede observar en la Figura (3.8).

En este capítulo, se exploraron conceptos claves de la QCD, que motivan el estudio de
aniquilaciones específicas en lugar de colisiones generales.
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Se presentaron algoritmos para identificar jets, esenciales para comparar teoría y
experimento. Además, se introdujeron variables event shape y el EEC, siendo este
último el enfoque central.
La contribución al menor orden perturbativo al observable EEC fue discutida,
subrayando su importancia en la interpretación experimental. Este capítulo sienta las
bases teóricas esenciales para comprender fenómenos relevantes en la física de
partículas.
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4. Conclusiones

En el marco de este proyecto de investigación, nos adentramos en un análisis
detallado de la Correlación Energía-Energía (EEC) en el contexto del menor orden
perturbativo para un diagrama de Feynman a nivel de árbol. Este estudio se originó
desde la comprensión de la teoría de campos, pasando por una inmersión en los
principios de la Cromodinámica Cuántica (QCD), hasta llegar a la fase de cálculo,
representación gráfica y análisis de la EEC. Uno de los hallazgos clave fue la
identificación de una contribución significativa cuando χ → 0 y χ → π, equivalente a
z → 0 y z → 1, respectivamente. En estos puntos, el estado final exhibe características
similares a un espacio de fase de dos cuerpos, evidenciando colinealidad y
anticolinealidad entre los detectores.

Además, se destacó que la distribución de la EEC no es simétrica alrededor de
z = 1

2
. Se observaron también los límites colineales blandos que generan divergencias

en la región infrarroja (IR), manifestándose cuando dos de las tres partes del estado
final son colineales o cuando al menos una de ellas es blanda. Se abordó la variación de
las constantes de acoplamiento de las interacciones fundamentales, ilustrando cómo la
constante de acoplamiento fuerte αs experimenta cambios significativos con la energía,
disminuyendo a medida que esta aumenta.

Al analizar las gráficas generadas en el estudio, se pudo establecer una relación
directa entre la contribución de la EEC y los valores de αs, evidenciando que a
mayores valores de esta constante, también se observa una mayor contribución de la
EEC. Se derivó la conclusión adicional de que, en situaciones de energía
considerablemente elevada, la contribución de la EEC tiende a disminuir. Estos
resultados proporcionan una comprensión más profunda de las complejidades de las
interacciones en el contexto perturbativo y contribuyen a la creciente comprensión de
los fenómenos en la física de partículas.
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