CORRELACION ENERGIA-ENERGIA EN
CROMODINAMICA CUANTICA.

John Alexander Gamboa Vera

Documento presentado al Programa de Fisica

como requisito para optar por el titulo de Fisico.

Director: Ph.D Edilson Alfonso Reyes Rojas

Departamento de Fisica

Facultad de Ciencias Basicas

Enero 2024



Resumen

En la actualidad, los experimentos y mediciones fisicas han alcanzado niveles
crecientes de precision y exactitud, orientados a proporcionar una explicacién maés
rigurosa de los diversos fendémenos observados en aceleradores de particulas como el
LHC, el ILC y el FCC, con el objetivo de desentranar la presencia de nueva fisica. En
el marco de la ejecucién de nuestro proyecto, nos enfocaremos en el estudio de la
correlacion  energia-energia en el sistema conformado por dos particulas
electron-positron. Buscamos comprender de manera mas profunda los factores
determinantes para su calculo en el orden perturbativo mas bajo, partiendo de
diagramas de arbol asociados a este proceso bajo la influencia de la cromodinamica
cuantica (QCD, por sus siglas en inglés). Se ha observado que, en el orden principal,
la  Correlacion Energia-Energia (EEC), en funciéon del é&ngulo, exhibe un
comportamiento semejante a una funcion cuadratica. Esta caracteristica se manifiesta
de manera notable al acercarse a los angulos limites, donde se destaca una

contribucion significativa de dicha funcion.

Palabras clave— Campos cuanticos, cromodinamica cuantica, seccion eficaz,

diagramas de Feynman, event shape.
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1. Introduccion

Los aceleradores de particulas son fundamentales en la investigacion cientifica al
llevar a cabo experimentos de una precision cada vez mayor. El objetivo principal de
estos experimentos es desentranar la verdadera naturaleza de las particulas
subatomicas que constituyen la base de toda la materia en el universo.

Entre los instrumentos de medicion mas destacados en la exploracion de la fisica de
particulas, se encuentran el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) del CERN [1] y el
Fermilab. Estos centros de investigacion desempenan un papel fundamental al llevar a
cabo experimentos de altas energias que permiten estudiar las propiedades
fundamentales de las particulas subatémicas y las fuerzas que acttan entre ellas.

El descubrimiento del boson de Higgs el 4 de julio de 2012 |2, 3, 4], representa un hito
fundamental en la fisica de particulas, consolidando experimentalmente el mecanismo
de Brout-Englert-Higgs [5, 6], proporciona una explicacion coherente para el origen de
la masa de las particulas elementales. No obstante, la implementacion del mecanismo
de Higgs conlleva la introducciéon de un sector escalar en la Lagrangiana del Modelo
Estandar (SM) de la fisica de particulas, generando nuevos retos teéricos, como lo son
el problema de las jerarquias |7, 8, 9] y la inestabilidad del potencial asociado al
campo de Higgs [10, 11, 12, 13].

Hasta la fecha, no se ha identificado de manera concluyente ninguna senal
experimental que apunte a la existencia de nueva fisica capaz de resolver estos
desafios, asi como otros problemas bien conocidos del SM, como la ausencia de un
candidato a materia oscura [14] o la carencia de un marco teérico unificado que
incorpore la interaccion gravitacional.

Recientemente, se ha despertado un interés particular en los observables fisicos que
analizan la forma de los eventos finales en ciertos procesos de scattering. Mas alla de
las masas de las particulas y los decaimientos del boson de Higgs, estos observables
proporcionan una via para realizar pruebas indirectas sobre la existencia de nuevos
grados de libertad fisicos. Este enfoque, que ya demostr6 su utilidad en la validacion
del gluon y la consistencia de la QCD en épocas anteriores, se dirige ahora hacia la
aniquilacion electron-positron. La observacion de una estructura de tres jets en este
proceso en 1978 proporciond evidencia concreta de la existencia de gluones,

corroborando la teoria.



En el estado actual del arte, el calculo de la correlacion energia-energia (EEC) ha
alcanzado el orden perturbativo NNLO mediante estimaciones numéricas basadas en
diagramas de Feynman [15], mientras que los resultados analiticos se limitan al orden
NLO en la QCD [16, 17, 18]. La combinacion de estos resultados con procedimientos
de resumacion de logaritmos grandes hasta el orden NNLL, incluyendo efectos de
hadronizacion a bajas energias, ha permitido comparaciones directas con los
resultados experimentales del gran colisionador electron-positron (LEP).

El proyecto de investigacion propuesto estudiard las correcciones en el céalculo de la
correlacion energia-energia para la aniquilacion electron-positron. El anélisis se
centrara en los efectos del sector de la QCD al menor orden perturbativo.

Esta tesis se estructura en dos capitulos distintos, cada uno abordando aspectos
especificos de la investigacion. En el Capitulo 2, se lleva a cabo un exhaustivo analisis
centrado en la Teoria Cuéntica de Campos. Se exploran detalladamente conceptos
fundamentales, como el campo escalar, la ecuacion de Dirac y los principios teodricos
subyacentes a la QCD.

Por otro lado, el Capitulo 3 se dedica a la exposicion detallada de elementos esenciales
de la QCD. Aqui se abordan temaéticas cruciales, tales como la seccién eficaz, las
divergencias infrarrojas, los jets y las variables de forma del evento. Todos estos
elementos desempenan un papel indispensable en el desarrollo y la comprension
integral de la presente investigacion.

Al concluir ambas secciones, se presentan las reflexiones y conclusiones derivadas de
este estudio, proporcionando una vision integral de los hallazgos y contribuciones

alcanzadas en el curso de esta tesis.



2.  Teoria Cuantica de Campos

La teoria cuéntica de campos (QFT) constituye una base fundamental para el
modelo estandar (SM) de la fisica de particulas. Surge en respuesta a la necesidad de
comprender y explicar fenémenos fisicos que la fisica no relativista no podia
responder, fenémenos tales como la creacién y aniquilacion de particulas. La QFT es
la rama de la fisica dedicada al estudio de procesos fisicos en escalas de energia
elevadas y procesos a escalas extremadamente pequenas (escala electro-débil ~ 200
GeV ). Esta teorfa resulta de la combinacion de la mecéanica cuantica, la relatividad
especial y la introducciéon del concepto de campo cuantico. En este tultimo, las
particulas fundamentales (quarks, leptones y bosones) se manifiestan como el
resultado de perturbar dicho campo [19].

La mecénica cuantica, en su busqueda por comprender de manera més precisa el
mundo microscopico, remplazo a la fisica clasica a través de lo que se conoce como la
primera cuantizaciéon. Mediante este enfoque, magnitudes fisicas como la posicion ¢; y
el momento p; son transformados en operadores lineales en el espacio de Hilbert.

Estos operadores cumplen con las siguientes relaciones de conmutacion canénica.

9,451 = [pisps] =0 ai, pj] = i6ij - (2.1)

La principal limitaciéon de la mecanica cuéntica residia en su dificultad para describir
de manera precisa el comportamiento de las particulas a velocidades cercanas a la de
la luz. Ademés no basta con cuantizar particulas relativistas, la cuantizacién de
particulas relativistas generaba ciertas inconsistencias. Para abordar estos desafios, se
introdujo el concepto de campo. En la mecanica cuantica convencional, el nimero de
particulas y sus propiedades se conservaban, lo que impedia la creaciéon y aniquilacion
de particulas.

Para superar estas dificultades, fue necesario recurrir al formalismo de campos
cuanticos para campos continuos, utilizando coordenadas generalizadas (¢; y p;). Este
enfoque permiti6 abordar adecuadamente los fenémenos fisicos asociados con
velocidades cercanas a la velocidad de la luz y resolver las inconsistencias que surgian

en la cuantizacion de particulas relativistas.



Ademas, el principio de causalidad establece que ninguna particula con una masa
en reposo diferente de cero puede viajar igual o mas rapido que la luz. Esta restriccion
no es cumplida por el propagador de la mecanica clasica. Esta discrepancia se evidencia
al considerar la amplitud de probabilidad de una particula libre (ecuacion 2.2), la cual

viaja del punto inicial xy a un punto final x en cierto tiempo ¢ :
U(t) = (x|e”"| xq), (2.2)

donde, al aplicar la relacién de completitud para el momento lineal y considerando que el

operador hamiltoniano para una particula libre esta dado por H = p?/2m, obtenemos:

U(t) = / &p (x]e™ P2 p) (plx), (2.3)

en donde (x|p) es la representacion de una onda plana de Dirac:

1 ipxX
(xlp) = e, (2.4

y, por tanto,la amplitud quedara definida como:

1
(27)?

Resolviendo la ecuacion (2.5) mediante transformada de Fourier conduce al propagador

Ut) = /d3p e~ i P /2m)t pip-(x—x0) (2.5)

de la mecénica cuéntica:

m 3/2 . 2
Ut) = <—) gimix—x0)?/2t 2.6
®) 2mit (2:6)
Al considerar valores arbitrarios para x y ¢, el propagador obtenido en la ecuacién (2.6)
exhibe una violacién del principio de causalidad. Esto se manifiesta al permitir que
las particulas viajen entre dos puntos distantes en lapsos de tiempo extremadamente
cortos, incluso superando la velocidad de la luz. Aunque esta solucién pueda parecer

sencilla, al realizar el mismo céalculo para una energia relativista, definiendo la energia
como E, = /p?+ m?, se obtiene un propagador de la forma:

U(t) ~ e mVx =t (2.7)

dicho propagador contintia violando el principio de causalidad, por lo que incluir una



energia relativista, no resuelve este problema. Esta limitacion es abordada por la
teoria cuéntica de campos que define propagadores en términos de campos
cuantizados. Estos campos son invariantes de Lorentz, dando como resultado la
llamada segunda cuantizacién. Este enfoque implica la transformacién de amplitudes
de probabilidad en operadores lineales, imponiendo que dichos operadores cumplan
ciertas reglas de conmutaciéon y anti-conmutaciéon. Para comprender mejor este
concepto, a continuacién veremos el campo escalar de Klein-Gordon y su respectivo

propagador .
2.1 Campo escalar real de Klein - Gordon.

El campo escalar de Klein-Gordon, representado por ¢(z), se define como un
campo real que constituye una generalizaciéon al continuo del las coordenadas gj,
donde (q; = ¢(z), =z = (t,x)). Esta generalizacién posibilita la transformacion de
sistemas discretos a sistemas continuos. ¢(x) satisface la ecuacion de Klein-Gordon,

expresada como la ecuacion ( 2.8) :

0 =2 2
(@ — V +m ¢(t,X) = 0, (28)
en mecanica cuantica, utilizamos el hamiltoniano del sistema para determinar los
autoestados del estado fisico. Inicialmente, expresamos el campo mediante un

transformada de Fourier en la base de los momentos lineales.

oltx) = [ s v oitp) 29)
X) = e .
Y (27]_)3 7p Y
remplazando la ecuacién (2.9) en (2.8), se obtiene la ecuacion diferencial de un
Oscilador Armoénico Simple. En esta expresion, w, = +/|p|?> +m?, representa la
frecuencia asociada a la energia relativista £, para un oscilador cuéntico:
0*¢(t,p)

a2+ wid(t, p) = 0; (2.10)
descrito por el Hamiltoniano Hpoac = % + 3 m wi¢?, el campo ¢(x) y su momento
canénico conjugado m(x) se expresan en términos de los operadores creacion (af,) y

aniquilacion (ap). Estos operadores cumplen ciertas reglas de conmutacion



([ap, aL,] = (27)36C) (p — p/)>, y la expresioén para el campo y su momento conjugado

es: iy 1 o .
o(x) = / @) /2o (ape™™ + aLe ), (2.11)
m(x) = / (;ZT’;?)(—i) % (ape™™ — ale ™). (2.12)

Realizando un cambio de variable p — —p en el segundo término de las ecuaciones
(2.11) y (2.12), obtenemos:

o(x) = / (;Z?’Tp;?); (ap + aT_p> X, (2.13)
d3p

(%) = / eoaeltes <ap—ai p) ¢iPx, (2.14)

Definiendo un estado de minima energia como |0), el operador aI) actuando sobre dicho
estado genera una particula con momento p y energia E,, mientras que el operador ap

no originara ninguna particula:
ab|0) = p). apl0) = 0. (2.15)

Asi, si hacemos que el campo ¢(x), actie sobre el estado de minima energia, el campo
creard una particula en la posicion x, (¢(x)|0) = |x)), lo que nos permite calcular las

relaciones de conmutacion entre los campos ¢(x) y m(x):

=
X
=3
N\
=
I
=)
=

x —x')

[6(x), (x')] = (), 7(x")] = 0. (2.16)

la expresion (2.16) transforma funciones de onda en operadores y se conoce como
“segunda cuantizacion”. A diferencia de la primera cuantizacién, el primer término
lleva un delta de Dirac, lo que resulta en que el conmutador no sea una cantidad

invariante de Lorentz. El cuadri-vector momento se transforma en:

E;) = V(Ep +ﬁp3)7

2.17
vy =7 (ps + BE}) . (217)



Utilizando la identidad de la funcion delta (5 (f(@) = f (20)) = 16 (x—xo))

tendremos que:
3) G) (o DS
0 (p—q)=0"(p —-q) —=

dps
o JE (2.18)
=67 (p' - d (1+5—p>,
( )Y s
en donde, derivando la energia relativista respecto a ps, obtenemos % = ]{;—i y por
tanto, la ecuacion (2.18) se transforma en:
59 (p— ) = 0% (' ) Z- (B + Bpa) (2.19)
P
donde utilizando la ecuacion (2.17), se llega a:
E/
0V (p—a) =0 (p' - ) 2 (2.20)
p

Dado que el delta de Dirac no es invariante de Lorentz, se hace necesario definir una
cantidad que si sea invariante y que no viole el principio de causalidad. A partir de la
ecuacion (2.20), se observa que la cantidad verdaderamente invariante de Lorentz es el
producto entre la energfa (Ep) y la delta de Dirac: (Ey0®(p —q) = EL8*(p’ — d')).
Ademas, la relacion de completitud también debe modificarse, en la ecuacion (2.13), se

simplifica el factor v/2, agregando un 2 junto a la energia, de manera que :

d3p 1
= / e lP) el (2.21)

Una vez modificada la relacion de completitud, la normalizacién de la mecéanica cuéantica

cambia de ser (p | q) = (27)30®) (p — q) a:

(p|a) = 2E,(27)*% (p — q), (2.22)

para permitir definir estados para miltiples particulas, se introduce el factor de

normalizacion (1/2E,) en la ecuacion (2.15), que se reescribe comor:

Py, Py ) = /2Ep, \/2Ey,..al, al ..|0). (2.23)



Para que sea un invariante de lorentz,la medida de la integral de volumen (V'), debe

ser:
dp 1

V:/Wﬁ’ (2.24)

Para incluir la componente temporal del cuadri-momento p, dicho volumen puede ser

expandido al espacio de Minkowski mediante la relaciéon:

/ (;lﬂl;?’ 22?}) B / (;Zﬂ'];‘l (2m)d (p2 - m2) : (2.25)

pO>0

Para el volumen cuadri-dimensional, los limites de la variable temporal se restringen
unicamente a los valores positivos, ya que los tiempos negativos carecen de significado
fisico. Esta limitacion contribuye a proporcionar una normalizacién adecuada a las

cantidades invariantes de Lorentz.

Ahora, realizaremos la transicion del cuadro de Schrédinger al de Heisenberg con el
fin de determinar la evolucién temporal del campo ¢(z) = e'p(x)e Ht. Al resolver

este proceso, obtenemos una expresion para un campo escalar dependiente del tiempo:

d3p

olz) = / (27)*\/2E,

(ape™ + ale™™), (2.26)

donde la ecuacion anterior es similar a la ecuacion (2.13). Ambas son invariantes de
Lorentz, y la diferencia entre ellas es el producto escalar Minkowskiano (p - x), el cual

queda definido para la ecuacion (2.26) como:

p-x=(FEp,p): (t,x)=Ept—p-x. (2.27)

2.1.1 Propagador del campo escalar de Klein-Gordon

Habiendo definido el campo escalar de Klein-Gordon, se calcula un propagador que
no viola el principio de causalidad para una particula que se desplaza de un punto y a

un punto z. La amplitud de probabilidad en este contexto es:

d*p 1
(27) 2E,

D(z — y) = (0]6(x)p(y)[0) = / e v @), (2.28)



Evaluando en el limite (x — y) = (0,x — y) y llamando x —y = r, obtenemos:

dp 1 _ i —ilpl|r|
D(z —y) =/ e ’p’ < (2.29)

(2m)3 2E, 2(2m)2|r| J_ /p? + m?

en donde existe singularidad para p = +im y mediante el uso del teorema de residuo

en el plano complejo, se obtiene:
D(z —y) ~ e ™ (2.30)

Pero aun asi, se sigue violando el principio de causalidad. Para abordar este problema,
se debe calcular el conmutador [¢(z), ¢(y)]. Esto se realiza para verificar si un campo
¢ medido en un punto x afecta a una mediciéon en un punto y del mismo campo con
separacion de x. Si el resultado del conmutador es nulo, una medida no afecta a la otra
y la causalidad se conserva [19] . Ahora, para un caso més general, tendremos:

o) o) = [ 571;% (e=le=s) _ cinte=)y (2.31)

Teniendo en cuenta la ecuacion (2.28), (2.31) se puede reescribir como:

[6(), ¢(y)] = D(z —y) — D(y — z), (2.32)

en donde, si estamos fuera del cono de luz ((x — y)? < 0), realizando una transformada
de Lorentz de la siguiente manera, (z—y) — —(x—y), se tiene que, D(z—y) = D(y—x)
y por tanto [¢(z), ¢(y)] = 0, conservando asi la causalidad. Mientras que, para dentro
del cono de Luz ((z — y)? > 0), no existe una transformacion que me convierta (z — y)
en (y — x), lo que hace que el conmutador nunca sea cero.

Ahora veremos que el conmutador (2.31) que representa el propagador escalar, es igual

a la funcion retardada de Green (FRG) cuando x > y.

d*p i il
Dp(z —y) = /Wme rle=w), (2.33)

en donde (2.33), tiene singularidades para p° = ++/p? + m?2. Empleando el teorema de

los residuos de Cauchy en el plano complejo, se puede elegir un contorno bajo el eje



real para 2° > 9% para obtener:

Dp (z —y) = (217)4 / d*p e 21 [Res (+Bp) + Res (—Ep)] 0 (2° — 4°),  (2.34)

en donde la funcién paso (6 (2° — °)) se define como:

0 20 <y
0 (2° —4°) = 2.35
( V) { 1 29> 90 (2:35)
Dando como solucion:
Dgr(z —y) = /dg_p Le—ip(x—y) + Le—ip-(w—y)
(2m)3 | 2E, P=E, 2E, P—_E, (2.36)

3
= d’p _1 (e—ip(x—y) _ eip(ar—y))
(2m)3 2E, '

Donde se observa que (2.31) es igual a (2.36), lo que significa que la funcion retardada
de Green es igual al conmutador [¢(z), ¢(y)]. Existen diversas funciones de Green del
operador de Klein-Gordon, dependiendo el contorno de integracion al que se le aplique

el teorema de los residuos.

El propagador de campo escalar de Klein-Gordon que se ha abordado hasta ahora
describe exclusivamente particulas de espin 0. Sin embargo, para el desarrollo de este
documento, se requiere estudiar particulas de spin 1/2 (electron-positron) y de spin 1
(fotones). En consecuencia, reescribiremos dicho propagador mediante el estudio de la
ecuacion de Dirac y la ecuacion de Proca, con el fin ultimo de encontrar los propagadores

asociados a las particulas de la Electrodinamica Cuéntica (QED).
2.2 Ecuaciéon de Dirac y campo vectorial de espin 1

Como resultado de la unificaciéon de la mecénica cuantica y la relatividad especial,
y con el objetivo de describir la dindmica de los fermiones de spin 1/2 que viajan a
velocidades cercanas a la de la luz, Paul Dirac en 1928 formula una ecuacion fisica.
Esta ecuacion explica la existencia del espin y de las antiparticulas, como el Positron,
que fue descubierto en anos posteriores por Carl David Anderson al fotografiar huellas

de rayos cosmicos en una camara de niebla. [20] .
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Para hallar esta ecuacion, partimos de la formula para la energia relativista (FE)
para una particula libre
E? = p* +m?, (2.37)

donde m representa la masa en reposo de dicha particula, y recordando la teoria clasica

la primera cuantizacién, tenemos:

p — —iV, E— z% (2.38)
Reemplazando la expresion (2.38) en la ecuacion (2.37) y aplicando una funcién
cualquiera 1 (x) al operador resultante de dicho remplazo, se obtiene la ecuaciéon de
Klein-Gordon en términos del operador D’Alembertiano (0 = 9,0"), como se muestra
a continuacion:

(O+m?) ¢(z) =0, (2.39)

en donde podemos observar una ecuacion diferencial de segundo orden que nos
permite tener dos posible soluciones representadas mediante ondas planas, donde los
argumentos de estas pueden tener dos valores de energia (E = +./p?+m?). A
diferencia de la teoria clasica relativista, en donde la energia negativa es ignorada
dado que estudia tinicamente la cinematica de las particulas, la teoria cuantica estudia
tanto la cinematica como la dindmica de las mismas, es decir, la interacciéon entre las
particulas. Por lo tanto, se deben considerar todas las soluciones, tanto positivas como
negativas. Sin embargo, esto llevaria a la prediccion de la existencia de particulas con
energia negativa, generando inconsistencias fisicas.

Dirac resolvié este problema reescribiendo la ecuacion de Klein-Gordon como el

producto de dos ecuaciones lineales:
(iv*0,, +m) ("0, — m)Y(x) = 0. (2.40)

En esta formulacion, se introduce un factor «, que permite obtener un producto escalar
en el espacio de Minkowski, asegurando asi que la ecuacion sea covariante de Lorentz.

Ahora, al resolver explicitamente la ecuacion (2.40) se obtiene:
V0,70, + im(y), — 7" 8,) +m?(x) = 0. (2.41)

Para que haya una equivalencia entre las ecuaciones (2.39) y (2.41), deben cumplirse

11



las siguientes condiciones:
Yo, 0, = 00, 0, —~"0, = 0. (2.42)
Donde estas condiciones aseguran que el factor 7 satisface el algebra de Clifford:

{97} = 29", (2.43)

donde se pueden observar elementos del tensor métrico g como g"”. Los elementos
gamma, con el fin de satisfacer el algebra de Clifford, deben ser matrices de un orden 4 x4
o superior. Estas matrices v* tienen diferentes representaciones, siendo la representacion

de Dirac la méas utilizada:

1 0 . 0 ot
0_ i_ , , 2.44
v <0 _1> v <—az 0 ) (2.44)

En esta expresion, o' son las matrices de Pauli, asociada con el espin, una propiedad

intrinseca de las particulas.

. <0 1) , (o —i) , (1 0)
ol o= " o — . (2.45)
10 i 0 0 —1

Ahora, al considerar el término correspondiente a la energia positiva que se obtiene en

la ecuacion (2.40), se obtiene la ecuacion de Dirac
(id — m)y(z) = 0. (2.46)

En esta ecuacion, @ corresponde al slash de Feynman aplicado a la cuadri-derivada
(@ = ~4*9,) y ¥(x) debe ser un espinor de cuatro componentes compuesta por niimeros
complejos. Ahora, al calcular la ecuacion adjunta de Dirac apartir de la ecuacion (2.46)

obtenemos:

(10, 07" +mp) = 0, (2.47)

siendo 1) = 94° la representacion del espinor adjunto.

Ahora, primero consideramos que el espinor 1 y espinor adjunto 1 representan dos

particulas con distintas masas, m; y mqy respectivamente. Esto se hace para hallar la
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ecuacion de continuidad. multiplicamos por 1 a la izquierda de la ecuaciones (2.46),

por ¥ a la derecha de la ecuacion (2.47), y luego sumando dichas ecuaciones. Tenemos:

“/_W”aulp + iaﬂw% = (my — mZ)IEQ/J

- _ (2.48)

10, (V") = (my — ma)ibep.

Si la masa de las particulas es la misma (m; = my), entonces:
Ouj" = 0. (2.49)

En esta expresion, j* = ¢y*1) = (p, ) representa la cuadricorriente conservada, donde

p es la densidad de carga y j es la densidad de corriente eléctrica..

Ademés, se pueden obtener los bilineales covariantes de la teoria de Dirac a partir
de la ecuaciéon de continuidad, los cuales, mediante transformaciones de Lorentz,

transforman la cuadricorriente en un tetravector:
g = gt =AY, A = Matriz de Lorentz. (2.50)

Dado que es un producto minkowskiano de dos cuadrivectores, la relacion de continuidad

es un invariante de Lorentz:
Qui" — 05" = (A1) 0,ALG" =0, (M) ALJ" = 0,5" (2.51)

De esta deduccion, se puede inferir que el bilineal 7*1) es también un cuadrivector.
Ademés, con respecto a la ecuacion (2.48) se puede deducir que el producto escalar 11
es un invariante de Lorentz. Por lo tanto, si j° = py p > 0 entonces ¢y%) = 117990y =
YT = |]1||* > 0, lo que implica que la probabilidad es positiva.

Normalmente, una corriente fermidnica se caracteriza como I, donde I' es un
matriz 4 x 4. Para la obtencion de la interaccion Lagrangiana de la QED, el modelo
electro-débil y otras teorias fisicas, solo deben usar corrientes que tienen definidas

propiedades de transformacion de Lorentz. Para esto, se definen dos matrices:

. rep. Dirac 0 1
Y =iyl = ( Lo ) . P =0, (2.52)
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ot = % v, 47, ot = —o"". (2.53)

Ahora I transforma covariantemente si I esta definida en el cuadro 2.1. En dicho
cuadro también se muestran las propiedades de transformacion de I, el nimero de
diferentes matrices v y el ntiimero de componentes, totalizando 16 componentes, lo que
significa que el grupo de matrices {1,v*, ", v, v*,~+°} forma una base completa para
cualquier matriz de 4 x 4. Las corrientes I' son denominadas covariantes bilineales en la

teoria de Dirac. Ahora examinaremos las soluciones de la ecuacién de Dirac. Para ello,

Transforma como | Rango | # de componetes
1 escalar 0 1
H vector 1 4
ot tensor 2 6
Pt vector axial 3 4
o pseudo-escalar 4 1

Cuadro 2.1: Covariantes Bilineales.

nos trasladamos al espacio de momentos utilizando la relacion p, = id, transformando

la ecuacion (2.47) en:
(puY* —m)y(z) = 0. (2.54)

Esta ultima expresion es una ecuacion matricial que podemos reformular como:

o 2n)(0)-() e
p-o —FE—-m b 0

representando a y b como:
b
a:<a1>, :<1>. (2.56)
a2 by

Por lo tanto, del sistema (2.55), se obtienen las siguientes ecuaciones como resultado:
(E—m)a—(p-o)b=0, (2.57)

—(E4+m)b+(p-o)a=0. (2.58)

De la ecuacion (2.58) despejamos by remplazamos en la ecuacion (2.57), llegando asi a
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la ecuacion de Klein-Gordon (ecuacion (2.60)):

b-o

b= E > 2.
T >m >0, (2.59)
(E* —p*—m)a=0. (2.60)

Para esto, se ha considerado energia positiva, es decir, la condiciéon £ > m > 0, la cual
se hace necesaria para evitar la divergencia del espinor. a debe tener una solucion de la
forma:

a(p,0) = N x'9) e~ (2.61)

donde x(?) representa las autofunciones de la matriz o, o los autoestados de espin 1/2

y N es una constante de normalizacion.

1 0
1) — 2 — . 2.62
X ( 0 ) X ( ) ) (2.62)
a a X(G) —ip-x
¢(+) = = po =N p-o (o) € ) 0= ]-7 27
b Brm @ Etm X (2.63)

=Nu(p,o)e P

Ahora, en lugar de despejar b de la ecuacion (2.58), despejamos el espinor a de la

ecuacion (2.57) :
_bo
E-m

donde se considera E # m para evitar que el espinor diverja y E pueda tener valores

a b, (2.64)

negativos. Posteriormente, realizando un analisis similar al hecho para energia positiva,

se obtiene la siguiente solucion:

_Ppo _po (o) ,
Y-y = " = Erm =N Etm X e?® o=1,2,
b b X (2.65)

=Nuv(p,o)e 7.

Cabe tener presente, que para el anterior resultado, se tuvo en cuenta una interpretacion
de E que llevo a la prediccion teodrica de las antiparticulas. De este modo, las soluciones

con “ energias negativas ” representan antiparticulas con energia positiva moviéndose
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hacia atras en el espacio-tiempo. Los espinores u(p,o) y v(p,o) deben cumplir las
siguientes ecuaciones:

(p—m)u=0; (p+m)v=0; (2.66)

dando la solucién a la ecuacion de Dirac como una superposicion de ondas planas, esta

permite obtener el campo fermidnico al ser expresada en el limite del continuo:

d3 ) )
¢(x’) = g / \/W%QE [U(p, U)Cl(p, J)efzp'x + U(p, O')aCT(p’ O—)elp-:c] , (267)

en donde a(p,o) y a“f(p,o) son la representaciones de coeficientes de expansion, y
1/ \/W es un factor de normalizacion, el cual es invariante de Lorentz,
garantizado por el término v/E. Ahora tomamos los coeficientes a, a¢f y mediante la
segunda cuantizacion, los transformamos en operadores, implantando las relaciones de

anti-conmutacion, cuantizando asi el campo de Dirac (¢(x))

{a(p,0),a" (p',0")} = 0606’ (p— P'), (2.68)

en donde a°’ (la letra ¢ en a°' indica la conjugacién de carga) es el operador creaciéon
(crea una anti-particula) y a es el operador aniquilacion (aniquila una particula). Tanto
el campo escalar (2.26) que describe particulas de spin 0 como el campo de Dirac que
describe fermiones, mantienen la misma esencia: “las particulas se crean a partir de los
modos normales de oscilacion de los campos". Ahora, se lleva a cabo el analisis del

campo vectorial para particulas de Spin 1, el cual satisface la siguiente ecuacion:
OA*(x) = m* A*(x), (2.69)

dicha ecuaciéon es conocida como la ecuacion de Proca, en la cual podemos observar el
cuadri-potencial usual de la electrodinamica A*(x). El caso del fotén (m = 0) es un

caso particular, para el cual la ecuacién de Proca se transforma en:
OA*(z) = 0, (2.70)
por lo tanto, su solucién debe ser:

At (z) = Ne'(p, N)e P, (2.71)
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en donde A representa la helicidad o proyeccion del espin a lo largo del momento lineal
(A =0 -p) y €(p,\) un vector de polarizacion. Ahora, al llevar la solucion de la

ecuacion de Proca al limite del continuo, se obtiene el campo foténico:
Af(z) =) / p [e"(p, Na(p, e ™" + ¢ (p, \)a' (p, \)e™*] (2.72)
= —F— |€ ) ) € ) ) . .
d (P p, Na(p p p

Al igual que vimos anteriormente, el coeficiente a' es el operador de creacién y a es el

operador de aniquilacion.

Ahora que conocemos la estructura matemaéatica de los campos que representan a los
fermiones y a los bosones vectoriales, resulta necesario definir la densidad Lagrangiana

para la QCD necesaria en el calculo de la EEC.
2.3  Formulacion Teérica de la QCD

Historicamente, los fisicos han buscado de manera recurrente demostrar que las
particulas estan formadas por otras particulas mas elementales. Un ejemplo de esto se
da con Born y Nagendra [21], quienes intentaron describir que los neutrinos eran parte
elemental del foton. Fermi y Yang [22] propusieron que nucleones como el proton y el
neutron eran elementales para creacion de piones. Gell-Mann [23] propuso el modelo de
quarks, que planteaba la inclusion de tres nuevas particulas elementales: los quarks up,
down y strange. Este modelo de quarks fue el que prevaleci6. Los quarks poseen spin—%,
constituyéndolos como fermiones. Sus cargas eléctricas son fracciones de la carga del
proton [24] y se escriben como us , d_%, $73 respectivamente, donde el superindice es su
correspondiente carga eléctrica. A cada tipo de quark se le llama sabor. La interacciéon
entre estos se da en miltiplos hadronicos los cuales muestran independencia entre el
espin descrito por SU(2)sy, ¥ €l sabor descrito por SU(3)supor - Los sabores u, d y s
poseen diferentes masas, las cuales son mucho menores que las masas de una escala
hadronica tipica [25]. Al agrupar estas particulas, se originan particulas compuestas; a
las parejas quark-antiquark se les llama mesones y a las particulas compuestas por 3

quarks se les llama bariones.

Este modelo presentaba una inconsistencia que se puede observar con el barion

delta o resonancia delta A™*, que es una particula compuesta por 3 quarks u y de
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spin % En este caso, se observé simetria en las funciones de onda espaciales y de espin.
Dado que los quarks son fermiones, esta simetria no es permitida por la teoria de la
estadistica del espin, ya que requiere que la funcién de onda en el estado fundamental sea
totalmente antisimétrica.Para resolver esto, se incluy6 el concepto de grado de libertad
del color, donde se asigna una carga de color a con tres valores posibles, a = 1,2, 3,
permitiendo que la funcién de onda se vuelve antisimétrica bajo este nuevo indice.
Ademas, se introdujo la restriccion de que solo los singletes de color estan presentes

en la naturaleza. Dados los quarks con el indice de color ¢,, los estados de singlete de

abc abc

color seran ¢“q, para los mesones y £€*°q,qq. para los bariones, donde ¢ es el simbolo
e . . ) 2
de Levi-Civita. Posteriormente, se descubrieron tres sabores de quarks més, charm c3,

bottom b3 y top t5.

La Cromodindmica Cuantica (QCD) es una teoria que describe las interacciones

fuertes entre gluones y quarks. La densidad lagrangiana de QCD [19] est& dada por:

1 2 — . 1 _
L=~ (Fi)" +4 (i D —m)o+ o\ (0" A}) + e (=0 D) €, (2.73)
donde D, = 0, + z'gtAAZ‘ es la derivada covariante. Esta Lagrangiana tiene 3
componentes distintos. El primero es el Lagrangiano de Yang-Mills, que corresponde a
los 2 primeros términos de la ecuacion (2.73). Aqui representamos campos de quarks

con ,.f , donde p es el indice de Dirac, a el indice de color y f el indice de sabor.

Los campos de gluones se representan con AZ‘, siendo p un indice de Lorentz y A el
indice de color. Los quarks estédn en la representacion fundamental del grupo de color
SU(3), mientras que los gluones estan en la representacion adjunta. Esto implica que
el indice de color a de los quarks toma 3 valores diferentes mientras que el indice de

color de los gluones A toma 8 valores diferentes. El tensor de intensidad de campo es
i =0, A0 — 0,4 + gf*PC AT AY, (2.74)

en donde g es una constante de acoplamiento y caracteriza la intensidad de interaccion.
El lagrangiano de Yang-Mills describe la propagacion de los campos de quarks y gluones
y sus interacciones. La diferencia clave con el tensor de intensidad de campo de QED
radica en el ultimo término. Este término surge de la no conmutabilidad de la teoria.

Esto, a su vez, introduce términos .Af} cubicos y cuartos, que se traducen en vértices
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de interaccion con 3 y 4 gluones. Los coeficientes f4B¢ son las constantes de estructura

del grupo gauge G (Grupo de Lie).

El siguiente componente del Lagrangiano (tercer término) se llama el término
gauge-fixing. Se requiere definir el propagador del campo de gluones. El término
gauge-fixing hace necesario un término de gauge-compensating que es el tultimo
término del Lagrangiano. Este tdltimo término introduce un nuevo tipo de campo.
Estos son los campos fantasma y se representan con c. Fueron derivados por los fisicos
rusos Lindvig Faddéyev y Viktor Popov [26]. Los campos fantasma proporcionan solo
lineas internas en los diagramas de Feynman y no representan estados asintéticos. Son
particulas escalares pero obedecen a la estadistica de Fermi. Este hecho, contrario a la
intuicion implica que producen amplitudes con probabilidades de transiciéon negativas.
De esta forma, estos campos cancelan grados de libertad no fisicos que se propagan en
gauge covariantes, completando asi este Lagrangiano.

La QED tiene una sorprendente precision debido a que las observaciones se pueden
calcular perturbativamente. Esto se debe a que su constante de acoplamiento,
a = 1/137, es pequena, pero la constante de acoplamiento fuerte a; no es pequena,
as =~ 1, y se relaciona con g como oy = % . Sin embargo, a energias muy altas, los
quarks actian casi como si fueran libres, fenémeno conocido como libertad
asintotica [27].

En la renormalizaciéon de una QFT, se imponen condiciones que dependen de una
escala de masa arbitraria p. La funcién beta en la QCD determina como cambia la
constante de acoplamiento con respecto a esta escala. En la QED, la constante de
acoplamiento aumenta con la escala de masa, mientras que en la QCD, la funcién beta

explica tanto el confinamiento como la libertad asintotica [28, 29, 30].

Bocp (9s) = —Egs —

2

g 1 4
3 3

1677'2 —CA - —nprl s (275)

déonde ny es el nimero de sabores activos y g¢s es la fuerza de acoplamiento
renormalizada. Los sabores activos se refieren a los quarks cuyas masas son menores
que la escala de masa en consideracion, excluyendo, por ejemplo, el quark top si su
masa es significativamente mayor que la escala de interés. La contribucién del quark
top se integra en escalas més pequenas. Se introduce el concepto de operadores de
Casimir, que ofrecen una manera independiente de la base para caracterizar

representaciones en teoria de grupos. En particular, se define el Casimir cuadratico
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C5(r) como una medida basica de la representacion R del grupo SU(3):
1249 — Cy (R) 1, (2.76)

donde t%, son los generadores del grupo SU(3) en una representacion general R y I es

el matriz de identidad. De manera similar, el indice de la representacion se define como
Tr [tht%] = T (R) 6*. (2.77)

Se observa que ambos Casimir dependen de la representacion. Las dos representaciones
mas importantes son la adjunta (A) y la fundamental (F'). Los Casimir asumen los

siguientes valores en estas dos representaciones:

3 1
CF: Z, OA:3, TF: 5, TA:3 (278)

Los Casimir desempenan un papel crucial en los célculos de la QCD, siendo inherentes
a las reglas de Feynman de QCD con generadores SU(3). La funcién beta muestra una
disminuciéon de la constante de acoplamiento fuerte a, para energias altas, confirmada

experimentalmente [31], como se puede observar en la Figura 2.1.

0.35 T T T
Tdecay(N3LD) .
low Ql cont. (N3I,()) o
03 DIS jets (NLO) —— ]

Heavy Quarkonia (NLO)
"¢ jets/shapes (NNLO+res) =
PP/PP (jets NLO) =
025 1 EW precision fit (N>LOy—=— 7]
\ pp (top, NNLO) -

T o2}
5

0.15 |

01

= q (Mz2)=0.1179 = 0.0010
U_US aaal " P 1 " P 1
| 10 100 1000
Q [GeV]

Figura 2.1: Predicciones y observaciones para la constante de acoplamiento en
funcionamiento « [31].
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Aunque la libertad asintotica permite calculos perturbativos en la interaccion de
quarks, la distribucién precisa de momentos de partones en hadrones es desconocida.
La no perturbatividad de las Funciones de Distribucion Partonica (PDF) y la
hadronizacion durante procesos como la aniquilacién eTe~ complican los calculos.

La radiaciéon en el estado inicial es mas compleja en QCD que en QED debido a
emisiones miltiples de partones con carga de color. La falta de coherencia puede
resultar en la produccion de particulas fisicas observables. La hadronizacion, un
proceso no perturbativo, convierte partones en hadrones y requiere modelos

fenomenologicos para estudiar probabilidades de produccién de hadrones.
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3. Correlacion Energia-Energia y Variables Event Shape

En este capitulo hablaremos del concepto de secciéon eficaz, el cual es fundamental
debido a su papel central en la fisica de particulas. La secciéon eficaz proporciona una
medida de la probabilidad de interaccion entre particulas en un proceso especifico. Al
comprenderla, podemos cuantificar la tasa de producciéon de eventos particulares en
un experimento. En relacion con la EEC, la seccion eficaz influye directamente en la
probabilidad de ocurrencia de eventos que generan patrones especificos de correlacion
de energia. Un entendimiento profundo de la seccion eficaz, por lo tanto, permite una
interpretacion mas precisa de la EEC, contribuyendo asi a la comprension general de

los fendbmenos observados en experimentos de alta energia.

3.1 Seccion eficaz diferencial

En la mecénica cuéntica se hace necesario el estudio de procesos de scattering, los
cuales son procesos que transforman estados continuos desde un estado inicial a un
estado final mendiante la accién de un potencial. Estos procesos experimentales nos
permiten comprender las distribuciones de la energia potencial con respecto a los
sistemas atomicos y moleculares. Los experimentos de dispersion se llevan a cabo
disponiendo dos detectores para los estados finales fuera del rango potencial, con el
objetivo de aproximar los calculos analiticos a grandes distancias.

Se iniciara el estudio con la dispersion elastica independiente del tiempo, considerando
el Hamiltoniano (H = Hy + V), en donde Hy = P?/2m representa el operador de
energia cinética y V' es el potencial con el que interactia dicha particula. En ausencia
de un dispersor, V' seria cero, y un auto-estado de energia seria simplemente un estado
de particula libre |p). La presencia de V hace que el auto-estado de energia sea
diferente del estado de una particula libre. Sin embargo, si el proceso de dispersion es
elastico (es decir, sin cambios de energia), interesa es hallar una solucién a la ecuacion
hamiltoniana de Schrodinger con el mismo auto-valor de energia. Més especificamente,

sea |¢) el auto-vector de energia de Hy, en Hy|d) = E|¢p). Ahora, la ecuacion de
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Schrodinger que deseamos resolver es :

(Ho+ V) [¥) = E ), (3.1)

Tanto Hy como Hy+ V presentan estados de energia continuos, de modo que al buscar
una solucion para la ecuacion (3.1), tal que, como V' — 0, tengamos [¢)) — |$), en
donde [¢) es la solucion de la ecuacion de Schrodinger de una particula libre, con el
mismo auto-valor de energia. con lo cual se puede argumentar que la soluciéon deseada

es:
1

) = E——HOV ) + o) - (32)
En donde el operador 1/(E — Hy) presenta una singularidad, la cual se evidencia al
aplicar el bra (¢|. La presencia de |¢) es razonable, por que |¢) debe reducirse a |¢)
cuando V' desaparece. Ahora, si se considera E como un ntmero complejo, anadiendo
+ie con € — 0, es posible eliminar dicha divergencia de energia, ya que si no se trata
como un operador singular, la ecuacion (3.2) careceria de significado, todo esto conduce

a la obtencion de la ecuacion de Lippmann-Schwinger:

1

Ey e =
[ >_E—H0iz's

V&) + g, (3.3)

siendo una representacion abstracta en el espacio de los kets, se requiere proyectar el
estado ‘@Z)(i)> en el espacio de las coordenadas, obsérvese que se ha anadido a la funcién
de onda 7 un 4+ entre paréntesis para indicar que se trata de una cantidad que se
ha sumado o restado al denominador original, en donde el signo + denota una onda
transmitida y el signo — denota una onda reflejada. Si se esta interesado en trabajar
en el espacio-posicidén, podemos empezar pre-multiplicando esta ecuaciéon Lippmann-
Schwinger con un bra de posicion (tridimensional) y recurriendo en esta operacion a un

operador identidad tridimensional:
62 = [ (x

donde para el segundo término , si |¢) representa un onda plana, con momento lineal

1
E — Hy+ie

x> KV 4 x g, (34)

P, este se expresa Como:
eip-x

(x|¢) = )

(3.5)
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y donde para dar solucion al primer término, es necesario resolver primero la funciéon

de Green de dos puntos de la ecuacion integral, la cual esta definida por:

x'> , (3.6)

evaluemos la ecuacion (3.6) de la siguiente manera:

X) -

1
E — (p?/2m) + ie

1 1
—_— X—
2m E — Hy ¢

1
%/d?;p//diip// <X| p/> % <p/

donde Hj actua sobre (p’|. Ahora tendremos:

’ " 6(3) (p/ B p//)
| Y p = ) N
E — (p?/2m = ie)

p"> ), (37)

1
E — (p™/2m % ie)

eip X
/

X Y

P = s

" eiip/.x
= , 3.8
(0%) = s (3:8)

el lado derecho de la ecuaciéon (3.7) se convierte en:

d3 / zp (x—x")
Tl R (39)
" 2m — (p’?/2m) + ic]

Ahora, reescribiendo la energfa E = k?/2m y el momento p’ = q, teniendo en que k y q

son vectores de onda, y utilizando coordenadas esféricas, podemos resolver la ecuacion
(3.9):

1 COS 9) iq|x—x'| cos 0

2
q-d d
1 ¢ 1 —q? +ie
lqlx x| _ —ilqllx—x/l)
G d 3.10

en donde, aplicando el teorema de los residuos en el plano complejo a la ecuacion (3.10),
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ya que presenta singularidad para ¢ = +k =+ ie, se llega a:

o . -1 e:I:ik|x—x’| 311
i(X,X)—EW- (3.11)
Remplazando (3.11) en la ecuacion (3.4), tendremos:
1 e:l:zk\x x|
(x [pH)) = 2m/d3 G e m— x|V @) + (x [g). (3.12)
7T

Ahora, consideramos un potencial V' local, dependiente de la posicion en el espacio, es
decir, un potencial diagonal que satisface una ecuacién de autovalores y autovectores

que puede escribirse como:
XV Ix" =V (x)6® (x —x"), (3.13)

esto con el fin de dar continuidad con el analisis del comportamiento de (x |w(i)> y,

como consecuencia, tendremos:
x|V ]pH) =V (x) x [p®)). (3.14)

Sustituyendo la igualdad (3.14) en la ecuacion (3.12), se obtiene:

1 eizk\x x|

x &) = —2m/d3 (R x |[v®) + (x |¢) (3.15)

A7t |x — x’|

el primer término de la ecuacion (3.15) corresponde a una onda esférica de la forma
eF#r/7 evidenciando la dependencia espacial en el exponencial de dicho término para
distancias muy grandes. Dado que se presentan dos soluciones en esta ecuacion, y
siempre y cuando el potencial V sea finito [32], la solucién con exponencial positivo
corresponde a una onda esférica saliente con respecto al dispersor, mientras que la
solucion con exponencial negativo corresponde a una onda esférica entrante. En la
Figura 3.1 se observa la disposicion de los instrumentos de medicion para un
experimento de dispersion, cuyos detectores se encuentran fuera del rango del

potencial.
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Pe— Observation point

Figura 3.1: Potencial V de scattering de rango finito : en el punto de observaciéon
P, se evaluara la funcion de onda (x ’w(i)> , mientras que la contribucién a la integral
en la ecuacion (3.15) es para |x’| menor que el rango del potencial, como se representa
en la region sombreada de la Figura [32].

Esto es bastante relevante desde un punto de vista practico, por que no podemos
colocar un detector a corta distancia cerca del centro de dispersion. La observacion se
realiza siempre con un detector situado muy lejos del dispersor a una distancia » muy

superior al alcance del potencial :

x| > [x], (3.16)
r=x|,r = x|, (3.17)
a=/(xx). (3.18)
Para r > 1/

Ix — x| = \/r2 — 2rr'Cos(a) + 172, (3.19)
o] =1 (1= 2 os(a) + 2) (3.20)

x—x|=r(1-"—Cos(a) + — )

r r2 )’

ahora, mediante aproximacién binomial

Ix —x'| ~r—1 %, (3.21)
en donde
. X
= (3.22)

Teniendo en cuenta el principio de conservacion del momento lineal, se establece que la
magnitud de los momentos iniciales y finales deben ser la misma. Ademas, se especifica

que el momento del haz dispersado después de la colision se dirige a lo largo de la linea
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OP (véase la Figura 3.1), por tanto k' = kf, y como resultado, para distancias grandes,

el exponencial de la ecuacion (3.15), puede aproximarse a:

+ik|x—x'| ~_ eiikreipik’-x’ (3 23)

e
Dado que el estado |k) satisface la condicién de ortonormalidad (k |k’) = 6@ (k — k'),

tendremos: ‘
ezk-x

(27)F

(x k) = (3.24)

Para un proceso de scattering, la funciéon de onda que describe dicho proceso se obtiene
fuera del rango del potencial (r > r’), tomando la parte positiva de la solucion de la

ecuacion (3.15), de modo que:

<X }¢(+)> > <X |k> —om 1 e’ikT /d3x/6—ik/,xlv (X/) <X/ |¢(+)> (3 25)
4t 7 ’ '
1 ik-x eikT / :|
- K, 3.26
o | (3.20

donde se muestra que la onda resultante es la suma entre una onda esférica saliente con
amplitud de probabilidad f (k’, k) dada por:

£ K, K) = ~2m— (2m)® (K] V [¢9) (3.27)

y una onda plana en la direccion de propagacion original k. Ahora definimos un operador
transicion que satisface la relacion V' [¢1) = T'|¢), y realizando el producto entre la

ecuacion de Lippmann-Schwinger (3.3) y el potencial V', tendremos:

Tlg)=V Tlo)+Vie), (3.28)

E— HO =+ e
donde el operador T satisface la siguiente relacion entre operadores:

1
I'=V——7-——T 2
VE—HOj:iE +V (3.29)

esto siempre y cuando |¢) represente una onda plana y constituya una base vectorial.
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Mediante una serie de Neumann, la ecuacion (3.29) puede iterarse, obteniendo:

1 1 1
T—-V .V Va4V Vv V+ .. 3.3
YV e o e TV E-H tie E—Hytie T (3.30)

En base a (V [¢7) =T |¢)), la amplitud de dispersion (3.27) se transforma en:
1
(K1) = —2m- (2" (K| T [K) (331)
7r

asi, basta con determinar el operador de transiciéon con el ntmero de iteraciones
necesarias para para calcular f (k' k) , y lograr que el calculo sea lo suficientemente
preciso.

La seccion eficaz se define como la cantidad necesaria para determinar el ntimero de
particulas que atraviesan un plano perpendicular a la direcciéon de incidencia por
unidad de area y por unidad de tiempo. Si preparamos un experimento con un gran
numero de particulas idénticas, todas caracterizadas por la funcién de onda (3.24),
consideramos un haz incidente conformado por Ny particulas que viajan con
velocidad v y colisiona con el plano perpendicular (blanco o dispersor), el cual esta
conformado por Np particulas en reposo. La superficie de colision entre las diferentes

particulas es A (Figura 3.2):

Blanco

4 Aroa(a)

L__ Nicleos-blanco
|~ Seccidn eficaz o

P —

Haz de particulas
Flujo @

(particulas por unidad
de area y tiempo)

s

Figura 3.2: Plano perpendicular o dispersor con N particulas es bombardeado por un
haz de Ny particulas con velocidad v [33].

la probabilidad de colisiéon entre una particula en reposo y una particula incidente
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viene dada por:
NBO'

A Y

donde ¢ denota la seccion eficaz o area efectiva de una particula (dispersora) vista por

P =

(3.32)

un proyectil (haz incidente) [33], y posee unidades de area. Ahora bien, el nimero de

eventos que se originan para Ny particulas del haz que incide, sera:

N
#Heventos = Ny P = NH%U, (3.33)
de modo que la seccion eficaz sera:
t
o= eentoen) (3:34)

Experimentalmente, el haz incidente esta compuesto por un conjunto de particulas con
densidad pp, que se desplaza a una velocidad v, de modo que el niimero de particulas
seria Ny = pgvtA, y por tanto:

o= —(ii[ﬁxzs), (3.35)
esto significa que la seccion eficaz es igual a la razoén entre el ntimero de particulas
dispersadas por unidad de tiempo y el flujo de particulas incidentes. Podemos
comprender a ¢ como una forma de cuantificar el efecto del centro de dispersion de las
particulas, permitiéndonos conocer el estado final de las particulas.
Experimentalmente, también se busca medir los momentos iniciales de las particulas
dispersadas, por lo que se hace necesario la definicion de la seccion transversal

diferencial, expresandola como:

do . .
/stplddpn = 0, (336)

en donde la seccién transversal de dispersion o, se obtiene integrando un diferencial de
area (do) sobre elementos infinitesimales de cuadri-momentos (d®p;...d*p,,). Debido a la
conservacion de la energia, los diferentes momentos de los estado finales de las particulas
no son todos independientes [19]. La seccion transversal habitual en términos del angulo

solido df2 se da debido al integrando do/d®p;...d>p,, sobre las componentes del cuadri-
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momento restringido:

do g0 — # de particulas dispersadas por unidad de tiempo en un angulo solido df2
dQ " #de particulas incidentes por unidad de Grea y por unidad de tiempo
(3.37)

de donde podemos definir la seccién eficaz diferencial en términos de la amplitud para

la onda esférica saliente f (k', k) de la ecuacion (3.31) de acuerdo con:

do 2
— = |f (K, k). 3.38
=17 (K, K) (3.39)
En resumen, el adrea que captura la cantidad de flujo que va en direccion dS2 es lo
que se conoce como la seccion transversal diferencial. También se puede decir que la
seccion transversal diferencial es la probabilidad de que una particula sea dispersada
en una direccion arbitraria ddndonos una idea de la interaccion entre las particulas y

el dispersor.
3.1.1 Explorando la seccion eficaz en la QFT

Las seccion eficaz es una de las cantidades que se calculan con mayor frecuencia en la
QFT. Su célculo es fundamental para comprender los procesos de dispersion que ocurren
en la mayoria de los experimentos fisicos. Estos experimentos implican la colisiéon de
haces de particulas con momentos lineales definidos. Un ejemplo de esto se encuentra
al medir las seccién eficaz de un proceso en el cual colisiona un par electréon-positron

e~ et y dan origen a un par muon-antimuon p~pu* [19]:
e et — puut, (3.39)

y asi como este ejemplo, existen incontables procesos de scattering.
Ahora, desde la perspectiva de la mecénica cuédntica no relativista, con la presencia
de un potencial V', la tasa de transicion de un estado inicial |k) a uno final |k’), se

determina a partir de la siguiente ecuacion:

k - K '
( — ) _or (K T K2 x ( densidad delos estados )  (3.40)

tasa detransicion cuanticos finales
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llamada la regla de oro de Fermi, donde 7' es el operador transicion, el cual, mediante la
serie de Neumann, existe una expresion equivalente en la QFT, que consiste en realizar

el siguiente cambio:

(K'|T| k) — (k' |S|k), (3.41)

en donde S es la matriz de scattering, la cual nos permite conocer la amplitud de
probabilidad de medir un conjunto de particulas salientes como consecuencia de la
colisién entre particulas incidentes. Ademas, S es una matriz unitaria, es decir, STS = 1,
y se define como (S =1—iM), en donde M representa la matriz de transicion. Ahora

tendremos la siguiente igualdad:
(k' |S|k) = (k' [T| k) — i (k' M| k) = Oy — i My, (3.42)

la cual se obtiene a partir de la evaluacion de los elementos matriciales de S, para
tener una cantidad invariante de Lorentz y que se conserve el cuadri-momento de las
particulas. La matriz de transicion puede ser redefinida, donde M representa la
amplitud de probabilidad de la transicion de un estado inicial |k) a un estado final

|k') y E; es la energia relativista de cada particula, dando:

(K |]K) = B — i (27)" 6" (=) Miose [ ——— (3.43)
i=kk \/ (2m)° 2E;

Considerando las ecuaciones (3.31), (3.38) y (3.40), se puede determinar la relacion que

existe entre la seccion eficaz diferencial y la amplitud M :

dU )
— 44
9 M. (3.44)

ahora, aplicando mayor rigurosidad, se define la regla de oro en términos de los

momentos lineales de las particulas para un par de casos:

1. Una particula decae, dando lugar a la creaciéon de n particulas, de la siguiente

manera:
1142+ 47, (3.45)
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Su tasa de decaimiento se define como:

1 2 4 ¢4/ / / a dgp/'
A0 = —— | My x? 2m) 6" (5} =y — oo — ) [
2E1 | k ,k| ( ) (pl p2 p ) P (27T)3 2E;

(3.46)

. El choque de dos particulas, que resulta en la creacién de n particulas, que se

describe de la siguiente manera:
1+2—=14+2+... 41/, (3.47)

la seccion eficaz de dicha dispersion viene dada como:

do= 2 L L on 60— b — o~ ) [[ oo, (348)
Vo 2E1 2B, ool om) 2k '
en donde, v, es el parametro de velocidad relativa de las particulas 1 y 2.
\/(p1 -p2)2 — mims
Vg = (3.49)

E\E, ’

donde m; y msy son las masas en reposo de cada particula, respectivamente.
Ademés, |Mk/,k|2 corresponde a la amplitud de Feynman promediada sobre
todos los espines de las particulas. Esto se debe a la no polarizacion de las
particulas en experimentos de altas energias. Por esta razon, se promedian todos
los espines en los estados iniciales y se suman todos los espines en los estados
finales. Un ejemplo de esto se da en el colision entre dos particulas que da origen

a dos nuevas particulas, definida como:
142 —3+4. (3.50)

La amplitud de dicha colision debe ser promediada de la siguiente forma:

promedio spines iniciales sumatoria spines finales

2 TAA12 11 2
M| = |M|* = 55 > o304 IM|?. (3.51)

0102

En resumen, es suficiente con determinar la amplitud M e integrar en el espacio

de fase para obtener la probabilidad de medicién de observables fisicos. Estas
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amplitudes no se calculan con exactitud, y es necesario recurrir a una serie de
perturbaciones para obtener valores méas precisos. Las series de Dyson permiten
calcular de manera aproximada la matriz S, que esta relacionada con M como
se mostré en las ecuaciones (3.36) y (3.38). La matriz S puede ser calculada
hasta cualquier orden perturbativo,siempre y cuando se conozca la densidad

Hamiltoniana H o Lagrangiana, mediante la siguiente expresion:

Szl—i/d4x17—1(x1)+ (_2?2//d4a:1/d4x27'{7—[(x1)7{(:r2)}+..., (3.52)

donde T es el operador ordenamiento temporal necesario para respetar el orden
iterativo de los procesos. Un ejemplo de esto se presenta cuando se tienen tres

interacciones arbitrarias de H, dando lugar a:

donde 1 < 29 < z3.

Ahora, con el propoésito de ordenar, medir y calcular las interacciones de las particulas
fundamentales, Richard Feynman introdujo los diagramas que llevan su nombre. Estos
diagramas proporcionan una representacion més sencilla de las series de Dyson. La
idea de Feynman fue asignar a cada parte del diagrama un objeto matematico que
permitiera construir la amplitud de probabilidad, siguiendo ciertas reglas derivadas de

la Lagrangiana. Estos diagramas poseen ciertas caracteristicas:

1. Son representados en un plano bidimensional, donde un eje corresponde al espacio

y el otro al tiempo. La eleccion de estos ejes es arbitraria.

2. Las particulas elementales (fermiones) se representan mediante lineas rectas con
flechas que apuntan en la direcciéon del eje temporal, mientras que las
antiparticulas (antifermiones) se consideran particulas que viajan hacia atras en
el tiempo. Por lo tanto, se simbolizan también con lineas rectas con flechas que

apuntan en la direcciéon contraria del eje temporal.

3. Los bosones, que median en la interacciéon entre particulas, suelen representarse

mediante lineas onduladas en los diagramas de Feynman.
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4. Los vértices son los puntos de conexiéon entre las lineas y representan la
interaccion entre las particulas. Es decir, son lugares donde pueden crearse,

destruirse o dispersarse particulas en los diagramas de Feynman.

Para comprender esto de manera més clara, observemos como se escribe en la QED
la amplitud M del proceso de dispersion, como se muestra en la ecuacion (3.39). Esta

ecuacion se puede reformular como:
(pwp* |Hileme™). (3.54)

El céalculo de esta amplitud utilizando el lenguaje de los diagramas de Feynman se
realiza teniendo en cuenta las siguientes consideraciones. En primer lugar, H;
representa la parte de interaccion del Hamiltoniano, (u~pu'| es el estado final del
proceso de aniquilacion mientras que |e"e™) es el estado inicial. Dado que en la QED
el Hamiltoniano de interacciéon une los electrones con los muones a través de campos
clectromagnéticos (fotones), la expresion (3.54) puede escribirse de la siguiente
manera [19]:

M~ (™ [Hy| 7)™ (y [ Hileme®) . (3.55)

En términos de los diagramas de Feynman, la amplitud 3.55 se representa con el
diagrama mostrado en la (Figura 3.3), donde se muestra una representacion
esquematica del proceso de aniquilaciéon de un par electron-positron, resultando en la

creacion de un par muon-antimuon.

Figura 3.3: Diagrama de Feynman para el término de orden més bajo en la secciéon
transversal e" et — p~pt , en este orden el tinico estado intermedio posible es un foton

v [19].
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El diagrama estd compuesto de cuatro lineas externas que ilustran las particulas
entrantes y salientes, las cuales poseen espinores columna u*(p),v” (k') y fila
_S/

v* (p’),u"(k), los indices s,s’,r y r’ denotan el estado del espin, ya sea hacia arriba o

hacia abajo. También incluye una linea interna que representa a la interaccion

electromagnética, y contiene el propagador del foton (_55”), en donde g, es el tensor
métrico de Minkowski, y dos vértices que indican las uniones de las lineas mediante
(—iey*). Estos vértices miden la intensidad de la interaccion y conservan la corriente
eléctrica y el cuadri-momento. Ademaés, el elemento v* corresponde a un conjunto de
matrices gamma de Dirac 4 x 4. Utilizando las reglas de Feynman para cada linea y

vértice, la amplitud de probabilidad quedaré definida como:

M=o ) (i) (o) (2 ) i) (i) o7 0, (356)
= (@) (3 0 1)) (3.57

El cuadrado del médulo de la amplitud en la ecuaciéon (3.57) nos permite calcular la

seccion eficaz para el proceso.

3.1.2 Reglas de Feynman en QCD

En esta seccion mostramos las reglas de Feynman para QCD (Figura 3.4). Se
hallan a partir del Lagrangiano de la QCD, como esté escrito en la ecuacion (2.73). El
Lagrangiano se puede dividir en una parte libre £y y una parte de interaccion L;. La
parte libre contiene términos que son bilineales en los campos. Los propagadores de
quarks, gluones y ghost provienen de estos términos. Los términos cibicos y cuarticos
estan en la parte de interaccion y proporcionan las reglas de Feynman para los
vértices. Los indices de Lorentz se representan con letras griegas {u,v,...}. que, en
regularizacion dimensional, van de 1 a d dimensiones del espacio-tiempo. Los indices
de color de la representacion fundamental son letras minuasculas {a, b, ¢} que van del 1
al 3 mientras que los indices de color de la representaciéon adjunta se representa con

letras mayusculas {A, B,C, ...} y van de 1 a 8.

35



o b isab ",._V A

P C p—m+ie DT = gf AECy”
C »
L v B 2
Al B —i§AB g .
TEOOTOT = —5——— Ap
P pri=f-3e ’
— 7(]/‘ ABC Hp o (I)p'(,lu/
A B i5AB & oo +(q—r)g*®
..... S = v X e
p p? + i€ -+ (r—p) ]
a Ap
AHp . 9 pXAC ¢X
/ = —ig(t*)apy" Da = —ig? fX4C fABD[gwgee _ ghiegve]
ALY ig? fXAD XBO[gw gpo _ e guo)
b B — 19" J g =gy

- ,“([‘_)vl',\."5'/\.\'(")[.(,Ff’l.’/l/ﬂ - _(l/m_'/'/[‘]

Figura 3.4: Reglas de Feynman para el Lagrangiano de QCD [34].

3.2  Divergencias Infrarrojas en Fisica de Particulas

Antes de que se reconociera que la interaccion fuerte era explicada por la QCD,
existia un desafio persistente en la teoria cuéntica general de la radiacion, las
divergencias [35]. Con frecuencia, se observaban resultados infinitos en las cantidades
calculadas por esta teoria [36]. Estas divergencias surgen debido a la integracion de
4-momentos intermedios, especialmente en regiones de momentos extremadamente
altos o bajos.

Las divergencias infrarrojas (IR), a diferencia de las divergencias ultravioleta (UV), no
pueden ser controladas mediante la renormalizacion. Estas divergencias, estan
vinculadas al tratamiento incorrecto de ciertos procesos. En la QFT, la emision de
bosones vectoriales sin masa (particulas de espin 1) se aborda de manera distinta a la
correccion radiativa de bosones virtuales, ya que surgen de procesos diferentes. Esta
distincion es una descripcion no fisica de los procesos, ya que en realidad no podemos
distinguir entre ambos. En el caso de la emision de gluones de baja energia, también
conocidos como gluones blandos, si su energia es extremadamente baja, ningin
detector podria observarlo. Esto se debe a que los detectores tienen un umbral en el
que los gluones con energias mas bajas simplemente no pueden ser detectados. Si el
problema surge de la separacion de estos procesos intimamente relacionados, la
soluciéon debe surgir de su recombinacién. La recombinaciéon de la emision de gluones

blandos y las correcciones de gluones virtuales elimina las divergencias infrarrojas en
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todos los procesos y en todos los ordenes de aproximacion [37]. La recombinacion,
aplicada al proceso e”e™ — ¢qg, sera el punto central de este capitulo, ya que es
esencial para el calculo de la EEC.

Las restricciones debidas a las resoluciones angulares también generan divergencias en
el infrarrojo (IR), dado que los detectores no pueden distinguir entre dos particulas
diferentes si estdn muy cercanas, es decir, presentan una incapacidad para resolver dos
particulas casi colineales. Estos problemas de resoluciéon motivaron para introducir el
concepto de jets.

Este concepto de jet se origindé cuando Sterman y Weinberg buscaban calcular la
seccion transversal de aniquilacion e”e® que evitaba las divergencias IR. La seccion
transversal experimenta divergencias suaves, las cuales se manifiesta cuando se emite
un gluén con un impulso tan bajo que es practicamente indetectable y divergencias
colineales, que ocurren cuando dos de los partones del estado final tienen momentos
casi paralelos, tan cercanos que es dificil distinguir uno del otro.

Ahora veamos como el calculo de la seccion transversal para (e”et — ¢gg) origina

estas divergencias. Considere la Figura 3.5.

»

Figura 3.5: En este diagrama de Feynman a nivel de arbol, un electréon y un positréon
se aniquilan, produciendo un fotén (representado por la onda sinusoidal azul) que se
convierte en un par quark-antiquark, después de lo cual el antiquark irradia un gluén
representado por la hélice verde) [38|.

El método convencional para los diagramas de Feynman, al aplicar las reglas de

Feynman, genera la amplitud para el proceso a nivel de arbol.

M= Gy yu(pyathy [ty AL g E s

/
on 1 TV o v(k')e,. (3.58)
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Para analizar la parte divergente de la seccién transversal asociada a la amplitud M,
se considera un gluon con impulso bajo [39], Permitiendo asi despreciar el término /.
Ademés, esta amplitud puede expresarse en términos de la amplitud Born My, lo cual
resulta conveniente para observar como aparecen las divergencias solo en el caso de una

emision de gluones soft. Simplificando la ecuacion (3.58) a:

k k!
M = gM, [k -Vz — k’?l} et (3.59)
El factor contenido entre paréntesis es conocido como el factor eikonal, y es
independiente del espin de los partones u otros niimeros cuanticos. En el contexto de
la electrodinamica clasica, se observa que la aceleracion de particulas cargadas resulta
en la emision de radiacion de frenado o radiacion de bremsstrahlung [40], la cual es
una radiaciéon electromagnética producida por la deceleracion de una particula
cargada, como por ejemplo un electron, cuando es desviada por otra particula
cargada, como por ejemplo un nucleo atémico. Su interpretaciéon como un espectro de
radiacion de fotones conduce exactamente al mismo término eikonal presente en el
calculo del numero de fotones emitidos. Ademés, el calculo de la seccion transversal se
simplifica atin méas al tener en cuenta que en los diagramas a nivel de arbol no hay
vértices de tres gluones, por lo que no es necesario incluir ghost, el cual es una
particula artificial sin ninguno significado fisico, los acoplamientos y el propagador de
esta particula se elige de tal manera que esta particula cancele las contribuciones

gludnicas no fisicas . La relacion de completitud en el gauge axial es:

. bk + Kok
Z €n€, = — G + # (360)

Al elevar al cuadrado la amplitud y realizar la integracién sobre el espacio de fase, se

obtiene la seccién transversal total.

) KK &
0 =009 C’F/ G D 1) 2 (3.61)

Donde o( representa la secciéon transversal de Born, la cual estd completamente libre

de divergencias IR dado que no involucra emisiones de gluones, Cr es el casimir
fundamental y equivale a %. Para obtener una comprension més clara de las
divergencias en el IR, la seccion transversal total puede ser reformulada en el marco

del centro de masa, donde p; = —p; y 0 es el angulo entre el eje quark-antiquark y el
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gluén emitido:

a 4 dl°d cos @
=09—C . 3.62
7T 00, F/ (1 —cosf)(1+cosf) 1 (3:62)

Cuando el momento del gluon [y tiende a cero, la seccién transversal total presenta una
divergencia, denominada divergencia en el IR, ya que se da al integrar sobre todos los
posibles momentos de gluones en el espacio de fase, especificamente hacia el extremo
inferior del rango de integracion. Las demés términos del denominador dan lugar a la
divergencia colineal. Cuando el gluoén es paralelo al quark o al antiquark (6 =006 = 7),
la seccion transversal vuelve divergir. Estas divergencias estédn asociadas con distancias
largas. Debido al principio de incertidumbre, seria necesario tener intervalo de tiempo
muy grande, para poder determinar con precision el momento de la particula, y por

tanto su direccion.
3.3 Jets en Colisionadores de Alta Energia

Los hadrones se generan con baja transferencia de momento transversal,
resultando en que los hadrones finales sean aproximadamente colineales con los
partones. El enfoque se centra en la energia y la direccion de estos hadrones, ya que
estan directamente relacionados con los partones salientes. Después de la produccion
de las partes del estado final, como en la aniquilacion e e™, se emiten numerosas
particulas debido a la hadronizaciéon. Sin embargo, estas particulas no se emiten
uniformemente en todos los angulos; mas bien, parecen agruparse en jets altamente
colineales. Estos grupos de particulas son conocidos como jets hadronicos [41]. La
evidencia de la estructura de jets se observo por primera vez en 1975 [42]. Aunque
nuestro calculo perturbativo esta en el nivel de partones, experimentalmente solo se
observan jets de particulas como subproductos. Para comparar las observaciones
experimentales (jets) con las predicciones tedricas (partones), es necesario vincular
ambas ideas, mediante algoritmos de jets
En experimentos de fisica de particulas, como en el Gran Colisionador de Hadrones
(LHC), los detectores registran todas las particulas emitidas, utilizando calorimetros y
detectores de muones. Un ejemplo de evento tipico en CMS muestra tres chorros
claramente separados, identificables por la direccién original de movimiento de las
particulas. La tarea consiste en determinar el niimero de jets y asignar cada particula

a su respectivo jet.
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La clasificaciéon de particulas en Jets no siempre es tan facil. Se emplean algoritmos de
jets para abordar esta tarea. Un primer algoritmo, propuesto por Sterman y
Weinberg [43], utiliza conos definidos por un angulo de apertura d para contener toda
la energia, excepto una pequena fracciéon e. Este método es eficaz en eventos con dos
jets, va que los partones suelen estar uno al lado del otro en el marco del centro de
masa, debido a la conservacién del momento. En eventos con dos partones, como en la
seccion transversal de Born, ambos partones siempre estaran dentro de las regiones de

chorro. Esto se aplica también a la correccion virtual.

oy = 4a CF/ dlo/ dcost (3.63)

01 —cos?6’

Sin embargo, al analizar la contribucién real, se consideran dos situaciones. Primero,
si el gluén se emite con una energia muy baja [y < eF, contribuirda a la observaciéon
independientemente de su direcciéon, gracias a la tolerancia permitida para partones

fuera de los conos de jets. Esta contribuciéon se denota como ag):

4evg £ dl d cos 6
o) _ 5 d0sC / £o / e (3.64)
27T 0 0

o1 —cos?6’

En la segunda situaciéon, cuando el gluéon emitido tiene una energia [, > €F, su
contribucion cuenta solo si se emite dentro del cono definido por (8¢ [0, ] U [r — 4, 7)),
ya que emitir fuera del cono superaria el umbral de energia y no contribuiria. Esta

g (2)
contribucion se denota como o’, y se representa como:

4o, C £ q1 S dcosf T dcost

2 s“F 0

=0g— — _ — . 3.65
Or T O0Ton /0 lo {/9:0 1 —cos?d + /QZTH; 1 — cos? 9} (3.65)

Estos términos tienen denominadores que generan divergencias en las integrales,
especialmente cuando [y — 0 o cos?f — 1 . Estos limites, son las principales fuentes
de divergencias IR. Utilizando el método de Sterman y Weinberg, las contribuciones

reales ag)

y ag) deben sumarse a las virtuales para obtener la seccién transversal total.
Las integraciones se realizan sobre lp3[eE, E] y 03[0, 7 — ¢]. La seccion transversal

resultante de Sterman Weinberg es:

Tsw = 0 (1 - 40‘250F In(e) In <‘Z>) . (3.66)

T
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La seccion transversal modificada es finita cuando 0 y € son diferentes de cero, ya que
estos valores son esenciales para definir correctamente los conos de los jets. Esta
modificacion elimina las divergencias al recortar las regiones probleméticas del espacio
de fase. Todas las secciones transversales de jets en la aniquilacion de e”e™ resultan
ser finitas [44].

Este algoritmo de jets es efectivo para eventos con dos jets, pero ha inspirado
algoritmos mas avanzados que permiten més de dos jets. Las dos categorias
principales de algoritmos de jets son los de cono y secuenciales. Los algoritmos de
cono, como el de conos fijos, se basan en la idea de agrupar particulas dentro de
circulos alrededor de las més energéticas para formar jets. Este enfoque intuitivo se
repite hasta que todas las particulas se asignan a un jet.

El algoritmo de conos fijos no es seguro frente a radiacion colineal, ya que la
asignacion de jets se ve afectada cuando una particula se ramifica en dos colineales.
Para solucionar este problema, se propone el algoritmo de conos estables, que agrupa
todas las particulas dentro de un cono en un solo jet, con el eje del cono llamado eje
del jet. En el plano y — ¢, en donde y es la rapidez y ¢ es el dngulo azimutal del
momento, el cono se puede ver como un circulo de radio R. Por lo tanto, todas las

particulas con momento p; que pertenecen al jet j satisfacen:
2 2
(i — )" + (¢ — ¢5)° < R%. (3.67)

En el algoritmo de conos estables, el eje del jets se elige a partir de las particulas
constituyentes, generalmente como un promedio ponderado. Para encontrar los conos
de los jets, se pueden usar seeds iniciales basadas en los momentos de las particulas.
Sin embargo, este método puede pasar por alto algunos conos estables.

Se han desarrollado algoritmos mas eficientes, como SISCone, que prescinden de seeds
y utilizan técnicas geométricas computacionales para encontrar conos estables en el
plano n — ¢, donde 7 es la pseudo-rapidez. Estos algoritmos son seguros frente a IR y
tienen un costo computacional mas bajo, del orden de O(Nnlnn), en comparacion
con el método original de conos estables, que tiene un costo de O(nNey).

Otro problema a abordar es la posible superposicion de jets encontrados. Después de
identificar con éxito todos los conos estables, podria haber particulas que pertenezcan
a dos jets contiguos diferentes, llamados "proto-jets". Se resuelve este problema
mediante un procedimiento de divisién-fusion: si la superposiciéon entre proto-jets es

significativa (por encima de un umbral, como el 50% o 75% de la energia total), se
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fusionan en un solo jet; de lo contrario, se asignan las particulas compartidas a uno de
los proto-jets segtin su proximidad al eje del jet.

Ademas, existen algoritmos de agrupamiento que comparan alguna version de
"distancia” entre pares de particulas para determinar la disposicién de los jets. Un
ejemplo es el "algoritmo JADE” [45], que utiliza la masa invariante escalada al

cuadrado como medida de distancia.

M2
di; = EQ? : (3.68)
donde
M} = 2E;E; (1 — cosb;;) . (3.69)

E,;s representa la energia total visible del evento. El algoritmo JADE es un algoritmo
de agrupamiento que busca pares de particulas con la distancia més baja y las combina
en una nueva pseudoparticula con momento p;; = p; + p;. Este proceso se repite hasta
que ninguna distancia cae por debajo de un umbral d.,;. Las agrupaciones resultantes
representan jets y el algoritmo es seguro frente a la radiacion IR, es decir, no se ve

afectado por la division de partones o emisiones suaves.

Sin embargo, el algoritmo JADE puede no capturar eficazmente la estructura
original de la radiacion en la QCD. Una version mejorada es el algoritmo k; [46], que
utiliza el momento transversal en lugar de la masa invariante, logrando un mejor
rendimiento al mapear la informacién experimental del nivel hadronico al nivel tedrico

de partones.
min (E7, E7)
E? '

VS

dij =2 (1 — COS 9”) (370)

Para la nueva pseudoparticula agrupada p;;, hay cuatro esquemas de recombinacién de
momento. El esquema F en donde se suma simplemente el cuadrimomento de las dos
particulas, el esquema P, donde la energia se ajusta para que la masa invariante sea
cero, es decir £ = \ﬁ + ]7])], el esquema FEj, donde la energia es la suma de las dos
energias de las particulas, ajustando el momento para una masa invariante cero, y el
esquema pg, el cuadrimomento es igual al del esquema p, pero F,;s se reemplaza por la
energia total de las pseudoparticulas después de cada combinacion.

Recientemente, se ha desarrollado una variante del algoritmo k; llamada algoritmo
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anti — k; [47], donde la distancia se define como:

2

AN
dij = min (E;%, E;?) IR (3.71)

En la expresion Afj = (y; — yj)2 + (¢; — ¢j)2 y R es el parametro del radio. La
denominaciéon "anti” proviene del hecho de que los exponentes en el momento
transversal son negativos. Aunque los exponentes negativos pueden parecer
preocupantes al principio, resulta que este algoritmo tiene un rendimiento superior al

algoritmo k; regular.
3.4  Variables Event Shape en Fenomenologia de Colisionadores

Las variables event Shape en la QCD son observables que describen aspectos
geométricos de la distribucion de energia de jets en colisionadores. Estas variables,
como la estructura plana o esférica de un evento [48, 49|, actiian como un puente
entre la teorfa y los experimentos. Son mas generales que las secciones transversales de
jets y destacan por su simplicidad y facilidad de medicion [50, 51].

A lo largo de la historia, los event Shape han sido cruciales para probar la QCD y
siguen siendo objeto de investigacion actual. Son observables seguros en la region IR y
proporcionan informacion valiosa para entender la hadronizacion no perturbativa [52].
Su practicidad se refleja en su capacidad para determinar con precision oy [53, 54| y
comparar generadores de eventos Monte Carlo [55].

Las variables event Shape son seguras en la Region IR ya que son invariantes bajo la
ramificacion del momento de partéon ?l — ?il + ?ig. Si un momento llega a cero, el
término correspondiente en la suma desaparece, eliminando divergencias colineales y
suaves. Estas formas se definen como sumas de momentos.

Tomando el empuje (T"), definido como T' = maxn% como ejemplo, mide como la
energia se distribuye a lo largo de un eje llamado eje de empuje 7. Su maximo se
alcanza cuando los jets estan colineales (T' & 1), y el minimo (7 ~ 2/3) cuando estan
dispersos, representando un evento esférico.

En el ensanchamiento del jet, se divide el evento en hemisferios con un plano
perpendicular al eje de empuje. Las sumas indican a cuél hemisferio pertenece el
momento. El calculo de los event Shape implica integrar la secciéon transversal

diferencial sobre el espacio de fase, con una funcién delta que fija la variable event
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Shape. Esto se observa en la definicion de la EEC en la ecuacion:

d EE; .
2 = Z/ E2]5 (n; - n; — cos x) do, (3.72)
1,J

dcos x

donde n; es el vector unitario que apunta a lo largo del momento del partéon, E; son
las energias de los partones correspondientes, FE es la energia entrante
electron-positron inicial y x s el dngulo entre los dos partones. Utilizando funciones
delta 0 (X — fx(x;)).

En este contexto, X es la variable event Shape y x; son las variables en las que
dependen las secciones transversales, generalmente las variables de Mandelstam. La
funcion fx(z;) es la funcion de medida que restringe el espacio de fase segun la
definiciéon de event Shape. Para el caso del EEC, que mide el angulo entre dos
calorimetros que detectan partones finales, el angulo se fija para coincidir con el

angulo entre los partones, de ahf el término n - 77; )

Los productos escalares de momentos provienen del factor de ponderacion EEf El
Empuje es la tinica variable con relacion lineal en la funcién de medida, mientras que
el EEC tiene un polinomio cuadratico y la esfericidad y el parametro C' tienen
funciones racionales.

El EEC fue estudiado intensamente en la década de 1980 [56, 57| y ha vuelto a ser de
interés recientemente. Su expansiéon perturbativa comienza en orden g, y el término
LO se calcul6 analiticamente en 1980. Aunque algunas variables event Shape se han
calculado analiticamente en LO, otras, como el pardmetro C', requieren integracion
numérica. En cuanto a las contribuciones de orden Siguiente al Limite (NLO),
ninguna variable event Shape, excepto el EEC, se ha calculado analiticamente. La
falta de calculos analiticos en NLO ha llevado a aproximaciones numeéricas con
resultados diversos. Una solucién analitica seria crucial para resolver discrepancias y

permitir comparaciones precisas entre métodos numéricos. Por esta razoén, nos

enfocamos en el EEC con la esperanza de una mejor comprension del calculo analitico.
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Event shape Funciéon de medida

Empuje mazx 2’”‘1} T

ApH H( 2?1 )

E= max{ (pi-q }

Esferocidad

2pia
Parametro C 3E° IL.(1-"5")
4 maz{p1-q p2-q p3-q}

EEC (pi-qp;-q) (%)1 . %)j — cos )

Cuadro 3.1: Funciones de medida para las cuatro principales variables de event shape

o
Y dfl
A

T

le——
LY

Figura 3.6: Montaje para realizar el experimento EEC [5§]

3.5 Calculo del EEC en LO en la QCD

Nos centramos en el EEC, una variable event Shape que mide la distribucion de
energias de los jets y como cambian segin el angulo entre ellos. La idea es tener
observables seguras en la Region IR. Para el EEC, se colocan calorimetros a un angulo

X v se mide la distribucion de energia al variar el angulo.

Comenzamos calculando el término LO(Oy,,)) del EEC, considerando solo los

diagramas a nivel de arbol de e"et — ¢g. Evitamos situaciones donde el espacio de

45



fase parece un estado final de dos particulas, es decir, estamos considerando
|cos x| < 1. Cuando x = w, tenemos partones en direcciones opuestas. Debido a la
conservacion del momento, el tercer parton debe ser colineal con uno de los dos
primeros, nuevamente pareciendo un estado final de dos particulas. Tomando el
cuadrado de la amplitud, promediando sobre las polarizaciones de estado inicial y

sumando sobre las polarizaciones de estado final, encontramos que se factoriza como:

gPe
2 v
IM|” = 4E4 = LuvH". (3.73)
La traza del lepton es:
L, =4 <p“p; +p,—p- p’gw,) =4{p,r'},, - (3.74)

La contribucién mencionada proviene de la suma de los espines del cuadrado de la
corriente leptonica v(p’)y,u(p), es decir, del par electron-positron entrante. Aqui hemos
definido {p, ¢} L QU €s una expresion que suele surgir en estos céalculos, especificamente,
a partir de la traza de cuatro matrices gamma de Dirac. Por otro lado, la traza hadrénica

€S

H = (R0 = (b kY + {kKY)

= (R O = R Y + {R KYY) (3.75)

v
+(k;~l)(k;’-l)(

donde k, k' y [ son los cuadrivectores de los partones del estado final. En este caso,

2 {k, K"} + {k,1}" + {K,1}"),

la suma de la definicion del EEC sobre los partones del estado final tiene 3 términos
(44, q9,qg). Consideremos uno de los términos, cuando y es el angulo entre el quark y

el antiquark, es decir, 2 = ¢ y j = q . La integral que debe calcularse es

|M| 53(pq+V+pg)5(E_Eq_EE_Eg)'
(3.76)

integramos uno de los momentos del gluén usando la primera funciéon delta y expresamos

iy 1 /d3 B A By
dcosy  F? (27r)5 2E, 2E; 2E, E?

los dos restantes en coordenadas esféricas. Notamos que las energias provenientes de la
definicion del EEC cancelan algunas de las energias en el denominador del espacio de
fase invariante de Lorentz, evitando posibles divergencias infrarrojas. La funcién delta

de conservaciéon del momento en la integral impone restricciones sobre los momentos,
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lo que nos permite resolver para la energia del gluon (E,). Estamos trabajando en el

régimen de alta energia, donde consideramos que las particulas son sin masa.

5 =p,— s = B, = \/Eg + B2+ 2B,y cos x. (3.77)

Ahora podemos expresar la funciéon delta de conservacion de energia como una funcién

de Eq

6 (B~ By~ By~ \/ B2 + B2+ 2B,Eycos X )

. E-E,-E 1 E-2E, (3.78)
E+ Eq(cosx — 1) ! 21+ 22 (cosy—1) )

1—cos x
2

el numerador en el prefactor de la funciéon delta es Ey, y se cancelara con el término

Haciendo la sustitucion z = , la expresion 1 — cos y se simplifica. Notamos que

correspondiente en el denominador del espacio de fase. La amplitud al cuadrado se
expresa en términos de productos internos de cuadrivectores, especificamente en

términos de las energias de los 3 partones.

k-l=FE,Ey+ E, + EEg(1 — 22) (3.79)
K -l = E;E,+ E2+ E,Eq(1 — 2z).
Para tres particulas en el marco del centro de masas, la conservaciéon del momento

restringe la cineméatica a un plano, y toda la dependencia angular se describe mediante

el angulo x. Utilizando estos resultados, podemos expresar la ecuacion (3.76) como:

dy 1 M E E—2E
= F2dE, dQ F2dQ)———"—§ | B — —————— L .
dCOSX E4 (271')5/ qd qd q qd qE_2ZEq5 q 92 E—22Eq ) (3 80)

donde la amplitud al cuadrado sera:

s g°e'Cp kK kI E N 1 1
M= S5 [2(’“ A A l)<(2k-1)2+(2kf-zf)}'
(3.81)

Después de simplificar las trazas leptonicas y hadronicas, las integrales de angulo
s6lido son faciles de resolver. El integrando no tiene dependencia angular debido a la

funcion delta que fija el angulo x en la ecuacion (3.72). La integral resultante se reduce
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a una sola variable, £, y después de usar las funciones delta restantes, se puede calcular
analiticamente con software simbolico como Mathematica [34]. El resultado se evalta

en el intervalo [0, £/2] y la expresion resultante es:

(4m)* B4

19225 (1 — 2) [2 (* +62—24) + 6 (32 = 4) In (1 - 2)]. (3.82)

El resultado de los otros 2 términos de la suma es el mismo. Cada términos es:

(4r)* B4 1 ) )
T1025(1-2)2 [z (—532> + 1232 — 78) + 6 (z — 1) (42 — 142 — 13) In (1 — 2)] .
(3.83)

Combinando las tres contribuciones, llegamos a la expresion para el EEC en LO

1 d),  oalp 3-2z
oodcosy 21 4(1—2)2°

[32(2—32)+2(2:"—62+3)In(1—2)].  (3.84)

En la Figura 3.7, se observa la relaciéon que existe entre el &ngulo de separaciéon y y
la EEC, en una escala de 10°, y la Figura 3.8, observamos la misma grafica, para una
escala menor, del rango 108.

EEC

[
u.o

— Qg = 0.2
ag = 0.4
— a; =06
- — Qg = 0.8
U
r— as =

Figura 3.7: Grafica EEC en funcién del dngulo de separacion y en escala 1071,
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EEC

[

ag = 0.6
- a; =08
ag =

Figura 3.8: Grafica EEC en funcién del angulo de separacién x en en escala 10°.

Sobre los resultados obtenidos, tanto de la ecuacion (3.84) y la gréfica 3.7 se puede

realizar varias observaciones:

1. En las regiones limite destaca que esta contribuciéon es especialmente fuerte, es

decir, cuando los detectores son colineales x — 0 o anticolineales y — 7.

2. La distribucion no es simétrica alrededor del d&ngulo x = 7. Este hallazgo coincide

de manera precisa con las conclusiones derivadas en la década de 1980.

3. La contribucion de la EEC aumenta en la medida en que la constante de
acoplamiento oy aumenta. En la Figura 2.1 se pudo observar que la constante de
acoplamiento aumentaba su valor, cuando la energia disminuye, deduciendo asi,

que la contribuciéon de la EEC aumenta a bajos niveles de energia.

4. La contribucion se observa para valores de energia bajos. A niveles altos de energia,

la contribucién tiende a ser nula, esto se puede observar en la Figura (3.8).

En este capitulo, se exploraron conceptos claves de la QCD, que motivan el estudio de

aniquilaciones especificas en lugar de colisiones generales.
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Se presentaron algoritmos para identificar jets, esenciales para comparar teoria y
experimento. Ademas, se introdujeron variables event shape y el EEC, siendo este
ultimo el enfoque central.

La contribucion al menor orden perturbativo al observable EEC fue discutida,
subrayando su importancia en la interpretacion experimental. Este capitulo sienta las
bases teoricas esenciales para comprender fenémenos relevantes en la fisica de

particulas.
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4. Conclusiones

En el marco de este proyecto de investigaciéon, nos adentramos en un anélisis
detallado de la Correlacion Energia-Energia (EEC) en el contexto del menor orden
perturbativo para un diagrama de Feynman a nivel de arbol. Este estudio se origino
desde la comprension de la teoria de campos, pasando por una inmersiéon en los
principios de la Cromodinamica Cuéntica (QCD), hasta llegar a la fase de célculo,
representacion grafica y analisis de la EEC. Uno de los hallazgos clave fue la
identificaciéon de una contribuciéon significativa cuando x — 0 y x — m, equivalente a
2z — 0y 2z — 1, respectivamente. En estos puntos, el estado final exhibe caracteristicas
similares a un espacio de fase de dos cuerpos, evidenciando colinealidad y

anticolinealidad entre los detectores.

Ademés, se destacd que la distribucion de la EEC no es simétrica alrededor de
z = % Se observaron también los limites colineales blandos que generan divergencias
en la region infrarroja (IR), manifestandose cuando dos de las tres partes del estado
final son colineales o cuando al menos una de ellas es blanda. Se abord6 la variacion de
las constantes de acoplamiento de las interacciones fundamentales, ilustrando céomo la
constante de acoplamiento fuerte o, experimenta cambios significativos con la energia,

disminuyendo a medida que esta aumenta.

Al analizar las graficas generadas en el estudio, se pudo establecer una relaciéon
directa entre la contribucion de la EEC y los valores de ay, evidenciando que a
mayores valores de esta constante, también se observa una mayor contribuciéon de la
EEC. Se derivo la conclusion adicional de que, en situaciones de energia
considerablemente elevada, la contribucién de la EEC tiende a disminuir. Estos
resultados proporcionan una comprension mas profunda de las complejidades de las
interacciones en el contexto perturbativo y contribuyen a la creciente comprension de

los fendbmenos en la fisica de particulas.
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