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C���� ��[ ��[� ��

�[�[- 
����" �[	���� 
[�[ 	[� 
[��
���][� � ��]�\�" ���.
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����" &	���� [ � ���	�� [- 
��� ��� ��'���]�[�� �����&][���[
���� 
�� B������[�

F�	�\[]�- I��[�� A�����		� � �� ���� C[���	 A�����		�/ D���� 
[������ � 
�������

�� ��	� ����![��� [ D�	�� 	�� ����[
����� �� 	[� 
[��
���][�- ���� ��� �[
\���

	� ���[��� � 	� ���
��[��� �� ��� ��������[]����� � ]�����\�]����� 
����������/ K[

��'���]�[ �� ����� 
��
������� 
�����[��� ��	 ���	� VTHHH �� ��'��[ �� �	 �������

�����
���]� � �������� �� D�	�� �[]�[ 	�� 
��\	�
[� ]���� &]�� ��� [\���" [ 	�

	[��� �� �� ���[/

K����[�� D�	��- 
[�" 	[ 
[��� 
[��� �� �� ][����[ ��[\[�[��� �� Q[� O�����.

\���� � A��	 �- ����� �]�
" 
���]����� �� [][��
�[� ]���� &][� 
��
�������/ D�

Q[� O�����\����- ��[\[�" �� 	[ @][��
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�[ �� B���]�[� �� O����[

���[��� ����� 36 [!��/ @ 	� 	[��� �� �� ][����[- ���� �[���� ������[���� � ���] 
�	��

��� ������ ��'���]�[��� 
�� �� ��[\[�� � ��� 
������ 
[��
���]��/ @	����� ��

��� ������[���� 
�� ����[][��� � ��� ���������� ����]�[
���� ��'���]�[��� 
��

�	 ��]	����; I���
�.K���� K[��[���- M���	[� H�[����]� K�\[]������- Q�
��� C����

O������ ���� #	��
� ��� [����� �� ��� ����]�[
���� �� ������[���- ������" �� 	[

�]�	� O�	���]������- ����� 	[� ����![��[� �� D�	�� � ��� 
������ ��'������ ��

�	 ]��� ]�	� 
[��
���]� �� 	[ �
�][/

D���� 
[��
���]�� ��� ���

	�� �� [���		�� ��� ������ ��'����� ����]�[ � ��.

����]�[
���� 
�� 	[� ]�����\�]����� � 
������ �� D�	��/ @��
�� �� ����![� ��.

��]�[
���� [ ������[���� ��������[	��- D�	�� �[
\��� ���" �� 	��[�� ���[���� [

��[��� �� ��� ��
������ ��[\[��� 
�\	�][���- ��� ]�����#[� ��'������ �� �	 ���[.

���		� �� 	[� 
[��
���][� � ���[� ���]�
	��[� ]���� &][� �[��[ �	 � [ �� ���/ G���

]�����\�]����� �����&][���[� [ ��[ �[����[� �� ][

�� 
[��
���]�� � ]���� &]��-

��]	������ �	 [��	���� 
[��
���]�- 	[ ���� [ �� ��[���- 	[ 
�]���][- 	[ "
��][- 	[ [�.

�����
 [- 	[ ���� [ �� �#
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� �� ��
\�� [
[\	�

� ��
�	��- ��� �������[\[ �� 	[ ]�

[! [ �� ��� ]�	��[� � ������[����/ @��
�� ��

�� ��[\[��- ��� [ ��������� �� 
#��][ � 	����[���[- � ��� �� 
��
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�����[ �� 	[ ����"� �� �� ��� ��\��� [ ��[ �����
��[�

�]�	[� � 
��\	�
[� �� ][�[�[�[� �� �� ���� ��� �� ��� #	��
�� [!��/ @ 
��[� ��

���[� ��&]�	�[���- ]������" ��[\[�[��� ��][��[\	�
���� �� ��� ��������[]����� 
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�[�]�[ �� �� ���[ 
�����[	 � 
��������[	 +��� Y2Z- Y3Z,/

# " 6�?����� �����=	��

S�[ �� 	[� 
[� ��

	�� � �

���[���� ���]����� ��
�]�[	�� �� 	[ ���]�"� F[

[-

]��[ ���� [ �� �� 
����������� 
[�[ �	 ������� �� 
�]�[� ���[� ���]����� ��
�]�[	��-

����� �		[� 	[� ���]����� �� A����	- 	�� 
�	���
��� �� G��
���- 	�� 
�	���
��� ��

K[������/

D� 	[� 
��
��[� ��][�[� ��	 ���	� VTHHH- D�	��- ������" �	 
��\	�
[ �� �[		[� ��[

���]�"� ]������[ �� 	[ �[��[\	� x ��� ����[ ���[	 [ n! ]�[��� x = n- n ∈ N, ]��

�	 &� �� �\����� 	[ �����[	��[]�"� ��	 �[]����[	 ��]����[�[ 
�� D�	��- ��
���[
��

��� x, n ∈ N � ���
�� 	[ ���[]�"�

(x)n := x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1), n > 0,

(x)0 := 1.

O[������� �� 	[ ��&��]�"� ��	 �[]����[	 �� �� �#
��� �[���[	-

x! := 1 · 2 · 3 · · · x =
1 · 2 · 3 · · · x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)
,

x! =
(x+ n)!

(x+ 1)n
=

n!(n+ 1)x
(x+ 1)n

=
n!nx

(x+ 1)n

(n+ 1)x
nx

,

�������� �� ]����[

ĺım
n→∞

(n+ 1)x
nx

= ĺım
n→∞

(n+ 1)(n+ 2)...(n+ x)

n . . . n
= ĺım

n→∞

(1 + 1
n
)(1 + 2

n
)...(1 + x

n
)

1
= 1,

�� ���[ 
[���[ �� 	���[ ��
���[� �	 �[]����[	 ]�
� �� 	 
��� ��[��� �	 � 
\�	� ��

O�]��[

��/

x! = ĺım
n→∞

n!nx

(x+ 1)n
.

# # 4= ���?��� 0=

=

K[ ���]���"� 
������[�[ �� 	[ ��]]�"� [�������- �� ��[ 
����[]�"� ��� ]��		��[ [	

��������� ]��]�
��/

'��
�7��
 �����
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O[�[ ���� x ∈ C, x ̸= 0,−1,−2, · · ·, 	[ ���]�"� F[

[ ���� ��&���[ 
��

Γ(x) = ĺım
n→∞

n!nx−1

(x)n
.

(��	��� �����

G[		[� Γ(3)

O�� ��&��]�"�

Γ(3) = ĺım
n→∞

n!n2

(3)n
,

���
�� 	[ ��&��]�"� ��	 � 
\�	� �� O�]��[

�� 
[�[ ��
���[� (3)n- �� ��]��-

(3)n = 3 · (3 + 1) · (3 + 2) · · · (3 + n− 1) = 3 · 4 · 5 · · · (n+ 2)

=
1 · 2 · 3 · 4 · · · n · (n+ 1) · (n+ 2)

1 · 2
=

n!(n+ 1)(n+ 2)

2
,

	����-

Γ(3) = ĺım
n→∞

2 · n! · n2

n! · (n+ 1) · (n+ 2)
= 2 ĺım

n→∞

( n

n+ 1

)( n

n+ 2

)
= 2

Γ(3) = 2.

(��	��� �����

D�]����[� ��[ ��
����"� �� ���
���� �� �[]����[	�� �� 	[ ��
����"�;

(
1

2

)

n

.

O�� ��&��]�"�-

(
1

2

)

n

=

(
1

2

)(
1

2
+ 1

)(
1

2
+ 2

)
· · ·

(
1

2
+ n− 1

)

=
1

2
· 3
2
· 5
2
· · · (2n− 1)

2

=
1

2n
· 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · · · (2n− 1) · (2n)

2 · 4 · 6 · · · (2n)

=
1

2n
· (2n)!

(2 · 1) · (2 · 2) · (2 · 3) · · · (2 · n)
=

1

2n
· (2n)!

2n · n!
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[� - (
1

2

)

n

=
(2n)!

22n · n!
.

D	 
�"��
� ����	�[��- ��
���[ ��[ �� 	[� 
��
���[��� 
�� �

���[���� �� 	[

���]�"� F[

[- �� �	 �� ��
�����[ ��� ���[ ���]�"� �����	�� �	 
��\	�
[ ��

�����
�	[]�"� ��� ��� �	 ������ �� �� �����]�"�/

4��
�	5 �����

P�	[]�"� ���]���[	 �� 	[ ���]�"� F[

[/

O[�[ x ∈ C, x ̸= 0,−1,−2, · · ·, �� �����

Γ(x+ 1) = xΓ(x). +3/2,

'�	���
57��
 �����

O[�[ ][�[ x ∈ C, x ̸= 0,−1,−2, · · ·,

Γ(x) = ĺım
n→∞

n!nx−1

(x)n
, Γ(x+ 1) = ĺım

n→∞

n!nx

(x+ 1)n
,

�� �����-

Γ(x+ 1)

Γ(x)
= ĺım

n→∞

n!nx (x)n
(x+ 1)n n!nx−1

= ĺım
n→∞

nx(x+ 1) · · · (x+ n− 1)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)

= ĺım
n→∞

nx

x+ n

= ĺım
n→∞

x
x
n
+ 1

= x. □

&�
��5
�� �����

O[�[ ][�[ ������ �� ���[���� n �� �����

Γ(n+ 1) = n!.

'�	���
57��
 �����
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M���[
����- �[]����� ��� �� 	[ ��&��]�"� ����� ]�� x = 1- �� �\�����

Γ(1) = ĺım
n→∞

n!

(1)n
= ĺım

n→∞

1 · 2 · · · n
1 · 2 · · · n

= 1,

�� ����� �[]����� 	[ ��
����[]�"� 
�� ����]]�"� �� �����

m = 0, Γ(m+ 1) = Γ(0 + 1) = Γ(1) = 1 = 0!,

m = 1, Γ(1 + 1) = (1)Γ(1) = 1× 1 = 1 = 1!,

m = 2, Γ(2 + 1) = (2)Γ(2) = 2× 1 = 2 = 2!,

m = 3, Γ(3 + 1) = (3)Γ(3) = 3× 2! = 3!,

m = 4, Γ(4 + 1) = (4)Γ(4) = 4× 3! = 4!,
/

/

/

/

/

/

m = n, Γ(n+ 1) = (n)Γ(n) = n× (n− 1)! = n!,

m = n+ 1, Γ(n+ 1 + 1) = (n+ 1)Γ(n+ 1) = (n+ 1)× n! = (n+ 1)!. □

# $ 9�
������=?��� �� 	= ���?��� 0=

= ?�
� ��


����?��

C� 	[ ��&��]�"� +2/3/2, �� ���
����� ��� 	[ ���]�"� F[

[ ����� 
�	�� �� ]���

� �� ][�[ ��� �� 	�� ������� ���[�����- 	����

1

Γ(x)
�� ��[ ���]�"� �����[ ]��

]���� �� ����� 
�����/ D� ]���]��� ��� ][�[ ���]�"� �����[ ����� ��[ ��
������[.

]�"� ]�
� �� 
����]��/ @ ]������[]�"� �� 
������[ ��[ ]����[��� �

���[��� ��


[��
���][�- ��� [
[��]� �� �	 ����	�[�� 
���]�
[	 �� ���[ ��]]�"�/

������ #* ,
	
�*	�� �� ������$*
,���
	�

D� ��� ��������[]����� ��\�� 	[ ��	[]�"� �� 	[ ����� [�
"��][ � �	 	��[���
�

�[���[	- K���[�� D�	�� [	������� ��	 [!� 2845- ���[\	�]�" ��� �� {an} �� 	[ ��]���"�

]��� ���
��� �����[	 an- ����� �[�� 
��

an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− log(n+ 1),

�����]�� {an} �� ]����������- [ ���� 	 
��� 	� 		[
" γ- +�� ��[	��[� ���	��" 	[ 	���[

C- 
[�[ �����[� ���� 	 
���,< �� ��]��-

γ := ĺım
n→∞

[
n∑

k=1

1

k
− log(n+ 1)

]
,
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E����[ 3/3; B�

[�[]�"� �� ���[� ���]�"� 1/x- &���[ �	[\��[�[ 
�� 	�� [������

+3137,

D� 28:1- K������ L[�]������ ][	]�	[� [ 	�� 
��
���� 2: ��]�
[	�� � 	[ �����[.

� [ ]�
� @/ W[ 
�� �[��� �� �����[� [ �� 	[ ���
[ 
�����[ ]�
� γ - ��\���

[ �� ]�����"� ]�� 	[ ���]�"� F[

[- �	 �[	�� ��]����[�� 
�� L[�]������ ���

γ = 0, 577215664901532860606...< 
�� 	� [�������- �� ���[	 ��]����[� �� [	�����

������ ����][��� [ ���� ��
[- γ �� ]���]� ]�
� 	[ ]����[��� �� D�	��.L[�]������

+��� Y4Z,/

T�[
�� ��� ���]���[
���� 	[ ��]���"� {an} �� ]����������

�/ {an} �� ��[ ��]���"� ]��]�����

an+1 − an =
1

n+ 1
− log(n+ 2) + log(n+ 1), +3/3,

�������� �� ]����[ ��� 	[ ���]�"� y = 1
x

�� ��]��]����� 
[�[ x > 0- �	 ���[

��\[�� �� ���[ ]���[ 	�
��[�[ 
�� 	[� ��]�[� y = 0 x = n + 1- x = n + 2 ��


���� ��� �	 ��]�����	� ABCD + ��� E����[ Y3/3 Z,/

∫ n+2

n+1

dx

x
< 1f(n+ 1) =

1

n+ 1

log x
∣∣n+2
n+1 <

1

n+ 1

log(n+ 2)− log(n+ 1) <
1

n+ 1
,

�� ��]��-

1
n+1

− log(n+ 2) + log(n+ 1) > 0- 	���� �� +3/3, �� 
���� ]��]	���

��� an+1 − an > 0< 
�� 	� �[��� {an} �� ]��]�����/
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��/ {an} �� ��[ ��]���"� []��[�[ ��
�����
����- �� ���]��;

an = 1 +
n∑

k=2

1

k
− log(n+ 1) +3/4,

E����[ 3/4; B�

[�[]�"� �� ���[� ���]�"� y = 1
x
- &���[ �	[\��[�[ 
�� 	�� [������

+3137,/

D	 ���[ �� 	�� ��]�����	�� ���]����� +��� E����[ Y3/4Z , �� 
���� ��� �	 ���[

��\[�� �� 	[ ]���[ y = 1
x
- � ��\�� �	 ��� x ����� x = 1 � x = n- ���� ��

n∑
k=2

1

k
<

∫ n

1

1

x
dx = log n

]�
� 	[ ���]�"� f(x) = log x �� ]��]����� 
[�[ x > 0- �� ����� log n <
log(n+ 1) [� -

n∑
k=1

1

k
− log(n+ 1) < 0


�� 	� �[���- �������� �� ]����[ +3/4 , an < 1- 
[�[ ���� n ∈ N �� I � II ��

]��]	��� ��� {an} �� ]����������/

0��5 �����

D� [	����� 	�\��� �� ��]�����[ 	[ ��&��]�"� �� 	[ ]����[��� �� D�	�� ]�
�

γ1 = ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
,



��	� �� �#����� ����� ���� #� � ��#�"� 2:

��� �
\[���- ���[ ��&��]�"� � 	[ �[�[ �� �	 ����� ��� ���[	��- 
���

γ = ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log(n+ 1)

)
= ĺım

n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n+ log n− log(n+ 1)

)

= ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
+ ĺım

n→∞
(log n− log(n+ 1))

= γ1 + ĺım
n→∞

log

(
n

n+ 1

)

��[��� 	[ ]��������[� �� 	[ ���]�"� 	��[���
�- �� ����� ���

ĺım
n→∞

log

(
n

n+ 1

)
= log ĺım

n→∞

(
n

n+ 1

)
= log 1 = 0,

[� γ = γ1/

K[ ��
������[]�"� ��

1
Γ(x)

]�
� �� 
����]�� ��&����- ����� ��
���[�[ �� �	

��������� �����
[/

������ (�
���* �� )����
��*



D	 R����
[ �� U�������[�� �� ��[ ���[ �� 	[ ���� [ �� ���]����� ]�

	��[�-

���[\	�]����� ��� ���[ ���]�"� [�[	 ��][ 
���� [
����
[��� [�\���[��[
���� \���


�� 
�	���
���/ D��[ ��]�"� ����[
���[	 �� ��	� ����	�]���[ ������[ ]�

���.

��"� �� 	[� ���]����� �� �	 
	[�� ]�

	���- ���� ��� �[
\��� ����� [
	�][]�����

�����&][���[� �� �	 [��	���� ��
���]� � 	[ ���� [ �� [
����
[]�"�/

4��
�	5 �����

O[�[ ][�[ x ∈ C, x ̸= 0,−1,−2, · · ·, �� ]�

	�

1

Γ(x)
= x eγx

∞∏
n=1

{(
1 +

x

n

)
e−

x
n

}
,

����� γ �� 	[ ]����[��� �� D�	��- �[�[ 
��-

γ = ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
.

'�	���
57��
 �����
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@
	�][��� 	[ ��&��]�"� +2/3/2, � �[]����� 	[� �
��[]����� ]�����
��������� �� �\.

�����

1

Γ(x)
= ĺım

n→∞

(x)n
n!nx−1

= ĺım
n→∞

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1)(1 + x
n
)

(n− 1)!nx(1 + x
n
)

= ĺım
n→∞

x
(
1 +

x

1

)(
1 +

x

2

)
· · ·

(
1 +

x

n

)
e−x logn

= ĺım
n→∞

xex(1+
1
2
+ 1

3
+··· 1

n
−logn)

n∏
k=1

{(
1 +

x

k

)
e−

x
k

}

= xeγx ĺım
n→∞

n∏
k=1

{(
1 +

x

k

)
e−

x
k

}
= xeγx

∞∏
k=1

{(
1 +

x

k

)
e−

x
k

}
.

D� 	[ ��
����"� [�������- 	[ �	��
[ ���[	�[� �� �����&][ 
�� �	 �����
[ �� 	[

]��������]�[ ��
��[�[- �������� �� ]����[ ��� 	[ ���]�"� ��
����]�[	 ]��]� 
[�

��
��� ��� 	[ ���]�"� 
�	���
�[	- ]�[��� 	[ �[��[\	� ����
�������� ������ [	 ��&.

����/ D� ��]��-

ĺım
t→∞

tn

et
= 0, n ∈ N

'��
�7��
 �����

K[ ���]�"� C��[

[ �� ��&�� ]�
� 	[ �����[�[ 	��[� �
�][ �� 	[ ���]�"� F[

[-

���[	
���� �� �����[�[ ]�� Ψ- [� 

Ψ(z) =
d

dz
log Γ(z) =

Γ′(z)

Γ(z)
. +3/5,

D	 ��������� ���

	� �	����[ ��[ 
��
���[� �

���[��� �� 	[ ���]�"� C��[

[

(��	��� �����

+D]�[]�"� ���]���[	, B�������[
�� 	[ ��]�����]�[ �� 	[ ���]�"� F[

[;

Γ(z + 1) = zΓ(z),

R�
[��� 	��[���
� �[���[	 �� [
\�� 
��
\��� �� 	[ ���[	�[� [�������

log Γ(z + 1) = log z + log Γ(z),

�������]�[��� ]�� ���
�]�� [ z;

d

dz
log Γ(z + 1) =

1

z
+

d

dz
log Γ(z).
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�������� �� ]����[ 	[ ��&��]�"� �[�[ �� +3/5, �� �\�����

Ψ(z + 1) =
1

z
+Ψ(z).

D� �	 ��������� ���

	� �� 
�����[ ��[ ��
������[]�"� �� 	[ ���]�"� C��[

[ 
��


���� �� ��[ �����/

(��	��� �����

B�������[��� 	[ ��
������[]�"� �� 	[ ���]�"� F[

[ ]�
� �� 
����]��

Γ(x) =
e−γx

x

∞∏
k=1

ex/k
(
1 +

x

k

)−1

, +3/6,

��
[��� �	 	��[���
� �[���[	;

log Γ(x) = −γx− log x+
∞∑
k=1

x

k
− log

(
1 +

x

k

)
,

�������]�[��� [
\�� 
��
\��� �� 	[ ���[	�[� [�������-

d

dx
log Γ(x) = −1

x
+

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + x

)
− γ.

C� 	[ ��&��]�"� �� +3/5, � 	[ �]�[]�"� ���]���[	 �[�[ �� �	 ���

	� [�������- ��

�����

Ψ(x) +
1

x
=

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + x

)
− γ,

Ψ(x+ 1) =
∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + x

)
− γ.

D��[ ���[	�[� �� �\����� �������� �� ]����[ �	 ���

	� [�������/

D	 ����	�[�� �\������ �� �	 ���

	� 3/4/3- ��� 
��
��� ��[	�[� ]����[� ������[	��

�

��
�[� �������[���� ]�
� �� 
���� [
��]�[� �� �	 ��������� ���

	�/

(��	��� �����

L����[� ��� �� s > 0- �����]��

I(s) =

∫ 1

0

xs−1

1 + x
dx =

1

2

[
Ψ

(
1 + s

2

)
−Ψ

(s
2

)]
.
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D� ���]��- ��[��� 	[ ����� ���
����][;

∫ 1

0

xs−1

1 + x
dx =

∫ 1

0

∞∑
n=1

(−1)n−1xs+n−2dx,

�	 �����
[ �� 	[ ]��������]�[ ��
��[�[ ��� 
��
��� �	 �����][
\�� �� 	[ ������[	

]�� 	[ ��
[����[- [� ;

I(s) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

∫ ∞

0

xs+n−2 dx =
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n+ s− 1
.

@	 �������[� 	[ ����� [�������- ]�������[��� �� �� ���
� 	�� ���
���� ]�����
��.

������� [ n 
[� � �� �	 ���� 
[�[ 	�� ��\ ���]�� n �

[�- �� �\�����;

I(s) =
∞∑
n=1

(
1

2n+ s− 2
− 1

2n+ s− 1

)

=
∞∑
n=1

(
1

2n
− 1

2n+ s− 1
− 1

2n
+

1

2n+ s− 2

)

=
1

2

[
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ s−1
2

)
−

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ s−2
2

)]
,

���	��[��� �	 ����	�[�� ��	 ���

	� [�������- 
[�[ 	[ 
��
��[ ��
[����[ ]�� x = s−1
2

-

� 
[�[ 	[ ������[ ]�� x = s−2
2

- �� �\����� &�[	
���� ���;

∫ 1

0

xs−1

1 + x
dx =

1

2

[
Ψ

(
s+ 1

2

)
−Ψ

(s
2

)]
.

# % /��
�	= ��	 ���� ?�
� �� 
����?��

D� �� ��[\[�� �� 2851- D�	�� ��
" �	 
�	���
��

f(x) = 1− a1x+ · · ·+ (−1)nanx
n, ]�� an ̸= 0,

� ]�������[��� 	[� ��	[]����� ��� ������� ����� 	�� ]��&]������ � 	[� �[ ]�� α1, α2, · ·
·, αn �� �� 
�	���
��- ��	[]����� ]���]��[� ����� M�����- ��]��\�";

1− a1x+ · · ·+ (−1)nanx
n =

(
1− x

α1

)(
1− x

α2

)
· · ·

(
1− x

αn

)
. +3/7,

@ ]������[]�"� ]�������[ �	 ���[���		� �� ����� �� 
����]�[� �� 	[ ���]�"� Q���

sin x

x
= 1− x2

3!
+

x4

5!
· · · (−1)nx2n

(2n+ 1)!
+ · · ·, +3/8,
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� �� α1, α2,· · ·- ��� 	[� ��	�]����� �� 	[� �]�[]����� +3/8,- � ��
������� ��� �	

����	�[�� �[�� �� +3/7,- �� 
�� [ �������� [	 ][�� ��&����- +�� ]�������[ ]���������

�� ]��������]�[ , ��
���";

sin x

x
=

(
1− x

α1

)(
1− x

α2

)
· · ·

(
1− x

αn

)
· ··,

� ]�
� 	�� ]���� �� 	[ ���]�"�

sinx
x

��� ±π,±2π,±3π, · · ·- �����]��

sin x

x
=

∞∏
k=1

(
1− x

kπ

)
·

∞∏
k=1

(
1 +

x

kπ

)
=

∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
,

�� �� 	[ ���[	�[� [������� �� ���

	[�[ x 
�� πx �� �\�����;

sin πx

πx
=

∞∏
k=1

(
1− x2

k2

)
.

B�
� �� 
���� �\����[�- [	����� �� 	�� 
[��� �� �	 ���[���		� [�������- ���������

�� ��[ ��\��[ �����&][]�"� 
[��
���][/ O��� [ ��� D�	��- ��[ ]���]����� �� 	[ ��.

]����[� �� ��� ]���[���� [	 ��[�[� ]�� 
��]���� ��&�����- �� [	����� ][��� �[]��&]"

���� ����� �� 
�� �� �\����� ����	�[��� 
��]��]��/ B[\� [���[� ��� ���� #	��
� 	�

		��� [ ]�
���� [	����� ������� � �\����� ����	�[��� �[	���- ]�
� 
�� ���

	� [	

��������� x 
�� 2 �� 	[ ����� ���
����][-

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·

� �\�����;

−1 = 1 + 2 + 4 + 8 + · · ·.

B�� �	 &� �� �\����� ��[ ��
����"� ��� ��	[]���� 	[ ���]�"� F[

[ ]�� 	[ ���]�"�

����< ��]����
�� 	[ �"�
�	[ ���[���		[�[ 
�� D�	�� �� 2859 � ��� ��
���[ 	[ ���]�"�

���� ]�
� �� 
����]�� ��&����/

4��
�	5 �����

R����
[ +D�	��- 2859, O[�[ ���� x ∈ C- �� �����;

sen(πx) = πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

'�	���
57��
 �����
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O[�[ ][�[ �#
��� ��[	 x � ][�[ �#
��� �[���[	 n- ��&��
��;

In(x) =

∫ π/2

0

cos(xt) cosn y dt. +3/9,

S�[ 
��
��[ [
	�][]�"� ��	 
����� �� ������[]�"� 
�� 
[����- ]��

u = cosn t, dv = cos(xt) dt,


��
��� ��]��\�� In(x) �� 	[ ���
[

In(x) =
n

x

∫ π/2

0

cosn−1 t sin t sin(xt) dt,

��[ ����[ [
	�][]�"� �� 	[ ������[]�"� 
�� 
[����- ���[ ��� ]��

u = cosn−1 t sin t, dv = sin(xt) dt,

]����]�- [ 	[ ��������� �"�
�	[ �� ��]�����]�[;

n(n− 1)In−2(x) = (n2 − x2)In(x).

Q� ��&��
��

Fn(x) =
In(x)

In(0)
,

� �������� �� ]����[ ��� In(0) > 0- 	[ ��]�����]�[ [������� �� 
���� ��]��\�� ]�
�

Fn−2(x) =

(
1− x2

n2

)
Fn(x), n ≥ 2

D� 	[ ���[	�[� [�������- [	 �[��[� 	�� �[	���� �� n ����� n = 2- �[��[ n = N - �


�	��
	�][��� 
��
\�� [ 
��
\�� 	[� N − 2 �]�[]����� [� �\�����[� �� �����

F0(x)F1(x) =
N∏
k=2

(
1− x2

k2

)
FN−1(x)FN(x) +3/:,

R������� �� ]����[ 	[ ��&��]�"� �� In(x) �[�[ �� +3/9,

I0(x) =

∫ π/2

0

cos(xt) dt =
sin

(
πx
2

)
x

; I0(0) =

∫ π/2

0

dt =
π

2
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I1(x) =

 π/2

0

cos(xt) cos t dt =
1

2

 π/2

0

cos(x+ 1)t+ cos(x− 1)t dt

=
1

2


sin(x+ 1)

π

2
x+ 1

+
sin(x− 1)π

2

x− 1


 =

cos
�
πx
2


1− x2

I1(0) =

 π/2

0

cos t dt = 1.

B�
� Fn(x) =
In(x)
In(0)

- �� ����� ���;

F0(x) =
I0(x)

I0(0)
=

2 sin
�
πx
2


πx

; F1(x) =
I1(x)

I1(0)
=

cos
�
πx
2


1− x2

,

���

	[�[��� 	[� ��
�������� [��������� �� F0(x) � F1(x) �� 	[ �]�[]�"� +3/:, ��

�����

2 sin
�
πx
2


cos

�
πx
2


πx(1− x2)

=
N
k=2


1− x2

k2


FN−1(x)FN(x),

��]���[��� 	[ �"�
�	[ �������
����][ sin(2α) = 2 sinα cosα- 	[ ���[	�[� [�������

�� 
���� ��]��\�� ]�
�;

sin(πx)

πx
=

N
k=1


1− x2

k2


FN−1(x)FN(x),

��[
�� ���

ĺım
n→∞

Fn(x) = ĺım
n→∞

In(x)

In(0)
= 1

�� ���]��

|In(0)− In(x)| =


 π/2

0

(1− cos xt) cosn t dt

 ≤
1

2
x2

 π/2

0

t2 cosn t dt

≤ 1

2
x2

 π/2

0

t cosn−1 t sin t dt =
1

n
In(0),

D� �� ���[� ��� �� �[� ��[�� 	[� ������[	�[��� 1 − cos z ≤ z2

2
- � z ≤ tan z/ C�

���[ 
[���[-


In(x)

In(0)
− 1

 ≤ 1,
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	����

ĺım
n→∞

In(x)

In(0)
= 1,

�������� �� ]����[ ���� #	��
� 	 
��� �� +3/:,- &�[	
���� �� �\�����;

sin(πx)

πx
=

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

(��	��� �����

Q� �� 	[ �"�
�	[ ��	 �����
[ [�������- �� �[]� x = 1
2
- �� �����

2

π
=

∞∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
=

∞∏
n=1

(
4n2 − 1

4n2

)
,

�� 
���� ��]��\�� ]�
�

π

2
=

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1
=

∞∏
n=1

2n · 2n
(2n− 1)(2n+ 1)

=
2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · · ·
1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · · ·

��� ]�����
���� [ 	[ ��
����"� 
[�[ �	 �#
��� π- �[�[ 
�� U[		��/

(��	��� �����

+O��\	�
[ �� A[��	�[, D	 
��\	�
[ �� A[��	�[- ]��� ��
\�� �� ��\� [ 	[ ]���[� ��

A[��	�[- Q���[- 	��[� �� �[]�
����� �� K/ D�	�� +2818.2894,- ]������� �� �����
��[�

�	 �[	�� ��[]�� �� 	[ �����;

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+ · · · .

D��� 
��\	�
[ ��� 
	[���[�� �� 2755 
�� O/ L����	�/ T[���� 
[��
���]��< �����

�		�� U[		��- K��\���- I[]�\ A�����		�- ������[��� ��� ����� ��]����[� 	[ ��	�]�"�/

D� 2847 �	 
��\	�
[ ��� �����	�� 
�� D�	��/ @�� �� 
������[ 	[ 
��
��[ ��	�]�"�

�� ���� 
��\	�
[- �[�[ 
�� D�	��- �[]����� ��� �� 	[ �"�
�	[ ��� ��
������[ [

	[ ���]�"� ���� ]�
� 
����]�� ��&����- D� 	[ ��
����[]�"� ��	 �����
[ 3/5/2 ��

���[\	�]�" ���;

sin x

x
=

∞∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
,
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���	��[��� �	 ���[���		� �� ����� �� R[�	�� ��	 sin x- �� �	 	[�� ��������� �� 	[

���[	�[� [������� � ��
[������� �� �	 
����]�� ��	 	[�� ����]�� �� �����;

1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ · · · = 1−

(
1

π2
+

1

4π2
+

1

9π2
+ · · ·

)
x2 + · · ·

[	 ���[	[� 	�� ]��&]������ �� x2
�� �\�����;

− 1

3!
= −

(
1

π2
+

1

4π2
+

1

9π2
+ · · ·

)
,

�� ��]��-

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

(��	��� �����

G[]����� ��� �� 	[ ��
������[]�"� ��	 ���� ]�
� �� 
����]��- �[�[ �� �	 �����
[

3/5/2 ;

sin(πx)

sin(πy)
=

x

y

∞∏
n=1

(
n2 − x2

n2 − y2

)
=

x

y

∞∏
n=1

(
(n− x)(n+ x)

(n− y)(n+ y)

)
,

�� �� 	[ �������[� [������� �� ��
[ x = 1
4
- y = 1

6
-

sin(π/4)

sin(π/6)
=

√
2 =

6

4

∞∏
n=1

(
n− 1

4

) (
n+ 1

4

)
(
n− 1

6

) (
n+ 1

6

) ,

√
2 =

3

2

∞∏
n=1

(4n− 1)(4n+ 1)

(6n− 1)(6n+ 1)

6

4

	����

√
2 =

3

2

∞∏
n=1

(12n− 3)(12n+ 3)

(12n− 2)(12n+ 2)
=

3 · 9 · 15 · 21 · 27 · 33 · 39 · 45 · · ·
2 · 10 · 14 · 22 · 26 · 34 · 38 · 46 · · ·

,

�� 
���� �\����[� ��� �	 
����]�� ��&���� ��	 	[�� ����]�� �� 	[ ���[	�[� [�������

�� ��]��\� �� 	[ ���
[;

∞∏
n=0

=
an · bn
cn · dn

,
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�� �����

{an} = {3, 15, 27, 39, · · · }; {bn} = {9, 21, 33, 45, · · · }
{cn} = {2, 14, 26, 38, · · · }; {dn} = {10, 22, 34, 46, · · · },

��� ]�����
����� [ 
����������� [���
���][�- �	 ���
��� �����[	 �� ][�[ ��[ ��

���[� ��]������� �� �� 	[ ���
[ a + nd- �� ����� a �� �	 
��
�� ���
��� � d 	[

�������]�[- ��� �� �	 ][�� �� ][�[ ��]���"� �� �� d = 12< [� -

an = 3 + 12n; bn = 9 + 12n cn = 2 + 12n dn = 10 + 12n,

�� ���[ 
[���[;

√
2 =

∞∏
n=0

(12n+ 3)(12n+ 9)

(12n+ 2)(12n+ 10)
.

D��[ ��
������[]�"� ��

√
2- ]�
� �� 
����]�� ��&���� ��� �\�����[ 
�� �	 
[.

��
���]� A�	�[.E�[�]�� D����� B[�[	�� �� 2984/

# & /��
�	= �� �������� �� .�	��

K[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��- ����]� ��[ ��	[]�"� 
������[ ����� 	[� ���]��.

��� �������
����][� � 	[ ���]�"� F[

[- ]���]�[��� [� ��� ���[� [
[�����
����

���������� �� 	[� 
[��
���][�/ D��[ �"�
�	[ �� ��	� ����[][ 	[ �	��[�]�[ � 	[ ��.

���]�����"� �� ]��]�
��� 
[��
���]�� [
[�����
���� ���
[���- ���� ��� �[
\���

��]�����[ [
	�][]����� �� �	 [��	���� �� ������[	�� � 	[ ���� [ �� �#
���� ]�

	����/

D	 ��������� ����	�[��- ]���]��� ]�
� 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��- ��	[]���[

	[ ���]�"� F[

[ ]�� 	[ ���]�"� ����/

4��
�	5 �����

O[�[ ���� x ∈ C, ����
��

sen πx =
π

Γ(x)Γ(1− x)
, +3/21,

����� �	 	[�� ����]�� �� +3/21, �� 0 �� x � 1− x �� �� ������ ���[����/

'�	���
57��
 �����



���� �� �#�� ��  ����&��� �� �#�� 3:

Q� x �� �� �� ������ ���[����- �� ����� �� 	[ P�	[]�"� ���]���[	 �� D�	�� �[�[ ��

+3/2, � ��	 R����
[ �� U�������[�� ���

1

Γ(x)Γ(1− x)
=

1

Γ(x)(−x)Γ(−x)
=

1

Γ(x)

1

Γ(−x)

1

(−x)

=

{
x eγx

∞∏
n=1

{(
1 +

x

n

)
e−

x
n

}}{
−x e−γx

∞∏
n=1

{(
1− x

n

)
e

x
n

}}{
1

−x

}

1

Γ(x)Γ(1− x)
= x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
=

sen(πx)

π
, □ +3/22,

����� 	[ #	��
[ ���[	�[� �� +3/22, �� ����� ��	 �����
[ �����/

(��	��� �����

D� 
[���]�	[�- ��
[��� x = 1
2
- �� �	 ����	�[�� ��	 �����
[ 3/6/2- �� �\�����

sen
π

2
=

π

Γ
(
1
2

)
Γ
(
1
2

) ,

[� (
Γ

(
1

2

))2

= π,

]�
� Γ(x) > 0 
[�[ x > 0- 	����

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

(��	��� �����

D�]��\����� 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	�� �� 	[ ���
[

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
,

�����[���- ]�� ���
�]�� [ 	[ �[��[\	� x- [
\�� 	[��� �� 	[ ���[	�[� [�������

Γ′(x)Γ(1− x)− Γ(x)Γ′(1− x) = −π2 cos(πx)

(sin(πx))2
,

�� �����-

Γ′(x)Γ(1− x)

Γ(x)Γ(1− x)
− Γ(x)Γ′(1− x)

Γ(x)Γ(1− x)
= −π2 cos(πx)

(sin(πx))2
sin(πx)

π
;
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[� 

Γ′(x)

Γ(x)
− Γ′(1− x)

Γ(1− x)
= −π cos(πx)

sin(πx)
,

��[��� 	[ ��&��]�"� �� 	[ ���]�"� C��[

[ �[�[ �� �	 ���

	� 3/4/3- 	[ ���[	�[�

[������� �� 
���� ��]��\��;

Ψ(x)−Ψ(1− x) = −π cos(πx)

sin(πx)
,

�����[��� ��[ ��� 
[� ]�� ���
�]�� [ x �� �\�����;

Ψ′(x) + Ψ′(1− x) = − π2

sin2(πx)
, +3/23,

(��	��� �����

Q� α, β ��� �#
���� ��[	�� �[	�� ��� 0 < α + 1 < β- ��[	�[� 	[ ������[	

I(α, β) =

∫ ∞

0

xα log x

1 + xβ
dx.

R������� �� ]����[ 	[ 	���[	��[� �� 	[ ������[	 ]�� ���
�]�� [	 ������[	� ��

������[]�"�<

I(α, β) =

∫ 1

0

xα log x

1 + xβ
dx+

∫ ∞

1

yα log y

1 + yβ
dy,

�� �� 	[ ������[ ������[	 ��	 	[�� ����]�� �� 	[ ���[	�[� [�������- �[]�
�� �	

][
\�� �� �[��[\	� y = 1
x
- ]�� 	[ ]�[	 dy = − 1

x2dx- � ]�[��� x = 1 y = 1< x = 0
�� y = ±∞- �����]�� I(α, β) �� 
���� ��]��\��;

I(α, β) =

∫ 1

0

xα log x

1 + xβ
dx−

∫ 1

0

xβ−α−2 log x

1 + xβ
dx, +3/24,

[	 ]�������[�

f(t) =

∫ 1

0

xt

1 + xβ
dx,

�����[��� \[�� �	 ����� ������[	 �� �����;

f ′(t) =

∫ 1

0

xt log x

1 + xβ
dx,
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�������� �� ]����[ 	[ ��
����"� [������� 
[�[ f ′(t) � 	[ ��	[]�"� �[�[ �� 3/24 ��

�\����[ ���;

I(α, β) = f ′(α)− f ′(β − α− 2). +3/25,

L���[��� 	[ �������]�"� z = xβ
�� 	[ ������[	 ��� ��&�� [ f - �� �\�����;

f(t) =

 1

0

xt

1 + xβ
dx =

1

β

 1

0

z
t+1
β

−1

1 + z
dz,

�������� �� ]����[ 	[ �"�
�	[ ������[	 ���[���		[�[ �� �	 ���

	� 3/6- ]�� s = t+1
β

-

f(t) =
1

2β


Ψ


t+ β + 1

2β


−Ψ


t+ 1

2β



�����[��� ]�� ���
�]�� [ t- 	[ ���[	�[� [�������

f ′(t) =
1

4β2


Ψ′


t+ β + 1

2β


−Ψ′


t+ 1

2β


,

[���[- �� �� 	[ ���[	�[� [������� ���

	[�[
�� 
��
��� t 
�� α- � 	���� t 
��

β − α− 2- �� �\�����

f ′(α) =
1

4β2


Ψ′


α + β + 1

2β


−Ψ′


α + 1

2β



f ′(β − α− 2) =
1

4β2


Ψ′


2β − α− 1

2β


−Ψ′


β − α− 1

2β


,

[	 ��������� ���[� ��� ��
�������� �� 3/25

I(α, β) =
1

4β2


Ψ′


β − α− 1

2β


+Ψ′


α + β + 1

2β


−


Ψ′


α + 1

2β


+Ψ′


2β − α− 1

2β


,

&�[	
����- [
	�][��� 	[ �"�
�	[ ��	 ���

	� 3/23;

I(α, β) =

 1

0

xα log x

1 + xβ
dx =

π2

4β2


 1

sin2 π


β−α−1
2β

 − 1

sin2 π


α+1
2β



 .

0��5 �����

O[�[ α = 1, β = 3-

β−α−1
2β

= 3−1−1
2(3)

= 1
6
<

α+1
2β

= 1+1
2(3)

= 1
3
- [� ;

 1

0

x log x

1 + x3
dx =

π2

4(3)2


1

sin2 π
6

− 1

sin2 π
3


=

π2

36


4− 4

3


=

2π2

27
.



43 ����"#�� �� �#����� �����

D��� ][��- ]�����
���� [	 
��\	�
[ 59:- 
��
����� �� �	 ��	�
�� 38- �#
��� 3

+3135, �� 	[ F[]��[ �� 	[ P�[	 Q�]���[� L[��
���][ D�
[!�	[- �� 	[ ]�[	 �������

�� ]����[ 	[� ��	�]����� ��]�\��[� [���� ��	 39 �� ��\���� �� 3136/ Y31Z

Q� ����� [ ]������[]�"� [	���[� 
��
���[��� ��� �� ���
������ ��	 �����
[ ��'�.

��"� �� D�	�� 3/6/2- ��� ����� 
�� #��	�� [ 	[ ���[ �� ��
[� ������ ��&���[�/

&�
��5
�� �����

Γ

(
1

2
− x

)
Γ

(
1

2
+ x

)
=

π

cos(πx)

Γ(x) Γ(−x) =
−π

x sin(πx)

Γ(1 + x) Γ(−x) =
−π

sin(πx)

Γ(1 + x) Γ(1− x) =
πx

sin(πx)

@ ]������[]�"� �� 
������[ 	[ ��&��]�"� ������[	 �[�[ 
�� D�	�� �� 	[ ���]�"�

F[

[ ]�
� ��[ ������[	/

4��
�	5 �����

Q�[ z ∈ C, ]�� Re(z) > 0- �����]��

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt. +3/26,

0��5 �����

D��[ ��
����"� 
[�[ Γ(z) ]�
� �� 	[ ������[	- �� ��\� [ @/ L/ K�������/

'�	���
57��
 �����



���� �� �#�� ��  ����&��� �� �#�� 44

O[�[ x �� �#
��� ��[	 
������� � n �� �#
��� �[���[	- ]�������[
�� 	[ ������[	

In- ��&���[ 
��;

In =

∫ ∞

0

(
1− t

n

)n

tx−1 dt.

S�[ [
	�][]�"� ��	 
����� �� ������[]�"� 
�� 
[����- �����

u =

(
1− t

n

)n

; dv = tx−1 dt

]�� 	� ]�[	-

du = −n

n

(
1− t

n

)n−1

dt v =
tx

x
,

�� �\�����;

In =
n

x

1

n

∫ n

0

(
1− t

n

)n−1

tx dx,

���	��[��� ����[
���� ������[]�"� 
�� 
[����- ���[ ��� ]��

u =

(
1− t

n

)n−1

; dv = txdx; du = −(n− 1)

n

(
1− t

n

)n−2

dt; v =
tx+1

x+ 1
,

	[ ������[	 In- �� ��]��\� ]�
�;

In =
(n− 1)n

n2x(x+ 1)

∫ n

0

(
1− t

n

)n−2

tx+1 dt,

]������[��� �� ���[ 
[���[- �� 		��[ [

In =
n!

nnx(x+ 1) · · · (x+ n− 1)

∫ n

0

tx+n−1 dt,

�� ��]��-

In =
n!

nn(x)n

nxnn

x+ n
=

n!nx−1

(x)n

n

x+ n
+3/27,

��]���[��� ���;

ĺım
n→∞

(
1− t

n

)n

= e−t,
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[�[ ][�[ t ∈ (0,∞)- [
	�][��� �	 �����
[ �� 	[ ]��������]�[ ��
��[�[ �� K�\��.

���- [	 ��
[� �	 	 
��� �� 3/27 �� �\�����;

ĺım
n→∞

In = ĺım
n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1 dt = ĺım
n→∞

n!nx−1

(x)n
· ĺım
n→∞

n

x+ n
,

�������� �� ]����[ 	[ ��&��]�"� �� 	[ ���]�"� F[

[ �[�[ �� +3/2 ,- �� �����

&�[	
���� ���;

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt = Γ(x). +3/28,

�	 ����	�[�� 
[�[ z ∈ C- ]�� Re z > 0- �� �\����� �� 3/28 
�� 
��	���[]�"� [�[	 ��][/

0��5 �����

K[ ������[	 ��� ��
���[ 	[ ���]�"� F[

[ �� �	 �����
[ 3/6/3 ]�� ���]���]�[ ��

		[
[ ������[	 �� D�	�� �� ������[ ]	[��/ K[ ������[	 �� D�	�� �� 
��
��[ ]	[��- ��

	[ ��������� ������[	 
�� 
���� �� 	[ ]�[	 �� ��&�� 	[ ���]�"� A��[/

'��
�7��
 �����

K[ 		[
[�[ ���]�"� A��[ �� D�	��- �� 	[ ������[	-

B(m,n) =

∫ 1

0

xn−1(1− x)m−1dx. +3/29,

]�� Re(m) ≥ 0 � Re(n) ≥ 0/

K[ ������[	 �� +3/29, �� ��
����][ �� n � m ]�
� 
���� ����]���� �� �� �[]� �	

][
\�� �� �[��[\	� x = 1− y/

K[ ���]�"� A��[ ���� ��	[]���[�[ ]�� 	[ ���]�"� F[

[- ��	[]�"� ��� ����[ ]��.

����[�[ �� �	 ��������� ����	�[��;

4��
�	5 �����

Q�[ m,n ∈ C ]�� Re(m) ≥ 0, Re(n) ≥ 0 �����]��-

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
,

'�	���
57��
 �����
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S�[��� 	[ ��
����"� ������[	 
[�[ 	[ ���]�"� F[

[ ��&���[ �� 3/6/3-

Γ(n) =

(∫ ∞

0

e−xxn−1dx

)
.

C� �����-

Γ(m)Γ(n) =

(∫ ∞

0

e−xxm−1dx

) (∫ ∞

0

e−yyn−1dx

)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x+y)xm−1yn−1dxdy .

@	 ��[	��[� �	 ][
\�� �� �[��[\	�- t = x+ y � s = x- �� �����;

Γ(m)Γ(n) =

∫ ∞

0

∫ t

0

e−tsm−1(t− s)n−1dsdt =

∫ ∞

0

e−t

(∫ t

0

sm−1(t− s)n−1ds

)
dt.

+3/2:,

Q� �� +3/2:,- �[]�
�� 	[ �������]�"� s = tu, 
[�[ 	[ ������[	 ��� �� ��[	��[ ��\�� s-
�� �\�����;

∫ t

0

sm−1(t− s)n−1ds =

∫ 1

0

(tu)m−1(t− (tu))n−1tdu

=

∫ 1

0

(tu)m−1tn−1(1− u)n−1tdu

=

∫ 1

0

tm−1um−1tn−1(1− u)n−1tdu

=

∫ 1

0

tm+n−1um−1(1− u)n−1du

= tm+n−1

∫ 1

0

um−1(1− u)n−1du

= tm+n−1B(m,n). +3/31,

@	 ��������� +3/31, �� +3/2:, �� �\�����;

Γ(m)Γ(n) =

∫ ∞

0

e−ttm+n−1B(m,n)dt = B(m,n)

∫ ∞

0

e−ttm+n−1dt,


���-

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−tts−1dt, �� ����� Γ(m+ n) =

∫ ∞

0

e−ttm+n−1dt.
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@� 

Γ(m)Γ(n) = B(m,n)Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
= B(m,n) □

(��	��� �����

D�]����[� �	 �[	�� �� 	[ �����

S =
∞∑
n=0

(n!)22n+1

(2n+ 1)!
·

R������� �� ]����[ �	 ����	�[�� ��	 B��[	[��� 2/3/2- ������� �� 	[ ��	[]�"� ����� 	[

���]�"� A��[ � 	[ ���]�"� F[

[ �[�[ �� �	 R����
[ 2/6/4- �� �\�����;

S =
∞∑
n=0

Γ(n+ 1) · Γ(n+ 1)

Γ(2n+ 2)
· 2n+1 =

∞∑
n=0

2n+1 · B(n+ 1, n+ 1)


�� 	[ ��&��]�"� �� 	[ ���]�"� A��[ ���[\	�]��[ �� +2/6,;

B(n+ 1, n+ 1) =

∫ 1

0

xn(1− x)ndx,

�� ���[ 
[���[-

S = 2
∞∑
n=0

∫ 1

0

[2x(1− x)]ndx = 2

∫ 1

0

∞∑
n=0

[2x(1− x)]ndx

Q� ���[ ��� 	[ ����� ��� &���[ �� �	 ������[��� �� 	[ ���[	�[� [������� ]�����
����

[ ��[ ����� ���
����][- [� <

S = 2

∫ 1

0

1

1− 2x(1− x)
dx = 2

∫ 1

0

1

2x2 − 2x+ 1
dx = π

K[ ���]�"� A��[ ����� ]�� ��� 
��
���[��� ����	�[ 
�� #��	 �� 	[ ��[	�[]�"� ��

]����[� ������[	��- ]�
� �� 
���� [
��]�[� �� 	�� ���������� ���

	��;

(��	��� �����
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)�
	5 4
���
�	��
�75 �� �5 ��
7��
 %��5

Q� �� 	[ ������[	 ��� ��&�� [ 	[ ���]�"� A��[

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

�[]�
�� 	[ �������]�"� t = sin2 θ, ]�� dt = 2 sin θ cos θdθ �� �����

B(x, y) =

∫ π
2

0

(sin θ)2x−2(cos θ)2y−22 sin θ cos θdθ

B(x, y) = 2

∫ π
2

0

(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1dθ

(��	��� ���� 

+H�����[	 �� C���]�	��, B[	]�	[�

∫ π
2

0

(sin θ)2ndθ, 
[�[, n ∈ N.

G[]����� 	[ ������&][]�"� 2x − 1 = 2n, 2y − 1 = 0- �� 	[ ��
����"� 
[�[ B(x, y)-
�[�� �� �	 ���

	� [�������- ����
��;

In =

∫ π
2

0

(sin θ)2ndθ,=
1

2
B

(
n+

1

2
,
1

2

)
,

���	��[��� 	[ ��	[]�"� ����� 	[� ���]����� A��[ � F[

[;

In =
1

2

Γ(n+ 1
2
) · Γ(1

2
)

Γ(n+ 1)

�������� �� ]����[ ���;

Γ(n+ 1) = n!, �

(
1

2

)

n

=
Γ(1

2
+ n)

Γ(1
2
)

,

In �� ��]��\� ]�
�;

In =
1

2

Γ

(
1
2

)
·
(

1
2

)

n

Γ

(
1
2

)

n!
,

�[\�
�� ��� Γ

(
1
2

)
=

√
π- � ���	��[��� �	 ����	�[�� ��	 ���

	� 2/3/3- �� �����

&�[	
���� ���;

In =
1

2

π

n!

(2n)!

22nn!
=

(2n)!

22n+1(n!)2
· π.
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(��	��� ����!

L����[� ��� �� ��	��[ 	[ ��������� ��
������[]�"� ������[	 
[�[ 	[ ���]�"� A��[;

B(x, y) =

∫ 1

0

sx−1 + sy−1

(1 + s)x+y
ds

C� []����� [ 	[ ��&��]�"� �� 	[ ���]�"� A��[;

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

�� �� ���]�#[ 	[ �������]�"�<

t =
s

s+ 1
↔ s =

t

1− t
,

]�[��� t = 0- s = 0< � �� t = 1- s = ∞- [� 

B(x, y) =

∫ ∞

0

sx−1

(1 + s)x+y
ds =

∫ 1

0

sx−1

(1 + s)x+y
ds+

∫ ∞

1

sx−1

(1 + s)x+y
ds

�� �� 	[ ������[ ������[	 (1 ≤ s ≤ ∞)- �� �[]� �	 ][
\�� �� �[��[\	� u = 1
s
<

∫ ∞

1

sx−1

(1 + s)x+y
ds =

∫ 1

0

uy−1

(1 + u)x+y
du,


�� 	� �[���-

B(x, y) =

∫ 1

0

sx−1

(1 + s)x+y
ds+

∫ 1

0

uy−1

(1 + u)x+y
du,

� ]�
� 	[� �[��[\	�� �� ������[]�"� ��� 	���[� 
��[�;

B(x, y) =

∫ 1

0

sx−1 + sy−1

(1 + s)x+y
ds

(��	��� ����"

L����[� ���;

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

π

2Γ(p)sen
(
pπ
2

) , 0 < p < 1.

O��
��� ��
����
�� �	 ]�]�����

Γ(p)
xp 
�� 
���� �� ��[ ������[	 �

��
�[< �� []�����

[ 	[ ��
����"� 
[�[ 	[ ���]�"� F[

[ �[�[ �� 	[ ��&��]�"� 3/6/3-

Γ(p)

xp
=

1

xp

∫ ∞

0

e−ttp−1 dt



���� �� �#�� ��  ����&��� �� �#�� 4:


���[��� �	 ][
\�� �� �[��[\	� t = xu, x > 0 &��- 	[ ���[	�[� [������� �� ��]��\�;

Γ(p)

xp
=

∫ ∞

0

up−1e−xu du,


�	��
	�][��� 
�� sen(x) � ������[��� ]�� ���
�]�� [ x;

Γ(p)

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

∫ ∞

0

sen(x)

[∫ ∞

0

up−1e−xudu

]
dx, +3/32,

�� �� 	[ ������[	 ��\	�- �����][
\�[
�� �	 ����� �� 	[ ������[]�"� � �[]����� ���

�� 	[ �"�
�	[ ������[	-

∫ ∞

0

e−xusen(x) dx =
1

1 + u2
,

	[ �]�[]�"�+3/32, �� 
���� ��]��\��-

Γ(p)

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

∫ ∞

0

up−1

1 + u2
du,

���]��[��� �	 ][
\�� �� �[��[\	� u2 = s/ 	[ ���[	�[� [�������;

Γ(p)

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

1

2

∫ ∞

0

sp/2−1

1 + s
ds, +3/33,

�� �� 	[ ������[	 ��	 	[�� ����]�� �� +3/33, ���	��[
�� 	[ �������]�"�

s =
t

1− t
↔ t =

s

1 + s
,

]�[��� s = 0, t = 0; s = +∞, t = 1/

	[ ���[	�[� +3/33, �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

Γ(p)

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

1

2

∫ 1

0

tp/2−1(1− t)−p/2 dt =
1

2
B
(p
2
, 1− p

2

)
,

��[��� �	 �����
[ 3/6/4;

Γ(p)

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

1

2
Γ
(p
2

)
Γ
(
1− p

2

)
,

&�[	
���� �������� �� ]����[ 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��-

∫ ∞

0

sen(x)

xp
dx =

π

2Γ(p)sen
(
pπ
2

) .



51 ����"#�� �� �#����� �����

(��	��� ����#

Q� p �� �� �#
��� ��[	 
�������- ��[	�[� 	[ ������[	

I =

∫ ∞

0

dt

(cosh t)2p
.

P�]���[��� 	[ ��&��]�"� ��	 ]����� ��
��\"	�]�

cosh t =
et + e−t

2
,

	[ ������[	 I �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

I = 22p
∫ ∞

0

e−2pt

(1 + e−2t)2p
dt,


���[��� 	[ �������]�"� e−2t = s- t = 0- s = 1- t = ∞- s = 0< �� ����� ���;

I = 22p−1

∫ 1

0

sp−1

(1 + s)2p
ds = 22p−2

∫ 1

0

sp−1 + sp−1

(1 + s)2p
dp,

��
[��� x = y = p �� �	 ���

	� 3/6/8- ����	�[;

I =

∫ ∞

0

dt

(cosh t)2p
= 22p−2B(p, p).

D� 
[���]�	[� �� p = 1
2
-

∫ ∞

0

dt

(cosh t)
=

1

2
B

(
1

2
,
1

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
Γ

(
1

2

)
=

π

2
.

# ' /��
�	= �� ��
	�?=?��� �� 4�������

B�
� ��[ [
	�][]�"� �� 	[ ��	[]�"� ���]���[	 �� A��[ ]�� F[

[ ��
���[�[ �� �	

�����
[ 3/6/4- �� 
���� ���[\	�]�� �	 ��������� ����	�[��

4��
�	5 �� ��

√
π Γ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
, +3/34,

'�	���
57��
 �� ��
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D� ���]��- �� 	[ �"�
�	[;

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

R�
[��� w = z- �� �����;

(Γ(z))2

Γ(2z)
= B(z, z) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)z−1 dt =

∫ 1

0

[t(1− t)]z−1 dt +3/35,

�� 
���� �\����[� ��� �� ������[��� �� +3/35, �� ��[ ���]�"� ��
����][ ]�� ���
�]��

[ t = 1
2

[� ;

∫ 1

0

[t(1− t)]z−1 dt = 2

∫ 1/2

0

[t(1− t)]z−1 dt, +3/36,


���[��� 	[ �������]�"� t = 1
2
(1 −

√
s) ←→ s =

√
1− 2t- ]�[��� t = 0- s = 1<

t = 1
2
- s = 0< �� ���[ 
[���[ 	[ ������[	 �� ��]��\� �� ���
���� �� 	[ �[��[\	� s,

2

∫ 1/2

0

[t(1− t)]z−1 dt =
1

22z−1

∫ 1

0

s−1/2(1− s)z−1 =
1

22z−1
B

(
1

2
, z

)

=
1

22z−1

Γ
(
1
2

)
Γ(z)

Γ
(
z + 1

2

)
+3/37,

�� +3/35,- +3/36,- +3/37, �� �\����� �	 ����	�[�� ����[��/

(��	��� �� ��

Q� �� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� �� K������� +3/35, z = n- n �� �#
��� �[���[	 ��

�\�����;

√
πΓ(2n) = 22n−1Γ(n)Γ

(
n+

1

2

)
.

P�]���[��� ��� Γ
(
1
2

)
=

√
π- 
�	��
	�][��� 
�� 2n- [
\�� 
��
\��� �� 	[

���[	�[� [�������;

2nΓ(2n) =
22nnΓ(n)Γ

(
n+ 1

2

)

Γ
(
1
2

)


�� 	[ �"�
�	[ �� ��]�����]�[ �� 	[ ���]�"� F[

[ xΓ(x) = Γ(x+1) �� ����� ���;

Γ(2n+ 1) = 22nΓ(n+ 1)

(
1

2

)

n

� ]�
� Γ(m+ 1) = m! - �� m ∈ N- �����]��(
1

2

)

n

=
Γ(2n+ 1)

22nΓ(n+ 1)
=

(2n!)

22n n!

�� �\����� �	 O�]��[

��

(
1
2

)
n

�[�� �� �	 ���

	� 3/3/3/
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# ( :�
>�	� �� 8�?��=

�� � 8��
���=���

D	 ��������� ]��]�
�� ]��������� ��[ �����[	��[]�"� ��	 �[]����[	 �� �� �#
���

�[���[	/

'��
�7��
 ��!��

O[�[ α ∈ C- n ∈ N- �� ��&�� (α)n 
���[���;

(α)n = α(α + 1)(α + 2) · · · (α + n− 1)- n ≥ 1-

(α)0 = 1- �� α ̸= 0/

K[ ���]�"� (α)n �� 		[
[ � 
\�	� �� O�]��[

��/

�� �\����[

n! = 1 · 2 · 3 · · · n = (1)n.

D� 
[��
�	[]����� ]�� (α)n- �� �

���[��� ����� 
������� ���- 
�� ��&��]�"�- (α)n
�� �� 
����]�� �� n �[]����� ]��� 
��
�� �[]��� �� α � ][�[ �[]��� �� ��[ ����[�


[��� ��� �	 �[]��� 
��]������/

D� �	 ��������� ����	�[��- �� ���[\	�]� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� 
[�[ �	 � 
\�	�

�� O�]��[

��/

4��
�	5 ��!��

C�
	�][]�"� �� O�]��[

�� Q� α ∈ C- n ∈ N- �� ]�

	�

(α)2n = 22n
(α
2

)
n

(
α + 1

2

)

n

. +3/38,

'�	���
57��
 ��!��

B����[
���� +3/38, �� ��	��� 
[�[ α = 0- [� ��
���[
�� ��� α ̸= 0- �� n = 0
+3/38, �� ����&][ �����[	
����/ O[�[ n = 1-

(α)2(1) = (α)2 = α(α + 1) =
(α
2

)(
α + 1

2

)
22.
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Q�
���[
�� ��� +3/38, �� ��	��� 
[�[ n- � \[�� ���[ ��
"����� ��[
�� �[
\���

��� �� ]�

	� 
[�[ n+ 1- �� ���]��-

(α)2(n+1) = (α)(2n+2) = α(α + 1) · · · (α + 2n+ 2− 3)(α + 2n+ 2− 2)(α + 2n+ 2− 1)

= α(α + 1) · · · (α + 2n− 1)(α + 2n)(α + 2n+ 1)

= (α)2n(α + 2n)(α + 2n+ 1)

= 22n
(α
2

)
n

(
α + 1

2

)

n

(α
2
+ n

)(
α + 1

2
+ n

)
22

= 22(n+1)
(α
2

)
n

(α
2
+ n

)(
α + 1

2

)

n

(
α + 1

2
+ n

)

= 22(n+1)
(α
2

)
n+1

(
α + 1

2

)

n+1

□

(��	��� ��!��

L����[� ���;

(
1

2

)

n

=
(2n)!

22nn!
.

C� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"�- �[�[ �� �	 �����
[ 3/8 ]�� α = 1- �� �\�����

(1)2n = 22n
(
1

2

)

n

(1)n,

�����]��;

(
1

2

)

n

=
(1)2n
22n(1)n

,

��]���[��� ��� (1)m = m!-

(
1

2

)

n

=
(2n)!

22nn!
.

@ ]������[]�"� �� ���	��[�� �	 �����
[ 3/3/2- ��� ���[\	�]� 	[ ��	[]�"� ���]���[	 ��

	[ ���]�"� F[

[- 
[�[ ��
���[� �	 � 
\�	� �� O�]��[

�� (α)n �� ���
���� ��

���[ ���]�"�/
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4��
�	5 ��!��

2��57��
 *5		5� 1�7��5		�


Q� α ∈ C− {0,−1,−2,−3, · · ·}- �����]��

(α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)
, +3/39,

'�	���
57��
 ��!��

O[�[ n = 0 :

(α)0 = 1 =
Γ(α)

Γ(α)
=

Γ(α + 0)

Γ(α)
,

O[�[ n = 1 :

(α)1 = α =
αΓ(α)

Γ(α)
=

Γ(α + 1)

Γ(α)
,

Q�
���[
�� ��� +3/39, �� ��	��� 
[�[ n- ��[��� �	 
����� �� ��
����[]�"� 
��

����]]�"� 
[��
���][ ��[
�� ��� �[
\��� �� ]�

	� 
[�[ n+ 1- �� ���]��-

(α)(n+1) = α(α + 1) · · · (α + n+ 1− 2)(α + n+ 1− 1)

= α(α + 1) · · · (α + n− 1)(α + n)

= (α)n(α + n),

�������� �� ]����[ 	[ ��
"����� �� ����]]�"�

(α)(n) =
Γ(α + n)

Γ(α)
,

	[ ��
����"� [������� �� ��[�����
[ ��

(α)(n+1) =
Γ(α + n)

Γ(α)
(α + n),

���	��[��� 	[ ��	[]�"� ���]���[	 �[�[ �� �	 �����
[ 3/3/2- &�[	
���� �� �\�����;

(α)(n+1) =
Γ(α + n+ 1)

Γ(α)
□

B�� [���[ ��	 ����	�[�� �� +3/38, � �� 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	�� +3/21, ��

���[\	�]� ��]�	
���� �	 ��������� �����
[/
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4��
�	5 ��!��

4��
�	5 1�7��5		�
 n− k
O[�[ α ∈ C, 0 ≤ k ≤ n

(α)n−k(1− α− n)k = (−1)k(α)n. +3/3:,

'�	���
57��
 ��!��

D� ���]��- 
�� �	 �����
[ 3/8/3- �	 	[�� ��������� �� +3/3:, ��;

(α)n−k(1− α− n)k =
Γ(α + n− k)

Γ(α)

Γ(1− α− n+ k)

Γ(1− α− n)

=
Γ(α + n− k)

Γ(α)

Γ(1− (α + n− k))

Γ(1− (α + n))
. +3/41,

Q� �� +3/41, �[]�
�� x = α + n− k, y = α + n �� �����;

(α)n−k(1− α− n)k =
Γ(x)

Γ(α)

Γ(1− (x))

Γ(1− y)

Γ(y)

Γ(y)

=
Γ(α + n)

Γ(α)

Γ(x)

Γ(y)

Γ(1− x)

Γ(1− y)
. +3/42,

P�]���[��� 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��;

sen πx =
π

Γ(x)Γ(1− x)
,

+3/42, �� 
���� ��]��\�� ]�
�

(α)n−k(1− α− n)k =
Γ(α + n)

Γ(α)

sen(πy)

sen(πx)
,

�� �����-

(α)n−k(1− α− n)k =
(α)n sen(π(α + n))

sen(π(α + n− k))

=
(α)n[sen(πα) cos(nπ) + cos(πα) sen(nπ)]

sen(πα) cos((n− k)π) + cos(πα) sen((n− k)π)

=
(α)n sen(πα)(−1)n

sen(πα)(−1)n−k
= (α)n(−1)k □

S� ][�� ��

	�- 
��� 
[���]�	[�
���� �

���[��� ��	 �����
[ 3/8/4 �� �\�����

��
[��� α = 1;

(−1)n−k(−n)k = (−1)k(1)n,

[� �� �\����� �	 ��������� ]���	[���;
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&�
��5
�� ��!��

(−n)k =
(−1)k n!

(n− k)!
. +3/43,

4��
�	5 ��!��

(
−m− 1

2

)
m(

1
2

)
m

= (−1)m(2m+ 1), +3/44,

'�	���
57��
 ��!��

P�]���[��� 	[ ��
����"� +3/39,- �[�[ �� �	 �����
[ 3/8/3- �	 	[�� ��������� ��

+3/44,- �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

(
−m− 1

2

)
m(

1
2

)
m

=
Γ
(
−m− 1

2
+m

)
Γ
(
1
2

)

Γ
(
−m− 1

2

)
Γ
(
1
2
+m

) =
Γ
(
−1

2

)
Γ
(
1
2

)

Γ
(
−
(
m+ 1

2

))
Γ
(
m+ 1

2

) , +3/45,

@���[ ���	��[��� 	[ ��	[]�"� ���]���[	 �� F[

[ �[�[ �� +3/2,- � 	[ �"�
�	[ ��

��'���"� �� D�	�� �[�[ �� +3/21,-

Γ(x+ 1) = xΓ(x), Γ(x)Γ(−x) = − π

x sin(πx)
,

�	 	[�� ����]�� �� +3/45,- �� ��[�����
[ ��;

Γ

(
−1

2

)
Γ

(
1

2

)
= − π

1
2
sin

(
π 1

2

) = −2π,

�

Γ

(
−
(
m+

1

2

))
Γ

(
m+

1

2

)
= − π(

m+ 1
2

)
sin π

(
m+ 1

2

)

=
−π(

m+ 1
2

)
((−1)m)

C� ����� ������������ 	[� ��
�������� [��������� �� +3/45,- ����
��;

(
−m− 1

2

)
m(

1
2

)
m

=
Γ
(
−1

2

)
Γ
(
1
2

)

Γ
(
−
(
m+ 1

2

))
Γ
(
m+ 1

2

) =
−2π
−π

(m+ 1
2
(−1)m)

=
−2π

(
m+ 1

2

)
(−1)m

−π
= (2m+ 1)(−1)m □
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# ) .���?�?���

2/ O��\[� ���;

∫ ∞

0

cos x

xp
dx =

π

2Γ(p) cos
(
pπ
2

) , 0 < p < 1

3/ +H�����[	�� �� E�����	, C�
����[� ���;

∫ ∞

0

sen(x2) dx =

∫ ∞

0

cos(x2) dx =
1

2

√
π

2
.

4/ Q� �� ��&��� 	[� ������[	�� I- � J 
���[���

I =
∫ 1

0
(1 − xm)n dx- J =

∫ 1

0
(1 − xm)n−1 dx- ]�� n,m ��[	�� 
��������< ��.


������ ���;

I

J
=

nm

1 + nm
.

5/ G[]����� ��� �� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� �� K[������- 
������ ���;

Γ

(
1

14

)
Γ

(
9

14

)
Γ

(
11

14

)
= 4π

√
π.

6/ Q� a > 0 � Re s > 1- ��
������ ���;

∫ ∞

0

e−atts−1

et − 1
dt = Γ(s)

∞∑
n=1

1

(n+ a)s
.

7/ D��[\	�]�� 	[� ���������� 
��
���[��� ��	 � 
\�	� �� O�]��[

��- �� z ∈ C-

k �� �#
��� �[���[	 
[��� � ���[	 [ ]���/

+a, (z)n+k = (z)n(z + n)k

+b, (3z)3k = 27k(z)k

(
z +

1

3

)

k

(
z +

2

3

)

k

/

8/ C�
����[� ��� 
[�[ n ∈ {0, 1, 2, 3, · · · }-

ĺım
z→n

Γ(1− z)

Γ(1− 2z)
=

(−1)n(2n)!

n!
.

9/ O[�[ n = 2, 3, 4, · · · ]�������� 	[� ������[	�� In- Jn- ��&���[� 
��;

In =

∫ 1

0

dx

(1 + x2n)1/n
; Jn =

∫ 1

0

dx

(1− x2n)1/n
,
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��
������ ���;

In = cos
( π

2n

)
· Jn.

+a, D�[	�[��� 	[� ���
�]���[� ������[	��/

+b, O�� 
���� �� ��[ �����
���[]�"� ���
����][ �� ���
���� �� �� ]��]�	� �


�	���
��� ���]�����/

:/ D	 �\������ �� ���� ����]�]�� �� ][	]�	[� �	 �[	�� �� 	[ ��������� ������[	;

I =
1

π3

∫ π

0

∫ π

0

∫ π

0

dµ dv dw

1− cosµ cos v cosw
.

+a, P�[	��[��� 	[ ������[	 ]�� ���
�]�� [ 	[ �[��[\	� w- 
������ ���

I =
1

π2

∫ π

0

∫ π

0

dµdv√
1− cos2 µ cos2 v

.

+b, S��	��[��� 	[� �������]�����

cosµ =
1− x2

1 + x2
; cos v =

1− y2

1 + y2
,


������ ��� I �� 
���� ��]��\��;

I =
2

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

dxdy√
(x2 + y2)(1 + x2y2)

.

+c, L���[��� �	 ][
\�� �� �[��[\	�� [ ]������[�[� 
�	[���- 
������ ���

I =
2

π2

∫ ∞

0

∫ π/2

0

rdrdθ√
1 + r4 sin2 θ cos2 θ

.

+d, N\����� ��� 	[ �������]�"� t4 = r4 sin2 θ cos2 θ 
��
��� ��]��\�� I �� 	[

���
[;

I =
2

π2

∫ π/2

0

dθ√
sin θ cos θ

·
∫ ∞

0

dt√
1 + t4

,

+e, D�[	#�- ��[��� 	[ ���]�"� \��[- 	[� ��� ������[	�� ��� [
[��]�� �� �	

��]��� +d,- 
[�[ &�[	
���� �[		[� ���;

I =
1

4π2

[
Γ

(
1

4

)]4
.
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21/ S��	��[��� 	[ ��
������[]�"� �� 	[ ���]�"� F[

[ ]�
� ��[ ������[	- �[�[

�� �	 �����
[ 2/6/3- 
������ ��� �	 �[	�� �� ][�[ ��[ �� 	[� ���������� ����.

��[	�� �� �	 ��� �� ����][/

+a, ∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
.

+b, ∫ ∞

0

x2e−2x3

dx =
1

6
Γ(1) =

1

6
.

+c, ∫ 1

0

xp(log x)q dx =
(−1)q q!

(p+ 1)q+1
, q ∈ N, p > −1.

+d, ∫ ∞

0

√
x

2x
dx =

√
π

2
(log 2)−3/2.

+e, ∫ 1

0

dt√
− log t

=
√
π.





�� )����� "�
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E����[ 4/2; B[�	 E������]� F[��� +2888- 2966,/ R�
[�� ��

���
;00[�]���/\\[�/��0[�]���0[�]���\���[����0[\���	���.�[

	�����0���[
�

\���[��.���.�����\�������0��	��������
[�	��0��	��������
[	��.������0XHLL.

1112/��
	 +3134,

I��[�� B[�	 E������]� F[��� ��� �� 
[��
���]�- [���"��
�- � ��]� � ���[� ���]�

[	�
�� ��� ����" ����� 2888 � 2966/ D� 2916-�� ][�" ]�� I��[��[ N����%- ]��

����� ���� ���� ����� � ����� ���[������[�[
���� �[		�]�" �� 291:- �������	� �����

[ 	�� 43 [!��/ D� 2921- ]����[�� 
[���
���� ����[
����- ���[ ��� ]�� L���[ U[	.

��]�/ R������� ��� ����� 
��- ��
[��� �]�� �� ���[	 ����� [
\�� 
[���
�����/

@ 
��[� �� ��� ]�����\�]����� �����&][���[� [	 
���� [][��
�]� � ]���� &]�- ���

]���]��� 
�� ��� ������[�� �� 	� 
�����[	/ Q� �[
�	�[ ���" �� 
[
�	 �

���[���

�� �� ���[- \��������	� [
��� � ���[\�	��[� �
�]���[	 ���[��� ��� 
�� ���� ��

��[\[�� ������� � ������ [][��
�]�/

62
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I��[�� B[�	 E������]� F[��� ���� �[���� 
[������ � 
������� [ 	� 	[��� �� �� ��.

�[- ������� ]�����\������ [ �� ���
[]�"� ����	�]��[	 � [][��
�][/ @	����� �� 	��


�� ����[][���; I��[�� L[���� A[���	�- I��[�� E������]� O�[%- � B[�	 U�	��	


A��]�[��� ��� [����� �� ��� �� 
[����� ����]�� �� F[���- ��� �� 
[��
���]�

� ������ [	�
�� ��� 
�� �[��� �� ]�������" �� �� �������� � \�"��[�� �� F[���/

B�����\��" �����&][���[
���� [ 
������[� � �������� �	 ��[\[�� �� F[��� ���
���

�� �� 
�����/ D���� 
[������ � 
������� ����

�![��� ��	�� �

���[���� �� 	[

���[ � 	[ ][����[ �� F[���- 
��
��]�������	� 	[ ������[]�"� � �	 ��� 
�	� ��]��[����


[�[ ���[���		[� �� 
��������� �[	���� 
[��
���]� � ]���� &]�/

P�[	��" ]�����\�]����� �����&][���[� �� �[���� ][

�� ��	 ]���]�
�����/ G��� [�[�.

]�� ����[
���[	�� �� ���[� ]�
� �	 [��	���� 
[��
���]�- 	[ ���� [ �� �#
����- 	[

���
��� [ �������]�[	- 	[ ���[� ���][ � 	[ [������
 [/ D���� ��� 	����� 
�� ���.

�[][��� �� ��]�����[� �	 �����
[ ����[
���[	 ��	 �	��\�[- 	[ ������\�]�"� ���
[	

+� �[����[�[,- �	 
����� �� 	�� 
 ��
�� ]�[��[��� � �	 �����
[ ��	 �#
��� 
��
�/

I��[�� B[�	 E������]� F[��� �[
\��� ���� ������[���� ����[][��� [ ������� ��'�.

�" ]�� �� ]���]�
����� � 
����� [/ @	����� �� ��� ������[���� 
�� 
��
�������

��]	����; A����[�� P��
[��- P�]�[�� C������� � O���� F���[� K������ C���]�	��/

D		�� �� ��	� ������ ��'���]�[��� 
�� �	 ]���]�
����� � 	[� ���[� �� F[���- ����

��� �[
\��� ]������[��� � [

	�[��� �� 	��[�� 
[��
���]�- ���[��� ��[ 
[�][

����	�\	� �� 	[ �������[ �� 	[� 
[��
���][�/

@��
�� �� ��� ]�����\�]����� ��"��][�- F[��� �[
\��� ��[\[�" �� 	[ �������[-

][�����[� [- 
[������
� � �	�]��"��][/ Q� ����� 
[��
���]� � �� �

[]�� �� 	[

]���]�[ �[� ���[�� �� 	��[�� ���[���� ��� ����� ������ ������[�� � [
	�][�� �� 	[

[]��[	��[� +��� Y2Z- Y5Z,/

$ " .?�=?��� 1�
�����
����?=

D	 
��
"���� �� ���[ ��]]�"� �� 
����[� �� ���[		� ]�
� �� �\������ 	[� ��� ��.

	�]����� 	���[	
���� ����
��������� �� 	[ �]�[]�"� ��
�����
����][/ K[� ���]�����

��
�]�[	�� ������- �� 	[ �������[ �� 	[ 
[��
���][- �� 	[ \#�����[ �� ��	�]�����


�� 
���� �� ������ �� 
����]�[� [ �]�[]����� �����[��[�- 	[ �]�[]�"� �������]�[	

��� �� ������[ [ ]������[]�"� ��� ���]�[	
���� ������[�[ 
�� D�	��- 
��� ��� J/

F[���- �� �� ��]���� �� 2923 ��\�� 	[� ������ ��
�����
����][�- ����� 
��������"

��\�� ���� ��
[/ K[ �]�[]�"� ��
�����
����][ �� F[��� �� 	[ �]�[]�"� +4/2,-

x(1− x)y′′ + [γ − (α + β + 1)x]y′ − αβy = 0. +4/2,

Q� �\����[ ��� x = 0- �� �� 
���� �����	[� ����	[� �� 	[ �]�[]�"�< �� ���]��-



	��� ��#����� ���� �����" ��� 64

ĺım
x→0

[γ − (α + β + 1)x]

x(1− x)
x = γ; ĺım

x→0
x2 −αβ

x(1− x)
= 0,

[� �� ���	��[ �	 
����� �� E��\����� 
[�[ \��][� ��[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� +4/2,

�� 	[ ���
[-

y =
∞∑
n=0

cnx
n+s, c0 ̸= 0 +4/3,

	[� ��� 
��
��[� �����[�[� �� +4/3, �[ ]�
� ����	�[��-

y′ =
∞∑
n=0

(n+ s)cnx
n+s−1; y′′ =

∞∑
n=0

(n+ s)(n+ s− 1)cnx
n+s−2

+4/4,

������������ +4/3, � +4/4, �� 	[ �]�[]�"� +4/2,-

xs−1

∞∑
n=0

(n+ s)(n+ s− 1)cnx
n − xs−1

∞∑
n=0

(n+ s)(n+ s− 1)cnx
n+1+

xs−1

∞∑
n=0

γ(n+ s)cnx
n − xs−1

∞∑
n=0

(α + β + 1)(n+ s)cnx
n+1 −

∞∑
n=0

αβcnx
n+1 = 0

��
��
����� �	 �[]��� ]�
#� xs−1
- 	[ ��
����"� [������� �� ��]��\� ]�
�-

∞∑
n=0

(n+ s)(n+ s− 1 + γ)cnx
n −

∞∑
n=0

[(n+ s)(α + β + n− s) + αβ]cnx
n+1 = 0

B�� �	 &� �� ����]�� 	[� ��� ��
[����[� [��������� [ ��[ ��	[- ��
[���
�� �	 
��
��

���
��� �� 	[ 
��
��[ ����� � �� 	[ ������[ ��[
�� �	 ][
\�� �� �[��[\	� k = n+1-

[� -

γ(s+ γ − 1)c0 +
∞∑
n=1

(n+ s)(n+ s− 1 + γ)cnx
n

−
∞∑
k=1

[(k − 1 + s)(α + β + k − 1− s) + αβ]ck−1x
k = 0

γ(s+ γ − 1)c0 +
∞∑
n=1

((n+ s)(n+ s− 1 + γ)

cn[(n− 1 + s)(α + β + n− 1− s) + αβ]cn−1) x
n = 0.
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K[ ���[ �� ��]����[� 	�� ]��&]������ cn ��� �[]�� ��� ][�[ 
����]�[ �� x ��[ ]���/

@� - �	 ���
��� ����
�������� ��\� [��	[���-

s(s+ γ − 1)c0 = 0,

� ]�
� c0 ̸= 0- �����]��-

s = 0 s = 1− γ, +4/5,

�� s = 0- 	[ �]�[]�"� ��� 
��
��� �����
��[� 	�� ]��&]������ ��-

n(n+ γ − 1)cn = [(n− 1)(α + β + n− 1) + αβ]cn−1, n ≥ 1,

��
����"� ��� �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

cn =
(n− 1)2 + (n− 1)(α + β) + αβ

n(n− 1 + γ)
cn−1, n ≥ 1,

�� ���[ 
[���[- con c0 = 1-

n = 1, c1 =
αβ
1·γ

n = 2, c2 =
1+α+β+αβ

2(1+γ)
c1 =

(1+α+β+αβ)(αβ)
1·2γ(1+γ)

= α(1+α)β(β+1)
1·2·γ(1+γ)

n = 3, c3 =
4+2(α+β)+αβ

3(2+γ)
c2 =

α(1+α)(2+α)β(β+1)(β+2)
1·2·3γ(γ+1)(γ+2)

,

]������[��� �� ���[ 
[���[ �� �\�����-

cn =
(α)n(β)n
(γ)n

1

n!
, +4/6,

�� �����- (α)n ��
������[ �	 � 
\�	� �� O�]]�[

��-

���	��[��� +4/3, � +4/6, �� ��]�����[ ��� ��[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� ��
�����
�.

���][ +4/2, ����� �[�[ 
��-

y =
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
,

	[ ��
����"� 
[�[ y �[�[ [�������
���� �� 		[
[ ���]�"� ��
�����
����][ � ��

[]����
\�[ [ ���[�-

y1 = 2F1

(
α β
γ

∣∣∣∣ x
)

=
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
.
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K[ ��
����"� 
[�[ y1 ����� ������� �� γ �� �� �� ������ 
�������/ B�� �� 
��]���.


����� ��
�	[� [	 [�������- � ���	��[��� s = 1− γ- �� 
���� ��]����[� ��[ ������[

��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� +4/2,/ Q�� �
\[���- 
������
�� ���	��[� �	 ��������� 
�����/

Q�[;

y = x1−γw, +4/7,

�� �����-

y′ = (1− γ)x−γw + x1−γw′

y′′ = −γ(1− γ)x−γ−1 + 2(1− γ)x−γw′ + x1−γw′′, +4/8,

���

	[�[��� 	[� ��
�������� +4/7, � +4/8, �� 	[ �]�[]�"� +4/2,- �� �\����� 	����

�� ��

	�&][�-

x(1− x)w′′ + [2− γ − (α + β − 2γ + 3)x]w′ − (α + 1− γ)(β + 1− γ)w = 0,

��� �� ��]���]� ]�
� ��[ �]�[]�"� ��
�����
����][ ]�� 
[��
�����-

α′ = α + 1− γ

β′ = β + 1− γ

γ′ = 2− γ,

�� ��]��- �� 
���� ���	��[� 	[ �"�
�	[ +4/7,-

w = 2F1

(
α + 1− γ β + 1− γ

2− γ

∣∣∣∣ x
)
,

	[ ��
����"� 
[�[ w ����� ������� �� γ ̸= 2 � �� �� ������ 
������� �� ����� 
�� 	[

�]�[]�"� +4/7,- ��[ ������[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� �������]�[	 ��
�����
����][ ��

F[���-

y2 = x1−γ
2F1

(
α + 1− γ β + 1− γ

2− γ

∣∣∣∣ x
)
,

	[ ���]���"� [������� 	[ 
���
�� ����
�� �� �	 ��������� ����	�[��/

4��
�	5 �����

Q� α, β, γ ��� �#
���� ]�

	���� ]�� γ /∈ Z- 	[ �]�[]�"� �������]�[	

x(1− x)y′′ + [γ − (α + β + 1)x]y′ − αβy = 0,
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[�
��� ]�
� ��	�]�"� �����[	-

y = 2F1

(
α β
γ

∣∣∣∣ x
)
c1 + c2x

1−γ
2F1

(
α + 1− γ β + 1− γ

2− γ

∣∣∣∣ x
)
, +4/9,

]�� c1, c2 �#
���� ]�

	���� [�\���[����/

(��	��� �����

G[		[� 	[ ��	�]�"� �����[	 �� 	[ �]�[]�"�

x(1− x)y′′ +
(1
2
− 2x

)
y′ + 6y = 0.

Q� ]�

[�[
�� 	[ �]�[]�"� �[�[ ]�� 	[ �]�[]�"� �������]�[	 ��
�����
����][

+2/39, ����
�� ��� 	�� 
[��
����� α- β- γ �[����[]�� 	[� �]�[]�����;

γ =
1

2
; α + β + 1 = 2; αβ = −6,

�� ��]��- α = 3,β = −2- γ = 1
2
< 
�� 	� �[���- �� []����� [	 R����
[ 3/2/2- 	[

��	�]�"� �����[	 �� 	[ �]�[]�"� 
��
����[ ����� �[�[ 
��;

y = c1 · 2F1

(
3, −2

1
2

∣∣∣∣∣x
)

+ c2 · x
1
2 · 2F1

(
7
2
, −3

2
3
2

∣∣∣∣∣x
)
.

Q� 
���� �\����[� ��� 	[ 
��
��[ ���]�"� ��
�����
����][ ��	 	[�� ����]�� �� 	[

���[	�[� [������� �� �� 
�	���
�� �� ��[�� ���< �� ���]��-

2F1

(
3, −2

1
2

∣∣∣∣∣x
)

=
∞∑
n=0

(3)n(−2)n(
1
2

)

n

· x
n

n!
= 1 +

(3)1(−2)1(
1
2

)

1

· x
1

1!
+

(3)2(−2)2(
1
2

)

2

· x
2

2!
,


��� (−2)3 = (−2) · (−2 + 1) · (−2 + 2) = 0, � �� �����[	 (−2)n = 0 �� n ≥ 3, ��

���[ 
[���[;

y = c1 · 2F1

(
3, −2

1
2

∣∣∣∣∣x
)

= 1− 12x+ 16x2.

T���&��� ��� y1 �� ��[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� �[�[/

@� - 	[ ��	�]�"� �����[	;

y = c1(1− 12x+ 16x2) + c2 ·
√
x · 2F1

(
7
2
, −3

2
3
2

∣∣∣∣∣x
)
.
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(��	��� �����

P���	��� 	[ �]�[]�"� �������]�[	

(1− ex)y′′ + 2y′ + 3exy = 0.

L���[��� �	 ][
\�� �� �[��[\	� t = ex, ���	��[��� 	[ ���	[ �� 	[ ][���[

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= ex

dy

dt
= t

dy

dt

d2y

dx2
=

d

dx

(
t
dy

dt

)
=

d

dt

(
t
dy

dt

) dt

dx
=

(dy
dt

+ t
d2y

dt2

)
t = t2

d2y

dt2
,+t

dy

dt

��]��\����� 	[ �]�[]�"� �[�[ �� ���
���� �� 	[ ����[ �[��[\	� ����
�������� t- ��

�\�����;

t(1− t)
d2y

dt2
+ (3− t)

dy

dt
+ 9y = 0,

���[ #	��
[ �]�[]�"� �� �� 	[ ���
[ �[�[ �� �	 �����
[ 3/2/2- ]�� γ = 3- α = 3-

β = −3.
O�� 	� �[���- 	[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� �������]�[	 [������� ��;

y = c1 2F1

(
3, −3
3

∣∣∣∣∣t
)

+ c2 t
−2

2F1

(
1, −5
3

∣∣∣∣∣t
)
.

[
	�][��� 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][- 	[ ��
����"� y �� 	[ ��	�]�"�

�����[	 �� 
���� ��]��\��;

y = c1 (1− 3t+ 3t2 − t3) + c2 t
−2

2F1

(
1, −5
3

∣∣∣∣∣t
)
.

� ]�
� t = ex-

y = c1 (1− ex)3 + c2 e
−2x

2F1

(
1, −5
3

∣∣∣∣∣e
x

)
.

@	���[� �]�[]����� �������]�[	�� �� ������� ����� �� 	[ ]�[	 	�� ]��&]������ �� y′′-
y′- y ��� 
�	���
��� �� ��[�� 2, 1, 0, ���
�]���[
����- �� 
����� ��[�����
[� ��

��[ �]�[]�"� �������]�[	 ��
�����
����][ 
�� 
���� �� �� [��]�[�� ][
\�� �� 	[

�[��[\	� ����
��������- ]�
� 	� 
�����[ �	 ��������� ���

	�/

(��	��� �����
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O[�[ n = 0, 1, 2, 3, · · · 	[ �]�[]�"� �������]�[	 �� K������� �� 	[ �]�[]�"�

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0.

K[� �[ ]�� ��	 
�	���
�� 1− x2
- ]��&]����� �� y′′- ��� x1 = 1, x2 = −1- 
���[���

�	 ][
\�� �� �[��[\	�

t =
x− x1

x2 − x1

=
x− 1

−2
= −1

2
x+

1

2
,

	[ �]�[]�"� �� K�������- �� ��]��\� �� ���
���� �� 	[ ����[ �[��[\	� ����
��������-

t;

t(1− t)
d2y

dt2
+ (1− 2t)

dy

dt
+ n(n+ 1)y = 0,

��� �� ��]���]� ]�
� 	[ �]�[]�"� ��
�����
����][ �� F[���- ]�� 
[��
�����

γ = 1, α = n+ 1, β = −n,


�� 	� �[���- ��[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� �������]�[	 [������� ��;

y(t) = c1 2F1

(
−n, n+ 1

1

∣∣∣∣∣t
)

]�
� t = 1−x
2

- ��[ ��	�]�"� �� 	[ �]�[]�"� �� K������� ����� �[�[ 
��

y = c1 2F1

(
−n, n+ 1

1

∣∣∣∣∣
1− x

2

)
,

�� 
���� �\����[� ��� ���[ ���]�"� ��
�����
����][ �� �� 
�	���
�� �� 	[ �[��[\	�

x- �� ��[�� n;

2F1

(
−n, n+ 1

1

∣∣∣∣∣
1− x

2

)
=

n∑
k=0

(−n)k(n+ 1)k
(1)k(1)k

(1− x

2

)k

,

��� ]�����
���� [ 	�� 
�	���
��� �� K������� Pn(x); 
�� ���

	� �� n = 2,

P2(x) =
2∑

k=0

(−2)k(3)k
k! K!

(1− x

2

)k

= 1 + (−2)1 · (3)1 ·
(1− x

2

)
+

(−2)2 · (3)2
4

(1− x

2

)

= 1− 3(1− x) +
3(1− x)2

2
=

1

2
(3x2 − 1).

0��5 �����



	��� ��#����� ���� �����" ��� 6:

Q� γ = 0,−1,−2,−3, . . .- ��[ ��	�]�"� 
[���]�	[� �� 	[ �]�[]�"� ��
�����
����][ ��

y2/ Q� γ = 1, 2, 3, 4, . . .- ��[ ��	�]�"� 
[���]�	[� �� 	[ �]�[]�"� ��
�����
����][ �� y1/
D� ]�[	�����[ �� 	�� ��� ][��� [��������� ��[ ������[ ��	�]�"� 
���� ��]����[���

]�� 	[ �"�
�	[ �� ����]]�"� �� �����; Q� � y0 �� ��[ ��	�]�"� 
[���]�	[� �� 	[

�]�[]�"� 	���[	 ��
�����[ �� ������� �����-

f2(x)y
′′ + f1(x)y

′ + f0(x)y = 0,

��[ ������[ ��	�]�"� ��;

y = y0

∫
e−F

y20
dx, F (x) =

∫
f1
f2
dx.

0��5 �����

Q� �� 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ ��
[
�� a = 1- b = c �� �����;

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=2 F1

(
1, b
b

∣∣∣∣x
)

=
∞∑
n=0

(1)n(b)n
(b)nn!

xn

=
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
, |x| < 1,

�� [�� �	 ��
\�� �� ����� ��
�����
����][ �[ ��� �� []����� [ 	� [������� �� 
����

]�������[� ]�
� ��[ �����[	��[]�"� �� 	[ ����� ���
����][/

@����� L[��� K�������- ��� �� 
[��
���]� ��[�]�� �[]��� �	 29 �� ��
���
\�� ��

2863 �� O[� � � �[		�]��� �	 21 �� ����� �� 2944 �� 	[ 
��
[ ]���[�/ K������� ��[

]���]��� 
�� ��� ��[ 
�����[ ������[�[- 
��"��][ �� �� ���[ 
�����[	- ][�[]��� �.

��][� ��� �[
\��� �� ��'��[\[� �� �� ������� �[]�[ 	[� 
[��
���][� � 	[ ]���]�[/

R��� �[���� 
[������ � 
������� [ 	� 	[��� �� �� ][����[ [][��
�][/ [	����� ��

	�� 
�� ����[][���- I�[�.A[
����� 	� P��� �*@	�
\���- I���
�.K���� K[��[��� �

O�����.Q�
�� K[
	[]�- ����� 
[��
���]�� ��'������� ���[��� �� 
[
�	 ]��]�[	 ��

�� ���
[]�"� ����	�]��[	 � [][��
�][- ��'��[�� �� �� ������� �������� � [�[	 ��]�

�[]�[ 	�� 
��\	�
[� 
[��
���]��/

D� ]���]��� 
�� ��� ]�����\�]����� �����&][���[� [ �������� ][

�� �� 	[� 
[��
�.

��][�- ��
�]�[	
���� �� [��	���� 
[��
���]� � ���� [ �� �#
����/ @��
�� �� ���

]�����\�]����� ]���� &][�- K������� ��� �� 
��
\�� ����[][�� �� 	[ ]�
����[�


[��
���][ �� �� �
�][ � ���" �� 
[
�	 �

���[��� �� 	[ 
��
�]�"� � ������"�

�� 	[� 
[��
���][� �� E�[�]�[/
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E����[ 4/3; @����� L[��� K������� +2863 . 2944,- �
[��� ��
[�[

��;���
�;00����/���0KC�V +3137,

Q� �\�[ 
�� ]���]��[ �� )�	�
���� �� F��
�����)- �� ����� ����[
���[	 ���

��'��" �� 	[ ����![��[ �� 	[� 
[��
���][� ���[��� 
�]��� [!��/ K�������- ����

�[���� [	�
��� ����[][��� ��� ]������[��� �� 	��[�� � ��[	��[��� ]�����\�]�����

�����&][���[� �� �������� ][

�� 
[��
���]��/ @	����� �� ��� [	�
��� 
�� ]�.

��]���� ��]	���� Q�
���.C���� O������- E�[����� @�[��- I�[�.A[
����� A���- �����

���� [	�
��� ��� ���

	�� ����[][��� �� ]"
� K������� ��'��" �� 	[ ��������� ��.

���[]�"� �� 
[��
���]�� � ]���� &]�� �� E�[�]�[- � ]"
� �� ����![��[ � 
����� [

]�����\������ [	 [�[�]� �� 	[ ]���]�[ �� ������[� ���]�
	��[�/

D� ����
��- @�����.L[��� K������� ��� �� 
[��
���]� 
��	 &]� ]��[� ]�����\�.

]����� [\[�][��� ���[� ������[� �� 	[� 
[��
���][�- ����� 	[ ���� [ �� �#
����

�[��[ 	[ �������[- ���[��� �� 	��[�� ���[���� �� �	 ][

� ]���� &]�/

$ # :���� 1�
�����
����?=

K[ �����

∞∑
k=o

Ck,

�� 		[
[ ����� ��
�����
����][ ��

Ck+1

Ck

,
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�� �	 ]�]����� �� ��� 
�	���
��� �� �[��[\	� k- �� ��]��;

Ck+1

Ck

=
(k + a1)(k + a2) · · · (k + ap)

(k + b1)(k + b2) · · · (k + bq)

x

(k + 1)
. +4/:,

N\�����
�� ���;

Ck = C0

(
C1

C0

)(
C2

C1

)
· · ·

(
Ck

Ck−1

)
, +4/21,

�� ����� ��[��� +4/:,- +4/21,- �� ��[�����
[ ��;

Ck = C0

(
(a1)(a2) · · · (ap)x
(b1)(b2) · · · (bq)1

)(
(a1 + 1)(a2 + 1) · · · (ap + 1)x

(b1 + 1)(b2 + 1) · · · (bq + 1)2

)

· · ·
(
(a1 + k − 1)(a2 + k − 1) · · · (ap + k − 1)x

(b1 + k − 1)(b2 + k − 1) · · · (bq + k − 1)k
,

)

Ck = C0
(a1)k(a2)k · · · (ap)k xk

(b1)k(b2)k · · · (bq)k k!
,

�����- (α)k �� �	 � 
\�	� �� �� O�]��[

�� ]�
� �� ��&��" �� �	 ][
 ��	� ���/

C� ���[ 
[���[- ��

∞∑
k=o

Ck,

�� ��[ ����� ��
�����
����][- �����]�� 	[ 
���
�� ��]��\�� [� ;

∞∑
k=o

Ck = C0

∞∑
k=o

(a1)k(a2)k · · · (ap)k xk

(b1)k(b2)k · · · (bq)k k!
,

��� ��[��� 	[ ���[]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

∞∑
k=o

ck = c0 pFq

(
a1, a2, · · ·ap
b1, b2, · · ·bq

∣∣∣∣x
)
.

$ $ /��?��� 1�
�����
����?= �����=	��=�=

K[ ���]�"� ��
�����
����][ �� F[���

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!
, +4/22,

]�������[�[ �� 	[ ��]]�"� [�������- ����� ��� 
[��
����� ��
���]�� �� �	 ��
��[.

���- a � b � ��� �� �	 ����
��[��� c/ Q� 
���� �����[	��[� +4/22, [ ��[ ���]�"�

pFq ]�� p 
[��
����� ��
���]�� α1, α2, · · ·, αp �� �	 ��
��[��� � q 
[��
�����

β1, β2, · · ·, βq �� �	 ����
��[���- ]�
� �����;
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'��
�7��
 �����

Q�[� p, q ≥ 0- α1, α2, · · ·, αp ∈ C β1, β2, · · ·, βq ∈ C ]��

βj ∈ Z− {0,−1,−2, · · ·},

j = 1, 2, · · ·, q, 	[ ���]�"� ��
�����
����][ �����[	��[�[ �� ��&�� 
��;

pFq

(
α1, α2, · · ·αp

β1, β2, · · ·βq

∣∣∣∣x
)

=
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n · · · (αp)n
(β1)n(β2)n · · · (βq)n

xn

n!
. +4/23,

M"���� ��� �� [	���� �� 	�� 
[��
����� αi �� +4/23, �� ]��� � �� ������ ���[����-

	[ ����� ���
��[/

B�
� ��[ [
	�][]�"� ��	 ]������� ��	 ]�]����� 
[�[ ������ �� �\����� �	 ���������

����	�[�� +��� Y6Z- Y23Z,/

1
�����7��
 �����

K[ ����� ��
�����
����][

pFq

(
α1, α2, · · ·αp

β1, β2, · · ·βq

∣∣∣∣x
)
,

B������� [\��	��[
���� 
[�[ ���� x- �� p ≤ q/

B������� [\��	��[
���� 
[�[ |x| < 1- �� p = q + 1 � ������� 
[�[ |x| > 1/

C������ 
[�[ x ̸= 0- �� p > q + 1/

������ ������



L�]�[� ���]����� �	�
���[	�� ������ ��
������[]�"� ]�
� ��[ ����� ��
�����
�.

���][- �� ��
�����[� [	���[� �� ��]�[� ���]�����;

(��	��� �����

)�
7��
 ����
�
7�5�

C���� �� �[� 
[��
����� �� �	 ��
��[��� �� �� �	 ����
��[���-

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 0F0

(
−
−

∣∣∣∣x
)
.

(��	��� �����
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3�
�� %�
�	�5�

(1− x)−a =
∞∑
n=0

(a)n
xn

n!
= 1F0

(
a
−

∣∣∣∣x
)
. +4/24,

'�	���
57��
 �����

D	 �����
[ ��	 \���
�� �� M�����- ]�[��� �� �����[	��[ [ �� ��
������ α ∈ C, �

�� ��������� x [ �[	���� |x| < 1, 
[�[ �[�[����[� 	[ ]��������]�[ �� 	[ ����� ���[\	�]�

���;

(1− x)−a =
∞∑
n=0

(−a)(−a− 1)(−a− 2) · · · (−a− n+ 1)(−1)n

n!
xn,

��� 
���� ��]��\���� ]�
�;

(1− x)−a =
∞∑
n=0

(a)(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1)(−1)n

n!
xn,

�������� �� ]����[ 	[ ��&��]�"� ��	 � 
\�	� �� O�]��[

��-	[ ����� \���
�[	 ��


���� ��
���[� ]�
� ����� ��
�����
����][ ����� �[� 
[��
����� �� �	 ��
��[���


��� �� �� �	 ����
��[��� [� -

(1− x)−a =
∞∑
n=0

(a)n
xn

n!
= 1F0

(
a
−

∣∣∣∣x
)
.

(��	��� �����

)�
7��
 5
7��5
��
��

@	 ������[� [
\�� 	[��� �� 	[ ���[	�[� ��� ��
���[ 	[ ��
[ �� 	[ ����� ���
����][;

1

1 + t2
=

∞∑
n=0

(−1)nt2n, |t| < 1

�� �\�����-

∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0

t2ndt,
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�� �����-

arctan(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
,

��� ]�����
���� [ 	[ ����� �� 
����]�[� �� 	[ ���]�"� [�]��[������- ���]�\����[ 
��

�	 
[��
���]� ��]�]�� I[
�� F������ �� 2782/

R������� �� ]����[ 	[ ��&��]�"� ��	 � 
\�	� �� O�]��[

�� � 	[ �"�
�	[ ��

��
	�][]�"� �� K�������;

2n+ 1 =
(2n+ 1)!

(2n)!
=

(1)2n+1

(1)2n
=

(2)2n
(1)2n

=
22n(1)n

(
3
2

)
n

22n
(
1
2

)
n
(1)n

,

	[ ���[	�[� [������� �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

arctan(x) =
∞∑
n=0

(−1)n(1)n
(
1
2

)
n(

3
2

)
n
(1)n

x2n+1 = x
∞∑
n=0

(1)n
(
1
2

)
n(

3
2

)
n

· (−x2)n

n!
,

�� ���[ 
[���[ �� �\����� 	[ ��
������[]�"� �� 	[ ���]�"� [�]��[������ ]�
� ��[

���]�"� ��
�����
����][-

arctan(x) = x · 2F1

(
1, 1

2
3
2

∣∣∣∣− x2

)
.

1
�����7��
 �����

N��[ ���]�"� ��
���[�[ ]�
� ����� ��
�����
����][

1

2

[
(1 + z)n + (1− z)n

]
= 2F1

(
−n

2
,−n

2
+ 1

2
1
2

∣∣∣∣z2
)
. +4/25,

C���� �[� 
[��
����� �� �	 ��
��[��� � �� �	 ����
��[���/

'�	���
57��
 �����

O��
��� ��
���[
�� ��� n �� 
[�; n = 2m< �� ���� ][��

A := 2F1

(
−n

2
,−n

2
+ 1

2
1
2

∣∣∣∣z2
)

= 2F1

(
−m, 1

2
−m

1
2

∣∣∣∣z2
)
, +4/26,

��[��� 	[ ��&��]�"� �� ��[ 2F1- ]�
� ��[ ����� �� 
����]�[�- ����
��

A =
m∑
k=0

(−m)k
(
1
2
−m

)
k
x2k

(
1
2

)
k
k!

, +4/27,



	�	� �#����� ���� �����" ��� ���� ���(��� 76

���	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��;

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
,


��
��� ]�� x = m+ 1
2
, � 	���� ]�� x = 1

2
+ k −m, �� �\����� ���
�]���[
����-

Γ

(
1

2
−m

)
=

π

(−1)mΓ
(
m+ 1

2

) , +4/28,

Γ

(
1

2
+ k −m

)
=

π

(−1)k−mΓ
(
m+ 1

2
− k

) , +4/29,

�������� �� ]����[ 	[ ��	[]�"� ����� �	 � 
\�	� �� O�]��[

�� � 	[ ���]�"� F[

[

� 	[� ��
�������� �[�[� �� +4/28,-+4/29,- �� �����- 	���� �� �[]�� ��[� ��

	�&][.

]����� (
1
2
−m

)
k(

1
2

)
k

=
(−1)kΓ

(
1
2

)
Γ
(
m+ 1

2

)

Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
m+ 1

2
− k

) , +4/2:,

�� (1)k = k!- 	[ ��	[]�"� �� 	[ ���]�"� F[

[- �	 � 
\�	� �� O�]��[

��- � 	[

�"�
�	[ �� ��
	�][]�"� �� 
���� ��� ���;

Γ

(
j +

1

2

)
=

(2j)!
√
π

j! 22j
,

���	��[��� ���[ #	��
[ ��
����"�- �� 	[ �������[� +4/2:,- �� ��]�\� &�[	
����

(
1
2
−m

)
k(

1
2

)
k

=
(−1)k(2m)!

(2k)!(2m− 2k)!

k!(m− k)!

m!
. +4/31,

P�]���[��� +3/43,- ��	 B���	[��� �����- � 	[ ��	[]�"� �[�[ �� +4/31,- �� �\����� ���

	[ ��
����"� 
[�[ 	[ ���]�"� ��
�����
����][ A �[�[ �� +4/26,- �� 
���� ��]��\��

]�
�;

A =
m∑
k=0

=
(2m)!

(2k)!(2m− 2k)!
x2k =

m∑
k=0

(
2m

2k

)
x2k. +4/32,

C� ���[ 
[���- ���	��[��� �	 �����
[ ��	 \���
��- ���[���		[
�� �	 	[�� ���������

��+4/25,- ]�� n = 2m/

B :=
1

2

[
(1 + z)n + (1− z)n

]
=

1

2

{
2m∑
j=0

(
2m

j

)
xj +

2m∑
j=0

(
2m

j

)
(−1)jxj

}

B =
1

2

{
2m∑
j=0

(
2m

j

)
[1 + (−1)j]xj

}
+4/33,
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��� �������� �� ]����[ ���;

1 + (−1)j

2
=

{
1, �� j �� 
[�,

0, �� j �� �

[�,
+4/34,

�[]����� j = 2k �� +4/33,- �\����
��;

B =
m∑
k=0

(
2m

2k

)
x2k. +4/35,

B�

[�[��� +4/33,- ]�� +4/35,- �� ����� �	 ����	�[��/ D	 ][�� n �

[� �� ��[�[ ��


[���[ ��
�	[�/ □

$ % 9�
������=?��� ������=	 �� .�	��

S�[ �

���[��� [
	�][]�"� �� 	[ ��
������[]�"� ������[	 �� D�	��- �[�[ 
�� D�	��

�� Y:Z �� �[ [ ]������[]�"�;

4��
�	5 �����

Q�
���[
�� ��� Re c > 0, Re b > 0,

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt. +4/36,

'�	���
57��
 �����

C�����
�� ]�� I �	 	[�� ����]�� �� 	[ �]�[]�"� +4/36,/ D� ��]��-

I =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt. +4/37,

�������� �� ]����[ 	[ ��
����"� ��
�����
����][ �� 	[ ���]�"� \���
�[	 �[�[ �� �	
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���

	� 2/4/3 �� �����;

I : =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
1F0

(
a
−

∣∣∣∣xt
)
dt.

@
	�][��� 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1

(
∞∑
k=0

(a)kx
ktk

k!

)
dt

]�
� 	[� ���]����� ��� �� ����� ������[��� ��� �� ���[���[� ,

[
	�][
�� �	 �����
[ �� 	[ ]��������]�[ ��
��[�[ �� K�\�����- 
[�[ �����][
\�[�

�	 ����� �� 	[ ������[	 ]�� 	[ ��
[����[- 
�� 	� �[���

I =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∞∑
k=0

(a)kx
k

k!

∫ 1

0

tb+k−1(1− t)c−b−1dt. +4/38,

P�]����
�� ���;

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

�� ����� ������������ �� +4/38,- ]�� x = b+ k � y = c− b ��� ����[;

I =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∞∑
k=0

(a)kx
k

k!
B(b+ k, c− b),

C� 	[ ��	[]�"� ��� ������ ����� 	[ ���]�"� A��[ � 	[ ���]�"� F[

[- �[�[ �� �	

4��
�	5 �����-

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

G[]����� 	[ ������&][]�"� x = b + k < y = c − b, 	[ ��
����"� 
[�[ I �[�[ �� 	[
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���[	�[� [������� �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

I =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∞∑
k=0

(a)kx
k

k!

Γ(b+ k)Γ(c− b)

Γ(k + c)

=
Γ(c)

Γ(b)

∞∑
k=0

(a)kx
k

k!

Γ(b+ k)

Γ(k + c)

=
∞∑
k=0

Γ(c)

Γ(c+ k)

(a)kx
k

k!

Γ(b+ k)

Γ(b)

=
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

xk

k!

= 2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)
, |x| < 1. +4/39,

P�]���[��� 	[ ��&��]�"� �� I �[�[ �� +4/37, �� �\����� 	[ ��
����[]�"� ��	 ���.

��
[/

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt.

K�� ���

	�� � �����
[� ����������- 
��
��]���[� ��[ �

���[��� [
	�][]�"� �� 	[

��
������[]�"� ������[	 �� D�	��- 
[�[ �\����� ��� �"�
�	[� �� ��[�����
[]�"� ��

���]����� ��
�����
����][�/

(��	��� �����

D�[	�[� 	[ ������[	

I =

∫ 1

0

1√
t
√
1− t(1 + αt)

dt.

K[ ������[	 I �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

I =

∫ 1

0

t−
1
2 (1− t)−

1
2 (1 + αt)−1dt,

]�

[�[��� ���[ ������[	 ]�� 	[ ������[	 ��� &���[ �� �	 �����
[ 3/5/2 �\����[
��

���;

b− 1 = −1

2
, c− b− 1 = −1

2
, a = 1, α = −x,



	�
�  �� �!��"����� ��"�� �� �� �#�� 7:

�� �����- b = 1
2
, c = 1, a = 1, �[]����� ��� �� 	[ ��
������[]�"� ������[	 ��

D�	��;

I =
Γ(b) · Γ(c− b)

Γ(c)
· 2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣∣x
)

= Γ
(1
2

)
· Γ

(1
2

)
· 2F1

(
1, 1

2

1

∣∣∣∣∣− α

)

[� -

I = (
√
π)2 · 1F0

(
1
2

−

∣∣∣∣∣− α

)
= π · (1 + α)−

1
2 =

π√
1 + α

,

�\����� ��� �� �[ ���	��[�� 	[ ����� \���
�[	 �[�[ �� �	 ���

	� 3/4/3/

D� �	 
�"��
� ���

	� ��[	�[
�� ��[ ]����[ ���]�"� ��
�����
����][ ][	]�	[���


[�[ �		�- 	[ ������[	 ��� 	� ]�����
���� 
�� �	 �����
[ �� ��
������[]�"� �� D�	��/

(��	��� �����

D�]����[� �	 �[	�� �� 	[ ���]�"� ��
�����
����][

2F1

(
1
2
, p
3p

∣∣∣∣∣
3

4

)
, ]�� p > 0.

S��	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
������[]�"� �� D�	��- ]�� 	[ ��������� ������&][]�"� ��

	�� 
[��
�����;

a =
1

2
, b = p, c = 3p, x =

3

4
,

�� �\�����;

2F1

(
1
2
, p
3p

∣∣∣∣∣
3

4

)
=

Γ(3p)

Γ(p)Γ(2p)

∫ 1

0

tp−1(1− t)2p−1
(
1− 3

4
t
)− 1

2dt, +4/3:,

������[��� ]�� J 	[ ������[	 ��	 	[�� ����]�� �� +4/3:,- � 
���[��� 	[ �������]�"�

3t = 4 sin2 α,

J =
22p+1

33p−1

∫ π
3

0

(sinα)2p−1(3− 4 sin2 α)2p−1dα,

��]���[��� 	[ �������[� �������
����][ ��	 ���� ��	 ����	� ���
	�;

sin(3α) = sinα(3− 4 sin2 α),
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	[ ������[	 J �� 
���� ��]��\��;

J =
22p+1

33p−1

∫ π
3

0

(sin 3α)2p−1dα,

]�� �� ����� ][
\�� �� �[��[\	� 3α = θ, �� �����

J =
22p+1

33p

∫ π

0

(sin θ)2p−1dθ =
22p+1

33p
· 2 ·

∫ π
2

0

(sin θ)2p−1dθ,


[�[ ��[	�[� ���[ #	��
[ ������[	- �[]�
�� ��� �� 	[ ���
[ �������
����][ �� 	[

���]�"� \��[ �[�[ �� �	 ���

	� 2/6/6;

B(x, y) = 2

∫ π
2

0

(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1dθ,

]�� x = p, y = 1
2
- 	����-

J =
22p+1

33p
B
(
p,

1

2

)
=

22p+1

33p

Γ(p)Γ
(

1
2

)

Γ
(
p+ 1

2

) ,

��[ [
	�][]�"� �� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� �� K������� 
[�[ 	[ ���]�"� �[

[;

√
πΓ(2p) = 22p−1Γ(p)Γ

(
p+

1

2

)
,

� �������� �� ]����[- ��� Γ
(

1
2

)
=

√
π- 	[ ��
����"� 
[�[ J �� 
���� ��]��\��;

J =
22p+1 · 22p−1 · Γ(p) · Γ(p)

33pΓ(2p)
=

24p

33p
·

(
Γ(p)

)2

Γ(2p)
=

(16
27

)p

·

(
Γ(p)

)2

Γ(2p)
,

&�[	
����- ���

	[�[��� ���� �[	�� �� J �� +4/3:,- �� �\�����;

2F1

(
1
2
, p
3p

∣∣∣∣∣
3

4

)
=

(16
27

)p

· Γ(p)Γ(3p)(
Γ(2p)

)2 .

4��
�	5 �����

R����
[ �� O�[%

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a
2F1

(
a, c− b

c

∣∣∣∣
x

x− 1

)
.
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'�	���
57��
 �����

C� 	[ ��
������[]�"� �� D�	��

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt,

��������[
�� t 
�� 1− s

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 0

1

(1− s)b−1(1− (1− s))c−b−1(1− x(1− s))−a(−ds),

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 0

1

(1− s)b−1sc−b−1(1− x+ xs)−a(−ds),

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

(1− x+ xs)−asc−b−1(1− s)b−1ds,


���-

(1− x+ xs)−a = (1− x)−a

[
1− x+ xs

1− x

]−a

= (1− x)−a

[
1− xs

x− 1

]−a

,

	����-

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

(1− x)−a

[
1− xs

x− 1

]−a

sc−b−1(1− s)b−1ds,

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

sc−b−1(1− s)b−1

[
1− xs

x− 1

]−a

ds,

+4/41,

� �������� �� ]����[ 	[ ��
������[]�"� ������[	 �� D�	�� ��
�� ���;

2F1

(
a, c− b

c

∣∣∣∣
x

x− 1

)
=

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

sc−b−1(1− s)b−1

[
1− xs

x− 1

]−a

ds,

+4/42,

�� ����� ������������ +4/42,- �� +4/41,- ��� ����[;

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a
2F1

(
a, c− b

c

∣∣∣∣
x

x− 1

)
□

4��
�	5 �����

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)c−a−b
2F1

(
c− a, c− b

c

∣∣∣∣x
)
.
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'�	���
57��
 �����

O[�[ 	[ ������[ �"�
�	[ �� ��[�����
[]�"� �� ����� �� ]����[ ���;

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= 2F1

(
b, a
c

∣∣∣∣x
)
,

����� ]�� 	[ ��[�����
[]�"� �� O�[%<

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a
2F1

(
a, c− b

c

∣∣∣∣
x

x− 1

)
,

��[��� ��
��� [ �� O�[% ���[ �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a
2F1

(
c− b, a

c

∣∣∣∣
x

x− 1

)
, +4/43,

[���[ [
	�]����	� O�[% [ 	[ ���]�"� ��
�����
����][ ��� [
[��]� �� �	 	[�� ����]��

�� +4/43,- ���[ �� ��[�����
[ ��;

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a

(
1− x

x− 1

)−(c−b)

2F1

(
c− b, c− a

c

∣∣∣∣
x

x−1
x

x−1
− 1

)
,

= (1− x)−a

(
1

1− x

)−c+b

2F1

(
c− b, c− a

c

∣∣∣∣
x

x−1
1

x−1

)
,

= (1− x)−a+c−b
2F1

(
c− b, c− a

c

∣∣∣∣x
)

□

$ & /��
�	=� �� ��
=?���

C� 	[ �"�
�	[ �� ��[�����
[]�"� �� D�	��- �[�[ �� �	 �����
[ [�������- ��]���� ��

	[ ���
[;

(1− x)a−c+b
2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= 2F1

(
c− b, c− a

c

∣∣∣∣x
)
, +4/44,

� ��]���[��� �	 
����]�� �� B[�]�� 
[�[ 	[ 
�	��
	�][]�"� �� ������ �� 
����]�[�

(
∞∑
n=0

Anx
n

) (
∞∑
n=0

Bnx
n

)
=

(
∞∑
n=0

Cnx
n

)
,

�����-

Cn =
n∑

j=0

An−j Bj.

Q� �\����� 	[ ��������� �"�
�	[ �� ��
[]�"� �� O�[%.Q[[	�]�$��/
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������  �����* �� 
��*,��	 �� &�*��'**�
,����

3F2

(
−n, a, b

d, 1 + a+ b− d− n

∣∣∣∣1
)

=
(d− a)n(d− b)n
(d)n(d− a− b)n

.

'�	���
57��
 �����

P�]���[��� 	[ ��
������[]�"� ��
�����
����][ ��� ����� (1 − x)a−c+b
- �[�[ ��

+4/24,

(1− x)a+b−c =
∞∑
n=0

(−a− b+ c)n
xn

n!
= 1F0

(
−a− b+ c

−

∣∣∣∣x
)
,

�	 	[�� ��������� �� +4/44,- 	� 
���
�� ��]��\�� ]�
�;

(1− x)a−c+b
2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= 1F0

(
−a− b+ c

−

∣∣∣∣x
)

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)
,

(
∞∑
n=0

(−a− b+ c)n
xn

n!

) (
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!

)
=

∞∑
n=0

Cnx
n.

�����-

Cn =
n∑

j=0

An−j Bj.

Q�[

An =
(c− a− b)n

n!
, Bn =

(a)n(b)n
(c)n n!

,

[� Cn 	� 
���
�� ��]��\�� ]�
�;

Cn =
n∑

j=0

An−j Bj =
n∑

j=0

(c− a− b)n−j

n!

(a)j(b)j
(c)j j!

,

	����-

(
∞∑
n=0

(−a− b+ c)n
xn

n!

) (
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

j=0

(c− a− b)n−j

(n− j)!

(a)j(b)j
(c)j (j)!

)
xn.

+4/45,

O�� ���[ 
[���- �	 	[�� ����]�� �� 	[ ��
����"� +4/44,- �� ��[ 2F1- ��� ]�����
����

[ 	[ �����

2F1

(
c− b, c− a

c

∣∣∣∣x
)

=
∞∑
n=0

(c− a)n(c− b)n
(c)n

xn

n!
, +4/46,
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]�

[�[��� +4/45,- ]�� +4/46,- 
���
�� ��]��;

n∑
j=0

(c− a− b)n−j

(n− j)!

(a)j(b)j
(c)j (j)!

=
(c− a)n(c− b)n

(c)n

1

n!
, +4/47,

���	��[��� 	[ 
��
���[� �� 	�� � 
\�	�� �� O�]��[

��

(−n)j =
n!(−1)j

(n− j)!
,

+4/47,- �� ��[�����
[ ��;

n∑
j=0

(−n)j(−1)j(a)j(b)j(c− a− b)n−j

(c)j (j)!
=

(c− a)n(c− b)n
(c)n

, +4/48,


�� ���� 	[��-

(−1)j(α)n−j (1− α− n)j = (α)n,

[� +4/48,- �� ��]��\�

n∑
j=0

(−n)j(a)j(b)j
(c)j(1− c+ a+ b− n)j (j)!

=
(c− a)n(c− b)n

(c)n
. +4/49,

D	 	[�� ��������� �� +4/49,-]�����
���� [ ��[3F2 ��� ��]���[ �� ���
[ �� ���]�"�

��
�����
����][- 
��
��� 		��[� [ ]��]	��� 	[ ��
����[]�"� ��	 �����
[/

3F2

(
−n, a, b

1− c+ a+ b− n, c

∣∣∣∣1
)

=
(c− a)n(c− b)n

(c)n
. □

4��
�	5 �����

R����
[ �� F[���

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣1
)

=
Γ(c)

Γ(c− b)

Γ(c− a− b)

Γ(c− a)
.

'�	���
57��
 �����

R�
[��� �	 	 
��� ]�[��� x → 1+ +4/39,- 	[ 
���
�� ��]��\�� ]�
�;

= ĺım
x→1+

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= 2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣1
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− t)−adt,
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2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣1
)

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1−adt,

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)
B(b, c− a− b),

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

Γ(b)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)
,

=
Γ(c)

Γ(c− b)

Γ(c− a− b)

Γ(c− a)
□

B�[��� ��� �� 	�� 
[��
����� ��
������� ��

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣1
)
,

�� �� ������ ���[����- 	[ ���]�"� ��
�����
����][ �� F[��� �� ����]� [ ��[ ��
[

&���[- � ��	 �����
[ �� F[���< �� ���
����� �	 ��������� ����	�[��;

&�
��5
�� ����� ��
���
�����
������
�������

2F1

(
−n, a
c

∣∣∣∣1
)

=
Γ(c)

Γ(c+ n)

Γ(c− a+ n)

Γ(c− a)
=

(c− a)n
(c)n

.

D	 ��������� �����
[ �� �� ��[� �

���[�]�[ 
[�[ 	�� [������ �[ ��� �� 
������[�

��� ��
�������� ����� �� 
�����[ ��[ ���]�"� ��
�����
����][ 3F2 �� ���
���� ��	


����]��� �� ��� ���]����� ��
�����
����][� 2F1, 		[
[�[� �������[��� �� B	[����/

$ ' /��
�	=� �� ��=�����
=?���

������ !��	���*��
 �� ��*�
�	

3F2

(
2a, 2b, a+ b

a+ b+ 1
2
, 2a+ 2b

∣∣∣∣x
)

=

[
2F1

(
a, b,

a+ b+ 1
2
,

∣∣∣∣x
)]2

, +4/4:,

2F1

(
a, b,

a+ b+ 1
2
,

∣∣∣∣x
)

2F1

(
1
2
− a, 1

2
− b

3
2
− a− b

∣∣∣∣x
)

= 3F2

(
a− b+ 1

2
, b− a+ 1

2
, 1
2

a+ b+ 1
2
, 3
2
− a− b

∣∣∣∣x
)
.

+4/51,

T[
�� [ ��
����[� 	[ �]�[]�"� +4/51,- 	[ ��
����[]�"� �� 	[ �]�[]�"� +4/4:, ��

�[]� �� ���
[ ��
�	[�/



87 ����"#�� 	� !� ��! ���� �����" ���!

'�	���
57��
 �� ��

D	 
����]�� �� 	[� ���]����� ��
�����
����][� ��� &���[� �� �	 	[�� ��������� ��

+4/51, �� 
���� ��]��\�� �� 	[ ���
[;

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)
=

∞∑
n=0

Cnx
n,

�����-

Cn =
n∑

k=0

An−k Bk.

Q�[

An =
(a)n(b)n

(a+ b+ 1
2
)n

xn

n!
Bn =

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!
,

[� Cn 	� 
���
�� ��]��\�� ]�
�;

Cn =
n∑

k=0

An−k Bk =
n∑

k=0

(a)n−k(b)n−k

(a+ b+ 1
2
)n−k

1

(n− k)!

(1
2
− a)k(

1
2
− b)k

(3
2
− a− b)k

1

k!
,

	����-

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

(a)n−k(b)n−k

(a+ b+ 1
2
)n−k

1

(n− k)!

(1
2
− a)k(

1
2
− b)k

(3
2
− a− b)k

1

k!
xn. +4/52,

R�[\[��
�� ]�� 	[ ��
[����[ ������[ ��� [
[��]� �� �	 	[�� ����]�� �� +4/52,;

n∑
k=0

(a)n−k(b)n−k

(a+ b+ 1
2
)n−k

1

(n− k)!

(1
2
− a)k(

1
2
− b)k

(3
2
− a− b)k

1

k!

P�]���[��� ���-

(a)n−k =
(a)n(−1)k

(1− n− a)k
(−n)k =

(−1)kn !

(n− k) !
,

	[ ��
[����[ ��� �[
�� [ ��[\[�[� �� ��[�����
[ ��;

n∑
k=0

(a)n(−1)k

(1− n− a)k

(b)n(−1)k

(1− n− b)k

(1
2
− n− a− b)k

(1
2
+ a+ b)n(−1)k

1

(n− k)!

(1
2
− a)k(

1
2
− b)k

(3
2
− a− b)k

1

k!
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=
(a)n(b)n

(1
2
+ a+ b)n

n∑
k=0

(−1)k n !

(n− k)!

(1
2
− n− a− b)k(

1
2
− a)k(

1
2
− b)k

n !(1− n− a)k(1− n− b)k(1)k(
3
2
− a− b)k

=
(a)n(b)n

(1
2
+ a+ b)n

n∑
k=0

(−n)k(
1
2
− n− a− b)k(

1
2
− a)k(

1
2
− b)k

n !(1− n− a)k(1− n− b)k(1)k(
3
2
− a− b)k

, +4/53,

������������ +4/53,- �� +4/52,

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(1
2
+ a+ b)n

{
n∑

k=0

(−n)k(
1
2
− n− a− b)k(

1
2
− a)k(

1
2
− b)k

(1− n− a)k(1− n− b)k(1)k(
3
2
− a− b)k

}
xn

n !
,

����� 	[ ��
[ ������[ ��	 	[�[ ����]�� �� 	[ ��
����"� [������� �� 
���� ��]��\��

]�
� ��[ ���]�"� ��
�����
����][ 4F3

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(1
2
+ a+ b)n

{
4F3

(
−n, 1

2
− a, 1

2
− b, 1

2
− n− a− b

1− n− a, 1− n− b, 3
2
− a− b

∣∣∣∣1
)}

xn

n !
.

+4/54,

@
	�][��� 	[ �"�
�	[ ��� �� ��]�����[ �� 	[ 
[���[ 28: �� Y23Z

4F3

(
−n,A,B,C

1 + A− B, 1 + A− C, 1 + A+ n

∣∣∣∣1
)

=
(A+ 1)n(A+ 1− 2B)n(

1
2
)n

(A+ 1− B)n(A+ 1)n(
1
2
− B)n

,

]�� 	[ ������&][]�"�;

A =
1

2
− n− a− b, B =

1

2
− b, C =

1

2
− c,

+4/54,- �� 
���� ����]��\�� ]�
�;

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(1
2
+ a+ b)n

(
(3
2
− n− a− b)n(

1
2
− n− a+ b)2n(

1
2
)n

(1− n− a)n(
3
2
− n− a− b)2n(b)n

)
xn

n !

=
∞∑
n=0

(
(a)n(

3
2
− n− a− b)n(

1
2
− n− a+ b)2n(

1
2
)n

(1− n− a)n(
3
2
− n− a− b)2n(

1
2
+ a+ b)n

)
xn

n !
. +4/55,
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S�[��� 	[� 
��
���[��� �� 	�� � 
\�	�� �� O�]��[

�� � ��[��� 	[ ��	[]�"� ���

������ ]�� 	[ ���]�"� F[

[

(3
2
− n− a− b)n

(3
2
− n− a− b)2n

=
Γ(3

2
− n− a− b+ n) Γ(3

2
− n− a− b)

Γ(3
2
− n− a− b) Γ(3

2
− n− a− b+ 2n)

=
Γ(3

2
− a− b)

Γ(3
2
− a− b+ n)

=
1

(3
2
− a− b)n

,

+4/55,- �� ��[�����
[ ��

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

(
(a)n(

1
2
− n− a+ b)2n(

1
2
)n

(1− n− a)n(
1
2
+ a+ b)n(

3
2
− a− b)n

)
xn

n !
, +4/56,


���-

(a)n(
1
2
− n− a+ b)2n

(1− n− a)n
=

Γ(a+ n) Γ(1
2
+ n− a+ b) Γ(1− (n+ a))

Γ(a) Γ(1
2
− n− a+ b) Γ(1− a)

.

S�[��� [���[ 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��

Γ(x) Γ(1− x) =
π

sin(πx)
,


[�[

Γ(a+ n) Γ(1− (n+ a))

Γ(a) Γ(1− a)
= (−1)n,

�� �����

(a)n(
1
2
− n− a+ b)2n

(1− n− a)n
= (−1)n

Γ(1
2
+ n− a+ b)

Γ(1
2
− n− a+ b)

=
Γ(1

2
− a+ b)

Γ(1
2
− a+ b)

(−1)n
Γ(1

2
+ n− a+ b)

Γ(1
2
− n− a+ b)

=

(
1

2
− a+ b

)

n

(−1)nΓ(1− (1
2
+ a− b))

Γ(1− n− (1
2
+ a− b))

.

+4/57,



	��� �� �#��! �� " ��!�� ������ 8:

Q����������� +4/57,- �� +4/56, �� �\�����;

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

(
(1
2
)n

(1
2
+ a+ b)n(

3
2
− a− b)n

)(
1

2
− a+ b

)

n

×
(−1)nΓ(1− (1

2
+ a− b))

Γ(1− n− (1
2
+ a− b))

xn

n !
. +4/58,

Q� �� 	[ ��
����"�

(x)n−k =
(−1)k(x)n

(1− x− n)n
,

�[]�
�� n = k, �\����
��;

(1− x− n)n = (−1)n(x)n ⇒ Γ(1− x)

Γ(1− x− n)
(−1)n = (x)n,

	���� �[]����� x = 1
2
+ a− b

(−1)n
Γ(1− (1

2
+ a− b))

Γ(1− n− (1
2
+ a− b))

=

(
1

2
+ a− b

)

n

. +4/59,

C� ����� &�[	
���� ������������ +4/59,- �� +4/58, ��� ����[;

(
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(a+ b+ 1

2
)n

xn

n!

) (
∞∑
n=0

(1
2
− a)n(

1
2
− b)n

(3
2
− a− b)n

xn

n!

)

=
∞∑
n=0

(
(1
2
)n

(
1
2
+ a− b

)
n

(
1
2
− a+ b

)
n

(1
2
+ a+ b)n(

3
2
− a− b)n

)
xn

n !

= 3F2

(
1
2
+ a− b, 1

2
− a+ b, 1

2
+ a+ b

1
2
+ a+ b, 3

2
− a− b

∣∣∣∣x
)
.

R������� �� ]����[ 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ ]�
� ��[ ����� ��


����]�[�- 	[ ���[	�[� [������� 
��
��� �\����� 	[ ��
����[]�"� �� 	[ �"�
�	[ ��

B	[����;

2F1

(
a, b,

a+ b+ 1
2
,

∣∣∣∣x
)

2F1

(
1
2
− a, 1

2
− b

3
2
− a− b

∣∣∣∣x
)

= 3F2

(
1
2
+ a− b, 1

2
− a+ b, 1

2
+ a+ b

1
2
+ a+ b, 3

2
− a− b

∣∣∣∣x
)
.
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������ %��* ������* �� ��*	
�
��*,��	

K[ �������[� ��� �� ���[\	�]��� �� ���[ ��]]�"�- 	[ ]�[	 ���� ���	��[�[ �� �	 ���

	�

��� ��	 ��	��
�� �
��� �� ����]� ]�
� ��[ ]����]���]�[ �� ��[ ����� �� 
[��.


�	[]����� [	��\�[�][� ��\�� 	[ ���]�"� ��
�����
����][ �����[	��[�[ � �� [	���[�


��
���[��� ��	 � 
\�	� �� O�]]�[

�� ���[\	�]��[� �� �	 ��	��
�� 
���

K[ ���]�"� ��
�����
����][ �����[	��[�[ pFq- �� 
���� ��]��\��;

pFq

(
a1, a2, · · ·, ap
b1, b2, · · ·bq

∣∣∣∣z
)

= I + II, +4/5:,

�� �����-

I =
∞∑
j=0

(a1)2j · · · (ap)2j
(b1)2j · · · (bq)2j

z2j

(2j)!
,

II =
∞∑
j=0

(a1)2j+1 · · · (ap)2j+1

(b1)2j+1 · · · (bq)2j+1

z2j+1

(2j + 1)!
,

�������� �� ]����[ ���; (
1

2

)

j

22j j! = (2j)!,

��
����"� ��� �� �\����� �� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� 
[�[ �	 � 
\�	� �� O�]��[
.


�� ]�� α = 1- �

(ai)2j = 22j
(ai
2

)
j

(
ai + 1

2

)

j

,

�� �����-

I =
∞∑
j=0

22j
(
a1
2

)
j

(
a1+1
2

)
j
· · · 22j

(ap
2

)
j

(
ap+1

2

)
j

22j
(
b1
2

)
j

(
b1+1
2

)
j
· · · 22j

(
bq
2

)
j

(
bq+1

2

)
j

(z2)j(
1
2

)
j
22jj!

,

=
∞∑
j=0

(22j)p
(
a1
2

)
j

(
a1+1
2

)
j
· · ·

(ap
2

)
j

(
ap+1

2

)
j

(22j)q+1
(
b1
2

)
j

(
b1+1
2

)
j
· · ·

(
bq
2

)
j

(
bq+1

2

)
j

(
1
2

)
j

(z2)j

j!
,

��� [ �� ���- [	 ����� 
������� 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][- �� 
����

��]��\��;

I = 2pF2q+1

(
a1
2
, · · ·ap

2
, a1+1

2
, · · ·ap+1

2
1
2
, b1

2
, · · · bq

2
, b1+1

2
, · · · bq+1

2

∣∣∣∣4p−q−1z2
)
. +4/61,
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C� 
[���[ ��
�	[�- �� 
���� ��
���[� II �� 	[ ���
[

II =
(
∏p

i=1 ai)z

(
∏q

i=1 bi)
2pF2q+1

(
a1+1
2

, · · ·ap+1

2
, a1+2

2
, · · ·ap+2

2
3
2
, b1+1

2
, · · · bq+1

2
, b1+1

2
, · · · bq+2

2

∣∣∣∣4p−q−1z2
)
. +4/62,

C� 	[� �������[��� +4/5:,- +4/61, � +4/62, �� �\����� 	[ �"�
�	[ �� ]�����"�

pFq

(
a1, a2, · · ·, ap
b1, b2, · · ·bq

∣∣∣∣z
)

= 2pF2q+1

(
a1
2
, · · ·ap

2
, a1+1

2
, · · ·ap+1

2
1
2
, b1

2
, · · · bq

2
, b1+1

2
, · · · bq+1

2

∣∣∣∣4p−q−1z2
)

+
(
∏p

i=1 ai)z

(
∏q

i=1 bi)
2pF2q+1

(
a1+1
2

, · · ·ap+1

2
, a1+2

2
, · · ·ap+2

2
3
2
, b1+1

2
, · · · bq+1

2
, b1+1

2
, · · · bq+2

2

∣∣∣∣4p−q−1z2
)
. +4/63,

Q� �� +4/63,- ��
[
�� p = 1 � q = 0- ���[ �� ��� ��[�����
[ ��;

1F0

(
a
−

∣∣∣∣z
)

= 2F1

(
a
2
, a+1

2
1
2

∣∣∣∣z2
)
+ az 2F1

(
a+1
2
, a+2

2
3
2

∣∣∣∣z2
)
. +4/64,

$ ( .���?�?���

2/

3F2

(
a, b, c

2 + a− b, 2 + a− c

∣∣∣∣1
)

= 2−2c+1 Γ(2 + a− b) Γ(2 + a− c) Γ(b− 1) Γ(c− 1)

Γ(a− 2c+ 2) Γ(a− b− c+ 2) Γ(b) Γ(c)

×

{
Γ
(
a
2
− c+ 3

2

)
Γ
(
a
2
− b− c+ 2

)

Γ
(
a
2
+ 1

2

)
Γ
(
a
2
− b+ 1

) −
Γ
(
a
2
− c+ 1

)
Γ
(
a
2
− b− c+ 5

2

)

Γ
(
a
2

)
Γ
(
a
2
− b+ 3

2

)
}
. +4/65,

Q� ��
����[]�"� [
[��]� �� Y21Z/

3/

4F3

(
a
2
, a+1

2
, b+ n,−n

b
2
, b+1

2
, a+ 1

∣∣∣∣1
)

=
(b− a)n
(b)n

,

		[
[�[ �"�
�	[ �� A[�	��*�- �� ��
����[]�"� �� ��]�����[ �� 	[ 
[���[ 281

�� Y23Z/

4/

3F2

(
a, b, c

a+b+1
2

, 2c

∣∣∣∣1
)

=
Γ
(
1
2

)
Γ
(
c+ 1

2

)
Γ
(
a+b+c

2

)
Γ
(
c− a+b−1

2

)

Γ
(
a+1
2

)
Γ
(
b+1
2

)
Γ
(
c− a−1

2

)
Γ
(
c− b−1

2

)

Q� ��
����[]�"� �� ��]�����[ �� 	[ 
[���[ 259 �� Y23Z/
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5/ L������ ��� 	[� ���������� ���]����� ������ 	[� ��
������[]����� ]�
� ������

��
�����
����][� ��� �� ����][�

8,

log(1 + x) = x · 2F1

(
1, 1
2

∣∣∣∣− x

)
.

9,

arcsen(x) = x · 2F1

(
1
2
, 1
2

3
2

∣∣∣∣x2

)
.

:,

sin(x) = x · 0F1

(
−
3
2

∣∣∣∣−
x2

4

)
.

�,

cos(x) = 0F1

(
−
1
2

∣∣∣∣−
x2

4

)
.

6/ S��	��[��� 	[ ��
����[]�"� �� O�[% +R����
[ 3/5/3,- ��
������ ���;

arctan(x) = arc sen

(
x√

1− x2

)
.

7/ Q� 	[ 
[��� ��[	 �� �� �#
��� ]�

	��� ρ �� 
������[- 
������ ���;

2F1

(
1,−ρ
ρ+ 1

∣∣∣∣1
)

=
1

2
.

8/ S��	��[��� �	 �����
[ �� F[��� +R����
[ 3/6/2, 
������ ���;

2F1

(
−n

2
,−n

2
+ 1

2

ρ+ 1
2

∣∣∣∣1
)

=
2n(ρ)n
(2ρ)n

.

9/ O[�[ 0 < ρ < 1- ��
������ ���;

2F1

(
1− ρ, ρ

3ρ

∣∣∣∣
1

2

)
=

1

2ρ
Γ(ρ)Γ(3ρ)

{Γ(2ρ)}2
.
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:/ R�
[��� ρ =
1

2
- �� �	 ����]�]�� [�������- 
������ ��� �	 ����	�[�� �\������

�� ���[	 [	 ��� �� �\����� ���	��[��� ��[ �� 	[� �"�
�	[� ��	 ����]�]�� 2/

21/ C�
������ ���;

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

1√
(1− x2)(1− y2)(1− x2y2)

dxdy =
1

16π

{
Γ

(
1

4

)}4

Q������]�[; D�
[��[ (1−x2y2)−1/2

�� 	[ �"�
�	[ ��	 \���
��- 	���� �������

���
��� [ ���
���- 
[�[ ��]��\�� I �� ���
���� �� ��[ ���]�"� ��
�����
����.

][ 3F2- 	���� [
	���� ��[ �� 	[� �������[��� �� B	[����- �[�[� �� 	[ ��]]�"�

3/7/

22/ @
	�][��� 	[ �������[� �� O�[%.Q[[	�]�$��- 
���\� ���;

n∑
k=0

(−b+ a)k(2a− 1 + n)k(−n)k
(2a− b)k(a)kk!

=
(b)n

(2a− b)n
.

23/ S��	��[��� 	[ ��
������[]�"� ������[	 �� D�	��- ��
������ ���;

2F1

(
a , b

a− b+ 1

∣∣∣∣− 1

)
=

Γ(a− b+ 1)Γ
(a
2
+ 1

)

Γ(a+ 1)Γ
(a
2
− b+ 1

) .
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D� ���� ][
 ��	� �� 
������[� [	����� ���

	��- ��� ��� 
��
���� ��
����[� ]".


� ��
[� �� 
����]��� �� ]��&]������ \���
�[	�� 
����� ��� ����]��[� [ ������

��
�����
����][�< ����
�� ��� �	 ][��]��� ����]�[	 �� �[	�� ��
[� �� ������]�[�

��]��\�����	[� ]�
� ������ ��
�����
����][�/

% " ;� 
��>	�
= ��	 5����	�

D	 
��\	�
[ 44:: �� 	[ ������[ 7�� '
���:8� 28���
8��:8	 2����	� - ]������.

�[�� �� 	[ ������[ ]�
� ��� �� 	�� 
������ 511 
��\	�
[� +2:29.2:61,- 
��� 
��\[�

� �����[�

t∑
k=0

(−1)k
(
r + 1

k

) (
2r − 2k

r

)
= r + 1,

����� t = r
2

�� r �� 
[� � t = (r−1)
2

�� r �� �

[�/

@���[
�� ��� ������[ �� 	[� ���� ��	�]����� 
�\	�][�[� �� 	[ ������[ ���	��[ �	


����� �� ��	�]�"� ��� [ ]������[]�"� �	����[
��/

Q�� 
�����[ �� �����[	��[� ��
���[
�� ��� r �� 
[� �� 	[ ���
[ r = 2m- m ∈ N-

�

S =
m∑
k=0

Ck =
m∑
k=0

(−1)k

(
2m+ 1

k

)(
4m− 2k

2m

)
= 2m+ 1.

O[�[ ��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����

Ck+1

Ck

.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� �� ����&][ ���;

Ck+1

Ck

=
(−2m+ 2k)(−2m+ 2k + 1)[−(2m+ 1) + k]

(k + 1)(−4m+ 2k)(−4m+ 2k + 1)
,

]�
�

Ck = C0

(
C1

C0

)(
C2

C1

)(
C3

C2

)
· · ·

(
Ck−1

Ck−2

)(
Ck

Ck−1

)
,
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�� �����-

Ck = C0

[
(−2m)(−2m+ 1)(−(2m+ 1))

1(−4m)(−4m+ 1)

] [
(−2m+ 2)(−2m+ 3)(−(2m+ 1) + 1)

2(−4m+ 2)(−4m+ 3)

]

· · ·
[
(−2m+ 2k − 2)(−2m+ 2k − 1)(−(2m+ 1) + k − 1)

k(−4m+ 2k − 2)(−4m+ 2k − 1)

]
.

D� ��]��-

Ck =
C0 (−2m)2k(−(2m+ 1))k

k!(−4m)2k
.

S��	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� 
[�[ �	 � 
\�	� �� O�]�[

�� +3/38,

S =
m∑
k=0

Ck = C0

m∑
k=0

(−m)k
(−2m+1

2

)
k
(−(2m+ 1))k

(−2m)k
(−4m+1

2

)
k

1

k!
, +5/2,

�����-

C0 =

(
4m

2m

)
.

K[ ��
����"� +5/2, �� 
���� ��]��\�� ��[��� 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][

�����[	��[�[- ]�
�

S = C0 3F2

(
−m,−m+ 1

2
,−2m− 1

−2m,−2m+ 1
2

∣∣∣∣1
)
. +5/3,

G[]����� ��� �� 	[ �������[� ��
�����
����][ �� O[%.Q[[	��$�� ��
����[�[ �� �	

��	��
�� ��� ;

3F2

(
−m, a, b

d, a+ b−m− d+ 1

∣∣∣∣1
)

=
(d− a)m(d− b)m
(d)m(d− a− b)m

,

]�� 	[ ������&][]�"� a = −m+ 1
2
, b = −2m−1, d = −2m, +5/3,- �� 
���� ����]��\��

]�
�;

S = C0

(−m− 1
2
)m(1)m

(−2m)m(m+ 1
2
)m

=
(4m)!

(2m)!(2m)!

(−m− 1
2
)m(1)m

(−2m)m(m+ 1
2
)m

, +5/4,

��]���[��� 	[ ��
����"�;

(−n)k =
(−1)k n!

(n− k)!
,
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�[�[ �� +3/43,- � ���	��[��� ����[
���� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� 
[�[ �	 � 
\�	�

�� O�]��[

�� +3/38,- �� �����;

(−2m)m =
(−1)m (2m)!

m!
,

(4m)! = (1)4m = 24m
(
1

2

)

2m

(1)2m,

(2m)! = (1)2m = 22m
(
1

2

)

m

(1)m.

@� +5/4,- �� ��[�����
[ ��;

S =
24m

(
1
2

)
2m

22m
(
1
2

)
m
(1)m(

22m
(
1
2

)
m
(1)m

) (
22m

(
1
2

)
m
(1)m

) (−m− 1
2
)m(1)m

(m+ 1
2
)m

m!

(−1)m22m
(
1
2

)
m
(1)m

,

S =

(
1
2

)
2m(

1
2

)
m

(−m− 1
2
)m

(−1)m (m+ 1
2
)m

(
1
2

)
m

.

C� 	[ ��	[]�"� ��� ������ ����� 	[ ���]�"� F[

[ � �	 � 
\�	� �� O�]�[

��- �

	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��- ��
����[�[ �� +3/44,- �� 
���� ��� ���;

(
−m− 1

2

)
m(

1
2

)
m

= (−1)m(2m+ 1),

@� -

S =

(
1
2

)
2m

(2m+ 1)(
m+ 1

2

)
m

(
1
2

)
m

=
Γ
(
2m+ 1

2

)
Γ
(
m+ 1

2

)
Γ
(
1
2

)

Γ
(
1
2

)
Γ
(
2m+ 1

2

)
Γ
(
m+ 1

2

) (2m+ 1),

�� �����-

S = 2m+ 1. □

% # ;� 
��>	�
= �� 	=� �	�

�=�=� ���������=��=�

K[ VT ]�

����]�[ ������[]���[	 �� 
[��
���][� 
[�[ ������[���� ���������[����

+HBL 3119, ���� �� ���� �� 	[ ]���[� �� (	8������8�� (�	�8��8& ������ ��[	��[��

��	 25 [	 31 �� ��	�� �� 2008/ K�� 
[���]�
[���� ��� ������[���� �� ��[��[��� ��

	[� ][����[� �� 
[��
���][�- �	 ���]��� �� 	�� 7 
��\	�
[� ]�����
��������� [	 � [

39 �� ��	�� �� 3119 ���;

Q� n �� �� ������ 
�������/ O���\� ��� 2n−1
������ [;
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∑
0≤k<n

2

(
n

2k + 1

)
5k. +5/5,

D� ���� ����]�]��- �� ���[\	�]� 	[ ��������� �"�
�	[ �� ��
[]�"�;

1

2n−1

s∑
k=0

(
n

2k + 1

)
xk =

1√
x

{(
1 +

√
x

2

)n

−
(
1−

√
x

2

)n
}
, +5/6,

�����-

s =

{
n
2
− 1, �� n �� 
[�,

n−1
2
, �� n �� �

[�

C� ���[ 
[���[- ��
[��� x = 5- �� �\����� 	[ ��	�]�"� [	 
��\	�
[ 
��
�����-


��� �� �[\��� ���;

1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n }
= Fn,

����� Fn �� �	 �.���
� �#
��� �� 	[ ��]���"� �� E�\��[]]�/ C� ���[ 
[��� ��


����[�� ��� 	[ 
��
[ ]��]	���"� ��	 
��\	�
[- �� �\����� �� �� ��
[ x �� 	[

���
[ 4t+ 1, ]�� t = 0, 1, 2, 3 · · · .
@���[ 
��]���
�� [ ���[\	�]�� 	[ �������[� �[�[ �� +5/6,- ��[��� �	 
����� �� 	[�

���]����� ��
�����
����][�- 
[�[ �		� �[
�� [ ��
���� ��� 
�����[ �� �����[	��[�

��� n = 2m, m ∈ N, �� �� �[ �	 ][�� ��� n ��[ �

[� �� 
��]��� �� 
[���[ ��
�	[�/

@� �	 	[�� ��������� �� +5/6, �� 
���� ��
���[� ]�
�;

1

22m−1

m−1∑
k=0

(
2m

2k + 1

)
xk ≡ 1

22m−1

m−1∑
k=0

ck x
k, +5/7,

O[�[ ��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����;

Ck+1

Ck

.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� �� ����&][ ���;

Ck+1

Ck

=
(2m− 2k − 2)(2m− 2k − 1)

(2k + 2)(2k + 3)
,

]�
�

Ck = C0

(
C1

C0

)(
C2

C1

)(
C3

C2

)
· · ·

(
Ck−1

Ck−2

)(
Ck

Ck−1

)
,
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�� �����

Ck = C0 ·

(2m− 2)(2m− 1)

2 · 3


·

(2m− 3)(2m− 4)

4 · 5


· · ·


(2m− 2k + 1)(2m− 2k)

2k · (2k + 1)


,

= C0 ·

(−2m+ 2)(−2m+ 1)(−2m+ 3)(−2m+ 4) · · · (−2m+ 2k − 1)(−2m+ 2k)

(2k + 1)!


,

= C0 ·

(−2m+ 1)2k

(1)2k+1


,

= C0 ·

(−2m+ 1)2k

(2)2k


.

S�[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"�- �[�[ �� +3/38,- �� �����;

Ck =


C0(−m+ 1

2
)k(−m+ 1)k

(1)k(
3
2
)k


.

C� ���[ 
[���[- �	 	[�� ��������� �� +5/7, �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

C0

22m−1

m−1
k=0

(−m+ 1)k(−m+ 1
2
)k

(3
2
)k

xk

k!
,

��� [ 	[ 	�� �� 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ �����[	��[�[- ��]���]�
��

]�
� ��[ 2F1, 
�� 
��]��[
����- 
���
�� ��]��\��

1

22m−1

m−1
k=0


2m

2k + 1


xk =

C0

22m−1 2F1


−(m− 1),−m+ 1

2
3
2

x

, +5/8,

[	 �[]�� 	[ ������&][]�"� �� 	[ ���]�"� ��
�����
����][ ��� &���[ �� +5/8,- ]�� 	[

������[ 2F1 ��� [
[��]� �� 	[ �"�
�	[ �� ��[�����
[]�"� ��
����[�[ �� +4/64,-

��� ����[;

1F0


a
−

z


= 2F1


a
2
, a+1

2
1
2

z2

+ az 2F1


a+1
2
, a+2

2
3
2

z2

,

]�� a = −2m, x = z2- �� �\�����;

1

22m−1

m−1
k=0


2m

2k + 1


xk =

C0

22m−1




1F0


−2m
−


√
x


− 2F1


−m+ 1

2
,−m

1
2

x


−2m
√
x




,
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� ��[��� �� 	[ ���[	�[� [�������- 	[� �"�
�	[� �� ��[�����
[]�"�

1F0

(
a
−

∣∣∣∣x
)

=
∞∑
n=0

(a)nx
n

n!
= (1− x)−a, +5/9,

1

2

[
(1 + z)n + (1− z)n

]
= 2F1

(
−n

2
,−n

2
+ 1

2
1
2

∣∣∣∣z2
)
, +5/:,

�� �����;

1

22m−1

m−1∑
k=0

(
2m

2k + 1

)
xk =

C0

22m−12m
√
x

{
1

2

[
(1 +

√
x)2m − (1−

√
x)2m

]}
,

	����-

1

22m−1

m−1∑
k=0

(
2m

2k + 1

)
xk =

1√
x

{(
1 +

√
x

2

)2m

−
(
1−

√
x

2

)2m
}
, +5/21,


���

C0 =

(
2m
1

)
=

(2m)!

(2m− 1)!
= 2m.

C� ���[ 
[���[ �� �\����� +5/6,- 
��� �� +5/21, 2m = n. □

0��5 �����

K	[
�
�� xm [	 	[�� ����]�� �� +5/21,- �� ��]��-

xm =
1√
x

{((
1 +

√
x

2

)2
)m

−

((
1−

√
x

2

)2
)m}

.

O[�[ x = 1, xm = 1 ∀m ∈ N.
O[�[ x = 2, x1 = 1- x2 =

3
2
- x3 =

35
16
, · · ·

O[�[ x = 9, x1 = 1- x2 = 5- x3 = 21, · · · xm = 1
3
(22m − 1)- ��� 
�� ����]]�"� ��

��
�����[ ��� xm �� �� ������ 
[�[ ���� �[	�� �� m ∈ N/

Q���� 	[ 
������[;

�O[�[ ]��	�� �[	���� ��[	�� �� x- xm �� �� �#
��� �[���[	- 
[�[ ���� �[���[	 m>

K[ ���
����[ [ ���[ 
������[ �� �\����� �� 
[���[ ��
���[�[ [ 
[���� �� 	[ ���������


��
���]�"�;




�	� ��!�  ���� �� � �������! �� �����! �� �� �#����� ��"�����"� :2

1
�����7��
 �����

Q�

α =

(
1 +

√
x

2

)2

, β =

(
1−

√
x

2

)2

, xm =
1√
x
[αm − βm],

�����]��-

xm+2 =

(
1 + x

2

)
xm+1 −

(
1− x

4

)2

xm.

'�	���
57��
 �����

K[ 
���\[ �� ���[ [&�
[]�"� �� �\����� �� �� ]�	]�	� ����]��- �� ���]��- �"����

���;

(
1 + x

2

)
α−

(
1− x

4

)2

= α2
�

(
1 + x

2

)
β −

(
1− x

4

)2

= β2,

[� -

(
1 + x

2

)
xm+1 −

(
1− x

4

)2

xm =

=

(
1 + x

2

)
1√
x

[
αm+1 − βm+1

]
−

(
1− x

4

)2
1√
x
[αm − βm]

=
1√
x

{
αm

[(
1 + x

2

)
α−

(
1− x

4

)2
]
− βm

[(
1 + x

2

)
β −

(
1− x

4

)2
]}

=
1√
x
{αmα2 − βmβ2} = xm+2.

C���� xm �� �� ������ 
[�[ ���� �[	�� �[���[	 �� m �� x �� �� 	[ ���
[ 4t + 1-

t = 0, 1, 2, 3 · · · .

% $ -��=���		� �� ��=??����� 
=�?�=	�� �� 	= ����

?��� ?��=������

D	 ���[���		� �� ����� �� ��[]]����� 
[�]�[	�� 
[�[ 	[ ���]�"� π cot(πx)- �� ]���]��[

����� D�	��- ��
����[� 
���\[� �� ���� ���[���		� �[� [
[��]��� �� 	[ 	����[��.

�[ 
[��
���][< �	 �\������ �� ���� ���

	� �� 
������[� [#� ���[ 
���\[ �� �		�

[
	�][��� 	[ ���� [ �� 	[� ������ ��
�����
����][�/
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@� �[
�� [ ��
����[� ���;

∞∑
k=1

1

k2 − x2
=

1

2x

[
1

x
− π cot(πx)

]
, +5/22,

������
�� ]�� S 	[ �����

S =
∞∑
k=1

1

k2 − x2
, +5/23,

O[�[ ��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����;

Ck+1

Ck

.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� �� ����&][ ���;

Ck+1

Ck

=
(k − x)(k + x)

(k + 1− x)(k + 1 + x)
. +5/24,

B�
� �� �[ �\����[�� �� 	�� ���

	�� [��������� Ck �� 
���� ��]��\�� ]�
� �	

��������� 
����]��;

Ck = C1

(
C2

C1

)(
C3

C2

)(
C4

C3

)
· · ·

(
Ck−1

Ck−2

)(
Ck

Ck−1

)
,

�������� �� ]����[ +5/24,- �� �\����� ���;

Ck = C1

(
(1− x)(1 + x)

(2− x)(2 + x)

)(
(2− x)(2 + x)

(3− x)(3 + x)

)
· · ·

(
(k − 1− x)(k − 1 + x)

(k − x)(k + x)

)
,

Ck = C1

(
(−x+ 1)(x+ 1)

(−x+ 2)(x+ 2)

)(
(−x+ 2)(x+ 2)

(−x+ 3)(x+ 3)

)
· · ·

(
(−x+ k − 1)(x+ k − 1)

(−x+ k)(x+ k)

)
,

Ck = C1
(−x+ 1)k−1(x+ 1)k−1

(−x+ 2)k−1(x+ 2)k−1

,

	���� 	[ ����� �[�[ �� +5/23, �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

S = C1

∞∑
k=1

(−x+ 1)k−1(x+ 1)k−1

(−x+ 2)k−1(x+ 2)k−1

,

���	��[��� �	 ][
\�� �� �[��[\	� k−1 = j, � ��]���[��� ��� (1)j = j ! - 	[ ��
����"�

[������� 
[�[ S ��
[ 	[ ���
[;

S = C1

∞∑
j=0

(−x+ 1)j (x+ 1)j (1)j
(−x+ 2)j (x+ 2)j j !

,




�	� ��!�  ���� �� � �������! �� �����! �� �� �#����� ��"�����"� :4

��� ��]���]�
��- �� []����� [ 	[ ��&��]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ �����[	�.

�[�[- ]�
� ��[ 3F2- 
[� ��
	 ]��[
���� 
���
�� ��]��\��;

S = C1 3F2

(
1,−x+ 1, x+ 1
x+ 2,−x+ 2

∣∣∣∣1
)
. +5/25,

S��	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
[]�"� Y21Z

3F2

(
a, b, c

2 + a− b, 2 + a− c

∣∣∣∣1
)

= 2−2c+1 Γ(2 + a− b) Γ(2 + a− c) Γ(b− 1) Γ(c− 1)

Γ(a− 2c+ 2) Γ(a− b− c+ 2) Γ(b) Γ(c)

×

{
Γ
(
a
2
− c+ 3

2

)
Γ
(
a
2
− b− c+ 2

)

Γ
(
a
2
+ 1

2

)
Γ
(
a
2
− b+ 1

) −
Γ
(
a
2
− c+ 1

)
Γ
(
a
2
− b− c+ 5

2

)

Γ
(
a
2

)
Γ
(
a
2
− b+ 3

2

)
}
,

�[]����� 	[ ������&][]�"� a = 1, b = −x+1, c = x+1, 	[ ���]�"� ��
�����
����][

��� [
[��]� �� �	 	[�� ����]�� �� +5/25,- �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

C1 3F2

(
1,−x+ 1, x+ 1
x+ 2,−x+ 2

∣∣∣∣1
)

= C1
2−2x−1 (1− x2) Γ(x) Γ(−x)

(−2x)Γ(−2x)

×

{
π Γ(1 + x) Γ(1− x) − Γ

(
1
2
− x

)
Γ
(
1
2
+ x

)

Γ
(
1
2

)
Γ
(
1
2
+ x

)
Γ (1 + x)

}
,

�������� �� ]����[ 	[� ��	[]����� ���]���[	�� �� 	[ ���]�"� F[

[- �\�����[� ��


[���[ ��
���[�[- ��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��'���"� �� D�	��;

Γ

(
1

2
− x

)
Γ

(
1

2
+ x

)
=

π

cos(πx)
,

Γ (x) Γ (−x) =
−π

x sen(πx)
,

Γ (1 + x) Γ (−x) =
−π

sen(πx)
,

Γ (1 + x) Γ (1− x) =
πx

sen(πx)
,
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�� �\����� ���;

C1 3F2

(
1,−x+ 1, x+ 1
x+ 2,−x+ 2

∣∣∣∣1
)

=

C1

2−2x−1(1− x2)
(

−π
x sin(πx)

)

(−2x)Γ(−2x)Γ
(
1
2
+ x

)
Γ (1 + x) Γ

(
1
2

)
{

π2x

sen(πx)
− π

cos(πx)

}

= C1

2−2x−1(1− x2)
(

−π
x sin(πx)

)

(−2x)Γ(−2x)(2x)Γ (2x) Γ
(
1
2

)
2−2xΓ

(
1
2

)
{

π2x

sen(πx)
− π

cos(πx)

}

= C1

2−2x−1(1− x2)
(

−π
x sin(πx)

)

(−2x)
(

−π
2 sin(πx) cos(πx)

)
Γ
(
1
2

)
2−2xΓ

(
1
2

)
{

π2x

sen(πx)
− π

cos(πx)

}

= C1
(1− x2) cos(πx)

(−2x)2

{
πx

sen(πx)
− 1

cos(πx)

}
,

[� -

C1 3F2

(
1,−x+ 1, x+ 1
x+ 2,−x+ 2

∣∣∣∣1
)

= C1
(1− x2)

(−2x)2
{πx cot(πx) − 1} , +5/26,

�� ���[ 
[���[- � ���[��� ���;

C1 =
1

1− x2
,

�� �\����� &�[	
���� �� +5/23,- +5/25,- � +5/26, ���;

∞∑
k=1

1

k2 − x2
=

1

2x2
[1− πx cot(πx)] □

% % ;�= ����� �� ���?����� 0=

=

D� 	[ �������]�[ Y7Z- �	 [���� �[ ��[ 
���\[ �	�
���[	- \[�[�[ �� ]����[ �"�
�	[ ��

�����
�	[]�"� 
[�[ �	 �
��[��� �� �������]�[� �� 	[ �������[�

m
∞∑
j=0

Γ(β + 1 + j) Γ(m+ 2j) (−n)j
Γ(β + 1− n+ 2j) Γ(m+ j + 1)j!

=
Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1− n−m)
, +5/27,




�
� #�� !� �� �� �#������! ����� :6

�	 �\������ �� ���� ���

	�- �� 
��
��]���[� ��[ ��
����[]�"� 
[�[ +5/27,- ��[���

�	 
����� �� 	[� ���]����� ��
�����
����][�/

O[�[ ��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����;

Cj+1

Cj

.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� ����]�� �� ����&][ ���;

Cj+1

Cj

=
Γ(β + 1 + j + 1) Γ(m+ 2j + 2) (−n)j+1 Γ(−n+ β + 1 + 2j) Γ(m+ 1 + j) j!

Γ(−n+ β + 1 + 2j + 2) Γ(m+ 1 + j + 1) (j + 1)! Γ(β + 1 + j) Γ(m+ 2j) (−n)j
,

Cj+1

Cj

=
(β + 1 + j) (m+ 2j) (−n+ j) (m+ 1 + 2j)

(j + 1) (m+ 1 + j) (−n+ β + 1 + 2j) (−n+ β + 2 + 2j)
,

]�
�

Cj = C0

(
C1

C0

)(
C2

C1

)(
C3

C2

)
· · ·

(
Cj−1

Cj−2

)(
Cj

Cj−1

)
,

�� �����;

Cj = C0

[
(β + 1) (m) (m+ 1) (−n)

1 · (m+ 1) (−n+ β + 1) (−n+ β + 2)

]

×
[
(β + 1 + 1) (m+ 2j − 2) (m+ 1 + 2j − 2) (−n+ j − 1)

2 · (m+ 1 + 1) (−n+ β + 1 + 2)

]

· · · ×
[

(β + 1 + j − 1) (m+ 2j − 2) (m+ 1 + 2j − 2) (−n+ j − 1)

j (m+ 1 + j − 1) (−n+ β + 1 + 2j − 2) (−n+ β + 2 + 2j − 2)

]
.

D� ��]��-

Cj =
C0 (β + 1)j (−n)j (m)2j

j! (m+ 1)j (−n+ β + 1)2j
,

�� �����-

m

n∑
j=0

Cj = mC0

n∑
j=0

(β + 1)j (−n)j (m)2j
j! (m+ 1)j (−n+ β + 1)2j

. +5/28,

S��	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� 
[�[ �	 � 
\�	� �� O�]�[

�� �[�� �� +3/38,-

+5/28, �� ��[�����
[ ��;

m
n∑

j=0

Cj = mC0

n∑
j=0

(β + 1)j (−n)j (
m
2
)j
(
m+1
2

)
j

j! (m+ 1)j
(−n+β+1

2

)
j

(−n+β+2
2

)
j

, +5/29,
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�	 	[�� ����]�� �� +5/29, ]�����
���� [ ��[ ���]�"� ��
�����
����][ 4F3, ��� ��


���� ��]��\�� ]�
�;

m
n∑

j=0

Cj = mC0 4F3

(
m
2
, m+1

2
β + 1,−n,

−n+β+1
2

, −n+β+2
2

,m+ 1

∣∣∣∣1
)
. +5/2:,

G[]����� ��� �� 	[ �"�
�	[ �� ��
[]�"� 4F3 �� A[�	��*� ��
����[�[ �� 	[ 
[���[

81 �� Y23Z

4F3

(
a
2
, a+1

2
, b+ n,−n

b
2
, b+1

2
, a+ 1

∣∣∣∣1
)

=
(b− a)n
(b)n

,

]�� 	[ ������&][]�"� a = m, b = β + 1− n, � �������� �� ]����[ ���;

mC0 =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)
,

+5/2:,- �� 
���� ����]��\�� ]�
�;

m
n∑

j=0

Cj =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)

(β + 1− n−m)n
(β + 1− n)n

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)

Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1− n−m)

Γ(β + 1− n)

Γ(β + 1)

=
Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1−m− n)
□

% & :���� ������= ?�� ?���?������ >���
�=	��

D� �	 [�� ]�	� Y9Z �	 [���� ��[	#[ 	[ �����

∞∑
k=1

1

k2

(
2k
k

) =
π2

18
,

��[��� 
[�[ �		�- 	[ ��[�����
[�[ �� K[
	[]�- [	���[� 
��
���[��� �� 	[ ���]�"�

A��[ � ]����[� 
��
���[��� �� 	[ ���]�"� ��	��[���
�/ K�� [������ �� ���� ��[\[��

��[	#[� ���[ ����� ��[��� �	 
����� �� 	[� ���]����� ��
�����
����][�/

Q�[;

S =
∞∑
k=1

Ck ����� Ck =
1

k2

(
2k
k

) .
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O[�[ ��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����;

Ck+1

Ck

.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� �� ����&][ ���;

Ck+1

Ck

=
k2

(2k + 1)(2k + 2)
. +5/31,

]�
� �� �[ �\����[�� �� 	�� ���

	�� [���������- Ck �� 
���� ��]��\�� ]�
� �	

��������� 
����]��;

Ck = C1

(
C2

C1

)(
C3

C2

)(
C4

C3

)
· · ·

(
Ck−1

Ck−2

)(
Ck

Ck−1

)
,

�������� �� ]����[ +5/31, �� �\����� ���;

Ck = C1

(
12

3 · 4

)(
22

5 · 6

)(
32

7 · 8

)
· · ·

(
(k − 1)2

(2k − 1)(2k − 2)

)

=
2C1

(1)2k
(k − 1)!(k − 1)!,

S =
∞∑
k=1

Ck =
∞∑
k=1

2C1

(1)2k
(k − 1)!(k − 1)!,

���	��[��� �	 ][
\�� �� �[��[\	� k−1 = j, � ��]���[��� ��� (1)j = j !, 	[ ��
����"�

[������� 
[�[ S- ��
[ 	[ ���
[;

S = 2C1

∞∑
j=0

(1)j(1)j
(1)2j+2

, +5/32,

��[��� 	[ 
��
���[� �� 	�� � 
\�	�� �� O�]�[

��

(α)n = α(α + 1)n−1,

]�� α = 1 � n = 2j + 2- +5/32,- �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

S = C1

∞∑
j=0

(1)j(1)j
(3)2j

= C1

∞∑
j=0

(1)j(1)j
22j(3

2
)j(2)j

. +5/33,
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C� ���[ 
[���[ S �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

S = C1

∞∑
j=0

(1)j(1)j(1)j
(3
2
)j(2)j j !

(
1

4

)j

,

��� [ �� ���- ���	��[��� 	[ ���[]�"� 
[�[ 	[ ���]�"� ��
�����
����][- �� 
����

��]��\�� ]�
�;

S = C1 3F2

(
1, 1, 1
3
2
, 2

∣∣∣∣
1

4

)
, +5/34,

O[�[ ��[	�[� 	[ ���]�"� ��
�����
����][ ���	��[
�� 	[ �������[� �� B	[����

3F2

(
2a, 2b, a+ b

a+ b+ 1
2
, 2a+ 2b

∣∣∣∣x
)

=

[
2F1

(
a, b,

a+ b+ 1
2
,

∣∣∣∣x
)]2

,

�[]����� 	[ ������&][]�"� a = b = 1
2
, x = 1

4
, +5/34, 	[ 
���
�� ��]��\�� ]�
�;

S = C1 3F2

(
1, 1, 1
3
2
, 2

∣∣∣∣
1

4

)
= C1

[
2F1

(
1
2
, 1
2

3
2
,

∣∣∣∣
1

4

)]2
.

P�]���[��� ��� 	[ ���]�"� f(x) = arcsin x, �� 
���� ��
������[� �� ���
���� ��

��[ ����� ��
�����
����][ ]�
�;

arcsinx = x 2F1

(
1
2
, 1
2

3
2
,

∣∣∣∣x2

)
, +5/35,

��
[��� x = 1
2
- �� +5/35,- ��� ����[;

arcsin
1

2
=

1

2
2F1

(
1
2
, 1
2

3
2
,

∣∣∣∣
1

4

)
,

� �[�� ��� C1 =
1
2
- �� �\����� &�[	
����;

S =
1

2

[
2

(
arcsin

1

2

)]2
= 2

(π
6

)2

=
π2

18
. □

% ' 7��= ��
������=?��� 
=�= π ?�
� ��= ����� ���

����=

S�[ �"�
�	[ ��� ��
���[ �	 �[	�� �� π ]�
� ��[ ����� ��&���[ ��� 
��
��]���[�[


�� �	 
[��
���]� �[
���� 78��9� 1���� ��""!��# $� �� �	 [!� 2833/ Q��#� ��


���� ��� �� Y8Z/ D��[ ����� �[
\��� ��� �\�����[ 
�� �	 
�������� 4����� 08�����




��� �" �  �� �!��"����� �� � π ���� #�� !� �� ������"� ::

�� 2831- �	 ��[\[�" �� B���[ � ���� ]�����
�����]�[ ]�� K��\���- 
��� ������ 	[

]����]]�"� �� 	�� �������[����� �� 	[ 
[��
���][ ��� �	 ���]�\��
����� �� J����

��� ����
��������/ @���[
�� [��
�� ��� K/ D�	�� �����]�\��" ���[ 
��
[ ����� ��

2848/ G[��[ ����� �[\�
��- 
�� �	 
����� ��� [ ]������[]�"� ���	��[
��- ��]�[

�"�
�	[ �� �� �[ ��
����[�� �[��[ �	 � [ �� ���/

∞∑
k=0

22k+1(k!)2

(2k + 2)!
=

π2

4
.

O[�[ ��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����

Ck+1

Ck
, �� �����;

Ck =
22k+1(k!)2

(2k + 2)!
.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� �� ����&][ ���;

Ck+1

Ck

=
22k+3 (k + 1)! (k + 1)! (2k + 2)!

(2k + 4)! k! k! 22k+1
,

Ck+1

Ck

=
22(k + 1)2

(2k + 4)(2k + 3)
,

]�
�;

Ck = C0

(
C1

C0

)(
C2

C1

)(
C3

C2

)
· · ·

(
Ck−1

Ck−2

)(
Ck

Ck−1

)
,

�����]��-

Ck = C0 ·
2212

3 · 4
· 2222

5 · 6
· · · · 22k2

(2k + 1) · (2k + 2)

= C0
2(2k+1) (1)k (1)k

(2k + 2)!
= C0

2(2k+1) (1)k (1)k
(1)2k+2

= C0
2(2k)(1)k(1)k(1)k

(3)2k(1)k
=

2(2k) (1)k (1)k (1)k

22k
(
3
2

)
k
(2)k (1)k

,

�� �����-

∞∑
k=0

Ck = C0

∞∑
k=0

(1)k (1)k (1)k(
3
2

)
k
(2)k k !

(1)k, +5/36,

��� ��[��� 	[ ���[]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ +5/36,- �� 
���� ��]��\��;

∞∑
k=0

Ck = C0 3F2

(
1, 1, 1
3
2
, 2

∣∣∣∣1
)
.
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S��	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
[]�"� 3F2- ��� �� ��
�����[ �� 	[ 
����[ 259 �� Y23Z

3F2

(
a, b, c

a+b+1
2

, 2c

∣∣∣∣1
)

=
Γ
(
1
2

)
Γ
(
c+ 1

2

)
Γ
(
a+b+c

2

)
Γ
(
c− a+b−1

2

)

Γ
(
a+1
2

)
Γ
(
b+1
2

)
Γ
(
c− a−1

2

)
Γ
(
c− b−1

2

) ,

]�� a = b = c = 1 � �������� �� ]����[ ��� C0 = 1,

∞∑
k=0

22k+1(k!)2

(2k + 2)!
=

Γ
(
1
2

)
Γ
(
1 + 1

2

)
Γ
(
3
2

)
Γ
(
1
2

)
1

,

∞∑
k=0

22k+1(k!)2

(2k + 2)!
=

{
Γ

(
1

2

)}2 (
1

2

)2 {
Γ

(
1

2

)}2

=

{
Γ

(
1

2

)}4
1

4
=

(
√
π)4

4
.

C� ����� &�[	
���� �� ����� ���;

∞∑
k=0

22k+1(k!)2

(2k + 2)!
=

π2

4
□

% ( ;� ����?�?�� ��	 	�>�� �� +������� +���� �

9��

D� ���� ���

	� �� �����	�� �� ����]�]�� 
��
����� 
�� F- @������- P�]�[�� @����-

P[��[� P��- �� �	 ����� �� 3��7�5� )�
7���
�- �� 	[ 
����[ 294 �� Y23Z/ O[�[

��]��\�� ���[ ��
[ ]�
� ��[ ����� ��
�����
����][- ��[
���
�� �	 ]�]�����;

Ck+1

Ck

.

O�� 
���� �� �� ]�	]�	� �� ����&][ ���;

Ck+1

Ck

=
(n− k)(2k + 1)(2k + 2)

(k + 1)3

(
−1

2

)
,

Ck = C0

(
C1

C0

)(
C2

C1

)(
C3

C2

)
· · ·

(
Ck−1

Ck−2

)(
Ck

Ck−1

)
,

�����]��-

Ck = C0 ·
(
n · 1 · 2

13

)(
−1

2

)
·
(
(n− 1) · 3 · 4

23

)(
−1

2

)

· · ·
(
(n− k + 1) · (2k − 1) · (2k)

k3

)(
−1

2

)
,
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Ck = C0 ·
(
(−1)(−n) · 1 · 2

13

)(
−1

2

)
·
(
(−1)(−n+ 1) · 3 · 4

23

)(
−1

2

)

· · ·
(
(−1)(−n+ k − 1) · (2k − 1) · (2k)

k3

)(
−1

2

)
,

�� �����;

∞∑
k=0

Ck = C0

∞∑
k=0

(−1)k(−n)k(2k)!

k! k! k!

(−1)k

2k
,

∞∑
k=0

Ck = C0

∞∑
k=0

(−n)k(1)2k
(1)k (1)k (1)k

(
1

2

)k

. +5/37,

S��	��[��� 	[ �"�
�	[ �� ��
	�][]�"� 
[�[ �	 � 
\�	� �� O�]�[

�� �[�� �� +3/38,-

+5/37,- �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

∞∑
k=0

Ck = C0

∞∑
k=0

(−n)k2
2k
(
1
2

)
k
(1)k

(1)k (1)k (1)k

(
1

2

)k

= C0

∞∑
k=0

(−n)k
(
1
2

)
k

(1)k

(
2k

k!

)
,

��� ��]���� ]�� ���[]�"� �� ���]�"� ��
�����
����][ ��� ����[;

∞∑
k=0

Ck = 2F1

(
−n, 1

2

1

∣∣∣∣2
)
. +5/38,

O[�[ ��[	�[� 	[ ���]�"� ��
�����
����][ ��� &���[ �� �	 	[�� ����]�� �� +5/38,-


��]���
�� 
�� ][��� ���#� n ��[ �

[� � ��� n ��[ 
[�/

2/ �� n �� 
[� n = 2m, �� ���� ][�� [
	�][
�� 	[ ��
[ ��� [
[��]� �� 	[ 
����[

287 �� Y23Z-

2F1

(
2a, b
2b

∣∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a
2F1

(
a, b− a
b+ 1

2

∣∣∣∣∣
x2

4(x− 1)

)
,

]�� 	[ ��������� ������&][]�"� a = −m, b = 1
2
, x = 2. +5/38, �� ��[�����
[

��;

∞∑
k=0

Ck = 2F1

(
−2m, 1

2

1

∣∣∣∣2
)

= (−1)m2F1

(
−m, 1

2
+m

1

∣∣∣∣1
)
. +5/39,

S�[��� 	[ �������[� �� B��.T[����
���� ��
����[�[ �� �	 ][
 ��	� ���;

2F1

(
−n, a
c

∣∣∣∣1
)

=
(c− a)n
(c)n

,
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]�� a = 1
2
+m,�=
- c = 1. +5/39,- �� ��[�����
[ ��;

∞∑
k=0

Ck =
(−1)m(1− 1

2
−m)m

(1)m
. +5/3:,

S��	��[��� ��[ �� 	[� 
��
���[��� �� 	�� � 
\�	�� �� O�]��[

��;

(1− x− k)k = (−1)k(x)k,

]�� k = m, x = 1
2
, +5/3:, �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

∞∑
k=0

Ck =
(1
2
)m

(1)m
.

P�]���[��� ��� n = 2m ��
�� ��� 	[ ��
[ [������� 	[ 
���
�� ��]��\��

]�
�;

∞∑
k=0

Ck =
(1
2
)n

2

(1)n
2

.

3/ Q� n �� �

[�- n = 2m + 1 [
	�][
�� 	[ �"�
�	[ �� ��[�����
[]�"� �� O�[%

��� ��� ��
����[�[ �� �	 ][
 ��	� ���;

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣x
)

= (1− x)−a
2F1

(
a, c− b

c

∣∣∣∣
x

x− 1

)
,

]�� a = −n- c = 1, b = 1
2
, x = 2

∞∑
k=0

Ck = 2F1

(
−n, 1

2

1

∣∣∣∣2
)

= (−1)−n
2F1

(
−n, 1

2

1

∣∣∣∣2
)
.

O[�[ ��� ���[ ���[	�[� ����[ ������� �� ��\� �[� ���;

∞∑
k=0

Ck = 2F1

(
−n, 1

2

1

∣∣∣∣2
)

= 0.

C� ����� &�[	
���� �� �����;

∞∑
k=0

(
n
k

)(
2k
k

)(
−1

2

)k

=

{ ( 1
2)n

2

(1)n
2

, �� n = 2m, m ∈ N
0, �� n = 2m+ 1, m ∈ N. □
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% ) ;�= ����� �� ?=��?=���=

D� 	[ 
����[ 71 �� 	[ �������]�[ Y23Z< 	�� [������ 
��
���� �� �	 ����]�]�� 67

��
����[� 	[ �"�
�	[ ��� [
[��]� �� 	[ ][��][���[ �� 	[ E����[ 5/2

E����[ 5/2; E����[ ��
[�[ �� 	[ �������]�[ Y23Z +3131,

Q�[

S =
∞∑
n=1

(−1)n+1n2

n3 + 1
.

K[ ���]�

���]�"� �� ��[]]����� 
[�]�[	��;

n2

n3 + 1
=

1

3

1

n+ 1
+

1

3

[ 1

n− α
+

1

n− ᾱ

]
, ����� α =

1

2
+

√
3

2
i,

[� -

S =
1

3

∞∑
n=1

(−1)n+1

n+ 1
+

1

3

∞∑
n=1

(−1)n+1
[ 1

n− α
+

1

n− ᾱ

]
≡ 1

3
S1 +

1

3
S2. +5/41,

D�[	�[]�"� �� S1;

K[ ]���]��[ �"�
�	[

log(1 + x) =
∞∑
n=0

(−1)nxn

n+ 1
, −1 < x ≤ 1,
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�\�����[ 
�� 	[ ������[]�"� ���
��� [ ���
��� �� 	[ ����� ���
����][- 
��
���

��]����[� �	 �[	�� �� S1;

S1 = −
∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1
= −

[
log 2− 1

]
= 1− log 2. +5/42,

D�[	�[]�"� �� S2;

P������[��� 	[ ����� ��� ��&�� [ S2;

S2 =
∞∑
n=1

[ 1

2n− 1− α
+

1

2n− 1− ᾱ
− 1

2n− α
− 1

2n− ᾱ

]
=

1

2
×

[
∞∑
n=1

(
1

n− (1+α)
2

− 1

n− α
2

)
+

∞∑
n=1

(
1

n− (1+ᾱ)
2

− 1

n− ᾱ
2

]

≡ 1

2

[
S3 + S4

]
+5/43,

P�]���[��� ���; +��� ���

	� 2/4/4,

ψ(x+ 1) =
∞∑
n=1

( 1
n
− 1

n+ x

)
,

S3 =
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n− α
2

)
−

∞∑
n=1

(
1

n
− 1(

1+α
2

)
)

= ψ
(
1− α

2

)
− ψ

(1− α

2

)
,

�� 
[���[ ��
�	[�- �� 
�����[ ���;

S4 = ψ
(
1− ᾱ

2

)
− ψ

(1− ᾱ

2

)
,

[	 ��������� 	[� ��
�������� �� S3 � S4 �� 	[ ���[	�[� +5/43,- �� �����;

S2 =
1

2

[
ψ
(
1− α

2

)
− ψ

(1− ᾱ

2

)]
+

1

2

[
ψ
(
1− ᾱ

2

)
− ψ

(1− α

2

)]
, +5/44,

�������� �� ]����[ 	[ �"�
�	[- ��� ���

	� 2/6/3;

ψ(x)− ψ(1− x) = π cot(πx),

]�� x = 1− α
2
- �� �	 
��
�� ��
[��� �� 	[ ���[	�[� [������� � ]�� y = 1− ᾱ

2
-

�� �	 �������- �� ����� ��� +5/44,- �� 
���� ��]��\�� ]�
�;

S2 = −π

2
[cot πx+ cot πy] , +5/45,
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]�
� α =
1

2
+

√
3

3
< x = 1− α

2
- y = 1− ᾱ

2

sin π(x+ y) = sin

(
3π

2

)
= −1 +5/46,

sin πx = sin

(
3π

4
−

√
3π

4
i

)
= sin

(
3π

4

)
cos

(√
3π

4
i

)
− sin

(√
3π

4
i

)
cos

(
3π

4

)

=
1√
2

[
cos

(√
3π

4
i

)
+ sin

(√
3π

4
i

)]
,

�� 
[���[ [��	��[;

sin πy =
1√
2

[
cos

(√
3π

4
i

)
− sin

(√
3π

4
i

)]
,

	����-

sin πx · sin πy =
1

2

[
cos2

(√
3π

4
i

)
− sin2

(√
3π

4
i

)]
=

1

2
cos

(√
3π

2
i

)
,

[� -

sin πx · sin πy =
1

2

e
√
3π
2 + e−

√
3π
2

2
=

1

2
cosh

(√
3π

2

)
+5/47,

O���-

cot πx cot πy =
cos πx

sin πy
+

cos πy

sin πy
=

sin πy cos πx+ cos πy sin πx

sin πx sin πy

cot πx cot πy =
sin π(x+ y)

sin πx sin πy
= − 2

cosh
(√

3π
2

)

= −2 ��]�

(√
3π

2

)
+5/48,

N\����� ��� �� �[ ���	��[�� �� 	[ 
��#	��
[ ���[	�[� 	� ���[\	�]��� �� +5/46,

� +5/47,/ P��

	[�[��� �� +5/48, �� +5/45,;

S2 = π ��]�

(√
3π

2

)
+5/49,

E��[	
����- �� +5/42,- +5/49,- � +5/41, �� �\�����;

∞∑
n=1

(−1)n+1n2

n3 + 1
=

1

3
− 1

3
log 2 +

π

3
��]�

(√
3π

2

)
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% * 2������=��� 
�	���
�=	�� ?�� ?���?������ >��

��
�=	��

O[�[ ���[\	�]�� ]����[� �������[��� ��� ����	�]�[� �[]����[	��- ]��&]������ \�.

��
�[	��- � � 
\�	�� �� O�]��[

��- �	 [���� �� Y29Z ���	��[ 	[� ������\�]�����

���
[	 � �[

[ \��[��[�[�- ][	]�	[��� 
�
����� [��]�[��� �� ���[� ������\�.

]����� �� 
��\[\�	��[� �� ��� 
[���[� �������[� � ]�

[�[��� 	�� ����	�[��� [� 

�\�������/

B�� 	[ ����[����[ ���]���[ �� �	 
���[�� [�������- �� ��
�����[ �� Y29Z �	 ���������

����	�[��;

4��
�	5 ��#��

O[�[ ������� �� ���[����� s, k, n,m � �#
���� ]�

	���� ρ � β �� �����;

k∑
j=0

(
2k
2j

)
(1 + ρ)2k−2j(1 + ρ2)j(2j − 1)!!(2k − 2j − 1)!! =

(2k)!

k!
(1 + ρ)k.

+5/4:,

1

2k

2k∑
j=0

[j/2]∑
m=0

(2ρ)j−2m

(
k

j − 2m

)(
k − j + 2m

m

)
= (1 + ρ)k. +5/51,

n∑
j=0

(−1)j
(

n
j

)
(β)j+m

(β)j
= (−1)nn!

(
m
n

)
(β)m
(β)n

. +5/52,

n∑
m=0

(−1)m
(

n
m

)
(β)m(β)n−m

∑m
k=0

(
m
k

)(
n−m

k

)
ρkk!
(β)k

=

{
0, si n es impar

n!
(n/2)!

(β)n/2(1− ρ)n/2 si n es par.
+5/53,

n∑
m=0

(−1)n−m

(
n
m

)∑m
j=0

(
m
j

)
(1− ρ)jρm−j(β)n−j(β +m− j)j

=

{
0, si n es impar

n!
(n/2)!

(β)n/2(1− ρ)n/2 si n es par.
+5/54,
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D� ���� ���

	�- ��[��� �	 
����� �� 	[� ���]����� ��
�����
����][�- �� ��
���.

��[� 	[� �������[��� +5/4:, � +5/52, ���[��� ]�
� �� \��� ����]�]�� 
[�[ �	 	�]���-

	[ ����&][]�"� �� 	[� ���[� ����/

'�	���
57��
 ��#��

C�
����[]�"� �� +5/4:,/

C�����
�� ]�� S- 	[ ��
[ ��� &���[ �� �	 	[�� ��������� �� +5/4:,/ R�������

�� ]����[ 	[ ��&��]�"� �� �[]����[	 ��\	�;

(2j − 1)!! = 1 · 3 · · · (2j − 1) =
1 · 2 · 3 · 4 · · · (2j − 1)(2j)

2 · 4 · · · (2j)
=

(2j)!

2jj!
,

�� 
[���[ ��
�	[�-

(2k − 2j − 1)!! =
(2k − 2j)!

2k−j(k − j)!
,

[� -

S =
K∑
j=0

(
2k
2j

)
(1 + ρ)2k−2j(1− ρ2)j

(2j)!(2k − 2j)!

2kj!(k − j)!
,

��]���[��� ��� �	 �#
��� ]�
\��[�����

(
2k
2j

)
�� ��&�� 
��

(
2k
2j

)
=

(2k)!

(2k − 2j)!(2j)!
,

S �� 
���� ��]��\�� ]�
�

S =
(1 + ρ)2k(2k)!

2k

k∑
j=0

1

(k − j)!j!

(1− ρ2)j

(1 + ρ)2j
, +5/55,


���-

(1− ρ2)j

(1 + ρ)2j
=

(1− ρ)j(1 + ρ)j

(1 + ρ)2j
=

(1− ρ)j

(1 + ρ)j
=

(
1− ρ

1 + ρ

)j

� ��[��� ����[
���� 	[ ��&��]�"� ��	 �#
��� ]�
\��[�����

(
k
j

)
=

k!

j!(k − j)!
,
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	[ ��
����"� 
[�[ S �[�[ �� +5/55, ��
[ 	[ ���
[;

S =
(1 + ρ)2k(2k)!

2kk!

k∑
j=0

(
k
j

)(
1− ρ

1 + ρ

)j

, +5/56,

O�� 	[ ���[	�[� +2/43, ���[\	�]��[ �� �	 ]���	[��� 2/8/2 �� �����;

(
k
j

)
=

(−1)j(−k)j

j!
,

� �����[��� ]�� β �	 ]�]����� ��� &���[ �� +5/56,-

S =
(1 + ρ)2k(2k)!

2kk!

k∑
j=0

(−k)j
(−β)j

j!
,

	[ ��
[ ��� &���[ �� �	 	[�� ����]�� �� 	[ ���[	�[� [�������- �� ��]���]� ]�
�

��[ ���]�"� ��
�����
����][ 1F0 ��� ]�����
���� [ 	[ ����� \���
�[	 +��� ���

	�

3/4/3, 	����-

S =
(1 + ρ)2k(2k)!

2kk!
1F0

(
−k
−

∣∣∣∣∣− β

)
+5/57,

��]���[��� ���;

1F0

(
−k
−

∣∣∣∣∣− β

)
= (1 + β)k

� �������� �� ]����[ ��� β = 1−ρ
1+ρ

- ����	�[;

1F0

(
−k
−

∣∣∣∣∣− β

)
=

(
1 +

1− ρ

1 + ρ

)k

=
2k

(1 + ρ)k
,

���

	[�[��� �� +5/57, �� �\����� &�[	
���� ���;

S =
(1 + ρ)2k(2k)!

2kk!

2k

(1 + ρ)k
=

(2k)!(1 + ρ)k

(k)!
,

]�� 	� ]�[	 ����[ ���[\	�]��[ 	[ �������[� +5/4:, /

'�	���
57��
 ��#��
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C�
����[]�"� �� +5/52, C�����
�� ]�� T 	[ ����� ��� [
[��]� �� �	 	[�� ��.

������� �� +5/52,

T =
n∑

j=0

(−1)j
(

n
j

)
(β)j+m

(β)n
,

�� ��\� 
��\[� ���;

T = (−1)nn!

(
m
n

)
(β)m
(β)n

.

C� 	[ ��	[]�"� ����� ���]�"� F[

[ � �	 � 
\�	� �� O�]��[

�� +��� �����
[

2/8/3,

(β)j+m =
Γ(β +m+ j)

Γ(β)
=

Γ(β +m+ j)

Γ(β +m)

Γ(β +m)

Γ(β)
= (β +m)j(β)m,

��	 ]���	[��� 2/8/2 �� �[\� ���;

(
n
j

)
=

(−1)j(−n)j
j!

,

[� -

T =
n∑

j=0

(−n)j
j!

(β +m)j(β)m
(β)j

= (β)m 2F1

(
−n, β +m

β

∣∣∣∣∣1
)
. +5/58,

P�]���[��� 	[ �������[� �� B��.T[����
���� +��� ]���	[��� 3/6/2,

2F1

(
−n, a

c

∣∣∣∣∣1
)

=
(c− a)n
(c)n

,


���[��� 	[ ������&][]�"� a = β +m- c = β- +5/57, �� 
���� ��]��\��;

T =
(β)m(−m)n

(β)n
= (β)m(−1)mm!

(
m
n

)
,

�� ����� �� �[ ��]�� ��� ����[
���� ��	 ]���	[��� 2/8/2- ]�� 	� ]�[	 ����[ ���[.

\	�]��[ 	[ �������[� +5/52,/
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E����[ 5/3; J[�	 R������ U�	��	
 U�������[�� +2926 . 2:98,- �
[��� ��
[�[ ��;

���
�;00����/���0KC�S +3137,

J[�	 R������ U�	��	
 U�������[�� �[]�" �	 42 �� �]��\�� �� 2926 �� N������	��-

U����[	�[- � 
���" �	 2: �� ��\���� �� 29:8 �� A��	 �- @	�
[��[/ O����� [ �� ��[

�[
�	�[ 
�����[ � 
����" �[	���� ��

�[�� 
[�[ 	[� 
[��
���][�/ D�����" �� 	[

S��������[� �� A���- ����� ���]�[	
���� �� ����]" [	 ������� �� 	[ ���	�� [- 
���

	���� �� ][
\�" [ 	[� 
[��
���][�/ B������" ��� �������� �� 	[ S��������[� ��

L$�����/

J[�	 U�������[�� ���� �[���� 
[������ � 
������� [ 	� 	[��� �� �� ���
[]�"�

[][��
�][/ @	����� �� 	�� 
�� �����&][�����; B������
� F����
[��- E�����[��

F�����	� L[� D��������� � F���[� C���]�	��; ����� 
[������ ��'������ �� ��	� 
��

�� ]���]�
����� 
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