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Resumen

Este libro de matematicas avanzadas aborda el estudio de algunos temas de fun-
ciones especiales. El documento se estructura en tres capitulos. El primero esta
dedicado a la funcion Gamma, presentando las definiciones dadas por Euler Gauss
v Weierstrass; estableciendo sus equivalencias. En este primer capitulo también
se enuncian y demuestran algunas de las propiedades mas esenciales de la fun-
cion Gamma, entre las que se destacan la relaciéon de recurrencia, la formula de
reflexion de Euler, la formula de duplicaciéon de Legendre. El segundo capitulo
introduce la funcion hipergeométrica, explorando algunas de sus propiedades. En
el tercer capitulo se aplica la teoria desarrollada para calcular sumas binomiales y
series especiales.

Palabras clave

Funcion Gamma. Formula de reflexion de Euler. Funcion Beta. Serie hipergeomé-
trica. Sumas binomiales.

Abstrac

This advanced mathematics book addresses the study of selected topics in special
functions. The document is structured into three chapters. The first is dedicated
to the Gamma function, presenting the definitions provided by Euler, Gauss, and
Weierstrass, and establishing their equivalencies. This first chapter also states and
proves some of the most essential properties of the Gamma function, notably the
recurrence relation, Euler’s reflection formula, and Legendre’s duplication formula.
The second chapter introduces the hypergeometric function, exploring several of
its properties. In the third chapter, the developed theory is applied to calculate
binomial sums and special series.

Keywords

Gamma function. Euler’s reflection formula. Beta function. Hypergeometric series.
Binomial sums.



1. Introducciéon

En el vasto campo de las matemaéticas, ciertos conceptos se destacan por su
profundidad y aplicacion en diversas areas del conocimiento. Este libro se adentra
en varios de estos temas, explorando desde las sumas binomiales y funciones hi-
pergeométricas hasta la funcion Gamma, el Teorema de Weierstrass y la formula
de reflexion de Euler. Cada una de estas concepciones no solo poseen una belle-
za intrinseca en su estructura matematica, sino que también desempena un papel
crucial en la comprension y resolucion de problemas tanto tedricos como practicos.

Las sumas binomiales y las funciones hipergeométricas son conceptos funda-
mentales en el ambito de las series y las ecuaciones diferenciales. Las sumas bi-
nomiales, surgen naturalmente en contextos donde se requiere la combinacion de
objetos o la evaluacion de probabilidades. Estas series no solo tienen aplicaciones
en combinatoria y teoria de probabilidades, sino que también encuentran utilidad
en la teoria de nimeros y la fisica matematica.

Por otro lado, las funciones hipergeométricas, generalizan las sumas binomiales
a un contexto mas amplio, son herramientas poderosas en el estudio de ecuaciones
diferenciales y en la formulacién de soluciones a problemas fisicos y matemaéticos
avanzados. Su estructura permite la representacion de soluciones en términos de
series convergentes, proporcionando asi una via para la exploracién de fenémenos
complejos en diversas ramas de la ciencia.

En este libro, exploraremos con detalle cada uno de estos temas, destacan-
do sus aplicaciones, propiedades fundamentales y conexiones interdisciplinarias. A
través de ejemplos concretos, desarrollos histéricos y aplicaciones contemporaneas,
se ofrecera al lector una perspectiva completa y profunda de estos conceptos ma-
tematicos fundamentales.

Los temas que se abordan en el presente texto estdn en principio inspirados
en el libro "Special Functions"de los autores George E. Andrews, Richard Askey
vy Ranjan Roy; en la seccion 2.7 del mencionado libro los autores expresan la im-
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portancia de las identidades hipergeométricas en la evaluaciéon de ciertas sumas de
productos de coeficientes binomiales. Siguiendo estas directrices, el presente traba-
jo tiene por objeto dar una aplicaciéon de la teoria de las funciones hipergeométricas
generalizadas al calculo de la suma de series con coeficientes binomiales y otras
series, cuyos términos generales pueden expresarse como el cociente de funciones
racionales (series hipergeométricas).

El texto esta distribuido de la siguiente manera: En el capitulo dos, de prelimi-
nares se presentan las funciones Gamma, Beta y el simbolo de Pochhammer, y se
demuestran algunas de sus propiedades mas importantes.

En el capitulo tres, se introducen las funciones hipergeométricas y se observa que
una gran cantidad de funciones elementales que originadas en la Fisica y las Ma-
tematicas tienen representaciones como series hipergeométricas. En este capitulo
se introduce la representacion integral de Euler, que permite derivar dos féormulas
de transformaciéon de funciones hipergeométricas, la de Pfaff, y la de Euler; con
estas tltimas se demuestran algunas formulas de sumacion y se establecen algunas
identidades hipergeométricas como la de Clausen, entre otras.

En el capitulo cuatro, que constituye el cuerpo principal del trabajo, se evalian
ciertas series binomiales, usando para ello el método originalmente desarrollado por
Euler y Gauss. Los ejemplos presentados fueron seleccionados de tal manera que
resultaran interesantes a juicio de los autores. Con el fin de que los lectores de este
texto tengan la oportunidad de practicar la metodologia expuesta, se presentan,
en la parte final de este capitulo algunos problemas propuestos.



2. Funcion Gamma. Propiedades

Figura 2.1: Leonhard Euler (1707-1783) Download scientific diagram from publi-
cation: Russian Science Prior to the Russian Revolution (2018)

Leonhard Euler, naci6 el 15 de abril de 1707 en Basilea, Suiza, en una familia de
clase obrera. Su padre era un pastor luterano y su madre provenia de una familia
de artistas. Fue el primer hijo de los cinco que tuvieron sus padres. Se casé con
Katharina Gsell en 1734, con quien tuvo trece hijos. Sin embargo, solo cinco de
estos sobrevivieron hasta la edad adulta, lo que fue una fuente de tristeza y dolor
para Euler y su esposa.

Desde una edad temprana, mostro talento para las matemaéticas y recibié edu-
cacion inicial en casa. Mas tarde, asisti6 a la Universidad de Basilea, donde es-

11



12 CAPITULO 2. FUNCION GAMMA

tudi6 filosofia y teologia, pero fue influenciado significativamente por Christian
Goldbach, Johann Bernoulli y su hijo Daniel Bernoulli. Estos maestros y mentores
no solo ensenaron a Euler los fundamentos de las matematicas, sino que también
lo guiaron y lo inspiraron en sus investigaciones y contribuciones posteriores. La
influencia de estos prominentes personajes del siglo XVIII se refleja en el enfoque
sistematico y riguroso de Euler hacia los problemas cientificos que abord6 a lo
largo de su vida.

Leonhard Euler, pasé la mayor parte de su carrera trabajando en San Peters-
burgo y Berlin, donde ocup6 posiciones en academias cientificas prominentes. En
San Petersburgo, trabajé en la Academia de Ciencias de Rusia durante casi 25
anos, mientras que en Berlin fue miembro de la Academia de Ciencias de Prusia
durante otros 25 anos. A lo largo de su carrera, tuvo varios estudiantes y discipulos
que fueron influenciados por su trabajo y sus métodos matematicos. Algunos de
sus estudiantes més destacados o que estuvieron directamente influenciados por
él incluyen: Joseph-Louis Lagrange, Nikolai Ivanovich Lobachevsky, Simeon Denis
Poisson este ultimo que aunque no fue directamente su estudiante, estudi6 en la
Ecole Polytechnique, donde las ensefianzas de Euler y sus métodos influyeron en
el curriculo matemaético de la época.

Estos matemaéticos son ejemplos de aquellos que fueron influidos directa o in-
directamente por las contribuciones y métodos de Euler. Ademas de ensenar di-
rectamente a estudiantes individuales, Euler también dejé un legado duradero a
través de sus numerosos trabajos publicados, que contintian influyendo en el desa-
rrollo de las mateméticas y otras disciplinas cientificas hasta el dia de hoy. Hizo
contribuciones significativas a una variedad de campos matematicos y cientificos,
incluyendo el analisis matematico, la teoria de grafos, la mecanica, la 6ptica, la as-
tronomia, la teoria de ntmeros, entre otros. Era descrito como un hombre amable
y humilde, que disfrutaba de la compania de sus colegas y estudiantes. Ademas de
su trabajo, tenia intereses en musica y literatura, y fue un miembro activo de la
sociedad académica de su tiempo. A lo largo de su vida, enfrent6 varios problemas
de salud, incluyendo la pérdida de la visiéon en un ojo debido a una enfermedad
ocular y problemas de cataratas en su otro ojo en sus tultimos anos. A pesar de
estas dificultades, continu6 trabajando incansablemente en sus investigaciones ma-
tematicas y cientificas. Fallecio el 18 de septiembre de 1783 en San Petersburgo,
Rusia.

Leonhard Euler no solo dejé un legado impresionante en términos de descubri-
mientos matematicos, sino que también fue un maestro en la claridad y la elegancia
en la formulacion de problemas y soluciones. Un ejemplo de dedicacion y perseve-
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rancia en su vida personal y profesional (ver [1], [2]).

2.1. Nociones generales

Una de las mas simples e importantes funciones especiales es la funcion Gamma,
cuya teoria es un prerequisito para el estudio de muchas otras funciones especiales,
entre ellas las funciones de Bessel, los polinomios de Hermite, los polinomios de
Laguerre.

En las primeras décadas del siglo XVIII, Euler, estudio6 el problema de hallar una
funcion continua de la variable x que fuera igual a n! cuando x = n, n € N, con
el fin de obtener la generalizacion del factorial encontrada por Euler, supongamos
que z, n € N y usemos la notacion

(@) =z(x+1)(z+2) - (z+n—-1), n>0,
(l’)o = 1.
Partiendo de la definicion del factorial de un ntimero natural,

— 1.9.3...p — 1:2:3-z(z+D)(z+2)-(z+n)
xl == 1-2-3 = G+ )@+2) - (+n) ;

o = (z+n)!  nln+1),  an® (n+1),
(241D, (241,  (z+1), nr

teniendo en cuenta

1), 1 2)... 1+Ha+2)..1+¢2
o Do Dt D) o (D4 2045)

de esta manera se logra expresar el factorial como un limite usando el simbolo de
Pochhammer.

nln®

z! = lim ———.

2.2. La funcion Gamma

La discusion presentada en la seccion anterior, es una motivacion que conlleva al
siguiente concepto.

Definiciéon 2.2.1
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Para todo z € C, x #0,—1, -2, - - -, la funcién Gamma esta definida por

nln1
I'z) =1
)= 0 .
Ejemplo 2.2.1
Hallar I'(3)
Por definicién >
nln
I'3) = lim ——
(3) = lim 3),

usemos la definicion del simbolo de Pochhammer para expresar (3),, es decir,

3y = 3-B3+1)-3+2)---B+n—-1)=3-4-5---(n+2)
B 1-2-3-4---n-(n—|—1)-(n+2):n!(n—l—l)(n+2)

1-2 2 ’

luego,

2.n!.n?
P(3) = lim nwen :211'm< n )( n ):2
n—oon!-(n+1)-(n+2) n—oo \n + 1/ \n + 2
r'3)=2.
Ejemplo 2.2.2

Encontrar una expresion en términos de factoriales de la expresion:

Por definicién,

B 5 (2n —1)
= 555
1 1-2-3-4-5---(2n—1)-(2n)
T 2-4-6---(2n)
1 (2n)! 1 (2n)!
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1y  (2n)
2 . S22l

El préximo resultado, expresa una de las propiedades mas importantes de la
funcion Gamma, en el se demuestra que esta funcion resuelve el problema de
interpolacion que fue el origen de su invencion.

asi,

Teorema 2.2.1
Relacion funcional de la funcién Gamma.

Paraxz € C, x #0,—1,—2,- - -, se tiene

[(x+1) = 2T (z). (2.1)
Demostraciéon 2.2.1
Paracadax € C, x #0,—1,-2,- - -,
P(2) = tim 2% Pe+1) = i 0
x) = lim x = lim
n—o0 (:L')n ’ n—o0 (J,’ —|— 1)n’

de donde,

r 1 I'n®

M = lim nen (x)”

['(x) n—oo (x + 1), n!ns!

i nr(x+1)---(z+n-—1)
naoo(l‘+1)($+2)---(l‘+n)

nxr

= lim
n—oo L + "N

z. O

= lim — =

Corolario 2.2.1
Para cada entero no negativo n se tiene
(n+1)=nl

Demostracion 2.2.2
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Nuevamente, haciendo uso de la definicién 1.2.1 con x = 1, se obtiene

m=0,[(m+1)=T0+1)=0(1)=1=0,
m=1 T'1+1)=1I1)=1x1=1=1l,
m=2 T2+1)=@2)I2) =2x1=2=2],
m=3, [(3+1)=(3)[(3) =3 x 2l =3I,
m=4, T(4+1)= (4)(4) =4 x 3! =4I,

.m:n, F'n+1)=n)l'(n) =nx(n—1)!=nl
m=n+1, Tn+1+1)=n+1)T'n+1)=n+1)xn=mn+1). O

2.3. Representacion de la funcion Gamma como un
producto

De la definicion (1.2.1) se desprende que la funciéon Gamma tiene polos en cero

es una funciéon entera con

y en cada uno de los enteros negativos, luego
['(x)

ceros en estos puntos. Es conocido que cada funcién entera tiene una representa-
cion como un producto. A continuacidén se presenta una constante importante en

matematicas, que aparece en el resultado principal de esta seccion.

2.3.1. La constante de Euler-Mascheroni

En sus investigaciones sobre la relacion de la serie armonica y el logaritmo
natural, Leonard Euler alrededor del afio 1734, establecié que si {a,} es la sucesion
cuyo término general a,, viene dado por

1+1+ +1 log(n + 1)
ap, = — 4 4+ — —log(n ,
2 n &

entonces {a,} es convergente, a éste limite lo llamo -, (en realidad utilizo la letra
C, para denotar este limite); es decir,

1
v = lim [ZE—log(n—l—l) :

n—00
k=1
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Figura 2.2: Comparacion de areas funcion 1/z, figura elaborada por los autores
(2026)

(n+1, 0) (n+2, 0)

En 1790, Lorenzo Mascheroni calcularia los primeros 19 decimales y la denota-
ria como A. Ya mas tarde se denotaria de la forma moderna como v , debido
a su conexion con la funciéon Gamma, el valor encontrado por Mascheroni fue
v = 0,577215664901532860606...; por lo anterior, es usual encontrar en algunos
textos dedicados a este tema, v se conoce como la constante de Euler-Mascheroni

(ver [3]).
Veamos que efectivamente la sucesion {a,} es convergente
I. {a,} es una sucesion creciente
1
(py1 — G, = —— — log(n + 2) +log(n + 1), 2.2
teniendo en cuenta que la funcion y = % es decreciente para x > 0, el area

debajo de esta curva limitada por las rectas y =0z =n-+1, x =n+ 2 es
menor que el rectangulo ABC'D ( ver Figura [2.2 ]).

/M%@ < fn+1)=

41 X n+1
1
1 n+2
ogx [n 17 1
1
1 2) -1 1
ogln+2) ~log(n+1) < ——.
es decir, =5 —log(n + 2) 4 log(n + 1) > 0, luego de (2.2) se puede concluir

que an+1 — a, > 0; por lo tanto {a,} es creciente.
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1. {a,} es una sucesion acotada superiormente, en efecto:

—~ 1
a, =1+ Z P log(n + 1) (2.3)
k=2

Figura 2.3: Comparacién de areas funcion y = %7 figura elaborada por los autores
(2026).

¥
y=1/x

23 n-1n

El area de los rectangulos inscritos (ver Figura [2.3| ) es menor que el area
debajo de la curva y = %7 y sobre el eje z entre x =1y x = n, esto es

~ 1 "1
- < / —dx =logn
k . T
k=2
como la funcion f(z) = logx es creciente para x > 0, se tiene logn <
log(n + 1) asi,
“ 1
ZE—log(TH—l) <0

k=1

por lo tanto, teniendo en cuenta (2.3 ) a, < 1, para todon € Nde [ y I se
concluye que {a,} es convergente.

Nota 2.3.1
En algunos libros se encuentra la definicién de la constante de Euler como

(N1
’lenh_{{)lo (Zg—log”)>

k=1
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sin embargo, esta definicion y la dada en el texto son iguales, pues

) n 1 ) n 1
yo= nh_r)go <Z%—log(n+1)> :nh—I»Iolo (Z%—logn—l—logn—log(n—i-l))

1
= lim <E % —10gn> + lim (logn — log(n + 1))
n—oo

n—00
k=1

+ 1im 1 ”
= 1m 10
M n—00 & n+1

usando la continuidad de la funcion logaritmo, se tiene que

T}Egolog (#) = 10%,}220 (n :L_ 1) =logl =0,

asi v = .

La representacién de ﬁ como un producto infinito, viene expresada en el

siguiente teorema.

2.3.2. Teorema de Weierstrass

El Teorema de Weierstrass es una joya de la teoria de funciones complejas,
estableciendo que toda funcién analitica puede aproximarse arbitrariamente bien
por polinomios. Esta nocién fundamental no solo revoluciona nuestra compren-
sion de las funciones en el plano complejo, sino que también tiene aplicaciones
significativas en el andlisis numérico y la teoria de aproximacion.

Teorema 2.3.1

Para cada x € C, x # 0, —1,—2,- - -, se cumple

e {0 )}

donde v es la constante de Euler, dada por,

) 1
v = lim — —logn | .
n—oo k
k=1

Demostracion 2.3.1
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Aplicando la definicion (1.2.1) y haciendo las operaciones correspondientes se ob-
tiene

L @e . wla4 D@+ @hn— DA+ )
—— = lim —— = lim
[(x) noconln®™! nooo (n—=1)n*(1+ %)
) x x AN
=lma(l4+—-)(1+=)---(14+—)e 8"
n—00 1 2 n

- i b (142

oo [T+ )} = TT{(5) ).

En la expresion anterior, la ultima igualdad se justifica por el teorema de la
convergencia dominada, teniendo en cuenta que la funcién exponencial crece mas
rapido que la funcién polinomial, cuando la variable independiente tiende al infi-
nito. Es decir,

t?’L
lim — =0, neN

Definicion 2.3.1

La funcion Digamma se define como la derivada logaritmica de la funciéon Gamma,
usualmente es denotada con W, asi

U(z) = ilog I'(z) = 11:,((,:))

- (2.4)

El siguiente ejemplo ilustra una propiedad importante de la funcién Digamma
Ejemplo 2.3.1
(Ecuacion funcional) Consideramos la recurrencia de la funcion Gamma:
[(z+1) ==zI(2),
Tomando logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad anterior
logI'(z 4+ 1) = log z + log I'(2),

diferenciando con respecto a z:

d 1 d
Elogf(z +1)= Z + Elogf(z).
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teniendo en cuenta la definicion dada en (2.4) se obtiene

Wt 1) =+ ()

En el siguiente ejemplo se muestra una representacion de la funcién Digamma por
medio de una serie.

Ejemplo 2.3.2

Considerando la representacion de la funcion Gamma como un producto

e

I'(z) = ﬁex/k (1 + %)1 (2.5)

X

tomando el logaritmo natural:

logl'(z) = —vyx — logx + 3 E—log 1+° )
S e

diferenciando ambos miembros de la igualdad anterior,

d 1 (1 1
—logl'(z) = —— - — — .
dz 8 (@) x+;(l€ k—i—x) 7

De la definicion de (2.4) y la ecuacion funcional dada en el ejemplo anterior, se
tiene

o0

v = (i)

k=1

o0

U(r+1) = Z(%—kig) — .

k=1

Esta igualdad se obtiene teniendo en cuenta el ejemplo anterior.
El resultado obtenido en el ejemplo 2.3.2, nos permite evaluar ciertas integrales
impropias interesantes como se puede apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.3

Mostrar que si s > 0, entonces

- [ £ o) 2]
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En efecto, usando la serie geométrica:

bt ' 1 2
dr = —1)" st 2y,
/0 1+ /0 nz_:l( )

el teorema de la convergencia dominada nos permite el intercambio de la integral
con la sumatoria, asi:

00 00 o0

I(s) = Z(—ml/ P2 g — Z(q)nlﬁ.

n=1 0 n=1

Al reordenar la serie anterior, considerando en un grupo los términos correspon-
dientes a n par y en el otro para los subindices n impar, se obtiene:

- 1 1
I = —
(s) Z(2n+3—2 277,—1—3—1)

n=1

1 |<x /1 1 = /1 1
- 5[;(;—%%)‘;(;—“%)]’
s—1

utilizando el resultado del ejemplo anterior, para la primera sumatoria con x = %=,

2
y para la segunda con x = %, se obtiene finalmente que:

[ S a=t e (5 - ()]

2.4. Formula del seno como un producto

En un trabajo de 1740, Euler tomé el polinomio
fey)=1—ax+ -+ (—1)"ax", con a, #0,

y considerando las relaciones que existen entre los coeficientes y las raices aq, s, - -
-, o, de un polinomio, relaciones conocidas desde Newton, escribio:

1= a4+ (=1)ana™ = (1—ﬁ><1—£> ---(1—ﬁ>. (2.6)

o Q9 A
A continuaciéon considera el desarrollo en serie de potencias de la funcién Seno

sin x 2t (=)
S O S 2.7
T 3! i 5! (2n+1)! too (2.7)
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y si aq, ag,- -+, son las soluciones de las ecuaciones (2.7), y suponiendo que el
resultado dado en (2.6), se podia extender al caso infinito, (no considera cuestiones
de convergencia ) expreso:

() (1m ) (1- )
x aq (6%) (679

y como los ceros de la funcion *£ son £, £27, £37, - - -, entonces

oo {0 2) 100 2) -0 25

si en la igualdad anterior se reemplaza x por mz se obtiene:

sin rx B IO—O[ (1 _ x_2>
Tr k2)
k=1

Como se puede observar, algunos de los pasos en el desarrollo anterior, requieren
de una debida justificacion matematica. Pese a que Euler, era consciente de la ne-
cesidad de ser cuidadoso al tratar con procesos infinitos, en algunos casos sacrifico
este rigor en pro de obtener resultados practicos. Cabe anotar que esto tltimo le
llevo a cometer algunos errores y obtener resultados falsos, como por ejemplo al
sustituir  por 2 en la serie geométrica,

1
11—z

=14+ a2r...

y obtener:
—1=14+2+448+---

Con el fin de obtener una expresion que relacione la funcion Gamma con la funcion
seno; recordemos la férmula desarrollada por Euler en 1748 y que expresa la funcion
seno como un producto infinito.

Teorema 2.4.1

Teorema (Euler, 1748) Para todo = € C, se tiene:

sen(7a —mcH(l——).

Demostracion 2.4.1
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Para cada nimero real x y cada ntimero natural n, definimos:

I(x) = /ﬂ/2 cos(xt) cos™ y dt. (2.8)
0
Una primera aplicaciéon del método de integracién por partes, con
u = cos" t, dv = cos(xt) dt,
permite escribir ,(z) en la forma

w/2
I(x) = L cos" ! tsintsin(wt) dt,
T Jo

una nueva aplicacién de la integracion por partes, esta vez con
u = cos™ ' tsint, dv = sin(xt) dt,
conduce, a la siguiente formula de recurrencia:
n(n — D ,_o(x) = (n* — 2?) L, ().

Si definimos

y teniendo en cuenta que I,,(0) > 0, la recurrencia anterior se puede escribir como

x2

Frs(z) = <1 - —) Fo(z), n>2

n2

En la igualdad anterior, al variar los valores de n desde n = 2, hasta n = N, y
multiplicando miembro a miembro las N — 2 ecuaciones asi obtenidas se tiene

N 2

Fy(x)Fi(z) =[] (1 - %) Fr_1(2)Fy(z) (2.9)

k=2

Teniendo en cuenta la definicion de I,,(x) dada en (2.8)

w/2 : T w/2
Iy(z) = / cos(xt) dt = sin (5 ); IH(0) = / dt =
0 0

X
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/2 1 w/2
Li(z) = / cos(xt) costdt = 5/ cos(z + 1)t 4 cos(x — 1)t dt
0 0

_ T
1 |sin(z + 1)5 sin(z —1)T | cos ()

2 r+1 z—1 1 — 22

w/2
L(0) = / costdt = 1.
0

Como F,(z) = 5:8, se tiene que:

Foa) = Do) _ 250 () ) D) eos (3)

I5(0) w L) 1—22"

reemplazando las expresiones anteriores de Fy(z) y Fi(z) en la ecuacion (2.9) se
tiene

2sin (Z£) cos (%) N 2

)OS T (1- ) P

k=2

recordando la formula trigonométrica sin(2a) = 2sin «a cos v, la igualdad anterior
se puede escribir como:

sin(mz) _ 1Y (1 - fﬁ) Fyo1(2)Fy (),

T™r

veamos que

en efecto

w/2 1 w/2
11,,(0) — I,(x)] = / (1 — cosat)cos™ tdt| < §x2/ t* cos™ t dt
0 0

1, [ 1
< —:E2/ tcos" ' tsintdt = —1I,(0),
2 0 n

Es de notar que se han usado las desigualdades 1 — cosz < %, y z < tan z. De
esta manera,
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luego

I
i 20
n—o00 [n(())

teniendo en cuenta este tltimo limite en (2.9), finalmente se obtiene:

Ejemplo 2.4.1

Si en la formula del teorema anterior, se hace x = %,

- 1 = [4n? —1
Z = 1—— | =
7T 1( 4n2> }_[1( 4n? )’

7T_H 4n? _ﬁ 2n - 2n - 2:2-4-4-6-6---
2 Alypz_1 Ll op-_1)2n+1) 1.3.3.5.5.7--.

=1

3
Il
_
3

que corresponde a la expresion para el niimero 7w, dada por Wallis.
Ejemplo 2.4.2

(Problema de Basilea) El problema de Basilea, cuyo nombre se debe a la ciudad de
Basilea, Suiza, lugar de nacimiento de L. Euler (1707-1783), consiste en determinar
el valor exacto de la serie:

n=1

Este problema fue planteado en 1644 por P. Mengoli. Varios matematicos; entre
ellos Wallis, Leibniz, Jacob Bernoulli, intentaron sin éxito encontrar la solucion.
En 1736 el problema fue resuelto por Euler. Aqui se presenta la primera solucion
de este problema, dada por Euler, haciendo uso de la formula que representa a
la funciéon seno como producto infinito, En la demostracion del teorema 2.4.1 se
establecié que:

. [e's) 2
S1in xr H 1 s
x m2n2 )’
n=1
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utilizando el desarrollo en serie de Taylor del sinz, en el lado izquierdo de la
igualdad anterior y expandiendo en el producto del lado derecho se tiene:

T A 1 1 1 )
R Bk et Bl G R R R LT EAR

1 1 1 n .
3! w2 4?2 9p? ’
es decir,
<1 w2
o T
—n 6

Ejemplo 2.4.3

Haciendo uso de la representacion del seno como un producto, dada en el teorema

2.4.1:
sin(nmz) ﬁ <n2 —:172) T <(n—:£)(n+x))
sin(ry)  yli\n?-y?) yll\(n-y)n+y))’
si en la identidad anterior se toma z = 1—11 Yy = %,
sn(r/4) _ 5 _ O (=) (e )
in(m/6) 4 —1 1y
sin(rr/ n—1 (n 6) (n + 6)
3147 (4n—1)(4n+1)6
2 = — e
V2 QE(6n—1)(6n+1)4
luego

12n —2)(12n+2) 2-10-14-22-26-34-38-46---

3 ¢ (12n — 3)(12n + 3) 3-9-15-21-27-33-39-45---
§H

se puede observar que el producto infinito del lado derecho de la igualdad anterior
se escribe de la forma:
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en donde

{a,} ={3,15,27,39, - }; {b,} =1{9,21,33,45,--- }
{en} =12,14,26,38, - }; {d,} ={10,22,34,46,-- -},

que corresponden a progresiones aritméticas, el término general de cada una de
estas sucesiones es de la forma a + nd, en donde a es el primer término y d la
diferencia, que en el caso de cada sucesion es de d = 12; asi,

a, =3+ 12n; b, =94+ 12n C, =24+ 12n d, =10+ 12n,

de esta manera:

= (12n +3)(12n + 9
V2= H )

(12n + 2)(12n + 10)

Esta representacion de v/2, como un producto infinito fue obtenida por el ma-
teméatico Belga-Francés Eugene Cataldn en 1873.

2.5. Fo6rmula de reflexion de Euler

La formula de reflexién de Euler, ofrece una relacion profunda entre las funcio-
nes trigonométricas y la funcién Gamma, conectando asi dos areas aparentemente
diferentes de las matemaéticas. Esta formula no solo destaca la elegancia y la in-
terconexién de conceptos matematicos aparentemente dispares, sino que también
encuentra aplicaciones en el andlisis de integrales y la teoria de nimeros complejos.

El siguiente resultado, conocido como la formula de reflexion de Euler, relaciona
la funcién Gamma con la funcién seno.

Teorema 2.5.1
Para todo x € C, tenemos
7

sen Ty = FT(1—2) (2.10)

donde el lado derecho de (2.10) es 0 si z 0 1 — x es un entero negativo.

Demostracion 2.5.1
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Si x no es un entero negativo, se sigue de la Relacion funcional de Euler dada en
(2.1) y del Teorema de Weierstrass que

1 1 1 1 1

P@)(l—2) T(@)(-2)(-z) T(2)(-z)(-2)

donde la dltima igualdad de (2.11) se sigue del teorema 1.2.4.
Ejemplo 2.5.1

En particular, tomando =z = %, en el resultado del teorema 2.5.1, se obtiene

T T
sen — =
2

asi

como I'(z) > 0 para z > 0, luego

Ejemplo 2.5.2

Escribiendo la férmula de reflexién de Euler en la forma

D)1 —2z) = T

sin(mzx)’
derivando, con respecto a la variable x, ambos lados de la igualdad anterior

72 cos(mx)

Mz)(1—2)—T(2)"(1l—2) = —W,

Maz)T(1—z) T@)I'(1—=z)  w*cos(mx) sin(rx)

L(x)(1—xz) T()l(1—-2z)  (sin(r2))?2 7 '
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asi

() T'(1—=z)  mcos(mz)

I(z) T(1-=2)  sin(mz)’

usando la definicién de la funciéon Digamma dada en el ejemplo 2.3.2, la igualdad
anterior se puede escribir:

U(z) — U(1 — 7) = _ mcos(mz)

sin(rz)
derivando una vez mas con respecto a x se obtiene:

71.2

U(2) + V(1 —a) = — (2.12)

sin?(rx)’
Ejemplo 2.5.3

Si «, 8 son nimeros reales tales que 0 < o+ 1 < (3, evaluar la integral

> x%logx
I = dx.
@)= [

Teniendo en cuenta la linealidad de la integral con respecto al intervalo de

integracion;
e B /1 xalog:pd +/oo yalogyd
a, ) = x
) 0 ]_+,I6 L 1+y6 ya

si en la segunda integral del lado derecho de la igualdad anterior, hacemos el

cambio de variable y = %, con la cual dy = —%da:, ycuandoz =1y=1,2=0
si y = +o0, entonces I(«a, 3) se puede escribir:
1, .« 1 .B—a—2
x*logx x log x
1 = dr — —d 2.13
(@,5) /0 1+a8 /O 1 +af 0 (2.13)

al considerar

1 l’t
t) = d
0= | e

derivando bajo el signo integral se tiene:

F(t) = /01 v logz |

14 28 o




2.5. FORMULA DE REFLEXION DE EULER, 31

teniendo en cuenta la expresion anterior para f'(t) y la relacion dada en 2.13 de
observa que:

I{a, ) = f'(e) = f'(B—a—2). (2.14)

Mediante la sustitucién z = 2% en la integral que define a f, se obtiene:

1 ﬁ—l
t) =
/() A Lwﬁ ﬂ/ 1+z =
teniendo en cuenta la formula integral desarrollada en el ejemplo 2.5, con s = %,
1 t 1 t+1
fit)=—=|¥ t+h+1 U i+l
2p 28 26
derivando con respecto a t, la igualdad anterior
1 t 1 t+1
Py = — v (H2ED) e (L) ]
4p° 28 2p

ahora, si en la igualdad anterior reemplazamos primero ¢ por «, y luego ¢ por
b — a — 2, se obtiene

e = g () v ()

e = g v () v ()]

al sustituir estas dos expresiones en 2.14

o~ () o ()] - (2) oo (2520)].

finalmente, aplicando la férmula del ejemplo 2.12:

1, .« 2
1 1 1
I(Oé,ﬁ):/ r Og;dx: 7T2 _
0 1 + xr 4/8 Sin2 T </B_2Oé—1) SinQ T (Og%].)
Nota 2.5.1
— _ B—a—=1 __ 3-1-1 __ 1, o+l _ 1+1 _ 1 ..
Para a = 1,6—3, 23 = 203 6’ Cé—ﬁ—m—g, asl.

zlogx 2 1 1 2 4 272
d.I‘ — ) — ) = — 4 [ — = —
o 1+ a3 4(3)? |sin® & sin® % 36 3 27
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Este caso, corresponde al problema 489, propuesto en el volumen 27, niimero 2
(2024) de la Gaceta de la Real Sociedad Matemética Espanola, en la cual tendran
en cuenta las soluciones recibidas antes del 28 de febrero de 2025. [20]

Se veran a continuacion algunas propiedades que se desprenden del teorema refle-
xion de Euler 2.5.1, que serdn muy ttiles a la hora de sumar series infinitas.

Corolario 2.5.1

F(@) [(-2) = xsi;Z:m)
Pl +2) [(=2) = sin_(:x)
Pl +2) (L —2) = sin?frx)

A continuacion se presenta la definicion original dada por Euler de la funcion
Gamma como una integral.

Teorema 2.5.2

Sea z € C, con PRe(z) > 0, entonces
[(z) = / e~ "t*dt. (2.15)
0

Nota 2.5.2
Esta expresion para ['(z) como es la integral, se debe a A. M. Legendre.

Demostracion 2.5.2
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Para z un ntmero real positivo y n un nimero natural, consideramos la integral

I,,, definida por:
(o] t n
I, = / (1 - —> "Lt
0 n
Una aplicacion del método de integracion por partes, donde

t n
u = (1——) ; dv=t""1dt
n

con lo cual,

se obtiene:

1 /" £\
xnf n

utilizando nuevamente integracion por partes, esta vez con

n—1 n—2
_ 1 x+1
u = (1 — i) i dv=t'dx; du=— (n—1) (1 — i) dt; v !

n n n x+1’

la integral I,, se escribe como:

n n—2
= M/ 1— 2 a3
n’zx(x +1) Jo n

continuando de esta manera, se llega a

n! "
I, = el gt
n"x(:c—l—l)--«(:c—l—n—l)/o

es decir,

Tpt o pln®t on

(2.16)

recordando que:
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para cada t € (0,00), aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebes-
gue, al tomar el limite en 2.16 se obtiene:

n t n | x—1
lfim I, = lim <1 _ —> FNd = m S m —
0

n—o00 n—o00 n n—00 (:L‘)n n—oo I + TZ7

teniendo en cuenta la definicién de la funcion Gamma dada en (2.1 ), se tiene
finalmente que:

/OO e "t L dt = T(z). (2.17)

el resultado para z € C, con fRe z > 0, se obtiene de 2.17 por prolongacion analitica.
Nota 2.5.3

La integral que expresa la funciéon Gamma en el teorema 2.5.2 con frecuencia se
llama integral de Euler de segunda clase. La integral de Euler de primera clase, es
la siguiente integral por medio de la cual se define la funcién Beta.

Definicion 2.5.1

La llamada funcién Beta de Euler, es la integral,
1
B(m,n) = / 2" (1 —x)™ . (2.18)
0

con Re(m) >0y Re(n) > 0.

La integral de (2.18) es simétrica en n y m como puede deducirse si se hace el
cambio de variable x =1 —y.

La funciéon Beta esta relacionada con la funcion Gamma, relacién que queda con-
signada en el siguiente resultado:

Teorema 2.5.3

Sea m,n € C con Re(m) >0, Re(n) > 0 entonces,

Demostraciéon 2.5.3
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Usando la expresion integral para la funcion Gamma definida en 2.5.2,

['(n) = ( /0 h e—%;”—ldx> :

F'(m)I'(n) = (/ e_zxm_ldx> (/ e_yy”_ldx)
0 0
_ / / 67(x+y)l,mflyn71dxdy'
o Jo

Al realizar el cambio de variable, t = x4+ y y s = x, se tiene:

IL'(m)[(n) = /OOo /Ot e st — 5)"rdsdt = /Ooo et (/Ot st — s)”_1d3> dt.

(2.19)
Si en (2.19), hacemos la sustitucion s = tu, para la integral que se realiza sobre s,
se obtiene:

De donde,

t 1
/ STt =) s = / (tu)™ M (t — (tu))" Htdu
0 01
= / (tw)™ 1" (1 = w)" tdu
01
0
1
= / tm+n*1umfl(1 _ u)nfldu
0
1
= tm+”_1/ um—l(l o u)n—ldu
0
= tm+nle(m’ n) (220)
Al sustituir (2.20) en (2.19) se obtiene:
L(m)['(n) = / e—ttm—l—n—lB(m,n)dt = B(m,n)/ 6—1ttm-‘rn—1dt7
0 0

pero,

F(s):/ e*ttsfldt, de donde F(m+n):/ o tymAn=1y
0 0
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Asi

r r
(m)T'(n = B(m,n) O
L'(m+n)
Ejemplo 2.5.4
Encontrar el valor de la serie
0 2n+1
5= 2
n=0 n _'_

Teniendo en cuenta el resultado del Coralario 1.2.1, seguido de la relacion entre la
funcion Beta y la funcion Gamma dada en el Teorema 1.5.3, se obtiene:

T(n+1)-T'(n+1)
S 2TL+1 2n+1 1 1
Z 2n+2) Z B(n+1,n+1)

n=0

por la definicion de la funcion Beta establecida en (1.5):

1
Bn+1,n+1)= / 2" (1 — z)"dx,
0

de esta manera,

S =2 Z/o 22(1 — 2)]"dz = 2/0 2[21‘(1 —x)|"dx

Se nota que la serie que figura en el integrando de la igualdad anterior corresponde
a una serie geométrica, asf;

! 1 ! 1
S:2/ —dx—2/ ———dr =
o 1—2z(1—2x) 0 222 —2x+1

La funciéon Beta junto con sus propiedades resulta muy itil en la evaluacion de
ciertas integrales, como se puede apreciar en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.5.5
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Forma Trigonométrica de la funcién Beta
Si en la integral que define a la funcién Beta

1
Bley) = [ #70— 0 e
0
hacemos la sustitucion ¢ = sin 6, con dt = 2sin @ cos 0df se tiene

B(x,y) = / i (sin 0)%*~2(cos 0)*Y~?2sin § cos Odf
0

jus

B(z,y) = 2/2 (sin 0)%*~!(cos 0)*~'df
0

Ejemplo 2.5.6

(Integral de Dirichlet) Calcular

us

/2(sin9)2"d9, para, n € N.
0

Haciendo la identificacion 2z — 1 = 2n, 2y — 1 = 0, en la expresion para B(z,y)
dado en el ejemplo anterior, tenemos:

5

2 1 11
In:/ (Sin0)2”d€,:—B(n—l——,—>,
; 2 272

utilizando la relacion entre las funciones Beta y Gamma:

_1T(n+3) TG)

I
2 TI'(n+1)

teniendo en cuenta que:

I'n+1)=n! y (%)n M

(6) ()0

1
2 n! ’

I,, se escribe como:

I, =

sabemos que F(%) = /m, y utilizando el resultado del ejemplo 1.2.2, se tiene

finalmente que:
I L7 (2n) (2n)
" opl22ipl T 22n+(pl)2
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Ejemplo 2.5.7

Mostrar que es valida la siguiente representacion integral para la funcion Beta:

1 Sx—l +8y—1
B SR ;|

De acuerdo a la definicion de la funcion Beta:

1
B(x,y):/ (1 — )yt
0

si se efectiia la sustitucion;

S t

s+ 1 1—t’

cuandot =0,s=0;ysit =1, s = o0, asi

B 0o Sx—l 4 1 S:c—l J 00 Sac—l J
S e e L e

1

s?

si en la segunda integral (1 < s < c0), se hace el cambio de variable u =
e Sz—l 1 uy—l
———ds = —d
/1 (s / L+ upro

1 S:pfl 1 uyfl
B = —d e
(‘T7 y) A (1 i S)x—i—y s+ /0 (1 + u)x+y Us

y como las variables de integraciéon son letras mudas:

1 81’—1 _|_Sy—1
B = —d

por lo tanto,

Ejemplo 2.5.8

Mostrar que:

> sen(x T
/ (z) dr = — 0<p<l.
0 xP 2I'(p)sen (%)
Primero expresemos el cociente Fg) por medio de una integral impropia; de acuerdo

a la expresion para la funcion Gamma dada en la definicion 2.5.2,

r L[>
L) _ 1 / e P dt
0

xP xP
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mediante el cambio de variable t = zu, x > 0 fijo, la igualdad anterior se escribe:

F(p) — /OO up—le—;tu du
0

xrp

multiplicando por sen(x) e integrando con respecto a :

T'(p) /OOO senl®) e — /OOO sen() [/Ooo up_le_wdu} dz, (2.21)

P

si en la integral doble, intercambiamos el orden de la integracién y haciendo uso
de la formula integral,

> 1
/ e "sen(x)dr = ——,
0 1 + ’LL2

la ecuacion(2.21) se puede escribir,

< sen(z) > qypt
r dr = d

efectuando el cambio de variable u? = s. la igualdad anterior:

o0 1 o0 p/27]
F(p)/o senlt) 4 —/0 S ds, (2.22)

P 2 1+s

si en la integral del lado derecho de (2.22) utilizamos la sustitucion

t
= 3t = :
1—1t 1+ s

cuando s = 0,t = 0;5 = 400, = 1.
la igualdad (2.22) se puede escribir como:

> 1 [t 1
F(p)/o senl) . 5/0 P (L= )7 dt = 3B <73,1 - 1—7) ,

xP 2 2

usando el teorema 2.5.3:

v [ =g ()r (- ).

finalmente teniendo en cuenta la formula de reflexion de Euler,

*sen(x) . T
/0 P do = 20 (p)sen (&)
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Ejemplo 2.5.9

Si p es un namero real positivo, evaluar la integral

L /°° dt
~Jo (cosht)?’

Recordando la definicion del coseno hiperboélico

et + et

cosht = ,
2

la integral I se puede escribir como:

[ =% / e
N 0 (]. + e—2t)2p ’

mediante la sustitucion e =5, t =0, s =1, t = 00, s = 0; se tiene que:

J = 9%t /1 —Spil ds = 222 /1 —Spil +e7 dp
o (1+s)% o (L+s)®

tomando x = y = p en el ejemplo 2.5.7, resulta:

o dt
I =/ (cosh D% 27 B(p,p).
0

cosh t)?p

En particular si p = %./

[ () ()e(h) -1
o (cosht) 2 2°2 2 \2 2 2

2.6. Formula de duplicaciéon de Legendre

Como una aplicacion de la relacion funcional de Beta con Gamma expresada en el
teorema 2.5.3, se puede establecer el siguiente resultado

Teorema 2.6.1

VrT(22) = 2270 (2)T (z + —) : (2.23)

Demostracion 2.6.1
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En efecto, en la formula:

Tomando w = z, se tiene:

(?((gi))_ = B(Z,Z) :/0v tzfl(l _ t)zfl dt :A [t(l . t)]z—l dt (224)

se puede observar que en integrando en (2.24) es una funcion simétrica con respecto

1 ‘.
at—2a81.

1 1/2
/ (1 — O dt =2 / H(1— O dt, (2.25)

mediante la sustitucion ¢ = £(1 — /s) «— s = /1 —2t, cuando t = 0, s = 1;
t= %, s = 0; de esta manera la integral se escribe en términos de la variable s,

V2 2—1 1 b a1 1 1
2 1= dt = 5= s "(1=5)°" =55B|5,%
; 92:-1 |, 922 2

rHr
_ 1 I (f) (2.26)
de (2.24), (2.25), (2.26) se obtiene el resultado deseado.

Ejemplo 2.6.1

Si en la férmula de duplicacion de Legendre (2.24) z = n, n un nimero natural se
obtiene:

Vrl(2n) = 27T ()l (n + %) :

Recordando que T’ (%) = /7, multiplicando por 2n, ambos miembros de la
igualdad anterior:

22'nI(n)l (n+ 3)
()

por la formula de recurrencia de la funcion Gamma 2I'(z) = I'(x + 1) se sigue que:

2nl'(2n) =

[(2n+1)=2""T'(n+1) (%)

n

y como I'(m + 1) = m! , si m € N, entonces

(1) T2n+1)  (2n))

T 2T(n+1) 22nql

2

se obtiene el Pochhammer (%)n dado en el ejemplo 2.2.2.
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2.7. Simbolo de Pochhammer y Propiedades

El siguiente concepto constituye una generalizacion del factorial de un ntmero
natural.

Definicion 2.7.1

Para a € C, n € N, se define («),, mediante:
w (a)p, =ala+1)(a+2)---(a+n—-1), n>1,
» ()g=1,sla#0.

La funcion (a),, se llama simbolo de Pochhammer.
se observa

n!l=1-2-3---n=(1),.

En manipulaciones con («),, es importante tener presente que, por definicion, («),
es un producto de n factores cuyo primer factor es a y cada factor es una unidad
mayor que el factor precedente.

En el siguiente resultado, se establece la formula de duplicacion para el simbolo
de Pochhammer.

Teorema 2.7.1

Duplicacion de Pochhammer Si oo € C, n € N, se cumple

(a)an = 22" (%)n (O‘ ; 1>n. (2.27)

Demostracion 2.7.1

Ciertamente (2.27) es valido para o = 0, asi supongamos que o # 0, si n = 0
(2.27) se verifica trivialmente. Para n = 1,




2.7. SIMBOLO DE POCHHAMMER Y PROPIEDADES 43

Supongamos que (2.27) es valido para n, y bajo esta hipotesis veamos también
que se cumple para n + 1, en efecto,

(@)ami1) = (@) @ny2) = a(a+1) - (a+2n+2=3)(a+2n+2—-2)(a+2n+2—-1)
=afa+1)---(a+2n—1)(a+2n)(a+2n+1)

= (a)an(a + 2n)(a+2n+ 1)

()., 6o (55 )

- (), (5on) (552), (S )
)

Ejemplo 2.7.1

Mostrar que:

(2), =

De la formula de duplicacion, dada en el teorema 2.7 con a = 1, se obtiene

(1) = 2 (%) on

entonces:

recordando que (1),, = m!,

(2), =

A continuacién se utilizara el teorema 2.2.1, que establece la relacién funcional de
la funcién Gamma, para expresar el simbolo de Pochhammer («),, en términos de
esta funcion.
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Teorema 2.7.2

Relacion Gamma- Pochhammer
SiaeC—{0,-1,—-2,-3, -}, entonces

(@) = ——— (2.28)

Demostracién 2.7.2

Paran=20:

Paran=1: r r .
(@h=a=W_HorD

M) [(a)

Supongamos que (2.28) es valido para n, usando el método de demostracion por
induccion matemética veamos que también se cumple para n + 1, en efecto,

@y =ala+1)-(atn+1-2(a+n+1-1)
=ala+1)---(a+n—1)(a+n)

= (@)n(a +n),

teniendo en cuenta la hipétesis de induccion

(@) n) = W

la expresion anterior se transforma en

<mWU:5%%@m+m,

utilizando la relacion funcional dada en el teorema 2.2.1, finalmente se obtiene:

(@) (nt1) = % .

Con ayuda del resultado de (2.27) y de la formula de reflexion de Euler (2.10) se
establece facilmente el siguiente teorema.
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Teorema 2.7.3

Teorema Pochhammer n — &
Paraa e C,0<k<n

()nr(l —a —n)p = (=1 (a),. (2.29)
Demostracion 2.7.3

En efecto, por el teorema 2.7.2; el lado izquierdo de (2.29) es:
MNa+n—kTI(1-—a—n+k)
I'(«) I'l—a—n)
_Ila+n—-k)TA~-(a+n—k))
B I'(«) I'l—(a+n) (2:30)
Sien (2.30) hacemos © = a+n — k, y = a + n se tiene:
M@ - (@) T()
P(a) T(1—y) I'(y)
IMNa+n)l(x) (1 —2)
P(a) T(y) I(1—y)

Recordando la formula de reflexion de Euler:

(@ni(l—a—n) =

(@)p—ik(l —a—mn)y

(2.31)

Senmwxr =

[(z)I(1—x)
(2.31) se puede escribir como

(v + n) sen(my)
['(«) sen(mx)’

(@)p—ik(l—a—n), =

de donde,

_ () sen(m(a +n))
sen(m(a+n —k))

(@)p—r(1 —a—n)

(a),[sen(ma) cos(nm) + cos(ma) sen(n)]

B sen(ma) cos((n — k)m) + cos(ma) sen((n — k)m)

_ (a)psen(ma)(—1)"
sen(ma)(—1)n—*

= (O‘)n(_l)k O

Un caso simple, pero particularmente importante del teorema 2.7.3 se obtiene

tomando o = 1:
(=Dn-r(=n)k = (=1 (1)n,

asi se obtiene el siguiente corolario:
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Corolario 2.7.1

(2.32)

Teorema 2.7.4

— (—1)™(2m + 1), (2.33)

Demostraciéon 2.7.4

Recordando la expresion (2.28), dada en el teorema 2.7.2, el lado izquierdo de
(2.33), se puede escribir como:

(tm—=3), Llm—s+mT(E) _ T(=35)IE)

. TCm OrGem T migrmey  *

Ahora utilizando la relacion funcional de Gamma dada en (2.1), y la formula de

reflexion de Euler dada en (2.10),
7r
D(z+1) =zl N (—2) = ———
(@ 1) = (o), T(@)T(a) = T

el lado derecho de (2.34), se transforma en:

1 1 T
rf—|)T(=z)]=——FF—=-2
( 2) (2) Ten(rl)

I’(‘(”“*%)>I“(m'*%) o Denr )

~ (m+ ) ()™

De donde sustituyendo las expresiones anteriores en (2.34), tenemos:

m—s)w GEIRNE) _

(). D)) m+3)

_ “2m(mg) ()" (2m + 1)(—1)™ O

—T
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2.8. Ejercicios

1. Probar que:

> cosx 7
dr = , O<p<l1
/0 aP 2D (p) cos (&) b

2. (Integrales de Fresnel) Demostrar que:
sen(z?) dr = cos(z?)dr = =4/ =.
0 0 2V 2

3. Si se definen las integrales I, y J mediante
I = fol(l —a™dx, J = fgl(l — ™) Ldzx, con n,m reales positivos; de-
muestre que:
I nm
J  1+nm’

4. Haciendo uso de la formula de duplicacion de Lagendre, muestre que:

() (e () o

5. Sia >0y Res > 1, demuestre que:

/oo e—atts—l s — F( )i 1
o e—1 0T Y ey

n=1

6. Establecer las siguientes propiedades del simbolo de Pochhammer, si z € C,
k un nimero natural mayor o igual a cero.

(@) (2)nsr = (2)n(z + 0k

(b) (32)s = 274 (=) (z ; %)k (z i ;)k |

7. Demostrar que para n € {0,1,2,3,---}

3

lm F(l1—2) _ (=1)"(2n)!
z=n (1 — 22) n! '

8. Paran =2,3,4,--- considere las integrales I,,, J,, definidas por:

1 1
o (L4 ax2n)t/n o (1—az2)t/n
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demuestre que:
T
I, = ( ) T,
= cos o

(a) Evaluando las respectivas integrales.

(b) Por medio de una interpretacion geométrica en términos de un circulo y
polinomios inscritos.

. El objetivo de este ejercicio es calcular el valor de la siguiente integral:

1 /”/”/Tr dp dv dw
w3 Jo Jo Jo 1—cospcosvcosw’

(a) Realizando la integral con respecto a la variable w, muestre que

1 /”/7r dpdv
7 Jo Jo /1 —cos?u cos?v

(b) Utilizando las sustituciones

1—a? 1—vy
COS U = —=; COSV =
Fe 1 1142

muestre que I se puede escribir:

/ / dxdy
V(22 +y?) 1+x2y2).
(c¢) Mediante el cambio de variables a coordenadas polares, muestre que
2 /OO /”/2 rdrdf
™ Jo Jo 1+ rtsin?fcos?f

(d) Observe que la sustitucién t* = r*sin®f cos?§ permite escribir I en la
forma:

2 oo
7r2/0 \/siHOCosﬁ./o V14

(e) Evalie, usando la funcién beta, las dos integrales que aparecen en el
inciso (d), para finalmente hallar que:

o
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10. Utilizando la representacién de la funcion Gamma como una integral, dada
en el teorema 1.5.2, muestre que el valor de cada una de las siguientes inte-
grales es el que se indica.

()






3. Series Hipergeométricas

Figura  3.1:  Carl  Friedrich  Gauss (1777, 1855). Tomado de
http://archiv.bbaw.de/archiv/archivbestaende/abteilung-sammlungen /gesamt
bestand-des-kunstbesitzes/gelehrtengemaelde/gelehrtengemalde-seiten /ZIM M-
0001.html (2023)

Johann Carl Friedrich Gauss fue un matematico, astréonomo, fisico y estadistico
aleman que vivioé entre 1777 y 1855. En 1805,se casdé con Johanna Osthoff, con
quien tuvo seis hijos y quien desafortunadamente fallecié en 1809, dejandolo viudo
a los 32 anos. En 1810, contrajo matrimonio nuevamente, esta vez con Minna Wal-
deck. Tuvieron dos hijos més, sumando ocho en total entre ambos matrimonios.
A pesar de sus contribuciones significativas al mundo académico y cientifico, fue
conocido por ser reservado en lo personal. Su familia jugd un papel importante
en su vida, brindandole apoyo y estabilidad emocional durante sus periodos de
trabajo intenso y estrés académico.

o1
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Johann Carl Friedrich Gauss tuvo varios maestros y mentores a lo largo de su vi-
da, quienes contribuyeron a su formacion intelectual y académica. Algunos de los
méas destacados: Johann Martin Bartels, Johann Friedrich Pfaff, y Carl Wilhelm
Borchardt que aunque no fue un maestro directo de Gauss, fue un matematico
y editor alemén que mas tarde se convirtié en un defensor y bhidgrafo de Gauss.
Contribuy6 significativamente a preservar y difundir el trabajo de Gauss después
de su muerte. Estos maestros y mentores desempenaron roles importantes en la
vida y la carrera de Gauss, proporcionandole la orientacion y el estimulo necesarios
para desarrollar su prodigioso talento matematico y cientifico.

Realiz6 contribuciones significativas en varios campos del conocimiento. Hizo avan-
ces fundamentales en areas como el anélisis matematico, la teoria de nimeros, la
geometria diferencial, la estadistica y la astronomia. Entre sus logros més des-
tacados se encuentran el teorema fundamental del algebra, la distribucién normal
(o gaussiana), el método de los minimos cuadrados y el teorema del nimero primo.

Johann Carl Friedrich Gauss también tuvo estudiantes destacados a quienes influ-
y6 con su conocimiento y mentoria. Algunos de sus estudiantes mas prominentes
incluyen: Bernhard Riemann, Richard Dedekind y Peter Gustav Lejeune Dirichlet.
Ellos no solo fueron influenciados por el conocimiento y las ideas de Gauss, sino
que también continuaron y ampliaron su legado matematico, dejando una marca
indeleble en la historia de las matemaéticas.

Ademas de sus contribuciones teoéricas, Gauss también trabajé en la geodesia,
cartografia, magnetismo y electrénica. Su genio matematico y su impacto en la
ciencia han dejado un legado duradero que sigue siendo estudiado y aplicado en la
actualidad (ver [1], [4]).

3.1. Ecuacién Hipergeométrica

El propésito de esta seccién es mostrar en detalle como se obtienen las dos so-
luciones linealmente independientes de la ecuacién hipergeométrica. Las funciones
especiales surgen, en la historia de la matematica, en la bisqueda de soluciones
por medio de series de potencias a ecuaciones ordinarias, la ecuaciéon diferencial
que se estudia a continuacién fue inicialmente estudiada por Euler, pero fue K.
Gauss, en su escrito de 1812 sobre las series hipergeométricas, donde profundizé
sobre este tema. La ecuacion hipergeométrica de Gauss es la ecuacion (3.1),

r(1—2)y" +[y— (a+ B+ 1)zly’ —aby = 0. (3.1)

Se observa que x = 0, es un punto singular regular de la ecuacion; en efecto,
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I —lat BVl s —af
lim r=-; limzx
20 z(1—x) z=0 (1l —x)

=0,

asi se utiliza el método de Frobenius para buscar una solucion de la ecuacion (3.1)
en la forma,

y = Z Cat" ey #0 (3.2)
n=0

las dos primeras derivadas de (3.2) da como resultado,

y = Z(n +8)e ™t Y = Z(n +8)(n 45— 1)c,a"T572 (3.3)
n=0 n=0

sustituyendo (3.2) y (3.3) en la ecuacion (3.1),

2D ()t s = Dea” =2 Y St s)(n s = e+
n—=0 n=0
w3 A (nt s)enr” = Y ok B+ D0+ s)ea™ = S afe,am =0
= n—0 n=0

suprimiendo el factor comtin z°~!, la expresiéon anterior se escribe como,

o0 o0

Z(n +s)(n+s—1+7)c,z" — Z[(n +s)(a+B+n—s)+ab]cz"tt =0

Con el fin de reducir las dos sumatorias anteriores a una sola, expandimos el primer
término de la primera serie y en la segunda usamos el cambio de variable kK = n+1,
asi,

Y(s+v—1)co+ Z(n +s)(n+s—1+7)c,z"
n=1

— (k—1+s8)(a+B+k—1—5)+afc_12" =0
k=1

Ys+y—Deo+ Y (n+s)(n+s—1+7)

n=1

uf(n—=1+s)(a+p+n—1-s)+afle,—1)z" =0.
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La idea es encontrar los coeficientes ¢, que hacen que cada potencia de x sea cero.
Asi, el término independiente debe anularse,

s(s+v—1)cg =0,

y como ¢o # 0, entonces,

s=0 s=1-—n7, (3.4)

si s = 0, la ecuacion que permite determinar los coeficientes es,

nn+~vy—De,=[n—D)(a+p+n—1)+aflcpq, n>1,

expresion que se puede escribir como:

(n—1%+@n—1)(a+p)+ab

Cp = Cn—1, n > 17

n(n—1+7)
de esta manera, concy = 1,
n=1, c = %
n=9 ¢ = dotftes . _ (ta+f+af)(af) _ a(l+a)B(8+1)
T 2T 04y LT T I Tt ()
—3 _42(a+B)+af | a(l+a)(24+a)B(8+1)(8+2)
n =3, c3 = Co =

3(2+7) 1-2:3y(v+1)(v+2) ’

continuando de esta manera se obtiene,

¢, = (@nB)n 1 (3.5)

(Vo nl’
en donde, (), representa el simbolo de Pocchammer,
utilizando (3.2) y (3.5) se encuentra que una solucion de la ecuacion hipergeomé-
trica (3.1) viene dada por,

2L (@) (B)n
T

la expresion para y dada anteriormente se llama funcién hipergeométrica y se
acostumbra a notar,

n=0
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La expresion para y; tiene sentido si v no es un entero positivo. Con un procedi-
miento similar al anterior, y utilizando s = 1 — 7, se puede encontrar una segunda
solucion de la ecuacion (3.1). Sin embargo, preferimos utilizar el siguiente método.
Sea:

y = 21w, (3.6)
de donde,
y o= 1=y w+a
Y = (1 =)z 4+ 2(1 — )W + 2w (3.7)

reemplazando las expresiones (3.6) y (3.7) en la ecuacion (3.1), se obtiene luego
de simplificar,

r(l—2)w"+2—7y—(a+B—-2y+3)z]w —(a+1—=7)(B+1—7)w =0,

que se reconoce como una ecuacién hipergeométrica con parametros,

o =a+1—7y
Br=B8+1-7
Y=2-7,

es decir, se puede utilizar la formula (3.6),

la expresion para w tiene sentido si v # 2 o de un entero positivo de donde por la
ecuacion (3.6), una segunda solucion de la ecuacion diferencial hipergeométrica de
Gauss,

a+1l—7y 6—1—1—7‘ )
X )
2—n

la discusion anterior la podemos resumir en el siguiente resultado.

Yo =2 o F) <

Teorema 3.1.1

Si «, 3,7 son nimeros complejos con v ¢ Z, la ecuacion diferencial

z(I—2)y" + [y — (a+ B+ Dzly —afy =0,
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56
admite como soluciéon general
.T> C1+C2$17V2F1 ( 2_7

y=2F (
con ¢y, co nimeros complejos arbitrarios

Ejemplo 3.1.1
Hallar la solucion general de la ecuacion

1
(1—2)y" + (5 —2z)y +6y =0

a+1—7y B—Fl—v’x) (3.9)

x
Si comparamos la ecuacion dada con la ecuacion diferencial hipergeométrica

(1.28) tenemos que los parametros «, 3, v satisfacen las ecuaciones
6

05+6+1:27 aﬁ:_a

N[O

N[~

T=5
es decir, a = 3,8 = =2, v = 3; por lo tanto, de acuerdo al Teorema 2.1.1, la

N

— 343 =
solucion general de la ecuacion propuesta viene dada por
)

3, =2 $> +62'$%' 2F1<

y=c1- oF < ’ 1
2
Se puede observar que la primera funcion hipergeométrica del lado derecho de la
igualdad anterior es un polinomio de grado dos; en efecto,
— > (3)n(=2), 2" 3)1(—2 L (3)a(—2 2
2F1<3,12 )_ O De o), G2 o, Ol o
3 1 1! 1 2!
() (4 )
1 2
pues (=2)3 = (=2)- (=24 1) - (=2+2) =0, y en general (—2), =0sin > 3, de
esta manera;:
y=a 2F1< 371_2 ) =1— 12z + 162°.
2
Verifique que y; es una soluciéon de la ecuacion dada
Asi, la solucion general
T _3
2,2 g .
2

y (1—12x+16x2)+02-\/§-2F1<
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Ejemplo 3.1.2
Resolver la ecuaciéon diferencial
(1—e")y" + 2y + 3¢y = 0.

Mediante el cambio de variable ¢t = ¢”, utilizando la regla de la cadena

dy _ dydt _ .dy _dy
de — dtdr — dt dt
d*y d / dy d / dyy dt dy  d*y A%y dy
R Ay e Ay A PR S
22 dx( dt) dt( dt)d:p (dt+ dt?> az

escribiendo la ecuacién dada en términos de la nueva variable independiente t, se
obtiene:
d*y

t(1 —t)W +(3—1)

dy

9y =0
dt+y Y

esta 1ltima ecuaciéon es de la forma dada en el teorema 2.1.1, con v = 3, a = 3,

B =-3.

Por lo tanto, la solucién de la ecuacion diferencial anterior es:

3, — _ 1, =5
92012F1< 3 t>+02t22F1< 3

aplicando la definicion de funciéon hipergeométrica, la expresion y de la solucion
general se puede escribir:
t).

3

1, -5
3

Algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden en la cual los coeficientes de y”,
y', y son polinomios de grado 2, 1, 0, respectivamente, se pueden transformar en
una ecuacion diferencial hipergeométrica por medio de un adecuado cambio de la
variable independiente, como lo muestra el siguiente ejemplo.

y=oc (1—3t+3t2—t3)+02t_22F1<

— T
y como t = e”,

1, =5
y=c (1—€I)3+026_2$2F1< ’3

Ejemplo 3.1.3
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Paran =0,1,2,3,-- - la ecuacién diferencial de Legendre es la ecuacion
(1—2%)y" — 22y +n(n+1)y=0.
Las raices del polinomio 1 — 22, coeficiente de y”, son z; = 1, x5 = —1, mediante
el cambio de variable
T — T r—1

; 1 n 1
= = = ——2 u—
To — X1 —2 2 27

la ecuacion de Legendre, se escribe en términos de la nueva variable independiente,
t:

& d
#H1— t)d—tf r(1- 2t>d—i Faln+ 1)y =0,

que se reconoce como la ecuacién hipergeométrica de Gauss, con parametros
vy=1, a=n+1, f=—-n,

por lo tanto, una solucién de la ecuaciéon diferencial anterior es:

t)
l—x

como t = 5%, una soluciéon de la ecuacion de Legendre viene dada por

2
—n, n+1|l—-=x
92012F1< 1 9 )7

se puede observar que esta funcién hipergeométrica es un polinomio en la variable
x, de grado n:

—n, n+1
2F1< 1

-n, n+1

y(t) = 2F1< 1

l—x " (—n)p(n+ 1) 1 —a\k
2 >:z:: (1§k1)k k( 2 )

que corresponde a los polinomios de Legendre P, (z); por ejemplo si n = 2,

P = 3 e (LY gy (o) (150 ¢ 2 B (1o

= 1—3(1—1:)—1—3(17_@2:%(3:62—1).

Nota 3.1.1
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Siy=0,—1,—-2,—3,..., una solucién particular de la ecuacion hipergeométrica es
Yo. 51y = 1,2,3,4, ..., una solucion particular de la ecuacion hipergeométrica es y;.
En cualquiera de los dos casos anteriores una segunda solucién puede encontrarse
con la formula de reduccion de orden: Si y gy, es una solucién particular de la
ecuacion lineal homogénea de segundo orden,

fo(@)y" + fi(@)y + fo(x)y =0,

una segunda solucién es:

fi,
/2

o F
y = yo/—gdx, F(x) =
Yo
Nota 3.1.2
Si en la definicién de funcion hipergeométrica tomamos a = 1, b = ¢ se tiene:

2F1( a,b x) =5 F1< 12917 ‘x) B Z (1[));( Ma(0)n n

C
n=0

o0

R A= T
l1—=x

n=0

de aqui el nombre de serie hipergeométrica ya que de acuerdo a lo anterior se puede
considerar como una generalizacion de la serie geométrica.

Adrien Marie Legendre, fue un matematico francés nacido el 18 de septiembre de
1752 en Paris y fallecido el 10 de enero de 1833 en la misma ciudad. Legendre era
conocido por ser una persona reservada, metddica en su vida personal, caracteris-
ticas que también se reflejaban en su enfoque hacia las matematicas y la ciencia.
Tuvo varios maestros y mentores a lo largo de su carrera académica. algunos de
los mas destacados, Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, Joseph-Louis Lagrange y
Pierre-Simon Laplace, estos matematicos influyentes jugaron un papel crucial en
su formacion intelectual y académica, reflejado en su enfoque riguroso y analitico
hacia los problemas matematicos.

Es conocido por sus contribuciones significativas a diversos campos de las matemé-
ticas, especialmente en andlisis matematico y teoria de ntimeros. Ademas de sus
contribuciones cientificas, Legendre fue un miembro destacado de la comunidad
matemética de su época y jugd un papel importante en la promocion y difusion
de las matemaéticas en Francia.
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Figura 3.2: Adrien Marie Legendre (1752 - 1833), imagen tomada
de:https://shre.ink/LDuX (2026)

Su obra mas conocida es "Eléments de Géométrie", un texto fundamental que
influyé en la ensenanza de las matematicas durante muchos anos. Legendre, tuvo
varios alumnos destacados que continuaron su legado y realizaron contribuciones
significativas en diversos campos mateméaticos. Algunos de sus alumnos mas co-
nocidos incluyen Simeon-Denis Poisson, Francois Arago, Jean-Baptiste Biot, estos
tres alumnos son ejemplos destacados de como Legendre influy6 en la siguiente ge-
neracion de matematicos y cientificos en Francia, y como su ensenanza y mentoria
contribuyeron al avance de la ciencia en diversas disciplinas.

En resumen, Adrien-Marie Legendre fue un matematico prolifico cuyas contribu-

ciones abarcaron areas diversas de las matemaéticas, desde la teoria de nimeros
hasta la geodesia, dejando un legado duradero en el campo cientifico.

3.2. Serie Hipergeométrica

La serie

Z Cka
k=o

Ch1
Cr '

se llama serie hipergeométrica si
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es el cociente de dos polinomios en variable k, es decir:

Ceyr1  (k+a)(k+ag) - (k+ay,) =
Cr  (k+b)(k+by)--(k+by) (k+1)

@@ (@)

de donde usando (3.9), (3.10), se transforma en:

O = O, <(a1)(a2) e (ap)x> ((a1 +1)(az + 1; - (ay, 1)95)
- (4
- (by

Observemos que:

(b1)(ba) - - - (bg)1 (by +1)(by + 1) -+ (b, +1)2

(e +k—=1)(ag+k—1)-- +k—1x
'((bl+k—1)(bg+k—1> b +k—1)k’)

(ax)i(az)r - - - (ap)r 2"
(b1)k(b2)r - - - (bg)r K17
donde, () es el simbolo de de Pochhammer como se defini6 en el capitulo uno.

De esta manera, si
[e.e]
E CIm
k=o

es una serie hipergeométrica, entonces la podemos escribir asi:
o o
S0 =y (o
B c 1’
— “— (b1)i(b2)k - - - (bg)r k!
que usando la notacion de funcion hipergeométrica se puede escribir como:
a1, A2, -Gy
Cr = Co x| .
> =, e o)

3.3. Funcion Hipergeométrica generalizada

Cr = Co

La funciéon hipergeométrica de Gauss

2F1( a,b ‘x) — f: (@) 2" (3.11)

|
c —~ () n!

considerada en la seccidén anterior, tiene dos parametros numeéricos en el numera-
dor, a y b y uno en el denominador c¢. Se puede generalizar (3.11) a una funcién
pFy con p pardmetros numéricos aj, g, - -, a, en el numerador y ¢ pardmetros
B1, B2, - - -, By en el denominador, como sigue:
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Definicion 3.3.1

Seanp?QZO'/ Oél,OéQ,"',OépEC 517527"'75(1€CCOH

B; € Z—{0,-1,-2,- -},

j=1,2,--- g, la funciéon hipergeométrica generalizada se define por:
ap, 0, & = (al)n(a2)n T (ap)n x"
F( aaz, px): v 3.12
P q( 517 627 T 'Bq Z (51)n(ﬁ2)n T <6q)n n! ( )

n=0

Notese que si alguno de los pardmetros «; en (3.12) es cero o un entero negativo,
la serie termina.

Como una aplicacion del criterio del cociente para series se obtiene el siguiente
resultado (ver [5], [12]).

Proposicién 3.3.1

La serie hipergeométrica

al &2 s
F ) ) P ,
P ( B, B, - - -, “”")

= Converge absolutamente para todo z, si p < q.

= Converge absolutamente para |z| < 1, si p= ¢+ 1y diverge para |z| > 1.

= Diverge para x # 0, si p > g+ 1.

3.3.1. Ejemplos

Muchas funciones elementales tienen representacion como una serie hipergeomé-
trica, se demuestran algunas de dichas funciones:

Ejemplo 3.3.1

Funcién exponencial
Donde no hay parametros en el numerador ni en el denominador,

Ejemplo 3.3.2
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Serie Binomial

x) (3.13)

Demostraciéon 3.3.1

El teorema del binomio de Newton, cuando se generaliza a un exponente o € C, y
se restringe x a valores |z| < 1, para garantizar la convergencia de la serie establece
que:

(-ge -y Calaz ez (Camnt DED,

que puede escribirse como:

e\~ (@(a+1)(a+2)-(atn-D(=1)"
n=0
teniendo en cuenta la definicion del simbolo de Pochhammer,la serie binomial se
puede expresar como serie hipergeométrica donde hay parametros en el numerador
pero no en el denominador asi,

n

-0 = Y@ =

Ejemplo 3.3.3
Funcién arcotangente

Al integrar ambos lados de la igualdad que expresa la suma de la serie geométrica:

141

1 o0
=> (=", [t <1
n=0

se obtiene,

o0

xr 1 x
— dt = —1”/ t2ndt,
/0 1+t Z( ) 0

n=0
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de donde,

n 2n+1

arctan Z ,
o 2n +1

que corresponde a la serie de potencias de la funcién arcotangente, descubierta por
el matematico escocés James Gregory en 1671.

Teniendo en cuenta la definicion del simbolo de Pochhammer y la formula de
duplicacion de Legendre:

@n D! (Downs _ 2an _ 2" (3),
@l Wer  Daw 227 (3), (D

la igualdad anterior se puede escribir como:

D W (3)y s _ Ny Wn (), (=)
= (3, (MWn - ; @,

de esta manera se obtiene la representacion de la funcién arcotangente como una
funciéon hipergeométrica,
- x)

Otra funcién expresada como serie hipergeométrica

n n 1
SR
3
2[—71( 2 12 2

2n+1=

arctan(z) =

1
2

arctan(z) = x - 2F1< 1

N[ty

Proposicién 3.3.2

(1+2)"+(1—-2)"

2

2
= . 3.14
: ) (319
Donde hay pardmetros en el numerador y en el denominador.

Demostracion 3.3.2

Primero supongamos que n es par: n = 2m; en este caso

1
9 —m,5 —m
2

usando la definicién de una o[}, como una serie de potencias, tenemos

_2,_2_1_;
A:Z 2F1( 2 12 2

2

2’2), (3.15)

(3.16)
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utilizando la férmula de reflexion de Euler:

T(2)0(1 - z) =

sin(rz)’

primero con x = m + %, y luego con = = % + k — m, se obtiene respectivamente,

F(%‘m)zeﬁw;GHéY 17
r (%+/€—m) - T ETer%_k), (3.18)

teniendo en cuenta la relacion entre el simbolo de Pochhammer y la funciéon Gamma
y las expresiones dadas en (3.17),(3.18), se tiene, luego de hacer unas simplifica-

5

(z-m), _ (DT (5T (m+3)
L S T(k+HT L k)’ (3.19)
(2) (k+3)T (m+35—k)
de (1), = k!, la relacion de la funcion Gamma, el simbolo de Pochhammer, y la
formula de duplicacién se puede ver que:

FO+1):@ﬁWE

2 j12%

ciones

utilizando esta tltima expresion, en la identidad (3.19), se recibe finalmente

(3-m),  (=DFEm)! k(m— k)
5),  @hem-2k m (3:20)

2

Recordando (2.32), del Corolario 1.3.5, y la relacion dada en (3.20), se obtiene que
la expresion para la funcion hipergeométrica A dada en (3.15), se puede escribir

o _ . _ (2m)! 2% _ — (2m 2k
A_kzzo_ (2k)1(2m — 2k)1" =2 <2k)$ ‘ (3:21)

k=0

De otra parte, utilizando el teorema del binomio, desarrollamos el lado izquierdo
de(3.14), con n = 2m.

o] 48 ()8 () )

j=0

B- % {Z (?;”) 1+ (—1)]‘]:&} (3.22)

B =

N |
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pero teniendo en cuenta que:

14+ (-1)7 {1, si j es par, (3.23)

2 0, sij esimpar,

haciendo j = 2k en (3.22), obtenemos:

B= zm: (227:) 22", (3.24)

Comparando (3.22), con (3.24), se sigue el resultado. El caso n impar se trata de
manera similar. []

3.4. Representacion integral de Euler

Una importante aplicaciéon de la representacion integral de Fuler, dada por Euler
en [9] se da a continuacion:

Teorema 3.4.1

Supongamos que Rec > 0, Reb > 0,

x) - m/ﬂ L1 N ) td (3.25)

Demostracion 3.4.1

Denotemos con [ el lado derecho de la ecuacion (3.25). Es decir,

_ I'(c) ' b=1(] _ p)e=b=1(] _ 1)@
- )/Ot (1= 01 (1 — wt)"dt. (3.26)

T()T(c—b

teniendo en cuenta la expresion hipergeométrica de la funciéon binomial dada en el
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ejemplo 1.3.2 se tiene:

R F<C) ! -1 c—b—1 a
' e ), 0 A(

:z:t) dt.

Aplicando la definicién de funcion hipergeométrica

o0

() g c—b—1 (a)pa*t*
_ m/ﬁ (1—1¢) (Z#)dt

k=0

como las funciones que se estan integrando son no negativas,
aplicamos el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, para intercambiar

el orden de la integral con la sumatoria, por lo tanto

I = F(b)g((cc)_ b)z(a)’fs /Otb““—l(l—t)c—b—ldt. (3.27)

k=0 )
Recordemos que:

1
Blz,y) = / (1 — v,
0

de donde sustituyendo en (3.27), con x = b+ ky y = ¢ — b nos queda:

NG (a)pak
I:F(b)F(c—b)Z; g Dotk e—b),

0
k=

De la relacion que existe entre la funcion Beta y la funcion Gamma, dada en el
Teorema 2.5.3,

Haciendo la identificacion x = b+ k ; y = ¢ — b, la expresion para I dada en la
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igualdad anterior se puede escribir como:

B I'(c) = (a)px® T(b+ E)T(c —b)
I = r(b)r(c—b); i T(k+0)
I'(c) =~ (a)rz® T(b+ k)
- F(b); k:k' T'(k +c)

x), |z| < 1. (3.28)

Recordando la definicion de I dada en (3.26) se obtiene la demostracion del teo-
rema.
a,b I'(c) ' b—1 —b—1 -
F ’ = ——— t 1—1)° 1 — xt) dt.
A |e) = ey, a0 e
Los ejemplos y teoremas siguientes, proporcionan una importante aplicaciéon de la

representacion integral de Euler, para obtener dos férmulas de transformacion de
funciones hipergeométricas.

Ejemplo 3.4.1

Evaluar la integral

! 1
= /0 ViVT —t(1+ ozt)dt

La integral I se puede escribir como:
1 1 1 1
I :/ 31— )5 (14 at)ldt,
0

comparando esta integral con la integral que figura en el teorema 2.4.1 observamos
que:

1
b—1=—=, c—b—1=—-= a=1, a=-—uz,
2 2
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¢ =1, a = 1, haciendo uso de la representacion integral de

de donde, b = %,

Euler:
= HOEED (0] =r() n(G)-n( o)

—a)zw-(l—i—a)éz ,
14+«

observe que se ha utilizado la serie binomial dada en el ejemplo 2.3.2.

En el proximo ejemplo evaluamos una cierta funciéon hipergeométrica calculando
para ello, la integral que le corresponde por el teorema de representacion de Euler.

Ejemplo 3.4.2

Encontrar el valor de la funcién hipergeométrica

1 3
2F1< 2 P Z)’ con p>0

3p

Utilizando la formula de representacion de Euler, con la siguiente identificaciéon de

los parametros:
1
Cl:§, b:pa C:3p7 $:Z7
se obtiene:
1 1
5.0 |3 I'(3p) / -1 2p—1 33
Fi| 2 - | == 1 — )P (1 — =t) 2dt, 3.29
( p 4) tore) J, 00T g (3.29)

designando con J la integral del lado derecho de (3.29), y mediante la sustitucion

3t = 4sin’ o,

22p+1 3
J = 231 / (sin a)*~1(3 — 4sin® )* 'da,

recordando la identidad trigonométrica del seno del angulo triple:

sin(3a) = sin (3 — 4sin® a),
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la integral J se puede escribir:

92p+1 3 . oo
J = 33p1/0 (sin 3a)P™ dav,

con un nuevo cambio de variable 3a = 6, se tiene

22p+1 22p+1

J = 5 /O(sin0)2p1d0: pe ~2'/0 (sin §)*~'do,

para evaluar esta ultima integral, hacemos uso de la forma trigonométrica de la
funcion beta dada en el ejemplo 1.5.5:

jus

B(z,y) = 2/2 (sin §)**(cos §)*~*do,
0

conx=p, y= %, luego,

p 92p+1 1 92p+1 F(p)F(%)
= 33p (pv 5) - 33p F(p+%) )

una aplicaciéon de la formula de duplicacion de Legendre para la funciéon gamma:

Vrl(2p) = 22p*1r(p)r(p + %)

. 1 o ., e
y teniendo en cuenta, que F(§> = /7, la expresion para J se puede escribir:

B 92p+1  92p—1 . F(p) -F(p) B 94p (F(p)>2 B 16\ P (F(p))2
= 35T (2p) T3 T (2p) (27) CT(2p)

finalmente, reemplazando este valor de J en (3.29), se obtiene:

1

5, P
F 2
21( D

(16 P L(p)T'(3p)

)@

Teorema 3.4.2

Teorema de Pfaff
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Demostracion 3.4.2

De la representacion de Euler

2F1( &éb ‘x) = %/Oltb—l(l — )= — t)dt,

sustituyamos ¢t por 1 — s

2F1< " x) - F(b)I;((Z)— b) /1 (1= )" (1= (1= 5)" (1 —a(l = 5))""(~ds),
- r(b)?((?— b) /1 (1= 5)""s" 7 (1 — 2+ 25) ™" (—ds),
B ING) ! —a c—b-1 b—1
= O /0 (1—z+xs)™"s (1—s)""ds,

pero,
. J1—z+zs]™ Ca xs |7°

(1 —z+ xs) =(l—ux) [ - } =(1—-2z) [1_1‘_1} ’
luego,

a,b - I'(c) /1 —b—1 b—1 zs |7
F ’ =1—-2)"—"—— ¢ 1— 1— d
(% fp) =0 g [ -] e
(3.30)
y teniendo en cuenta la representacion integral de Euler vemos que:

() - mre [ [ e

i (3.31)
) O

de donde sustituyendo (3.31), en (3.30), nos queda:

2F1( CL,Cb ’I) = (]. —(L’)_GQF1< a,c—b

c

Teorema 3.4.3

2F1( a,b ‘.:1:) _ (1—3:)C_a_b2F1( c—a,c—b
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Demostracién 3.4.3

Para la segunda férmula de transformacion se tiene en cuenta que:

,b b,
2F1(ac ’$>:2F1( Ca x),

junto con la transformacion de Pfaff;

2F1( a,b ‘w) _ (l—x)agFl( a,c—b

C C

x
x—1)’

‘ ) (3.32)

usando simetria en Pfaff esta se puede escribir como:

2F1( a,cb ‘g;) _ (1—:6)_“2F1( c—b,a

c z—1

ahora aplicadndole Pfaff a la funcion hipergeométrica que aparece en el lado derecho
de (3.32), ésta se transforma en:
X
71 )
w11

~(c—b)
—a x c—bc—a
1 et c—bc—a |33
— 1_ —a F ) xr—
( x) (1_1:) ? 1( ¢ mi1>7

o

_ (1—x)“+0b2F1( c—b,cc—a

3.5. Formulas de sumacion

De la formula de transformacion de Euler, dada en el teorema anterior, escrito en

la forma:
(1- x)“‘“%ﬂ( a’cb 'x) _ gFl( “ b’cc — m) (3.33)

y recordando el producto de Cauchy para la multiplicacion de series de potencias
<Z A,p:”) (Z Bnﬂfn) = <Z C’nx"> ,
n=0 n=0 n=0

Cn - An—j Bj.

j=0

donde,

3

Se obtiene la siguiente formula de sumacion de Pfaff-Saalschiitz.
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3.5.1. Formula de sumacion de Pfaff-Saalschiitz

—n,a,b
3F2<

d,1+a+b—-—d—n

(= a)u(d—b),
1) = Dald—a—b),

Demostracion 3.5.1

Recordando la representacion hipergeométrica que tiene (1 — x)2 <"’ dada en
(3.13)

(1 N m)a-l—b—c — Z(—a — b+ C)n% = 1F0( —a —_b—|— c .1"),
n=0 ’

el lado izquierdo de (3.33), lo podemos escribir como:

Y- h)

(Z( a—b+c) 2—) < Z !>:ZCRx”‘

n=0

a,b

C

(1 o m)a7c+b 2F1 (

donde,

3

Sea
P G PR NP

asi C), lo podemos escribir como:

o - Z A ~ (c—a—b)uy(a);(b);

= n! (e); 17
luego,
S abr o) (5o @n@a) S~ (S e a= b (@) )
(Sesead) (S9925) -5 (& “Topmas) »

(3.34)
Por otra parte, el lado derecho de la expresion (3.33), es una o F}, que corresponde

a la serie
— — > — —b). ™
2F1( ¢c—be-a ac) = (¢ = anle=bna” (3.35)

c — ()n n!
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comparando (3.34), con (3.35), podemos decir:

n (c—a—"0)n_; (a);(b); (¢ —a)p(c— b)”l
Z (n—=7!  (e); (H)! ©)n i (3.36)

utilizando la propiedad de los simbolos de Pochhammer

=0

J=0

por otro lado,

asi (3.37), se escribe

- (—n);(a);(b); _ (c=a)u(c—D)y
> = . (3.38)
= (0)jl=c+a+b—n);(H)! (€)n

El lado izquierdo de (3.38),corresponde a unagFy que escrita en forma de funcion
hipergeométrica, permite llegar a concluir la demostracion del teorema.

—n,a,b _ (c—a)(c—b)y
3F2(1—c+a+b—n,c 1>_ () - U

Teorema 3.5.1

Teorema de Gauss

Demostraciéon 3.5.2

Tomando el limite cuando z — 11 (3.28), la podemos escribir como:

= lim 2F1( a’cb l’) :2F1( CL,Cb ‘1)
['(c)

O] /0 71— ) (1 — t) "t
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avb _ r C) ! b—1 c—b—1-a
QFI( ’ ’1) _ —F(b)Fc—b)/Ot (1-1) .

B(b,c —a —V),

c) LG)(c—a—10)
ror(c—b TI'(c—a)
I'(c) T(c—a—0)

- I(c—b) T(c—a) =

Cuando uno de los pardmetros superiores en

a,b
(1)

es un entero negativo, la funciéon hipergeométrica de Gauss se reduce a una suma
finita, y del teorema de Gauss; se desprende el siguiente resultado:

Corolario 3.5.1 Corolario(Chu-Vandermonde).
—n,a I'(c) T'(e—a+n) (c—a),
2F1 1) = = .
c [(c+n) I'(c—a) ()n
El siguiente teorema es de gran importancia para los autores ya que se presentan

dos expresiones donde se muestra una funcién hipergeométrica 3F5 en términos del
productos de dos funciones hipergeométricas o F1, llamadas identidades de Clausen.

3.6. Fo6rmulas de transformacion

3.6.1. Identidades de Clausen

2a,2b,a + b B a,b, ’
Al e ) = pr(a S )] e

a,b a0 a—b+ib—a+il

[ 2 ’2 — 27 272
2F1<a+b+§, x)"ﬂ( - x)—3F2< a+b+i3_a"p |T)
(3.40)

272
Vamos a demostrar la ecuacion (3.40), la demostracion de la ecuacion (3.39) se
hace de forma similar.
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Demostraciéon 3.6.1

El producto de las funciones hipergeométricas que figuran en el lado izquierdo de
(3.40) se puede escribir de la forma:

5 @a) o (G -Dar) S
(Z;G:?:EEE> ( (%—a—wn5ﬁ>_§:aﬂv

n=0 n=0
donde,
On - An—k Bk
k=0
Sea . .
A — (a>n(b)n x_n B — (§ - a)n(§ - b)ﬂﬁ
"o(a+b+d),nt T ¢ —a-b), nl’

asi C), lo podemos escribir como:

N e (@nkB)os 1 (G—ak(z b 1
Cn _; Anr B _; (@t+b+ D)=k G —a-b) kI
luego,
= (a)n(b)y 2" - (% - a)n(% —b)p "
(nzzo (a+b+%)nm> (HZ:O (3—a-0b), F)
a)k(% —b) 1 n

(a+b+) rn—k)! S—a-0b) &

O R T 1
kZ:O(cH—b Dk (n=k)! (E—a-0), K

Recordando que,

(@0t 1l
(1—n—a)y T =kl

(@)n—k =
la sumatoria que vamos a trabajar se transforma en:

i (@a(=D*  Oa(=D* (G=n—a=bk 1 (G-
(I-n—a) (I-n—=0bk (3+a+b,(-1*n—-Fk! E—-a-b) K

k=0
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_ (@)n(b)n zn: (=1fn! (3—n—a=b)(z —a(z — bk
(3+a+0b), ~ (n—k)! nl(l-—n—a)(l-—n-— D)r(Vk(2 —a—b)k
(@M~ iz —n—a =)y — a)u(z — bk
ST rat b 2 ali—n—a(d—n— b —a - o)
sustituyendo (3.42), en (3.41)
o (a)a(b)n 2" (3= @)l —b)na”
(HZO (a+b+§)nﬁ> <; (E—a—b), ﬁ)
o (@)n(b)n ()3 —n—a—Db(3 —a)k(z — bk | 2"
_; (3+a+0b) {; (1—n—@)k(1—"—b)k(1)k(%—a—b)k} n!’

donde la suma interna del lada derecho de la expresién anterior se puede escribir
como una funcién hipergeométrica 4F3

S @b ) (5 GGt

o (a—i—b—i—%)nn! — (5-a—b), nl

i B n,% a,% b,%—n—a—bl "
—|—a—i—b l-n—a,1l-n—->b3%—a-> n!

n:O

Aplicando la formula que se encuentra en la pagina 179 de [12]

" —n, A, B,C B (A+1)n(A+1—2B)n(%)n
1+A-B1+A-C/1+A+n - (A+1-DB),(A+1),(:-B),)’
con la identificacion:
1 1 1
Azi—n—a—b, B:§—b, Czi—c,

(3.43), se puede reescribir como:

B = (@n(E—n—a—=b)n(3 —n—a+b)am(3)\ 2"
_Z<(1_n—a)n(§—N—&—b)gn(%+a+b)n>_' (3.44)
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Usando las propiedades de los simbolos de Pochhammer y usando la relacién que
tienen con la funcion Gamma

(2—n—a—0b), FéG—n—-a—-b+n) TE-n—-a-1")

2 _ 2

B—n—-a-0by TE-n—-a-bTE-n-—a—b+2n)

pero,

(1—n—a), B (@) I'(2 —n—a+b) I'(1 —a)

Usando ahora la formula de reflexion de Euler

Ple) T(1—2) = sin(7z)’
para
MNa+n) (1 - (n+a)) i
I'(a) T(1 —a) = (=%
de donde

(1—-n—a), —(_1)nf(%—n—a+b)
_F(%—a—f—b)(_ )nF(%+n—a+b)
Tl -a+b) I's—n—a+b)
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Sustituyendo (3.46), en (3.45) se obtiene:

o _(@n(b)n 2" S (%_@n(%—b)nx”
(Zmﬁ> ( G—a-b), m)

= (3.47)

Si en la expresion

hacemos n = k, obtenemos:
(I—z—=n)p=(-1)"(x) =

luego haciendo x = % +a—b

. TA—=(G+a=0b) (1
(—1) F(l—n—(%—i—a—b)) = <§+a—b)n. (3.48)

De donde finalmente sustituyendo (3.48), en (3.47) nos queda:

N (%>n(%+a—b)n% z
_Z< (3+a+0).(3 - )n_

')

Teniendo en cuenta la definicion de funcion hipergeométrica como una serie de
potencias, la igualdad anterior permite obtener la demostracion de la formula de

Clausen:
1_a,1—b
(N

. %+a—a§—a+a§+a+b
—+a+&2 a—2>b

+a—b,§—a+b,§+a+b
Yo )

a,b
F
2 <a+b+w
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3.6.2. Otra formula de transformacion

La identidad que se establecera en esta seccion, la cual sera utilizada en el ejemplo
3.2 del capitulo tres, se deduce como una consecuencia de una serie de mani-
pulaciones algebraicas sobre la funcion hipergeométrica generalizada y de algunas
propiedades del simbolo de Pocchammer establecidas en el ecapitulo uno.

La funcién hipergeométrica generalizada ,F}, se puede escribir:

a1,0a9, -, Q
F ) 9 s Up

z> = +11, (3.49)

en donde,

teniendo en cuenta que:

<%)j2%j!:(2ﬁh

expresion que se obtiene de la formula de duplicacion para el simbolo de Pochham-

mer con @ = 1,y
S ra; a; + 1
; . — 92 (J) ¢
(a)2j 2 ]( 2 )j’

se tiene,
a a a ap+1
I = i > (?1)] ( 12+1)j e 2Y 717)] ( P )j (2%)7
=0 2% (%1)] (In;-l)j .92 (%)J (quﬂ)j (%)J 92i 1
@2y (%), (%57); - (3); (apgl)j (22)

que a su vez, al tener presente la definicion de funciéon hipergeométrica, se puede
escribir:

a ., . % atl | aptl
_ 2 27 2 2 p—g—1
I = 2pF2q+1 1 b1 . .bg bi+1  bgtl 4 2 (3-50)
20720 20 2 2
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De manera similar, se puede expresar I] en la forma

(Hp a-)z a+1 . aptl a42 | apt2
— MLi=1 "~ 2 2 2 2 p—q—1
1T = ( q b;) 2pF2q+1( 3 b+l | bgtl Bi41 | b2 4 z ) (3.51)
i=1"1 27 92 2 92 5
De las identidades (3.49), (3.50) y (3.51) se obtiene la formula de conexion
ai ap a1+l ap+1
a1,0a2,* -, 0p R R pgel 2
qu< R S = P 1% Py a1 bt |4 »
1, Y2, q 27 9 27 9 —5
(Hp a')z a1+l | aptl a1 +2  apt2
A 2 2 2 P} p—q—l
+ ( q b) 2pF2q+1< 3 bi+1 | bgtl by4+1 | bgt2 4 z ) (3.52)
1=1 "1 27 9 52 39 5

Si en (3.52), tomamos p = 1y ¢ = 0, ésta se nos transforma en:
a atl at2
1F0( . 22> —|—CLZQF1( 2 ’§ 2 22). (353)
2

3.7. Ejercicios

1.
2 a,b,c ] _2_20+1F(Q—I—a—b)F(Q—i—a—c)F(b—I)F(c—l)
2\ 24a—-b24+a—c B N(a—2c+2)T(a—b—c+2)T(b)T(c)
y F(¢—c+3)T(¢—b—c+2) T(¢—c+1)D(¢-b—c+?2) (3.54)
F(E+3)T(E-b+1) LT (5—b+3)
Su demostracion aparece en [10].
2. ) ( )
4 b4+ n,—n ) b—a),
F 27 9 ) 1) = 7
' ( 3 ihatl (0)n
llamada formula de Bailey’s, su demostracion se encuentra en la pagina 170
de [12].
3.

3F2( ab,c ‘1>: (2)
e P () e T e=15)

Su demostracion se encuentra en la pagina 148 de [12].
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4. Muestre que las siguientes funciones tienen las representaciones como series
hipergeométricas que se indican

a)

10g(1+x):x-2F1( 1’21 ‘—x)

1
2

N =

arcsen(z) = x - o F} (

)
3
2

cos(x) = OFl( :

2

5. Utilizando la demostracion de Pfaff (Teorema 2.4.2), demuestre que

x
arctan(x) = arc sen (—) .

1—22

6. Si la parte real de un niimero complejo p es positiva, muestre que:
- 1

2F1 17 p 1 -.

p+1 2

7. Utilizando el teorema de Gauss (Teorema 2.5.1) muestre que:

_n _n_ 1 n
2F1< 2212 1) 2 (p)n
(20)n

pt3
8. Para 0 < p < 1, demuestre que:

1—p,p |l
F N )
“( 3p ‘2)

1 I'(p)I'(3p)

20 {T'(2p)}*
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9.

10.

11.

12.

1
Tomando p = —, en el ejercicio anterior, muestre que el resultado obtenido

es igual al que se obtiene utilizando una de las formulas del ejercicio 1.

Demuestre que:

Y ——)}

—-1/2

Sugerencia: Expanda (1 —22y?) por la formula del binomio, luego integre
término a término, para escribir I en términos de una funcion hipergeométri-
ca 3F3, luego aplique una de las identidades de Clausen, dadas en la seccion
2.6.

Aplicando la identidad de Pfaff-Saalschiitz, pruebe que:

n

Z (=b+a)(2a — 14+ n)k(—n)g (b)n

(2a — b)p(a)ik! "~ (2a—b),

k=0

Utilizando la representacion integral de Euler, demuestre que:

2F1< o b ‘_1> :F(a—b+1)1“<g—|—1>.
a—b+1 F(a+1)F<%—b+1>



4. Sumas binomiales

En este capitulo se presentan algunos ejemplos, que nos permiten demostrar co-
mo sumas de productos de coeficientes binomiales pueden ser reducidas a series
hipergeométricas; veremos que el caracter esencial de tales sumas se evidencian
escribiéndolas como series hipergeométricas.

4.1. Un problema del Monthly

El problema 3399 de la revista The American Mathematical Monthly , conside-
rado en la revista como uno de los mejores 400 problemas (1918-1950), pide probar

o refutar .
r+1 2r — 2k
—1)" —r+1
S () (1) -

k=0
_r . _ (qﬂ_l) . .
donde t = § si 7 es par y t = =~ si r es impar.
Anotamos que ninguna de las tres soluciones publicadas en la revista utiliza el
método de soluciéon que a continuaciéon ilustramos.

Sin pérdida de generalidad supongamos que r es par de la forma r = 2m, m € N,

— — 2m + 1 dm — 2k

_ _ _ 1)k o _

S-Y G- 3 1>< 5 )( - >_2m+1.
k=0 k=0

Para escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente

Cr+1
Ck

Por medio de un célculo se verifica que:

Cry1 (=2m+2k)(—2m + 2k + 1)[-(2m + 1) + k]
Cv (k+1)(—4m +2k)(—4m + 2k +1)

wa (@) (©) - (E)(2)

85

como
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se tiene,

B (=2m)(=2m + 1)(—=2m+1))] [(=2m + 2)(—2m + 3)(—(2m + 1) + 1)
G = C‘){ 1(—4m)(—4m + 1) } { 2(—4m + 2)(—4m + 3) ]

(=2m +2k —2)(—2m + 2k — 1)(—(2m+ 1)+ k — 1)
[ k(—4m + 2k — 2)(—4m + 2k — 1) }

Es decir,
CO (—Qm)gk(—(Qm + 1))k

Cr = Kl (—4m)a

Utilizando la formula de duplicacion para el simbolo de Pochammer (2.27)

" (), (F22), (~(@m+ 1), 1
2 (—2m), (F+), k!’ (4.1)

2
4m
- ().

La expresion (4.1) se puede escribir usando la definicion de funcion hipergeométrica
generalizada, como

S:ickzco
k=0

k=0

donde,

o — 1 _ _
S—c, 3F2< m,—m+ 3, —2m 1'1)‘

—2m, —2m + % (42)

Haciendo uso de la identidad hipergeométrica de Paff-Saalshiitz demostrada en el
capitulo dos:

3F2( —m,a,b '1) _ (A= a)m(d = D)

da+b—m—d+1 (d)p(d —a —b)p’

con la identificacion a = —m+ %, b=—-2m—1,d = —2m, (4.2), se puede reescribir
CoOmo:

(4.3)
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dada en (2.32), y utilizando nuevamente la formula de duplicacion para el simbolo
de Pochhammer (2.27), se tiene:

(=D™ (2m)!

(=2m)m = m!

Asi (4.3), se transforma en:

2 () 2" () W (== H)n(Dm m!
(227 (3), (Vm) (22

oo W Cm-ba
(2) D™ (M4 D)m (3),,
De la relacion que existe entre la funcion Gamma y el simbolo de Pochammer, y
la formula de reflexion de Euler, demostrada en (2.33), se puede ver que:

Asi,

4.2. Un problema de las olimpiadas universitarias

La XV competencia internacional de matematicas para estudiantes universitarios
(ICM 2008) tuvo su sede en la ciudad de Blagoevgrad, Bulgaria; evento realizado
del 25 al 31 de julio de 2008. Los participantes son estudiantes no graduados de
las carreras de matematicas, el tercero de los 6 problemas correspondientes al dia
28 de julio de 2008 fue:

Si n es un entero positivo. Pruebe que 27! divide a:
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3 ( %11 )5’?. (4.4)

0<k<3

En este ejercicio, se establece la siguiente formula de sumacion:

Y P I e R

— 1, sines par,

S = _1 . .
5=, sl n es iImpar

donde,

3 I3

De esta manera, tomando x = 5, se obtiene la solucién al problema propuesto,

pues es sabido que:
1 [ (1+v5) [1-vB)
3 - = F,,
V5 2 2

donde F, es el n-ésimo nimero de la sucesiéon de Fibonacci. De otra parte se
mostrard que la misma conclusion del problema, se obtiene si se toma x de la
forma 4t 4+ 1,cont =10,1,2,3---.

Ahora procedemos a establecer la identidad dada en (4.5), usando el método de las
funciones hipergeométricas, para ello vamos a suponer sin pérdida de generalidad
que n = 2m, m € N, si se da el caso que n sea impar se procede de manera similar.
Asi el lado izquierdo de (4.5) se puede expresar como:

m—1 m—1
1 2m ko 1 k
. ( k) T (46

Para escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente:

Cr+1
Ck

Por medio de un célculo se verifica que:

Cr1 (2m—2k —2)(2m — 2k — 1)
Cv (2k + 2)(2k + 3) ’

a-o(g) (@) (@) (@) @)

como




4.2. UN PROBLEMA DE LAS OLIMPIADAS UNIVERSITARIAS 89

se tiene
[(2m —2)(2m — 1) (2m — 3)(2m — 4) (2m — 2k + 1)(2m — 2k)

G = Co 2.3 }{ 4.5 }{ 2%k - (2k + 1) ]
_C [(—2m +2)(—2m + 1)(—2m + 3)(—2m +4) - - - (—2m + 2k — 1)(—2m + 2k)
-0 (2k +1)! }
. ) _(—Qm + 1)2k
= T D } ’

. ) _(—2m + 1)2k
- o [F]

Usando la formula de duplicacion, dada en (2.27), se tiene:

~ [Col=m+ 3)(=m + 1)y
Ch= [ D)
6)

De esta manera, el lado izquierdo de (4.6) se puede escribir como:

Co mz_l( m 4 1)g(—m + 3)y 2
22m—1 — (%)k k/" )

que a la luz de la definicion de funcion hipergeométrica generalizada, reconocemos
como una of', mas precisamente, podemos escribir

m—1
1 2m % Co —(m—1),—m+ 2%
m— = m— 2F1 3 ?
922m—1 Z ( 2k + 1 > 92m—1 S

a:) (4.7)

al hacer la identificacion de la funcion hipergeométrica que figura en (4.7), con la
segunda o F] que aparece en la formula de transformacion demostrada en (3.53),

nos queda:
a atl atl a+2 )
Y
=oF1| 27,2 tazoFr| 232 |27,
2 2

a
(]

con a = —2m, T = z°, se obtiene:

- 92m-1 —2mn/T

—2m —-m+ i -m
1 = om C 1F0< - ‘ﬁ) _2F1< v
k 0
22m—1 Z ( 2k +1 )l’
k

)
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y usando en la igualdad anterior, las formulas de transformacion

—  n!
1 a1
2 (1+2)"+(1—=2)" =2F1< 2 %2 2 Z), (4.9)
se tiene:
m—1
%2(2521)xk:W?Tom\/E{%[(1+\/§)2m—(1—ﬁ)2m}}’
luego,

LE () {05 e

2m (2m)!
C’0:< 1 )zm:%n.

De esta manera se obtiene (4.5), pues en (4.10) 2m =n. O

pues

Nota 4.2.1

Llamemos x,, al lado derecho de (4.10), es decir,

1 1+v2\2) 1—vz\2\"
w=mE)) ()
Paraxz =1, z,=1VmeN.
Para x = 2, 1'1:1,.772:%71'3:%,"‘
Parax =9, z1=1,20=523=21,--- 2, = %(227” — 1), que por induccion se
demuestra que z,, es un entero para todo valor de m € N.

Surge la pregunta:
;Para cudles valores reales de x, x,, es un niimero natural, para todo natural m?

La respuesta a esta pregunta se obtiene de manera inmediata a partir de la siguiente
proposicion:
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Proposiciéon 4.2.1

Si

entonces,

14+x 11—\’
Tm42 = 9 Tm41 — 4 L.

Demostraciéon 4.2.1

La prueba de esta afirmacion se obtiene de un calculo directo, en efecto, notese

que:
N2 N2
(1—12—x>a_(14x> _a (1—;%)5_(1456) _ g

asi,

= %{amaz — B"B} = e

Donde z,, es un entero para todo valor natural de m si x es de la forma 4t + 1,
t=0,1,2,3---.

4.3. Desarrollo en fracciones parciales de la fun-
cién cotangente

El desarrollo en serie de fracciones parciales para la funcion 7 cot(mx), es conocida
desde Euler, numerosas pruebas de este desarrollo han aparecido en la literatu-
ra matemaética; el objetivo de este ejemplo es presentar atin otra prueba de ello
aplicando la teoria de las series hipergeométricas.
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Asf vamos a demostrar que:

=1 11
Z m = % |:E — 7TCOt(7TQ3):| s (411)
k=1

denotemos con S la serie

=1
k=1
Para escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente:
Cr11
Ck

Por medio de un célculo se verifica que:

Cry1 (k —z)(k + x)
C, (k+1—2)(k+1+a)

(4.13)

Como se ha observado en los ejemplos anteriores ('} se puede escribir como el
siguiente producto:

-0 (8) (8) (&) - (2) (&)
teniendo en cuenta (4.13), se obtiene que:
omo (B2 (38 - ()

oo (e (S <“§z;; )
(—z 4+ 1p_1(z+ 1)

(=2 + 2)p_1(x + 2) _

luego la serie dada en (4.12) se puede escribir como:

Cry=Ch

B - (T D)
S—CI; x—|—2 (x4 2)

utilizando el cambio de variable k—1 = j, y recordando que (1); = j !, la expresion
anterior para S toma la forma:

_ — (—z+1); (x+1); (1),
§=C ) (—2+2);(x+2);4!

J=0
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que reconocemos, de acuerdo a la definicion de funcién hipergeométrica generali-
zada, como una 3F5, mas explicitamente podemos escribir:

(4.14)

S—0 3F2( l,—z+1,z+1 '1)

r+2,—x+2

Utilizando la férmula de sumacion [10]

a,b,c
3F2( 24a—0b24+a—c

) _ 2ot F'24+a-b)I'2+a—c)l'(b—-1)I'(c—1)
B IMNa—2c+2)T(a—b—c+2)T(b)(c)

P(§—ct3)T(5-b—c+2) T(§—ct)T(§-b—ct})
X{ T(2+ )T (2—b+1) LT (5-b+3) }

haciendo la identificacion a =1, b= —x + 1, ¢ = x + 1, la funcién hipergeométrica
que aparece en el lado derecho de (4.14), se puede escribir como:

1, —z4+1,z+1 ‘1> _ 012*2%1 (1—2?)T(z)(-2)

R G

y {WF(l—{—x)F( —z) - T (3 —2) I’(%—I—x)}

teniendo en cuenta las relaciones funcionales de la funcién Gamma, obtenidas de
manera inmediata, usando la formula de reflexién de Euler:

"2 (3+) = =i

Lz T(-z) = xse_r:(:rx)’
Fl4+z)(—x) = sen_(::z:)’

Frl4+z)I'(l—2x) = sen(rz)’
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se obtiene que:

4 3F2< L-e+letl ‘1) =

r+2,—x+2

¢, 272711 - 2?) (xsi;Ewa)> { T2 T }

(—22)(=22)L (3 +2) T (1 +2)T (3) |sen(mz) ~ cos(mz)

sen(mx)  cos(mx)

Qfxf(l—x)(ﬁf;ﬁ ){ r C }

G (—22)T(—2x)(22)T (22) T (1) 2721 ( -

(—2x) (Wﬁm(m)) T (1) 2-21 (1) sen(mx)  cos(mx)

_c (1 — 2?) cos(mx) w1

B (—2x)? sen(rz)  cos(mx) |’
asi,

L,—z+1,z+1 (1 —2?)
Ch 3F2( T2 42 ‘1) =) (Con)? {mx cot(mzx) — 1}, (4.15)
de esta manera, y notando que:
1
C,=——
1 1 — .%2’

se obtiene finalmente de (4.12), (4.14), y (4.15) que:

Zkz#: ! [1 — 7wz cot(mz)] O

— 2 22
k=1

4.4. Una serie de funciones Gamma

En la referencia [6], el autor da una prueba elemental, basada en cierta formula de
interpolaciéon para el operador de diferencias de la identidad

o0

ZFF(B—i—l—i-j)F(m—I—Qj) (-n);  T(B+1-m)

B+1-n+2j)(m+j+1)5 TB+1-n—-m) (4.16)

=0
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el objetivo de este ejemplo, es proporcionar una demostracion para (4.16), usando
el método de las funciones hipergeométricas.
Para escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente:

Cin

Cj
Por medio de un célculo directo se verifica que:

Ciri  TB+1+j+1)T(m+2j+2) (—n)j1 D(—n+B+1+2j) D(m+1+j) j!
C;  T(=n+B8+14+2j+2)T(m+1+i+1) G+DIT(B+1+5) T(m+25) (—n);’

Ciy1 (B+1+7) (m+2j5) (—n+7) (m+1+29)
C; G+ (m+1+5) (—n+8+1+25) (—n+B+2+2j5)
como
(O (G (Cs C;ia\ (G
a-a(z) (@) (@)~ (22)(5)
se tiene:

_ B+1)(m)(m+1)(—n)
¢ _OO{1-(m+1)(—n+ﬂ+1)(—n+5+2)1
y [(B—i—1+1)(m—|—2j—2)(m+1+2j—2)(—n—l—j—1)]
2-(m+1+1)(—n+08+1+2)
X{ B+14+j-1(m+2j-2)(m+14+2j-2)(-n+j—1) 1
jm+1+7j—-1)(-n+8+1+2—2)(—n+p+2+2j—2)|"

Es decir,
o CO (6 + 1)] (—n)j (m)Qj
J ]'<m+1)J(—n+ﬁ+1>2ja
de donde,
—~ " (B 1) (—n); (m)y
mjz:;q_mcoj;j!(m+1)j(—n+5+1)2j- (4.17)

Utilizando la formula de duplicacion para el simbolo de Pochammer dado en (2.27),
(4.17) se transforma en:

—~ m (B (=) (3); (M),
m»_ C;=mCo Zj!<m+1)j ), (=) (4.18)

j=0 7=0 J




96 CAPITULO 4. SUMAS BINOMIALES

el lado derecho de (4.18) corresponde a una funcion hipergeométrica 4F3, que se
puede escribir como:

- mam_ﬂﬁ—i_]ﬂ_na
mZCJ :mCO 4F3( fng,BJrl?fnJ;ﬁJrQ?m_i_l ‘1> (419)

j=0 2

Haciendo uso de la formula de sumacion 4F3 de Bayley’s demostrada en la pagina
70 de [12]
1) _ b= “)",
(b)n

con la identificacion a = m, b =  + 1 — n, y teniendo en cuenta que:

T +1)
T
(4.19), se puede reescribir como:
~_, _ T@E+1) (B+l-n-m),
m;C’] S I(B+1-n) (B+1-n),

I+l r'B+1-—m) T(B+1—n)
S TB+1-n)T(B+1—n—-—m) T(B+1)
_ I'B+1-m)
S T(B+1—m—n)

O

4.5. Serie infinita con coeficientes binomiales

En el articulo [8] el autor evalua la serie

S_1
— % 18°
k=1 2

usando para ello, la transformada de Laplace, algunas propiedades de la funcion
Beta y ciertas propiedades de la funcién dilogaritmo. Los autores de este trabajo
evaltian esta serie usando el método de las funciones hipergeométricas.

Sea:

S = ch donde €}, =

1
~ % \
k=1 2
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Para escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente:

Crs1
o

Por medio de un célculo se verifica que:

Crs k?
= . 4.2
Cy (2k +1)(2k + 2) (420

como se ha observado en los ejemplos anteriores, C} se puede escribir como el
siguiente producto:

- (2)(2)(2) ()2

teniendo en cuenta (4.20) se obtiene que:

() () () (i)

201
= . (b= D=L

S = ;ck = ; (Qlilk (k— 1)k — 1),

utilizando el cambio de variable k—1 = j, y recordando que (1); = j!, la expresion
anterior para S, toma la forma:

R L) o)

= (D2
usando la propiedad de los simbolos de Pochammer
(@), =a(a+1),-1,

con =1y n=2j+2, (4.21), se puede escribir como:

<

= (1);(1); = (1);(1);
S:Clz%:&z;%. (4.22)

=0 2

Nw
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De esta manera S se puede escribir como:
(1);(1);(1); (1>j
S=C -],
' Z (2);(2);4!

que a su vez, utilizando la notaciéon para la funcién hipergeométrica, se puede

escribir como: 1
1 1,1

27
Para evaluar la funcion hipergeométrica utilizamos la identidad de Clausen
2
2a,2b,a + b B a,b,
At ) = (S b))
haciendo la identificacion a = b= %, x = 1, (4.23) la podemos escribir como:
1,1,1]1 LN
S Cl 3F2 2,2 Z — Cl 2F1 %7 Z .

Recordando que la funcion f(x) = arcsinz, se puede representar en términos de
una serie hipergeométrica como:

11
arcsmx—a:2F1< 232

x2>, (4.24)

N -

tomando x = 1, en (4.24), nos queda:

1 11
arcsin§ =—of[ 232

y dado que C} = 3, se obtiene finalmente:

S—1 2 in 1 2—2(”)2—7T 0
—2 aI‘CSIIl2 = 6 _]_8

4.6. Otra representacion para m como una serie in-
finita

Una féormula que expresa el valor de m como una serie infinita fue proporcionada
por el matemético japonés Takebe Kenko (1664-1739) en el afio 1722. Segun se
puede ver en [7]. Esta serie también fue obtenida por el misionero Pierre Jartoux
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en 1720, él trabaj6 en China y tuvo correspondencia con Leibniz, pero existe la
convicciéon en los historiadores de la mateméatica que el descubrimiento de Kenko
fue independiente. Anotamos ademas que L. Euler redescubri6 esta misma serie en
1737. Hasta donde sabemos, por el método que a continuacién utilizamos, dicha
formula no se ha demostrado hasta el dia de hoy.

> 22k+1(k!)2 2

2 2k+2) 4

Para escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente

C(’}“ en donde:
22I<:+1 (/{3')2
(2k+2)!

Por medio de un célculo se verifica que:

Cr =

Corn 2P (k+ D)k + 1) (2K +2)!
Cr (2K + 4)1 ! ko 22k )

Ck-Jr]_ B 22(]€ + 1)2
Cr  (2k+4)(2k+3)’

como: Cl 02 Cg Ckfl Ck
a=a(g) (@) (@) (a2) (6s)
entonces,
9212 9292 22].2
O = Co gy 56 @he1) @2k E2)
2GR0 (1), (), 29D (1) (1)
0 (2k 4 2)! - (1)og+o
208 (1) (Dr(1)e 2@ (1), (1)5 (1)
(3)2r(1)k 22’“ (%)k 2k ()
de donde,

(Dr (D Dk 14
Z Cp = ;;—(5) o (1)F, (4.25)

que usando la notacion de funcion hipergeométrica (4.25), se puede escribir:

> 1,1,1
S a-an( )
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Utilizando la formula de sumacion 3F5, que se demuestra en la pagina 148 de [12]

) - L hregre ey
(DT (e ) T (e 550

2

a,b,c

R 1
342 a+b+1
atbtl o

con a =b=c=1y teniendo en cuenta que Cy = 1,

0o 22k+1(/€!)2 B T (%) r (1 + %) I (%) I (%)
1

£~ 2k +2)

R UOIROREON

(! 1 (yn)!
B 2 4 4
De donde finalmente se tiene que:
2 92k+1([1)2 2
R
(2k +2)! 4

k=0

4.7. Un ejercicio del libro de Andrews, Askey y
Roy
En este ejemplo se resuelve un ejercicio propuesto por G, Andrews, Richard Askey,

Ranjan Roy, en el texto de Special Functions, en la pagina 183 de [12|. Para
escribir esta suma como una serie hipergeométrica, examinemos el cociente:

Crs1
Ck

Por medio de un célculo se verifica que:

Cryr  (n—k)(2k +1)(2k +2) (_1>
Cn (k1 1)° ’

a-afg) (@) (@) (@2) (@)
o= o () () (") ()

'((n—k+1) -;321@—1)-(2%)) (_%)7

entonces,
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C, = Oy ((—1)(—12).1.2> (_%) _ ((_1)(_71; 1).3.4) <_%)

, <(—1)(—n+k— 1) - (2k —1)- (Zk)) ( 1) |

& 2
de donde: - Oo( )( )( )( )
1)k (—n)g (2K)! (=1)
;C’“:COI; kU kK] ok
- S (—n)(Da (1)
2 =G ), ), (5) (4:26)

Utilizando la formula de duplicacion para el simbolo de Pochammer dado en (2.27),
(4.26), se puede escribir como:

5o BRI ) o ()

k=0 k=0 k=0

Mg

que escrito con notacion de funcion hipergeomeétrica nos queda:

b _n L
> co=ari T
k=0

Para evaluar la funcion hipergeométrica que figura en el lado derecho de (4.27),
procedemos por casos segin n sea impar o que n sea par.

2) . (4.27)

1. si n es par n = 2m, en este caso aplicamos la suma que aparece en la pagina

176 de [12],
2a,b a,b—a | a*
Ja : —(1—p)p | @ o
2 1( 2b I) (I—2)™> 1( b+ 3 4(93—1))’
con la siguiente identificacion @ = —m, b = 1, o = 2. (4.27) se transforma
en:

2) - (—1)m2F1( _m’%+m 1). (4.28)

Usando la identidad de Chu-Vandermonde demostrada en el capitulo dos:

(!

k=0

C
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con a = 3 +mn=m, ¢ = 1. (4.28), se transforma en:

; Ch = . . (4.29)

Utilizando una de las propiedades de los simbolos de Pochhammer:

(1 -2 — k)= (1",

conk=m, =1, (4.29) se puede escribir como:

Recordando que n = 2m vemos que la suma anterior la podemos escribir

CcCOomao: o (1
S a-
par ()

2. Si n es impar, n = 2m + 1 aplicamos la formula de transformacion de Pfaff
que fue demostrada en el capitulo dos:

WIS (o3

a,b B —a a,c—b| w
2F1( . x>—(1—x) 2F1( c x—l)’
Cona:—n,c:Lb:%,x:Z
> n 1 1
Z Ck:2F1( 1’2 2):(_1>R2F1< 1’2 2)-
k=0

([ n 2k 1 k_ (i)g, sin=2m, meN
> k k “3) =) s
k=0 0, sin=2m+1, meN. [
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4.8. Una serie de caricatura

En la pagina 60 de la referencia [12]; los autores proponen en el ejercicio 56
demostrar la formula que aparece en la caricatura de la Figura 4.1

Figura 4.1: Figura tomada de la referencia [12]| (2020)

56. Show that

(1)"";(1 1 1 4
Z I 5—510g2+§sech(n\/§/2).

This problem was given without the value by Amend [1996]. FOXTROT
© 1996 Bill Amend. Reprinted with permission of Universal Press Syndicate.
All rights reserved.

Sea

La descomposicion en fracciones parciales:

n2

1
B+l 3n+1 3

1 1 1 1 1 3
[ + _}, donde a:—+£i,
n—oa n-—«o 2 2

asi,

I (=D 1 . 17 1 1
s=33 ST P ] =g s wa

n=1
s Evaluacién de Si:
La conocida formula
> —1)mz"
log(1 —-1<z<1
og(l + x) Z 1 r <1,

n=0
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obtenida por la integracion término a término de la serie geométrica, permite
encontrar el valor de Sy:

Slz—iﬂ:—[logQ—l]zl—logQ. (4.31)

= Evaluacién de Ss:

Reordenando la serie que define a Ss:

n=1
1 > 1 1 > 1 1
5 X - « + & - Q
2 [;(n_(l—ga) n—§> ;(n_(lg) ”_J
1

Recordando que: (ver ejemplo 1.3.3)

S M |

n—+ax
n=1

5% (imats) S () 09 (59

n=1 n=1 )

de manera similar, se muestra que:

Q 11—«

se=o-8)o(5),

=o(1-5) -e(
al sustituir las expresiones de S5 y 54 en la igualdad (4.32), se tiene:
1 a 1—-a 1 a 1—-a
=3 (-3) ) ale(-3) (7)) @
% 2[¢< 2) ") el g) el (4.83)

teniendo en cuenta la formula, ver ejemplo 1.5.2:

$(@) — $(1 - 2) = meot(n),

con r = 1— %, en el primer sumando de la igualdad anterior y con y = 1—
en el segundo, se tiene que (4.33), se puede escribir como:

i

o | Q1

Sy = —g [cot Tz + cot my], (4.34)
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como o = — +

ﬁ-x
37

N | —
Il
—_
|

ST
<
Il
—_
|

no | Qi

sinm(z +y) = sin (

) ) (37T \/§7r4> ) (37r
SIN X = Sl I_ 4 7 = Sln

se manera analoga:

sin Ty = L cos \/gwi — sin @z
V2 4 4 ’
luego,

. _ 1 9 37 . o V37 1 3T
sinmz -siny = — |cos t]| —sin” [ —i || = = cos i),
2 4 4 2 2

asi,
_ ) 1% + e 1 3
sin7x - sinry = —————— = —cosh [ —— (4.36)
2 2 2 2
Pero,
COSTT  COSTY  SINTYCcosTx + cos Ty sin mx
cotmrcotmy = — + — = ; :
sinty  sinmy sin 7tz sin 7y
sinm(z + y) 2

cotmrcotmy = - - = —
sin rx sin wy cosh (@)

= —2sech (@) (4.37)

Observe que se ha utilizado en la pentltima igualdad lo establecido en (4.35)
v (4.36). Reemplazando en (4.37) en (4.34):

Sy = msech (@) (4.38)

Finalmente, de (4.31), (4.38), y (4.30) se obtiene:

e -1 n+1,,2 1 1 3
Z(?’)—n:———logQ—Fzsech ﬁ
1 303 3 2
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4.9. Identidades polinomiales con coeficientes bi-
nomiales

Para establecer ciertas identidades que involucran factoriales, coeficientes bi-
nomiales, y simbolos de Pochhammer, el autor en [18| utiliza las distribuciones
normal y gamma bivariadas, calculando momentos adecuados de estas distribu-
ciones de probabilidad de dos maneras distintas y comparando los resultados asi
obtenidos.

Con la estrategia descrita en el parrafo anterior, se demuestra en [18] el siguiente
resultado:

Teorema 4.9.1

Para enteros no negativos s, k,n, m y ntimeros complejos p y [ se tiene:

> (5 ) e gy - ek -2 - o= SR

j=0

(4.39)

L3S (Gl ) (570 ) maenr

7=0 m=0

B ()-8

m=0
0, si n es impar
- { (nT/L!Q)l(ﬁ)nﬂ(l - P)"/2 sin es par. (4.42)
n n—mn n m m N .
Z<_1) (m >Zj:0< ] >(1—p)ﬂp ](6>nfj(ﬁ+m—j)j
m=0
0, sin es impar
= { (nT/LIZ)'(B)n/Q(l — p)n/Q Si n es par. (443)
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En este ejemplo, usando el método de las funciones hipergeométricas, se demues-
tran las identidades (4.39) y (4.41) dejando como un buen ejercicio para el lector,
la verificacion de las otras tres.

Demostracion 4.9.1

Demostracion de (4.39).

Denotemos con S, la suma que figura en el lado izquierdo de (4.39). Teniendo
en cuenta la definicion de factorial doble:

B 1ege a1y L2 2 D()  (2))

2-4---(25) 20417
de manera similar,
‘ (2k — 29)!
2k -2 — 1)l = ——

asi,

5[ ok shs; o5 (27)1(2k — 25)!
S:;(%>(”p)k e 7=

) . 2k
recordando que el nimero combinatorio ( > se define por

2j
2k \ (2k)!
2j ) = @k —2))l2j)’
S se puede escribir como
(LRI~ 1 (1—p*
= , 4.44
° S DY 1 TS (449

J=0

pero,

N “\1+p

(L=p?Y _(L=pf(L+py (L—p) _ <1—p>j
(1+ p)% (1+ p)% (14 p)7

y usando nuevamente la definicién del nimero combinatorio
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la expresion para S dada en (4.44) toma la forma:

g ( +§ZZ(2/€)! ]Z:; ( 5 > (;_/P)y, (4.45)

Por la igualdad (1.32) establecida en el corolario 1.7.1 se tiene:

(5)-2p

y denotando con [ el cociente que figura en (4.45),

k

(14 p)*(2k)!
S 2k Z

j=0

la suma que figura en el lado derecho de la igualdad anterior, se reconoce como
una funciéon hipergeométrica 1 Fy que corresponde a la serie binomial (ver ejemplo
2.3.2) luego,

(14 p)?*(2k)! —k
S="—omq o

- 5) (4.46)

recordando que:

reemplazando en (4.46) se obtiene finalmente que:

(L+p)*@2k)! 28 (251 +p)"
2k ;! (L+p)* (k) 7

S:

con lo cual queda establecida la identidad (4.39) .

Demostracién 4.9.2
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Demostracion de (4.41) Denotemos con T la serie que aparece en el lado iz-
quierdo de (4.41)

=S () G

se debe probar que:

Ty () G

De la relacion entre funcion Gamma y el simbolo de Pochhammer (ver teorema
1.7.2)

- TB+m+j) TB+m+)TB+m) m).
(B)j+m = I'(B) - T(B+m) L'(p) = (B +m); (B,

del corolario 1.7.1 se sabe que:

(5)-2

asi,

= (n); (B+m)i(B)m -n, B+m
=L, O F( 8

1) . (4.47)

Recordando la identidad de Chu-Vandermonde (ver corolario 2.5.1)

-n, a _(c—a),
2F1< c 1) = o

mediante la identificacion a = 4+ m, ¢ = (3, (4.46) se puede escribir:

7= Calmle ) -vmmt ().

en donde se ha hecho uso nuevamente del corolario 1.7.1, con lo cual queda esta-
blecida la identidad (4.41).
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Figura 4.2: Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1987), imagen tomada de:
https:/ /shre.ink /LDuU (2026)

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass nacié el 31 de octubre de 1815 en Ostenfelde,
Westfalia, y murio el 19 de febrero de 1897 en Berlin, Alemania. Provenia de una
familia modesta y mostr6 talento temprano para las matematicas. Estudié en la
Universidad de Bonn, donde inicialmente se dedic6 al estudio de la teologia, pero
luego se cambid a las mateméticas. Continu6d sus estudios en la Universidad de
Miinster.

Karl Weierstrass tuvo varios maestros y mentores a lo largo de su formacion
académica. Algunos de los méas significativos: Christoph Gudermann, Ferdinand
Gotthold Max Eisenstein y Gustav Dirichlet: estos maestros influyeron no solo por
su conocimiento matematico directo, sino también por su ejemplo y orientacion en
términos de rigor y profundidad en el estudio de las matemaéticas. Hizo contribucio-
nes significativas en anélisis matematico, especialmente en la teoria de funciones,
donde es conocido por la formulacién y desarrollo del concepto de funciéon mate-
mética como lo entendemos hoy en dia. Su trabajo sobre series convergentes, teoria
de funciones abelianas, y la aproximacion de funciones continuas por polinomios
tuvo un impacto profundo en el desarrollo del anélisis moderno.

Karl Weierstrass es recordado no solo por sus teoremas y contribuciones especifi-
cas, sino también por su enfoque riguroso y su capacidad para abordar problemas
dificiles con profundidad matematica y precision. Su legado incluye no solo sus
contribuciones teéricas fundamentales, sino también la formaciéon de varios estu-
diantes destacados en el campo de las matematicas. Algunos de sus alumnos mas
prominentes: Georg Cantor, Ernst Zermelo y Soffa Kovalevskaya, quien fue una
de las primeras mujeres en obtener un doctorado en matematicas en Europa. Ko-
valevskaya estudié con Weierstrass en Berlin y se convirtié en su discipula mas
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famosa. Su trabajo se centré en la teoria de ecuaciones diferenciales y las integra-
les elipticas, contribuyendo significativamente al campo.

Las ideas y técnicas desarrolladas por Weierstrass influyeron en numerosas areas de
las matematicas, incluyendo el andlisis funcional, la teoria de conjuntos, la teoria
de ecuaciones diferenciales y la geometria. Su enfoque en la claridad conceptual y
la solidez matematica sigue siendo relevante hasta el dia de hoy.

Karl Weierstrass no solo ha dejado una marca indeleble en el anélisis mateméa-
tico y la teoria de funciones, sino que también ha inspirado estdndares de rigor y
claridad que siguen siendo fundamentales para el desarrollo continuo de las mate-
maéaticas modernas.

4.10. Problemas propuestos

Con el fin de que el estudiante tenga la oportunidad de aplicar la metodologia
expuesta en el presente texto, proponemos los siguientes problemas:

Problema 1.

En el articulo [Choi.J,Rarhie. A. K, Srivastava. H.N. Some hypergeometric and
other evaluations of ((2), and alied series, Applied Mathematics and Computation
104 (1999), 101-108][17| los autores presentan otra forma de evaluar la serie:

=31
k=1

usando funciones hipergeomeétricas. Siguiendo los pasos que indicamos a conti-
nuacién el lector podra calcular este valor de la serie, como se presenta en la
mencionada referencia.

Considere la funcion zeta de Riemann ((s) y la funcion Zeta generalizada ((s,a)
definidas respectivamente mediante:

((s) =) ki Re(s) > 1
C(s,a)zzm, (a#0,—1,-2,--).

Sea ®(z, s,a) la funcion definida por:

00
Zk:

@(z,s,a) = m,

k=0

(2| <1, a#0,-1,-2,--+)
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= Verifique:
®(1,s,a) =((s,a)
1 1 s
(L, s,5) =C(s,5) = (22 = 1)¢(s)
2 2
= Muestre que en términos de la funciéon hipergeométrica generalizada la fun-
cidon @ se puede escribir:

1,@,@,@,"‘,@

b(z,n,a) =a n+1Fn< a+lat+l,--~atl

z>, n € Ny

= Con los resultados obtenidos en los items anteriores establezca que:

1,@,&,&,"',&
a+l,a+1,---;a+1

2" 1,1
((n) = (ﬁ) n+1Fn< %72

» Finalmente teniendo en cuenta la definicion de ((n), del item anterior y la
formula de sumacién de Dixon
1) -

a,b,c
3F2( l+a—0b,14a—c
Fl+ia)l(1+a-bI'(1+a—c)(1+ia—b—c)
Fl+a)l(3+a-bI(1+ia—cl(l+a—-b—c)

Muestre que:

Cna) = @i 1) ne -

Problema 2.

En el articulo Algoritmo de Gosper e aplicagoes, escrito por Humberto Silva
N, publicado en la revista Eureka No. 29, revista de la olimpiada Brasilera de
Matematicas, se ilustra el Método Gosper para encontrar férmulas cerradas para
ciertas sumas hipergeométricas. Alli se muestra:

(1) (2]

(k + 1)42k 42n—1 ?

n

B
Il

0
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invitamos a resolver este problema, utilizando la estrategia desarrollada en el tra-
bajo.

Problema 3.

El siguiente problema corresponde al problema No. 11356, propuesto en la revista
American Mathematical Monthly, de Abril de 2008. Pruebe que Vn € N,

n <Z> 24n (1 1)4
3 _ (n!)

(2n)!(2n !
k_0(2k+1)<§7;> (2n)!(2n +1)

Problema 4.

En el Preprint [19] Utilizando la funcion generatriz para los polinomios de Gegen-
bauer, la autora da una prueba de:

i T+ k)TN +m—Fk)  T(m+2)\)

TOVKTON(m — k) T2 m!

la cual se realiza, usando un procedimiento hasado en solucion de ecuaciones dife-
renciales. Establezca esta identidad, siguiendo un procedimiento similar al usado
para resolver el ejemplo 3.4 de este trabajo.

Problema 5.

La suma:
i 1 o
k=1 ( 2k ) 3v/3’
k k

fue demostrada por D.H Lehmer, publicado en “Interesting series involving the
central binomial coefficientet "Amer Math. Monthly 92(1985), 449-457,[11| para
ello, Lehmer uso la serie:

i (2¢)*  2zarcsenz

= =
P 2%k v1i—=x
k
k
para |z| < 1. Utilizando diferenciacion, integracién y tomando valores particulares
de x. Se propone evaluar la serie, escribiéndola como una serie hipergeométrica.
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