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Resumen

La fisica y la matematica son dos ciencias que han caminado de la mano en su desarrollo. El tra-
tamiento axiomatico de Dirac- Von Neumann de la mecanica cuéntica no relativista es el ejemplo
arquetipico de la interacciéon dual entre las teorias fisicas y el desarrollo de las ideas matematicas.
En este trabajo se encuentra un estudio de las mateméticas necesarias para entender el formalismo
cuantico presentado por Dirac y Von Neumann; entre tanto, se muestra la diferencia fundamental

que existe entre la mecénica cudntica y la mecanica clasica.

Por otra parte, se expone de forma corta la formulacion de Feynman de la mecanica cuantica que
normalmente no se incluye en el contenido de los cursos de cuantica del pregrado.
Finalmente, se exploré una nueva formulaciéon de la mecanica cudntica dada por N.Laskin, donde

se generaliza la ecuacion de Schrédinger mediante los procesos de Lévy.
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1. Introducciéon

La motivacién principal de este trabajo, son los diferentes aportes que han realizado los cien-
tificos a la fisica a lo largo de la historia, esto ha contribuido en el desarrollo de la humanidad y
del conocimiento, como dijo Carl Sagan “Somos el medio para que el cosmos se conozca a si mis-
mo”. También me motivé el hecho de trabajar con la Dra. Liliana Esquivel, teniendo en cuenta que
su trabajo titulado como "Neumann problem for nonlinear Schridinger equation with the Riesz
fractional derivative operator", me parecié muy interesante a pesar de no tener los conocimientos
suficientes para entenderlo. Para la mayor comprensién matemadtica de la mecéanica clasica, hice
parte del curso " Introduccion a la teoria de oscilaciones y ondas" en el instituto IMPA de Brasil,
dictado por el Dr. Alexei A. Mailybaev.

Desde sus inicios, la mecéanica cuéntica ha permitido el calculo de propiedades y comportamientos
de sistemas fisicos. Generalmente, se aplica a sistemas nanoscopicos como pueden ser moléculas,
dtomos, particulas subatémicas, entre otros. De esta misma manera, se ha demostrado que es valido
para moléculas mucho més complejas con miles de dtomos [25]; con base a esto, las predicciones de

esta teoria se han verificado experimentalmente con un grado de precisiéon extremadamente alta.

Su principal caracteristica es que, por lo general, no puede predecir con certeza lo que sucedera,
sino, solo ofrecer probabilidades de eventos posibles. Matematicamente, una probabilidad se en-
cuentra: tomando el cuadrado del valor absoluto de un numero complejo, conocido como amplitud
de probabilidad. Esto se conoce como la regla de Born [14], que lleva el nombre del fisico Max Born.
Por ejemplo, una particula cudntica como un electrén puede describirse mediante una funciéon de

onda, que asocia a una regién del espacio una amplitud de probabilidad.

Entonces, al aplicar la regla de Born[I4] a estas amplitudes, se obtiene una funcion de densidad de
probabilidad de la posicién con la que se encontraré el electréon, cuando se realice un experimento
para medirlo. Esto es lo mejor que puede hacer la teoria; no puede decir con certeza déonde se en-
contrar el electréon. Conceptualmente, la ecuacion de Schrédinger[49] es la contraparte cuéantica de
en la mecanica clasica del las ecuaciones de Euler-Lagrange[31]. Dado un conjunto de condiciones
iniciales conocidas, las ecuaciones de Euler-Lagrange hacen una prediccién matematica sobre, qué
camino tomard un sistema fisico dado a lo largo del tiempo. La ecuacién de Schriodinger, da la
evolucién en el tiempo de una funcién de onda y es la caracterizacion en la mecénica cuantica de

un sistema fisico aislado.

Una consecuencia de las reglas mateméaticas de la mecénica cuantica, es un compromiso en la pre-



dictibilidad entre diferentes cantidades medibles. La forma méas convencional de esto es el principio
de incertidumbre de Heisenberg[23], este expresa, que no importa como se prepare una particula
cuantica o cudn cuidadosamente se dispongan los experimentos sobre ella, es imposible tener una
prediccién precisa para una medicién de su posicién y también, al mismo tiempo, para una medicién

de su momento.

Por otra parte, una consecuencia méas de las reglas matematicas de la mecénica cuantica, es el
fenémeno de la interferencia cuéntica, este generalmente se representa mediante el experimento de
la doble rendija, donde la funcién de onda interfiere consigo misma. Una de las versiones de este
experimento fue ideada por Young en 1801[59], para determinar la naturaleza de la luz, se basaba
en usar una fuente de luz coherente, para iluminar una placa perforada por dos rendijas paralelas,
en esta la luz pasa a través de las rendijas, para luego observar en una pantalla detras de la placa.
En cuanto a su explicacién, se puede decir que, la naturaleza ondulatoria de la luz hace que las
ondas de luz, que pasan a través de las dos rendijas interfieran, produciendo bandas brillantes y
oscuras en la pantalla, un resultado que no se obtendria si la luz estuviera compuesta de particulas
clasicas. Asi mismo, sin embargo, la luz siempre se absorbe en la pantalla en puntos discretos, como
particulas individuales en lugar de ondas; el patron de interferencia aparece a través de la densidad

variable de estos impactos de particulas en la pantalla.

En algunas versiones un poco més sofisticadas del experimento, donde incluyen detectores en las
rendijas, encuentran, que cada fotén detectado pasa a través de una rendija como lo haria una
particula clésica, y no, a través de ambas rendijas como lo haria una onda[l3]. Sin embargo, lo que
dejan en evidencia estos experimentos, es que las particulas no forman el patrén de interferencia,
si uno detecta por qué rendija pasan. Basados en esto, se encuentra que otras particulas de escala
atomica, como los electrones, presentan el mismo comportamiento cuando se disparan hacia una

doble rendija, dicho comportamiento se conoce como dualidad onda-particula.

Otro fenomeno contrario a la intuicién, que es predicho por la mecanica cuéntica, es el tunelamiento
cuéntico[39], esta trata de una particula que choca contra una barrera de potencial, afirmando que
esta puede cruzarla, incluso si su energia cinética es menor que el maximo del potencial. En la me-
canica clasica, esta particula quedaria atrapada; La tunelizacién cuantica tiene varias consecuencias
importantes, ya que permite, la desintegracion radiactiva, la fusion nuclear en estrellas, aplicaciones
como el microscopio de efecto tunel [4] y el diodo de tunel[IT].

Existen muchos més efectos cuanticos que desafian el sentido comin humano de la realidad que no
seran tratados en este trabajo, aun asi, no es posible presentar estos conceptos de una manera méas
que superficial, sin introducir las matemaéticas reales involucradas; entendiendo de esta manera, que

la comprensién de la mecanica cuantica requiere no solo manipular ntimeros complejos, sino también



algebra lineal, ecuaciones diferenciales, teoria de grupos y otras asignaturas pertinentes y avanzadas.

Es por esto, que este trabajo se enfoca en exponer de una manera clara la formulacién matemaética
de la mecanica cudntica[55], que permita una descripcion rigurosa de la misma. Este formalismo
matematico, utiliza principalmente una parte del analisis funcional, especialmente los espacios de
Hilbert[26], que son una generalizacion de los espacios euclidianos. Estos se distinguen de los forma-
lismos matemaéticos, para las teorias fisicas desarrolladas antes de principios del siglo XX mediante
el uso de estructuras matematicas abstractas, como los espacios de Hilbert de dimensién infinita,
principalmente el espacio L?[56], y los operadores en estos espacios. En resumen, los valores de los
observables fisicos como la energia y la cantidad de movimiento ya no se consideraban valores de
funciones en el espacio de fase, sino, valores propios, més precisamente como valores espectrales de
operadores lineales en el espacio de Hilbert.

La primera formulaciéon matematica completa de este enfoque, es conocida como los axiomas de
Dirac-von Neumann, generalmente se atribuye al libro de John von Neumann de 1932 “Mathema-
tical Foundations of Quantum Mechanics”[55], aunque Hermann Weyl anteriormente, habia hecho
referencia a los espacios de Hilbert en su libro 1927[58]. Se desarrollo en paralelo con un nuevo
enfoque de la teoria matematica espectral basada en operadores lineales, en lugar de las formas
cuadraticas que formul6é David Hilbert, el cual, es el enfoque de una generacién anterior.

Aunque las teorias de la mecénica cuéntica contintian evolucionando hasta el dia de hoy, existe un
marco béasico para la formulacion matemaética de la mecanica cuéntica, que subyace a la mayoria
de los enfoques y se remonta al trabajo matematico de John von Neumann. Posteriormente, se for-
mularon nuevas teorias mas sofisticadas, en particular este trabajo incluye la integral de camino de
Feynman[13], caracterizada por ser una descripcion en mecénica cuantica que generaliza el principio

de accion en la mecéanica clasica.

Esta descripcion de la mecénica cuéntica, reemplaza la nocién clasica de una trayectoria clasica
Unica para un sistema, con una suma o integral funcional sobre una infinidad de trayectorias cuan-
ticas posibles, para calcular una amplitud cuantica o amplitud de probabilidad.

Asi mismo, también podréa ser encontrada la ecuacion fraccional de Schrodinger, que fue formulada
primeramente por N. Laskin[33], cuya idea principal es tomar las trayectorias de tipo browniano[14],
que es una trayectoria de tipo estocéastico que se caracteriza por describir el movimiento de una
particula sumergida en un fluido, y generalizarlas naturalmente mediante los vuelos de Levy[34], que

son procesos de Markov, es decir, un proceso estocastico, cuya caracteristica es no tener memoria.

Para mayor claridad en las ideas, en el primer capitulo se expondré la teoria en su forma mas general
la mecénica clasica, de tal manera que se pueda hacer un paralelismo entre la mecanica clasica y la

mecanica cuantica. Como un segundo apartado, se expondré la teoria matemaética necesaria para



poder pasar al capitulo tres, que contiene una formulacién rigurosa de la mecanica cuantica basada
en los axiomas de Dirac-von Neumann. Luego, con las reglas basicas de la mecanica cuantica se
exhibe el comportamiento onda-particula mediante la ecuacién de Schrédinger en el capitulo cuatro.
Para finalizar, se presentan dos formas diferentes de formular la mecénica cuantica, por un lado,
esta la integral de camino de Feynman y por el otro la ecuacion fraccionaria de Schrédinger, que se

encontraran en el capitulo cinco y seis respectivamente.



2. Mecanica Clasica

La mecéanica Lagrangiana introducida por Joseph Louis Lagrange en 1788|31], que consiste en
encontrar el Lagrangiano de un sistema fisica que se denota con la letra maytscula L, que se
define como la energia cinética del sistema que se estd analizando menos la energia potencial de
ese sistema, en este caso la energia cinética esta representada por la letra K, que es propia de las
cosas que se mueven y la energia potencial por la letra V' que refleja la energia cinética maxima
que podria alcanzar un cuerpo si se lo libera en un instante concreto. Este Lagrangiano no es
necesariamente una cantidad fisicamente util, es una cantidad matemaéaticamente util ;qué quiere
decir esto? Basicamente, la energia cinética menos la energia potencial de un sistema no representa
realmente nada fisico, a diferencia de otra cantidad conocida como hamiltoniana que se define como
la energia cinética mas la energia potencial que puede ser considerado como la energia total del
sistema pero el Lagrangiano es una cantidad matemaéaticamente util, sin embargo, este nos permite
encontrar las trayectorias que sigue la particula, lo que nos interesa del Lagrangiano no es el camino
en si, sino el area que encierra debajo. Al valor de esta superficie se le conoce como Accion. Para

entender la importancia de la accién, imaginese que nunca ha probado soltar una pelota

’
'
-
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Figura 2.1: Algunos posibles caminos que una pelota podria recorrer de la mano al suelo.

no se sabe que trayectoria va a recorrer. Por lo que es posible imaginar todas las distintas maneras
con las que podria recorrer la distancia entre el suelo y arriba. Cada una de estas trayectorias que
han supuesto trae consigo unas energias cinéticas y potenciales distintas, que cambian de forma
diferente con el paso del tiempo. Lo curioso es que, si obtiene el Lagrangiano de cada trayectoria, y
de ahi, la accién de cada una, lo que se encuentra es que la trayectoria verdadera, la que ocurre en
el mundo real, es la que tiene la accion es més pequena. Lo que quiero decir es que, si se toma otra

situacién, como un péndulo, es posible comprobar que, de todas las formas de moverse que tiene la



particula del péndulo, lo que se observa en la realidad es que la trayectoria que sigue la masa es la
que tiene menor acciéon. Esto es conocido como el principio de minima accién y lo que plantea es
que todo cuerpo sigue una trayectoria que minimiza la accién, cuya accién es la menor de todas las
posibles. Todo el universo, sin incluir a la mecénica cuantica, se mueve con la menor accién posible,
es lo que se ha estado observando durante siglos. De hecho, cuando un fisico tiene que enfrentarse

a un problema, puede utilizar esto como ventaja.

Esta forma de trabajar dio lugar a una reformulacion en la fisica: la mecénica analitica[21], una
forma alternativa (y a veces mejor) a la mecénica newtoniana de abordar los problemas. Aunque
se ha definido la accion dentro de la fisica clasica, lo cierto es que este principio también es vali-
do dentro de la relatividad general[50] y las teoricas clasicas de campos|32], como también en el
electromagnetismo[27]. En ellos, el Lagrangiano y la accién toman formas muy distintas, pero el
concepto sigue siendo el mismo: la accién debe ser minima.

Por otro lado, se tiene la mecanica hamiltoniana que surgié en 1833 como una reformulaciéon de la
mecénica lagrangiana. Introducida por Sir William Rowan Hamilton[20]. Ambas teorias proporcio-

nan interpretaciones de la mecanica clasica y describen los mismos fendémenos fisicos.

La mecanica hamiltoniana tiene una estrecha relacion con la geometria (en particular, la geometria
simpléctica[dl] y las estructuras de Poisson y sirve como vinculo entre la mecénica clasica y la
cuantica. El anélisis de Hamilton revel6 una estructura matematica mucho mas profunda de lo
que se habia entendido previamente, en particular la simetria entre el momento y la posicion.
Para entender esto, cuando se quiere construir una nueva teoria fisica, se deben garantizar tres
principios béasicos. El primero siendo la invarianza temporal, es decir que las leyes de la fisica son
las mismas ayer, manana o 30000 afios en el futuro. El segundo principio se refiere a la invarianza
traslacional, con esto lo que se pretende garantizar es que las leyes de la fisica son iguales en
Colombia, como en marte o en Andromeda. Y el tercer principio, es la invarianza rotacional, donde
también es fundamental que cuando se realiza un experimento y luego se hace rotacién en sentido
de cualquier direccion, se deben obtener los mismos resultados como si no se hubiese rotado dicho
experimento. Estos tres principios, conforman la importancia de la mecanica Hamiltoniana, que es
permitir obtener cantidades fisicas que son invariantes en el tiempo, a la traslacién y la rotacion.
Los avances de Hamilton ampliaron enormemente la clase de problemas mecanicos que podian
resolverse, y representan quizas la mayor adicién que ha recibido la dindmica desde el trabajo de
Isaac Newton y Lagrange. Si bien la mecanica hamiltoniana se basa en los mismos principios fisicos
que la mecanica de Newton y Lagrange, proporciona una nueva y poderosa técnica para trabajar
con las ecuaciones de movimiento. Mas importante adn, tanto el enfoque Lagrangiano como el
hamiltoniano, que se desarrollaron inicialmente para describir el movimiento de sistemas discretos,

han demostrado ser fundamentales para el estudio de sistemas clasicos continuos en fisica. Incluso



también, las técnicas encuentran uso en el electromagnetismo|27], la mecénica cuéantica, teoria

cuantica de la relatividad[3] y la teoria cuéntica de campos[57].
2.1 El principio de minima accién

La formulaciéon mas general de la ley del movimiento de los sistemas mecéanicos es el principio
de minima accion (o principio de Hamilton). Segin este principio, todo sistema mecanico esté
caracterizado por una funcion L(g, ¢, t) donde ¢, ¢’ son las coordenadas generalizadas y t es el tiempo,

es definida:

L(Q17q27"' aQTH(jlaq.Qa"' 7(jn7t)7

El movimiento de un sistema satisface la siguiente condiciéon
Suponga que en los intantes t = ¢y y t; el sistema ocupa posiciones dadas, caracterizadas por el
conjunto de coordenadas ¢’y ¢,el sistema se movera entonces, entre las posiciones dadas por g v t;

de manera que la integral
t1

S= [ L(qqt)dt (2.1)

to

tiene el valor mas pequeno posible. La funcion L se conoce como el lagrangiano del sistema y la
integral se le conoce como la accién.
Notese que la funcion L solo depende de ¢y qT, es decir, que no depende de las derivadas supe-
riores. Esto se debe a que el estado de un sistema mecanico estd completamente definido por sus
coordenadas generalizadas y sus momentos generalizados. Ahora, es necesario determinar las tra-
yectorias para las cuales la accién es un minimo, por simplicidad se supondra que el sistema solo
tiene un grado de libertad ¢ y su coorrespondiente ¢ momento generalizado. Entonces g = ¢(t) serd
la trayectoria que minimiza , es decir, que si ¢(t) se sustituye por otra trayectoria, entonces, S
crecerd, luego

a(t) + da(d), (2.2)

donde d¢(t) es una funciéon que es pequefla en todo el intervalo de ¢y a t;. Ya que los puntos extremos
son fijos entonces se tiene que dq(tg) = dq(t1) = 0. Asi, sustituyendo esta nueva funcioén se tiene

que la variacién de S es

t1 t1
/ L(q+ 6.4+ 84, £)dt — / Llq,d,t)dt.
to to
El desarrollo en serie de esta diferencia en potencias de dq y 6¢ comienza por términos de primer
orden. La condicién necesaria del minimo de S es que el conjunto de estos términos se anule; se le
llama primera variaciéon de la integral. Asi, el principio de minima accién puede escribirse:
t1

5S =06 [ L(gqt)dt=0, (2.3)

to



y haciendo la variacion

) oL >
—=8q + —8¢ | dt = 0.
/to <8q 1 a4 1

Teniendo en cuenta que §¢ = d/dt(dq), se integra el segundo término por partes y se obtiene:

oL 1" /9L  d oL
5= (g, + ], (5 =) o=

to

Como los puntos extremos son fijos, entonces el primer término se anula, asi solo queda la integral,

la cual debe anularse para todo valor de dq, esto solo es posible si el integrando es identicamente

a(ory oL
dt \ 9q dq

Si hay varios grados de libertad, las n funciones diferentes ¢, (t) deben variar independientemente.

nulo, de lo cual se obtiene la ecuacién

Es decir, que se obtienen n ecuaciones de la forma

d (0L oL ,
7 (8qi> T 0, i=1,2,...,n. (2.4)

Si se conoce el lagrangiano de un sistema mecénico dado, entonces las ecuaciones (2.4) establecen

la relacion entre las aceleraciones, las velocidades y las coordenadas, es decir, son las ecuaciones
del movimiiento del sistema. Las ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Euler-
Lagrange.

Desde el punto de vista matemético, las ecuaciones forman un sistema de n ecuaciones di-
ferenciales de segundo orden con n funciones desconocidas ¢;(t). La soluciéon general del sistema
contiene 2n constantes arbitrarias. Para determinarlas y, por tanto, para definir completamente el
movimiento del sistema mecéanico, es necesario conocer las condiciones iniciales que caractericen el
estado del sistema en un instante dado, por ejemplo los valores iniciales de las coordenadas y de los

momentos.
Ejemplo 2.1.1. Particula libre

El espacio de configuracion para una particula libre es M = R3, y puede deducierse del pricipio

de relatividad de Galileo que

L:imr

donde m > 0 es la masa de la particula y i* = | es el cuadrado de la longitud del vector velocidad

7 pertence a TFR3 =~ R3. Las ecuaciones de Euler-Lagrange estan dadas por la ley de inercia de



Newton

=y
Il
o

Ejemplo 2.1.2. Gravitacion universal

De acuerdo a la ley de gravitacion de Newton, la energia potencial de la fuera gravitacional

entre dos particulas con masas m, y my es

_; _, MaMp
V(ra —15) = —G=——=-,
‘Ta - Tb|
donde G es la contante gravitacional. La configuracion espacial de N particulas con interaccion

gravitacional es
M ={(7,...7)} e RN . 7, £ 7 para a#b,a,b,=1,..,N}

Ejemplo 2.1.3. Particula en un campo potencial externo

En este caso M =R3 y
1 .

donde la energia potencial puede depender explicitamente del tiempo. Las ecuacion de movimineto

son las ecuaciones de Newton ov

o

si V. = V(|F] es una funcion que solo depende de la distancia |7], el campo potencial es llamado

mr=F =

central.
Ejemplo 2.1.4. Particula cargada en un campo electromagnetico

Se considera una particula de carga e y masa m en R? moviendose en un campo electromagnetico

independiente del tiempo con potencial escalar y vectorial o(7) y A(F) = (A1(F), As(7), As(7)). El

i ;A'
L:WH(r_@),
2 c

donde c es la velocidad de la luz. Las ecuaciones de Euler-Lagrange dan las ecuaciones de Newton

m;«*:e@ﬂxé),
C

donde x es el producto cruz de vectores en R3, y

lagrangiano tiene la forma

con la fuerza de Lorentz,

E:a—f y B = curld
or
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son el campo electrico y magnetico respectivamente.
Ejemplo 2.1.5. Pequenas Oscilaciones

Considere un particula de masa m con n grados de libertad moviendose en un potencial V(q),
y suponga que la energia potencial U tiene un minimo en § = 0. Expandiendo V(§) en series de
Taylor alrededor de 0 y manteniendo solo terminos cuadraticos, se obtiene un sistema lagrangiano

que describe pequenas oscilaciones del equilibrio, Explicitamente

1 .
L = §mch — VO((T),

donde V; es una forma cuadratica positiva definida sobre R™ dado por

1 «— 0%V .
V. == —(0)q"q”.
1,7=1
ya que cada forma cuadratica puede ser diagonalizad por una transformacion otrogonal, puede

asumirse desde el principio que las coordenadas (¢!, ..., ¢") se eligen de modo que V,(§) es diagonal

y
L= %m (52 - ;w?(qu) ; (2.5)

donde wy,...,w, > 0. Estas coordenadas ¢ son llamadas coordenadas normales. En coordenadas

normales las ecuaciones de Euler-Lagrange toman la forma
qg +tw;qg =0, +=1,..n,

y describe n osciladores armonicos desacoplados con frecuencias wy, ..., wy-
2.2 Ecuaciones de Hamilton

La formulacion de las leyes de la Mecanica con la ayuda de la lagrangiana (y de las ecuaciones de
Lagrange que de ella se deducen), presupone que el estado mecénico del sistema esta determinado
dando sus coordenadas y velocidades generalizadas, Sin embargo, éste no es el inico método posible;
la descripcion del estado de un sistema en funcién de sus coordenadas y momentos generalizados
presenta un cierto nimero de ventajas, especialmente en el estudio de diferentes problemas generales
de mecéanica. Entonces se deben deducir las ecuaciones del movimiento correspondientes a esta
formulacion.

El paso de un conjunto de variables independientes a otro puede realizarse mediante lo que se llama
en matemaéticas transformacion de Legendre. En el presente caso esta transformacion toma la forma

siguiente. La diferencial total del lagrangiano como funcién de las coordenadas y de las velocidades

11



es
~\ OL oL
dL = —dg; —dg;.
Z g, * ZZ: 4"
Esta expresion puede escribirse,

dL = Zpid% sz-dqz-, (2.6)

ya que las derivadas OL/d¢;, son los momentos generalizados, y 9L/90q; = p;, por las ecuaciones de
Euler Lagrance (2.4). Escribiendo el segundo término de (2.6) en la forma de

Zpidqz' =d (Z]Mh) - Z Gidps,

llevando la diferencial total d (> p;¢;), al primer miembro, y cambiando los signos, se obtiene (2.6):

d (Zpidi - L) = - Zpidqi + Z Gidpi.

La cantidad bajo el signo diferencial es la energia del sistema, expresada en funcién de las coorde-

nadas y de los momentos, esta se conoce como la funciéon de Hamilton o hamiltoniano del sistema:

H(p,g.t) = 3 pidiL- (2.7)

De la ecuacién
dH = = " pidgi + Y _ didpi, (2.8)

en la cual las variables independientes son las coordenadas y los momentos, se obtienen las ecua-

ciones
. 0H . oOH

- R 2.
qi 3]92" Di 94, ( 9)

Estas son las ecuaciones de movimiento en las varialbes p y ¢, y se llaman ecuaciones de Hamilton.

Estas, constituyen un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden, entre las 2n funciones
desconocidas p;(t) y ¢:(t), que sustituyen las n ecuaciones de segundo orden obtenidas por el metodo

de Lagrange. A causa de su sencillez y simetria de forma se les llama ecuaciones canonicas.
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3. Fundamentos matematicos

Las matematicas y la fisica son sin lugar a dudas dos campos estrechamente relacionados. Para
los fisicos, las matematicas son su caja de herramientas, la cual utilizan para responder preguntas.
Mientras que, para los matematicos, la fisica puede ser una fuente de interesantes problemas, con
conceptos tedricos como la relatividad general[5(] y la teoria cuantica48] proporcionando un impetu
para que los matematicos desarrollen nuevas mateméticas. En este capitulo se presentaran aquellos

conceptos mateméticos necesarios para entender algunas formulaciones de la mecanica cuantica.
3.1 Espacios de probabilidad

Es importante notar que los diferentes enfoques de la mecanica cudntica invocan diferentes
significados de probabilidad de manera central. Pensar en la mecénica cudntica implica pensar en
un espacio de probabilidad, curiosamente la mecanica cuantica, tal como se la entiende actualmente,
en realidad no ayuda a elegir entre concepciones de probabilidad en competencia, ya que cada
concepcion tiene un hogar en una formulacién cuantica u otra.

La teoria moderna de la probabilidad se basa en los axiomas propuestos por Kolmogorov, pero es
importante observar que la base de dicha teoria, los espacios de probabilidad, pueden ser vistos

como una particularizacién del concepto de espacio de medida.
3.1.1 Espacios de Medida
Sea € un conjunto no vacio, en adelante se denotara por 22, el conjunto potencia de €2, o el conjunto

de partes de €.

Definicién 3.1.1 (o-algebra). Se dice que F C 2%, es una o-algebra sobre 2 si cumple las siguientes

propiedades:
ol. p e F.

02. Si A€ F, entonces A“=Q — Ae F.

o0
03. Dada {A,}52, C F, se cumple que, A, €F.
n=1
La pareja (Q, F) se le conoce como espacio medible, y a los conjuntos de F seran los conjuntos

medibles.

Ejemplo 3.1.2.

1. Dado © un conjunto no vacio, F; = {0),Q}, F» = 29 son o-algebras sobre Q. F; se conoce

como o-algebra trivial y F» como o-algebra discreta.
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2. Sea Q # 0, {F, : « € A una familia de o — algebras sobre Q}, entonces F = ﬂ Fo también

acA
es una o-algebra.

3. Considere C' = {(a,b), —00 < a < b < co}. B(R) = 0(C) que es el o-algebra generadaﬂ por
intervalos (o-algebra de Borel), es decir, B(R) es la o-algebra mas pequeia que contiene a
todos los intervalos.

Definicién 3.1.3 (Medida). Dado (92, F) un espacio medible. Una fucién de conjunto p: F — R

se denomina medida si cumple:

= pu(0) =0.

= 4(A) > 0 para todo A € F, es decir,  no es negativo.

» Dada {A,}52, C F tal que A, N A,, = 0}, entonces u( U Ay = Z w(Ay).
n=1 n=0

Se denomina espacio de medida a la tripleta (2, F, u). En el caso especial que la medida total sea

1, es decir, u(2) = 1, se dice que (2, F, u) es un espacio de probabilidad .

Ejemplo 3.1.4.

1. Considere 2 = N, F = 2N, se define entonces la medida de conteo como:

A| si A es finito
u(A) = { 4

oo si A es infinito

Siendo |A| la cantidad de elementos que existen en A.

2. Dada Q # (), F =29 y a € Q se define la medida de Dirac como:

"= e

Esta es una medida de probabilidad.

3. Tomando 2 = R, F = B(R), la medida de Lebesgue es aquella tnica medida tal que la medida

de los intervalos es igual a su longitud, esto es, pu(z,y) =y —z .

Ipara C' C 29, se define M = {F : F es o-algebra,C C F}, o-algebra generada por C' y se denota por o(C) =
ﬂ F, o(C) es la o-algebra mas pequeiia que contiene a C
cCM
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3.1.2 Integrabilidad
Definicién 3.1.5 (Funciones Medibles). Dada f : Q@ — R(C) se dice que f es medible si para todo

abierto B en R, la imagen inversa es
fYB)={recQ: f(x) € B} € F.

Ejemplo 3.1.6 (Funcion caracteristica). Sea A un conjunto medible en Q, se define T4 : Q@ — R

A
HA(w):{(l) ZZA

como:

Asi T4 es una funcién medible y seréd llamada funciéon caracteristica de A.

n

En un espacio medible (Q, F) la funciéon s = ZaiﬂAn donde A; € F, se denomina simple, un
i=1

resultado importante en teoria de la integracion es que cada funcién positiva medible puede ser

vista como el limite de funciones simplesﬂ
k

Considere s : X — [0, 00) una funcién simple medible, de la forma: s = Z a;l4,, siendo aq, -, oy
i=1
diferentes valores en [0,00), para E € F, se define

k
/ sdy = Z%‘M(Ai NE).
E i=1

Cuando «; = 0 para algun i, y u(A; N E) = oo, se usara la convencion de 0 - oo = 0.

Si f:Q — [0,00) es una funciéon medible, para F € F, se define
/ fdp = lim Sndpt,
E n—oo E

donde {s, } es una sucesion de funciones simples creciente que tiende a f puntualmente.
La expresién anterior es conocida como la integral de Lebesgue de f sobre E, con respecto a la
medida p. Es un numero entre [0, co].

En el caso que f sea una funcién que toma valores sobre (—oo, 00), se define

/]Efdu=/Ef+du—/]5f‘du,

con fT =max{f,0}y f~ = mdx{—f,0} siendo la parte positiva y negativa de f respectivamentﬂ

esta definicion aplica en el caso que alguna de las dos integrales sea finita y el total es un nimero

2Este resultado es el teorema 1.17 de [56]
3La definiciéon de f* y f~ puede ser encontrada en la seccién 1.15 de [56]
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entre [—o0, 00].
El caso de funciones medibles con valores en los complejos se reduce a la situacién anterior como

sigue, considere f = u + iv, con u y v funciones reales medibles sobre X, se define

S fdu z/udu—l-i/vdy

—/Eu+dujudu+i/v+dui/vdu,
E E E E

donde u™ y v~ siendo la parte positiva y negativa respectivamente de u, y de igual manera para v.

Definicién 3.1.7. [Espacio LP(Q, F, u)] Para 1 < p < oo, se define
LP(Q, F,p) = {f : @ — C medibles, tales que / [flPdu < oo} :
Q
Para p = oo,

L>(Q, F,u) ={f : @ — C medibles, tales que |f| acotada en casi todo punto }.

Ejemplo 3.1.8. En el espacio de medida (R,B(R), u), siendo p la medida de Lebesgue, f =
2?To1) + 21(1,00) € LY (R, B(R), ). De igual manera las funciones de la forma f(z) = p(z)][4
donde —o00 < a < b < 0o y p(z) es cualquier polinomio pertenecen a todo LP(R,B(R), u) para
p=1

3.2 Espacios de Hilbert

Dentro del formalismo matemético de la mecanica cuantica son precisamente los espacios de
Hilbert y los operadores lineales que actuian sobre ellos los objetos centrales. Antes de definir

espacios de Hilbert se presentara el concepto un poco méas general de espacio con producto interno.

Definicién 3.2.1 (Espacio con producto interno). Considere un espacio vectorial V' sobre el campo
de los reales o los complejos. Una funcion (-,-) : V x V — R/C se dice que es un producto interno

si para todos x,y € V, a, b escalares se cumple qué
i). (x,2) >0, es 0siysolosiz=0donde 0 es el neutro de V.
i) (z+y w) = (z,w) + (y, w).

iii). (az,y) = a(z,y) con a € Y

4Para el caso (z,by) donde b € C, se tiene que (z,by) = (by,z) usando iv), luego mediante iii) se tiene que

(by, ) = b(y, ) y finalmente usando iv) nuevamente, se concluye que {x, by) = b (y, ).
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iv) (z,y) = (y, ).
Al par (V,(-,+)) se le denomina espacio con producto interno.

La notacién braket, permite relacionar un ket con bra y viceversa, mediante un funcional lineal

continuo, es decir, que el producto interno en un espacio de Hilbert es equivalente a

(@ly) = fo(¥) = (¢,9)

siendo fg un funcional lineal.

Se observa que un espacio con producto interno es un espacio normaddﬂ definiendo la funcién
norma como ||z|| = v/(z, z).
Dos vectores x,y € V se dice que son ortogonales si (z,y) = 0. Un conjunto B C V se dice ortogonal

si para cualesquiera x,y € B se cumple (z,y) = 0.

Ejemplo 3.2.2.
n

Espacio Euclideo R": su producto interno se define como (z,y) = Zeim, siendo €; y n; las
i=1

componentes vectoriales de x y y respectivamente, con esto la norma esta dada por

[N

]| = (z,2)* = (Z) ,

i=1

luego, la distancia inducida es la euclidiana:

d(z,y) = |le —yl| = (€ —y, 2 —y)* = <Zei—m> :

Espacio L?[a,b]: el producto interno se define como:

La norma se define como

||w||=(/ |x<t>2dt> ,

Definicién 3.2.3 (Espacio de Hilbert). Un espacio con producto interno H es un espacio de Hilbert

siendo |z(t)|? = x(t)x(t).

si es completo con respecto a la norma inducida por el producto interno.

5Un espacio normado V es un espacio vectorial con una norma definida sobre V', para mayor profundizacién [30].
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Intuitivamente que un espacio sea completo significa que al tomarse una sucesion de puntos dentro
del espacio de tal manera que los elementos de la sucesién sean tan cercanos como se quiera, implica
que la sucesion tiene un punto limite, la definiciéon formal de completitud puede ser consultada en
la seccion 1.4 de [30].

Al ser H un espacio de Hilbert es un espacio vectorial, esto implica la existencia de una base para
este espacio, es importante recordar que via el proceso de ortogonormalizacion de Gram-Schmidt,
se puede garantizar la existencia una base ortonormal [ para este espacio de Hilbert H solo si es
seprable. En el caso de que el espacio de Hilbert H no sea separable, es necesario emplear el lema de
Zorn[60], sin embargo, en este trabajo solo se usaran espacios de Hilbert separables. Recuerde que
una base ortonormal es un conjunto linealmente independiente de vectores ortogonales que genera a
H, donde la norma de cada vector es 1. El siguiente teorema expone una relacién entre el producto

interno y la expansién en términos de los elementos de 3.

Theorem 3.2.4. Considere H un espacio de Hilbert con base ortonormal [3, entonces para cada

v=) (www y o)=Y [vw)l*

wep wepP

v € H se tiene

Es importante notar que el concepto de espacio de Hilbert es una generalizacién del concepto de
espacio euclideo, en fisica son de especial interés los espacios de Hilbert separables, esto es, aquellos

espacios que admiten una base ortonormal numerableﬂ
3.3 Operadores Lineales
Si en un sistema cuéntico el espacio de Hilbert es nuestro escenario, los operadores lineales son

nuestros actores principales. Pero y bien, ;qué es un operador lineal?

Definicién 3.3.1. Dados dos espacios vectoriales V, W se dice que T : D(T) C V — W es
una transformacion lineal, con ©(T') subespacio de V, si T(ax + y) = aT(x) + T(y) para todos
x,y € D(T) y a escalar.

Un operador lineal es continuo cuando su mapeo lineal es una transformacion lineal continua entre

espacio vectoriales topolégicos.

Ejemplo 3.3.2.

= Operador Identidad: Sea Ix : X — X un operador lineal definido por I'x (z) = x para todo
reX.

= Operador Nulo: Sea 0 : X — Y un operador lineal definido por 0(xz) = 0 para todo = € X.

6Un conjunto numerable es un conjunto con la misma cardinalidad que el conjunto de los ntimeros naturales
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» Diferenciacién: Sea X el espacio vectorial de todos los polinomios sobre [a, b]. Se define un
operador lineal T sobre X tal que T'(z(t)) = 2/(¢), para todo z € X, donde el primado es la

derivada respecto a t y que mapea de X a X

= Integracion: Sea T un operador lineal tal que Cla,b], luego el operador integral se define

como

T(x(t)):/Tz(T)dT con € [a,b].

» Matrices: Una matriz real A = (a;%) con r filas y n columnas define un operador 7' : R” — R"
por medio de:
y = Ax.

Donde x = €; tiene n componentes y y = (nj) tiene r componentes.
Un operador lineal T : ©(T) C V — W cumple las siguientes propiedades:

» El rango R(T) es un subespacio vectorial de W.
= Si dim®(T) =n < oo, entonces dimR(T) < n.
= El espacio nulo 91(7T) es un espacio vectorial.

Note que el operador inverso de T existe si y solo si: Tz = 0 = = = 0, ademads en caso de que exista
este es un operador lineal. SiT : V — W y §: W — Z son operadores lineales biyectivos, donde
V, W, Z son espacios vectoriales. Entonces, (ST)~!: Z — X existe y: (ST)"! =T-157!

(s7)~

Figura 3.1: Esquema del inverso del producto.

3.3.1 Operadores Lineales Acotados

Sean V, W espacios normados, se dice que el operador lineal T : ®(T) — Y es acotado si existe un

numero c talque para todo z € ©(T') se cumpla qué

1T @)llw < cllzllv,
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esto implica que mapea conjuntos acotados en ©(7T') sobre conjuntos acotados en Y. Note que

[T( T(x)|lw

c> ﬁww para todo = € V tal que ||z||v # 0, luego el conjunto {” Tally } es acotado en R por

tal motivo la siguiente norma esta bien definida

T,
Tl = sup I H,
ze®(T) I|2]]

x # 0.
Entonces ||T|| se define como la norma del operador T', entonces se concluye qué
T[] < ||T[[]]]-

Ejemplo 3.3.3.

= Operador identidad: El operador identidad I : V' — V sobre un espacio normado X # {0}
es acotado y su norma ||I|| = 1.

= Operador nulo: El operador nulo 0 : V' — V sobre un espacio normado V es acotado y su
norma ||0]| = 0.

= Operador diferenciacién: Sea V el espacio normado de todos los polinomios sobre J = [0, 1]
con norma ||z|| = méx(z(t)), t € J. Este operador es lineal pero no es acotado. Si se toma
z,(t) =t", donde n € N, y ||z, || =1 ¥:

T, (t) =z (t) = nt" !,

asi que ||Tzy|| = n y [|[Tznll/||zn]] = n. Como n € N es arbitratio, por lo que ¢ no es un

numero fijo tal que ||Tz,||/||z.|| < ¢. Lo que se concluye es que T no es un operador acotado.

» Matrices: Una matriz real A = (a;i) con r filas y n columnas define un operador 7' : R” — R"

mediante y = Ax, se puede mostrar que este operador es acotado.

Una observacion bastante interesante es que si un espacio normado V tiene dimension finita, en-
tonces cada operador lineal V' es acotado. El espacio vectorial B(V, W) de todos los operadores
lineales acotados de un espacio normado X a un espacio normado Y es un espacio normado con
norma definida por:

T
7] = sup 12

—— para z # 0,
zeV ||x||V

|T|| = sup |[Tz[| para ||z]| = 1.
zeV

Si W es un espacio de Banach, luego B(V,W) es un espacio de Banachm Cuando V = W se
denotard por B(V).

7Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo en la métrica definida por su norma.
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Un caso especial es que el rango del operador coincida con el campo escalar sobre el que se construye

el espacio vectorial, estos operadores son conocidos como funcionales.

Definicién 3.3.4. Un operador lineal f : D(f) — K con V espacio vectorial sobre el campo escalar

K se denomina funcional lineal. Para nuestro interés se considere K =R o X = C.

Un funcional lineal acotado f es un operador lineal acotado. Una propiedad importante es que un
funcional f con dominio D(f) con un espacio normado es continuo si y solo si f es acotado.
En un espacio de Hilbert H existen diferentes clases de operadores que seran de gran interés en

este trabajo, a continuacion, se presenta su definicion.

Definicién 3.3.5 (Operador adjunto). Dado un operador A € B(H) se define A* como operador
adjunto si (Az,y) = (z, A*y) siendo z,y € H.

Definicién 3.3.6 (Operador Autoadjunto). Sea H un espacio de Hilbert y sea A € B(H). sea dice
que A es autoadjunto si A* = A.

(Az,y) = (x,Ay) con z,y € H.

Proposicion 3.3.7. Todo operador A : H — H autoadjunto tiene autovalores reales.

Demostracion. Suponga Av = v con v € H, v # 0 y A un autovalor de A, luego
(Av,v) = (v, Av) = D, v) = (v, ) = X (v,v) = A (v,v)

Como (v,v) # 0 entonces A = \ y esto solo es cierto si A € R. O

Definicién 3.3.8 (Operador Unitario). Suponga ahora un operador que U € B(H) se denomina

unitario si cumple las siguientes caracteristicas
» El rango de U es denso en HEI

= [ preserva el producto interno del espacio de Hilbert.
<Ux>Uy>H = <x>y>H'

= UU* =U*U =1, siendo U* el operador adjunto de U.

El operador unitario es importante debido a que si tiene la forma U (t) = e**4 que se define mediante
la expansion en serie de potencias, con t,s € Ry A un operador autoadjunto tiene propiedades

para formar un grupo que cumple las siguientes propiedades:

8Sea (H,d) un espacio métrico y A C H. Se dice que A es denso en H si A = H.
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GUL U(s)U(t) =U(s+t).
GU2, lim,_,, U(s) = U(t).

GU3. Si lims_0 %v existe, entonces v € D(A)

GU4. Para cada v € D(A), lim;_,o U(tt)flv =1 Av

A este grupo se le denomina como grupo uniparameétrico.

Definicién 3.3.9. Un grupo uniparamétrico fuertemente continuo {A(¢)} es la imagen de un grupo
continuo homeomorfo ¢ : R — .Z(H) en la topologia usual sobre H talque 1(t) = A(t) y satisface
para todo s,t € R :

GUCL. A(s)A(t) = A(s«t).
GUC2. A(0) = 1.
GUCS. lims_,; A(s) = A(t).

Un resultado que es de vital importancia para la formulacién matematica de la mecénica cuéntica

es:

Theorem 3.3.10 (Stone). Sea {U(t)} un grupo uniparaméirico fuertemente continuo sobre el
espacio de Hilbert H, entonces existe un operador autoadjunto A sobre H tal que U(t) = e™*4 para

cada t € R, tiene un dominio:

-1
D(A) = {v € H | lim %’U e:z:iste} ,

t—0

y para todo v € D(A) esta dado por

lim uv = 1Av.
t—0 t

Definicién 3.3.11 (Operador Compacto). Un operador lineal T : X — Y es compacto si la

clausura de T'(B) es un subconjunto compacto de Y para todo subconjunto acotado de B de X.

Para un operador autoadjunto compacto A en un espacio de Hilbert H. Existe una base ortonormal

en H que consta de vectores propios de A. Cada vector propio es real.
3.3.2 Operadores no acotados

Considere T' : ©(T') C H — H lineal y no acotado. Recuerde que si un operador lineal S esta

definido sobre todo un espacio de Hilbert complejo y satisface
(Tz,y) = (x,Ty) conwz,yeH,
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entonces, S es acotado.

Claramente el operador T' no puede satisfacer esto, su domino no puede ser todo el espacio de
Hilbert. Se desea saber bajo qué condiciones sobre D (T') hacen que el operador adjunto a T esté
bien definido, recuerde que el operador adjunto satisface (T'z,y) = (z,T*y) que se puede escribir
como (T'z,y) = {x,y*). Asi T* es un operador tal que para cada y € D(T™*) le corresponde un unico
yr=T"y.

?(T)
en H contiene un valor y; distinto de 0, y y1 L z para cada z € ©(T), esto es, (x,y1) = 0,

= Suponga que D(T) no es denso en H, luego ©(T) # H, el complemento ortogona]ﬂ de

pero:
<T(£L’)7y> = <1'7y*> = <x7y*> + <(E,y1> )
= <$, ZJ* + yl> .
Es decir, que no es tnico.

= T esta densamente definido en H, es decir, ®(T'), es denso en H, luego D(T)+ = {0} entonces
(x,y1) = 0 para todo = € D(T), es decir y; = 0, y* + y1 = y* que es la unicidad deseada.

Definicién 3.3.12 (Operador Adjunto de Hilbert). Sea T : ©(T) — H un operador lineal denso
en un espacio de Hilbert complejo H. Luego el operador adjunto de Hilbert 7* : ©(T) — H de T
se define como:

El dominio ®(T*) de T* consiste de todo y € H talque ha un y* € H que satisface:

(Tz,y) = (z,y") .

Para todo © € ©(T). para cada y € D(T*) el operador adjunto de Hilbert es definido en termino
de y* por:
y* — T*y.

Es decir, Un elemento y € H esta en D (T™) si y solo si para y el producto interno (T'z,y), conside-

rado como una funcion de z, puede ser representado en la forma (T'z, y) = (z, y*) para todo x € D(t).

Tomando S : ©(S) - H y T : D(T) — H operadores lineales, donde ©(S) ¢ H y ©(T) C H. Es
posible definir la suma de operadores S+T tal que dar& un operador lineal con dominio ®(S+7T) =
D(S)ND(T). Y para todo z € D(S + T') definido por:

(S4+T)xr =Sz +Tx,

9Tomando un espacio métrico (H,d) y A C H. se dice que = € H es un punto adherente de A si todo entorno Y’
de z cumple que Y N A # 0, es decir, no hay ningin entorno de x totalmente contenido en H — A. El conjunto de
puntos adherentes de A se llama conjunto ortonormal y se representa por A.
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D(S + T) es el conjunto mas grande que contiene a Sy T, y D(S + T) es un espacio vectorial,
0 € D(S+T) por lo que nunca sera un conjunto vacio.

También es posible definir el producto de operadores T'S, donde S y T se definen como antes. Donde
M es el subconjunto mas grande de D(.5), cuya imagen debajo de S se encuentra en D (T'), es decir,
S(M) =R(S)ND(T), donde R(S) es el rango de S. El producto T'S esta definido a ser el operador
con dominio ®(T'S) = M para cada = € D(TS).

(T'S)x =T(Sz).

Intercambiando S y T en esta definicion, el producto ST es el operador tal que para todo = € D(ST),
(ST)x = S(Tx).

Donde D(ST) = M es el subconjunto de D(T') cuya imagen debajo de T se encuentra en D(T),

T(M) = R(T) N D(S),

M TS(M)
/ st
D(T) &[ @/
. D(T)

R(r)

Figura 3.2: Representacion grafica de la multiplicacion de operadores.

TS y ST son operadores lineales, 2R(.S) es un espacio vectorial, S(M) es un espacio vectorial, M es

un espacio vectorial ya que S es lineal y M es un espacio vectorial ya que T es lineal.

Escogiendo operadores lineales S : ©(S) — H y T : (D)(T) — H siendo densamente definidos en
un espacio de Hilbert complejo H, luego:

a. Si SCT,entonces T* C S*.

b. Si ®D(T*) es denso en H, luego T C T**.

Ademas, si se supone que T es inyectivo y su rango R(T') es denso en H, entonces T™* es inyectivo y
(T*)—l _ (T_l)*.

Definicién 3.3.13 (Operador Lineal Hermitico o simétrico). Sea T : ©(T') — H un operador lineal

que es densamente definido en un espacio de Hilbert complejo H. Luego T es llamado operador
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lineal simétrico si para todo z,y € D(T):
(Tz,y) = (2,Ty).
Un operador lineal 7" denso en un espacio de Hilbert complejo H es simétrico si y solo si:
TCT .

Una propiedad importante que cumplen los operadores simétricos es que todo operador auto adjunto
es simétrico. Sin embargo, no necesariamente un operador simétrico es auto adjunto, ya que un
operador Hermitico cumple la condicion de ©(A4) C D(A*), pero los operadores auto adjuntos
deben cumplir también que D(A*) C D(A). Estos conceptos son iguales solo cuando el operador es
acotado [16].

Un concepto igual de importante son los operadores positivos, Sea H un espacio de Hilbert complejo,
y A un operador lineal talque A € Z(H), dicho operador es positivo si A* = Ay ademas, sea x € H
entonces se cumple que (Az,z) < 0. Donde .Z(H) es el C*—algebrﬂ de operadores acotados con la
norma ||.|| y la anti-involucién % dada por el operador adjunto. Los operadores positivos operadores

cumplen la ecuaciéon de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz
| (Az,y) |? < (Ax,y) (Az,x) Para todo z,y € D(A). (3.1)

Definicién 3.3.14 (Operador Lineal Cerrado). Sea T : ©(T) — H un operador lineal, donde
D(T) C H y H es un espacio complejo de Hilbert. Luego, T es llamado operador cerrado si su grafo

9(T) = {(z,y)|lx € D(T),y = Tux}.
Algunas propiedades importantes que cumplen los operadores cerrados son

a. T es cerrado siy solo si:
Tn oz, [, €DT)] vy Tz, —y.

Esto implica que x € 9(T) y Tx = y.
b. SiT es cerrado y ©(T) es cerrado, luego T es acotado.
c. Sea T acotado. Luego T es cerrado si y solo si ©(T) es cerrado.

Un concepto fundamental en la teoria cuantica es el espectro de un operador

10Un C*-algebra (en general) es un &lgebra de Banach A que tiene una involucién * (es decir, un mapeo lineal
conjugado de A en si mismo que satisface 2** = z y (zy)* = y*z*, x,yeA) que satisface ||z*z|| = ||=||?> para todo
z € A2
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3.3.3 Teoria espectral de operadores

Definicién 3.3.15 (Espectro de un operador). Sea H un espacio de Hilbert complejo de dimension
finita y sea T" € H. El espectro de T se define como el conjunto de todos los escalares A € C tales

que Al — T no es invertible:
o(T)={AeC: X[ —-T no es invertible}.

Es importante mencionar que el espectro o(7") de un operador auto adjunto T : ©(T") — H es real
y cerrado, donde ©(T') es denso en H. Otro importante conjunto es el conjunto resolvente de un

operador T, cuyo dominio D(7T') es denso en H que se define como
p(T)={\ e CTal que T — X\ : D(T) — H},

que es una biyeccién con un inverso acotado, y para A que pertenece al conjunto resolvente de T,
p(T), existe el operador acotado Ry(T) = (T — AI)~! es llamado el resolvente de T en \.

El conjunto resolvente p(T") que este contenido en C es abierto y su complemento o(T') = C\ p(T') es
el espectro de T'. El subconjunto de 0,(T") C o(T') consiste de los autovalores de T' con multiplicidad
finita, es decir, un espectro de puntos.

Un operador T es de clase traza si
o0
1Tl = 3 i) < o0,
n=1

Donde i, (T) son los valores singulares de T : pi,(T') = \/An(T') > 0, donde A\, (T) son los autova-
lores de T*T. De igual forma, un operador T' que pertenece a .Z(H) es de clase de traza si y solo
si para cada base ortonormal {e, }5>; para H

Z | (Ten,en)| < oo.
n=1

Ya que una permutaciéon de una base ortonormal es de nuevo una base ortonormal, con esto la
o0

condicion anterior puede ser entendida como E (Ten, e,) < co. Para cada base ortonormal {e,, }52 ;

n=1
para H la traza de un operador T de clase traza se define

TrA = i (Ten,en), (3.2)

n=1

Que no depende de la eleccion de la base ortonormal {e,}52; para H, un operador positivo T €
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Z(H) es de clase traza si Z (Tey,e,) < co. También es posible definir el espacio .4 como el

n=1
conjunto de todos los operadores de clase de traza en H que forman un élgebra de Banach con la
norma ||T||y = TrvT*T.
Una propiedad importante de los operadores clase traza es

TrAB =TrBA Paratodo Ae .v,Be Z(H),

se denomina la propiedad ciclica de la traza. Si A € .71, el mapeo [4(B) =TrAB, con B € ¥ (H),
es un funcional lineal continuo sobre .Z(H).

También es importante mencionar que un operador A € Z(H) es llamado un operador de Hilbert-
Schmidt si AA* € .. De igual forma, un operador A € Z(H) es de Hilbert-Schmidt si y solo si

para alguna base ortonormal {e,, }°° ; para H se cumple qué

o0

> [ Aen]|? < oo.

n=1

Definicién 3.3.16 (Valor de medida de proyecciéon). Un valor de medida de proyeccion sobre R es
un mapeo P : B(R) — L (H) del o-algebra B(R) de subconjuntos de Borel de R en el dlgebra de
operadores acotados sobre H, que satisface las siguientes propiedades:

P1. Para cada subconjunto de Borel E C R, P(E) es una proyeccion ortogonal, es decir
P(E)=P(E)* y P(E)= P(E)*. (3.3)

P2. La proyeccion del conjunto vacio es 0, y la proyeccion de R es el operador identidad sobre H.

P3. Para cada unién disjunta de subconjuntos de Borel
o] =1
E = ]_[1En , P(E)= lim_ > P(E). (3.4)
n= n

es una topologfa fuertd'!] sobre .#(H).

Para el caso de un valor de medida de proyeccion P sobre R™ es un mapeo P : B(R") — Z(H), el

cual satisface las propiedades (3.3)-(3.4).

De las propiedades que debe cumplir el valor de medida de proyeccién se deduce qué:

P(El)P<E2) = P(El N Eg) Para todo Ei, FEs € %(R)

! Fsta es la topologia generada por la familia de normas ||.||z, = € H definida por ||T||z = ||Tz||. Esto implica que
Ta =T < ||(Ta — T)z|| — 0 [A7]
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con cada valor de medida de proyecciéon P sobre R se asocia una funcién de valor de proyeccion.

PP1.
P(\)P() = P(min{A, 1}).
PP2.
lim P(A) =0, lim P(\) =1
A——o00 A—ro0
PP3.
lim  P(u) = P(A).
w— A
<A

Para cada = € H el resolvente de la identidad P(\) define una funcion de distribucion (P(\)z, x)
de la medida acotada sobre R que es la medida de probabilidad cuando ||z|| = 1. Por la identidad

de polarizacion [54]

(PO, ) = T{PO) @ + ), 7+ )~ (PO — 2 )

+i(PA)(z + i),z + i) —i(P(A)(z — i),z — i)},

asi que (P(\)x,1) corresponde a una medida compleja sobre R, es decir, una combinacién lineal
compleja de medidas.

Para H separablﬂl teorema de Von-Neumann establece que para cada valor de medida de pro-
yeccion P existe v tal que una funcién f es finita en casi cualquier punto con respecto a P si y solo
si esta es finita en casi cualquier parte con respecto a la medida (P, ¢) con ¢, ¢ € H. El siguiente

teorema es conocido como el teorema general de Von Neumann.

Theorem 3.3.17 (Von Neumann). [53] Para cada operador auto adjunto A sobre el espacio de
Hilbert H existe una tnica resolucion con valor de proyeccion de la identidad P(\),que satisface las

siguientes propiedades.

PTI. N
D(A) = {pc H : L N2d(P(\)p, ) < o0}, (3.5)

y para cada ¢ € D(A)
Ap = / AP\,

— 00
definido como un limite de sumas de Riemann-Stieltjes en la topologia fuerte sobre H. El

soporte del correspondiente valor de medida de proyeccion P coincide con el espectro del

12Un espacio de Hilbert es separable si y solo si admite una base ortonormal numerable m[47]
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PT2.

PT3.

PTy.

PT5.

operador A: A € 6(A) si y solo si Pa(A— ¢, A+ €)) # 0 para todo € > 0.

Para cada funcion continua f sobre R, f(A) es un operador lineal sobre H con un dominio

denso

(AN = {pe i [ OPAPO)ep) < o), 56

ﬂ@wz/ffummn%

y se entiende como en la parte (3.5). El operador f(A) satisface

fA)" = f(A),

donde f es el complejo conjugado para f, y el operador f(A) es acotado si y solo si la funcion

f es acotado sobre o(A). Para acotados sobre o(A) funciones continuas f y g,
W9 = [ TP, o€ .

Para cada funcion medible f sobre R finita casi para cualquier parte con respecto al valor de
medida de proyeccion P, f(A) es un operador lineal sobre H definido como en (3.6), donde la
integral para f(A)p es ahora entendida en el sentido débil: para ¢ que pertenece a D(f(A)) y

cada ¢ que pertenece a H,

Umm%w:/ffmamM%w,

una integral de Lebesque-Stieljes son respecto a una medida compleja. La correspondencia
f — f(A) satisface las mismas propiedades como en (3.6)), donde las integrales son entendidas

en el sentido débil.

Un operador acotado B conmuta con A, esto es, B(D(A)) esta contenido en ©(A) y AB = BA
sobre D(A), si y solo si este conmuta con P(X) para todo \ y por ende B conmuta con cada

operador f(A).

Para cada valor de resolucion de proyeccion de identidad P(\) el operador A sobre H, definido

como en (3.5)), es hermitico.

Los operadores auto adjuntos A y B conmutan si el correspondiente valor de la medida de proyeccion
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P4 y Pp conmutan,
P4(Eq)Pg(FE2) = Pg(E2)Pa(Fy) Para todo Ei, Esy € B(R).
Para todo u € R, los operadores ¢’ y B conmutan, abusando de la notacién se puede escribir
[A,B] = AB— BA =0, (3.7

para operadores auto adjuntos A y B que conmutan.
Proposicion 3.3.18.

Sea A = {4, ..., A} un conjunto finito de operadores auto adjuntos, operadores que conmutan
por parejas sobre H. existe un unico valor de medida de proyecciéon P4 sobre los subconjuntos de

Borel de R™ que tienen las siguientes propiedades:

PA1l. Para cada F = E; x ... X E,, € B(R"),

PA(E) = Pa,(E1)...P4, (Ey).

PA2. En la topologia fuerte de operadores,
AK :/ )\deA, K= 1, ceey T,

donde A, es la k-esima coordenada de la funciéon sobre R™, A (z1, ..., ;) = T.

PA3. Para cada funcién medible f sobre R™ finita en casi cualquier punto con respecto al valor de

medida de proyeccion P4, f(A1,...A,) es un operador lineal sobre H que se define por
f(Aq, ... Ay) = fdPy,
R’n

donde la integral es entendida es la topologia débil[47] de operadores. La correspondencia
f — f(44,..., A,) satisface las mismas propiedades como en , el soporte del valor de
medida de proyeccién P4 sobre R™ es llamado el espectro conjunto de la familia conmutativa
A={Ay,. A}
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4. Axiomas de Dirac Von-Neumann

En el verano de 1925, Werner Heisenberg visité Cambridge, dando una presentacion sobre el
efecto Zeeman anomalo [46] en el Kapitsa Club. Al final de su conferencia, mencioné algunas de
sus nuevas ideas, las cuales formaron la base de la mecanica matricial. Sin embargo, Dirac no les
prestd atencion en ese momento. Al final del verano, mientras estaba en Bristol con sus padres,
Dirac recibié de Fowler por correo una revisiéon del articulo de Heisenberg, pero no pudo apreciar
de inmediato su idea principal. Solo una semana o dos después, volviendo a este articulo nuevamen-
te, se dio cuenta de lo nuevo que habia aparecido en la teoria de Heisenberg, variables dindmicas,
Heisenberg no describié una o6rbita de Bohr separada, sino que vinculé dos estados atémicos y se
expresaron en forma de matrices. La consecuencia de esto fue la no conmutatividad de las variables,
cuyo significado incluso no estaba claro para el propio Heisenberg. Dirac comprendié de inmedia-
to el importante papel de esta nueva propiedad de la teoria, que necesitaba una interpretacion
correcta, tiempo después al regresar a Cambridge reconocié que esta forma matematica tenia la
misma estructura que los paréntesis de Poisson que ocurren en la dindmica clasica del movimiento
de particulas. Esta conexioén hizo posible introducir un procedimiento de diferenciacién en la teo-
ria cudntica, este resultado se presenté en el articulo " Ecuaciones fundamentales de la mecénica
cuantica"[9], y dio impulso a la construccion de un formalismo mecano cuéntico consistente basado
en el enfoque hamiltoniano, introduciendo junto con una formulacién abstracta en términos del
espacio de Hilbert utilizado en el andlisis funcional; ademés mostr6 que los enfoques de Schrédinger

y Heisenberg eran dos representaciones diferentes de la misma teoria.

Anos més tarde, Von Neumann estableci6 los conocidos axiomas de Dirac-Von Neumann, en su obra
de 1932 Fundamentos matematicos de la mecanica cuantica[55]. En este formalismo de la mecanica
cuéntica, las cantidades observables como la posicion o el momento se representan como operadores
lineales que actian sobre el espacio de Hilbert asociado con el sistema cuantico. La fisica de la me-
canica cuantica se redujo asi a las matematicas de los espacios de Hilbert y los operadores lineales
que actuan sobre ellos. Por ejemplo, el principio de incertidumbre, segin el cual la determinacién
de la posicién de una particula impide la determinacion de su momento y viceversa, se traduce en
la no conmutatividad de los dos operadores correspondientes. Esta nueva formulacion matemaética
incluy6 como casos especiales las formulaciones tanto de Heisenberg como de Schrédinger. Cuando
se informé a Heisenberg, Von Neumann habia aclarado la diferencia entre un operador ilimitado
que era un operador autoadjunto y uno que era simplemente simétrico, Heisenberg respondi6 "; Eh?

., Cudl es la diferencia?".

El tratamiento abstracto de Von Neumann le permitié también confrontar la cuestién fundamental
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del determinismo versus el no determinismo, y en su libro presenté una prueba de que los resultados
estadisticos de la mecénica cuantica no podrian ser promedios de un conjunto subyacente de de-
terminadas "variables ocultas", como en la mecanica estadistica clasica. En 1935, Grete Hermann
publicé un articulo en el que sostenia que la prueba contenia un error conceptual y, por tanto,
no era valida. El trabajo de Hermann fue ignorado en gran medida hasta que John S. Bell hizo
esencialmente el mismo argumento en 1966. La demostraciéon de Von Neumann inauguré una linea
de investigacion que finalmente condujo, a través del teorema de Bell y los experimentos de Alain
Aspect en 1982, a la demostracion de que la fisica cuantica requiere una nocién de realidad com-
pletamente diferente de la de la fisica clasica, o debe incluir la no localidad en forma aparente, pero

esto implica la violacion de la relatividad especial.
4.1 Axiomatizaciéon

En este punto, hemos desarrollado las matemaéticas que nos permiten axiomatizar la mecanica
cuéntica, y ahora estamos listos para ver cémo las diversas piezas encajan para proporcionar un
marco matematico riguroso para la teoria. En el presentacion de los axiomas que sigue, esencialmente
seguimos [52], es importante observar que los resultados experimentales con respecto a los fenomenos

no relativistas continian coincidiendo perfectamente con las predicciones del marco matematico.

A1l Cada sistema cuantico tiene asociado un espacio de Hilbert complejo separable de dimensién
no finita H, en términos fisicos es llamado el espacio de estados puros. El espacio de Hilbert
de un sistema cuantico compuesto es un producto tensorial de espacios de Hilbert de sistemas

de componentes.

A2 El conjunto de observables o/ de un sistema cuéntico son el espacio de Hilbert H consiste de
todos los operadores hermitianos sobre H. El subconjunto <7, = &/ N.Z(H) de observables
acotados es un espacio vectorial sobre R.

A3 El conjunto de estados . de un sistema cuantico con un espacio de Hilbert H consiste de
todos los operadores clase de traza positivos M con TrM = 1.

Para ¢ € H, ||¢|| = 1, defina Cy, := {a1) : @ € C} el cual es un subespacio vectorial de H.
La correspondiente proyeccion Py : H — Cy es un estado puro, mientras que todos los otros

estados son llamados estados mixtos. El operador M es llamado el operador densidad.

A4 Un proceso de medicion es la siguiente correspondencia
I xS >(AM)—= pam € ZR),

que a cada observable A € &7 y estado M que pertenece a . asigna una medida de probabi-
lidad g4, sobre R. Para cada subconjunto de Borel E C R, el valor 0 < pg p(E) < 1esla

probabilidad de que para un sistema cuantico en el estado representado por M el resultado de
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la medida del observable A pertenezca a E. El valor esperado del observable A para el estado

fijo M esta dado por
) = [ AdEaa . (4.1)

Donde F4 pr(A) = pa am((—00,A)) es una funcion de distribucion para la medida de probabi-

lidad HA,M-

Los axiomas A1-A4 son conocidos como axiomas de Dirac-Von Neumann|I0]-[55].

Figura 4.1: Algunos estados puros del dtomo de Hidrogeno
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Algunas consecuencias

= Como el operador traza es lineal se tiene que el conjunto de estados .% es un conjunto convexcﬂ

= Del teorema de Hilbert-Schmidt sobre la descomposicién canénica para operadores autoad-
juntos y compactoﬂ para todo M € .# donde existe un conjunto ortonormal {t,,}_; en H

talque

M = i anPy, y TrM = ian =1, (4.2)

n=1 ny
donde a,, > 0 son los autovalores no nulos de M. Asi cada estado mixto es una combinacién

de estados puros.

» El teorema espectral de Von Neumann presentado en Teorema [3.3.17] garantiza que la corres-
pondencia (A, M) — pa, postulada en puede ser escrita explicitamente como esta dada

por la formula Born-Von Neumann|52]
pam(E)=TrPs(E)M, E € B(R), (4.3)

donde P4 es una medida de proyecciéon evaluada sobre R asociada con el operador hermitico
A. En [40] puede ser encontrada la demostracion de que en efecto (4.3) define una medida de
probabilidad.

= Un conjunto finito de observables A = {41, ...A,} puede ser medido simultaneamente si y solo
si forman una familia conmutativa. La medida simultanea de la familia conmutativa A C &
en el estado M que pertenece a . esté descrito por la medida de probabilidad p4 sobre R™
dada por:
pa(E) =TrPa(E)M , E € B(R"),

donde Py es el valor de medida de proyeccion de(3.3.18 Explicitamente, P4 (F) = Pa, (E1)...Pa, (Ep)
para E = E; x ... X E,, € B(R"), para cada subconjunto de Borel E contenido en R" la can-
tidad 0 < pua(FE) <1 es la probabilidad para un sistema continuo en el estado M el resultado

de la medida simultanea de observables Ay, ..., A,, a lo largo de E.

= Note que la forumula (4.1) permite calcular la varianza y desviaciéon estandar asociada. Esto
deberia parecer razonable ya que, intuitivamente, los observables son las cantidades fisicas

mesurables asociadas con un sistema cuantico.

1Se dice que C es un conjunto convexo si cualquier segmento que una dos puntos cualesquiera del conjunto,
siempre pertenece al conjunto.

2Un operador compacto es un operador lineal T': X — Y donde X,Y son espacios vectoriales normados, con la
propiedad de que T asigna subconjuntos acotados de X a subconjuntos relativamente compactos de Y.
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4.2 Relaciones de incertidumbre de Heisenberg

La varianza del observable A en el estado M, que mide la desviacion media de A de su valor

esperado, es definido por
031(A) = (A= (AIM) T)?|M) = (A|M) — (A|M)* > 0,

de lo que se observa la equivalencia a la varianza en variables aleatorias. Para la buena definicién
de 02,(A) se recomienda [37].

Para que A € o y M € % sean tales que la varianza o);(A) = 0 es necesario y suficiente que
Im(M) sea un auto espacio para el operador A con auto valor a = (A|M). En particular, si M = Py,
se tendria que v es un autovector de A, Ay = ay. Mediante la introduccién del valor esperado se

puede formular la relacion de incertidumbre generalizada de Heisenberg como sigue
Theorem 4.2.1 (Relacion generalizada de incertidumbre de Heisenberg). Sea A, B € & y sea
M = Py un estado puro talque 1 € D(A) N D(B) y Ay, By € D(A) N D(B), entonces:

o (Aot (B) = 7 (ilA, B]|M)*. (4.4)

N

Estas relaciones de desigualdad proporcionan una expresién cuantitativa del hecho de que incluso
en un estado puro de observables no conmutativos no pueden ser medidos simultaneamente. Esto
muestra una diferencia fundamental entre el proceso de medicién en mecanica clasica y en mecénica

cuantica. La demostracion del anterior teorema puede ser consultada en [40]
4.3 Dinamica

Aunque hay mucho que decir sobre la vision de la mecénica cuédntica, tenemos ya presentado,
no solemos pensar en los sistemas fisicos como estaticos.
En analogia con mecanica clésica, se postula que la evolucién temporal de un sistema cuantico con el
espacio de estados H esta completamente determinado por un observable especial H que pertenece
a o/ llamado operador Hamiltoniano??. Como en mecéanica clésica, la estructura del dlgebra de Lie

sobre &7, conduce a ecuaciones de movimiento cuantico.

Especificamente, el anadlogo de la imagen de Hamilton en mecénica clasica?? es la formulacién de

Heisenberg en mecénica cuantica, donde los estados no dependen del tiempo

M
d—:o, M e 7.
dt
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Y los observables acotados satisfacen la ecuacion de movimiento de Heisenberg

dA

o = R, A, A€, (4.5)
donde {}; = £[,], es el corchete cudntico, el namero positivo A, llamado constante de Planck[45],
es una de las constantes fundamentales de la fisica. La ecuacién de Heisenberg (4.5)) esta bien
definida cuando H pertenece a «7,. Considere U(t) el grupo uniparamétrico fuertemente continuo

de operadores asociados con el operador acotado autoadjunto H definido por

i

Ult)y=e ®H  teR, (4.6)

luego, este grupo satisface la ecuacion diferencial

_dU(t)

asi que la solucion A(t) de la ecuaciéon de movimiento de Heisenberg con las condiciones iniciales
A(0) = A que pertenece a <7, esta dado por

A(t) = Ut) T AU (1). (4.8)

En general, un grupo uniparamétrico fuertemente continuo de operadores unitarios , asociados
a un operador autoadjunto H, satisface la ecuacion diferencial solo sobre D(H) en un sentido
fuerte, esto es aplicado a ¢ € D(H). La dindmica cuéntica estd definida por la misma férmula
, y en este sentido todos los observables cudnticos satisfacen la ecuacion de Heisenberg .
El operador evolucién Uy : & — o esta definido por Uy(A) = A(t) = U(t)"LAU(t), y es un
auto morfismo del dlgebra de Lie 7, de observables acotados. Esto es un analogo cuantico de lo
establecido como el operador evolucién, en mecanica clésica, el cual es un automorfismo del algebra
de Poisson de observables clasicos.

Por el teorema de Stone, Teorema se tiene U(t) satisface

au

. —itgy
— = —iHe "7,
dt

t)—1 t)—1

ademés %~ (0) = —iH, Hp = ih}l’H(l) %cp yDH)={peH: }I/H(l) %gp existe}.
— —

El dominio ®(H) del operador autoadjunto #, llamado generador infinitesimal de U(t), es un

dau

subespacio lineal invariante para todos los operadores U (t). Lo anterior es posible resumirlo en el

siguiente axioma.

D1 Formulacion de Heisenberg La dindmica de un sistema cuantico es descrita por el grupo
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uniparamétrico fuertemente continuo U(t) de operadores unitarios, los estados cuanticos no
dependen del tiempo, M > . — M(t) = M € ., y la dependencia temporal de observables
cuénticos estd dada por el operador evolucién Uy,

g S3A—= A =UM)TTAU(t) € o,

infinitesimalmente, la evolucion de observables cuanticos esta descrita por la ecuacién de mo-
vimiento de Heisenberg (4.5)), donde el operador Hamiltoniano # es el generador infinitesimal
de U(t).

El analogo de la imagen de Liuville en mecanica clésica es la formulacién de Schrodinguer en

mecénica cuantica, definida como sigue

D2 Formulaciéon de Schrédinguer La dindmica de una sistema cuantico estd descrito por un

grupo uniparamétrico de observables cuanticos que no dependen del tiempo, & 5 A — A(t) =

A € &/ y la dependencia temporal de estados esta dada por el inverso del operador evolucién
Ut=U.

S SM = Mt)=U_M=Ut)MU@t)" .2, (4.9)

infinitesimalmente, la evoluciéon de estados cudnticos es descrita por la ecuacion de movimiento

de Schrodinguer:
dM

dt

donde el operador hamiltoniano H es el generador infinitesimal de U (t).

— —{H, M}, Me.?, (4.10)

Proposicién 4.3.1.

La formulaciéon de Heisenberg y Schrédinguer son equivalentes. La demostracion puede ser consul-
tada en el libro [52].

Definicioén 4.3.2. Un observable A € &/ es una constante de movimiento cuantica para un sistema
dA(t)
dt

cuantico con el Hamiltoniano H si =0, en la formulacién de Heisenberg

De la proposicion se sigue que A € & es una integral de movimiento si y solo si conmuta con
el hamiltoniano H, asi {H, A} = 0. Esto es un analogo cuédntico de la propiedad conmutativa de
Poisson. De la evolucién temporal de un estado puro M = P, esta dada por M(t) = Py(t),
donde ¥(t) = U(t). Ademéas D(H) es invariante sobre U(t), el vector 1(t) = U(t)y satisface la
dependencia temporal de Schréodinguer

dyp

ih— = H.
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con la condicion inicial ¥(0) = .

Definiciéon 4.3.3. Un estado M que pertenece a . es llamado estacionario para un sistema
dM (t)

7+ = 0 en la formulacion de Schrodinguer.

cuantico con hamiltoniano H si

El estado M es estacionario si y solo si [M,U(t)] = 0 para todo ¢, y por la proposiciéon esto es
equivalente a {#, M}, = 0. De acuerdo con( [4.10), un estado puro M = P, es estacionario si y

solo si ¥ es un autovector para H

Hip = M,

y en este caso

Y(t) = e 7 My,

En términos fisicos, los autovectores de H son llamados estados vinculados. Los auto valores co-
rrespondientes son llamados niveles de energia y son usualmente denotados por E. La ecuacién de

auto valores Hv = E1 es llamada la ecuacién estacionaria de Schrédinger.
4.4 Cuantizacion

Para estudiar el sistema cuéntico es necesario describir el espacio de Hilbert de estados H
y el hamiltoniano #, el cual es un operador autoadjunto en H que define la evolucién de un
sistema. Cuando el sistema cuantico tiene un anélogo clésico, el procedimiento de construccion del
correspondiente espacio de Hilbert y el Hamiltoniano es llamado cuantizacion.
Considere el sistema clasico ((#,{, }), H.) con la funcion Hamiltoniano H. de tal manera que envié
observables cuanticos acotados en observables. El mapeo @)y depende del parametro i > 0, y esta
restricciéon al subespacio de observables cléasicos acotados A, es un mapeo lineal al subespacio <

de observables cudnticos acotados, que satisface las propiedades:

Jim 503 (Qn(A)QA(f2) + QA1) = fife

%IIE)% le({Qh(fl%Qﬁ(fQ)}h) = {flan} Para todo f17f2 € A()~

Esta propiedad es el principio de correspondencia de Niels Bohr. En particular, H, — Qn(H.) = H

el operador hamiltoniano para un sistema cuéntico.

La mecanica cuantica es diferente de la mecénica clasica, asi que la correspondencia f — Qp(f)
no puede ser un isomorfismo entre el &lgebra de Lie de clasicos acotados y observables cudnticos
con respecto a los corchetes clasicos y cuanticos. Se convierte en un isomorfismo solo en el limite
h — 0 en la mecénica clasica. Dado que la mecénica cudntica proporciona una forma mas precisa y

refinada que la mecanica clasica, la cuantizaciéon de un sistema clasico no puede ser tnica.
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Dos cuantizaciones Qg) y Q;LQ) de un sistema clasico dado ((.#, {, }), H.) son llamados a ser equi-
valentes si existe un mapeo lineal %4 : A — A tal que Q%Q) = Q%l) Uy )11% U, = id.

Para muchos sistemas cuanticos del mundo real, el correspondiente hamiltoniano H no depende de
una elecciéon de cuantizacién equivalente, y esta unicamente determinada por la funcién hamilto-
niana clasica H..

Como ejemplo considere el sistema clasico més simple, el cual tiene un grado de libertad es descrito
por el espacio fase R? con coordenadas p,q y el corchete de Poisson {, }EL asociado con la forma
simpléctica canénica w = dp A dg. En particular, el corche de Poisson entre observables clasicos p y

q tiene la siguiente forma simple:
{p,q} = 1. (4.11)

Siendo este otro postulado de la mecéanica cuantica que bajo cuantizacién los observables clésicos
p y q corresponden a observables cuanticos P y ) operadores autoadjuntos sobre un espacio de

Hilbert H, que satisfacen las siguientes propiedades:

RC1. Existe un subconjunto lineal denso D contenido en H tal que P: D — D, Q : D — D.

RC2. Para todo 1 que pertence a D,
(PQ — QP)Y = —ih. (4.12)

RC3. Cada operador acotado sobre H que conmuta con Py @) es un miltiplo del operador identidad
1.

La propiedad [£.12] es llamada la relacién de conmutacion de Heisenberg para un grado de libertad.
En términos del corchete cuéantico, toma la forma de {P,Q}s = I, que es exactamente el mismo
corchete de Poisson (4.11). La propiedad es un analogo cuéntico de la propiedad clasica que
la variedad de Poisson (R?, {,}) es no degenerado, cada funcién de Poisson que conmuta con p y ¢
es una constante.

Los operadores P y @ son llamados, operador momento y operador posicién respectivamente. La
correspondencia p — P, ¢ — @ con P y @ satisfaciendo son la base de la cuantizacion de
sistemas clésicos. Asi la mecanica cudntica vista como un todo, esta confirmadz por las predicciones

tedricas en numerosos experimentos, citando algunos:
= El Efecto Fotoeléctrico [42].

= El experimento de Ster-Gerlach [18]-[17].

3{f,g}:i(8f o022

<~ \dq; Op;  Op; Dq;
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= Efecto Tunel [39].
= Efecto Aharonov-Bohm [I]

De las relaciones de incertidumbre de Heisenberg se sigue que para cualquier estado puro M = Py
con ¢ € D,

N\D‘

om(P)om(Q) >

Siendo este un resultado fundamental ya que es imposible medir la coordenada y el momento de
una particula cuéntica simultaneamente, ya que mientras cuanto més precisa sea la mediciéon de una
cantidad, menos precisa serd la otra cantidad. Una particula cuantica al no tener una trayectoria

observable el movimiento cuantico es muy diferente del movimiento en mecéanica clasica.

De forma general, para considerar un sistema clasico con n grados de libertad, solo es necesario
describir el espacio fase R?" con coordenadas § = (p1,...,pn) ¥ ¢ = (q1,.--,qn), y €l corchete de
Poisson {, }, asociado con la forma canonica simpléctica w = dp A dg. Esta generalizacion puede ser

encontrada en [52].
4.4.1 Particula Libre

Una particula libre clasica con un grado de libertad esta descrita por el espacio fase R2 con

coordenadas p, ¢ y los corchetes de Poisson (4.11) y por la funcion hamiltoniano H.(p, q) = 2p . El
2

operador hamiltoniano de una particula libre cudntica con un grado de libertad es Ho = o en
m

representacion de las coordenadas estd dado por:

h? d?

Ho= o ag

que es un operador autoadjunto sobre H = .Z?(R, dq)ﬂy DHo = W22(R) el espacio de Sobolev de
funciones en L?(R). El operador Hg es positivo con espectro absolutamente continuo [0,00) y de
multiplicidad dos. Considere b, = £?(Rx¢,C?, do) donde la medida o esta dada por do = /7%dA,

P1(A)

| I = [0 OO + oo (3) < o).

ho = {¥(\) = [

Definiendo el operador % : £*(R, dq) — by como

L)) = W) = [ j;“ ﬁ)]

4Este espacio ha sido presentado en la definicion

\_/
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donde 1/3 es la transformada de Fourier de v, de la unitariedad de la transformada de Fourier que el
operador % es unitario, ademas este operador %, establece el isomorfismo L?(R,dq) = b,, y de la
representacién del momento Hy es una multiplicacién por el operador 2%, el operador %, Ho%, !
es una multiplicacién por el operador A en §,.

Es importante observar que el operador hamiltoniano Hy no tiene autovectores, pues la ecuaciéon

de autovalores
HO’L/} = A’(/}7

no tiene soluciones en L2(R), es decir, su espectro no tiene autovalores. Sin embargo, para cada

A= ﬁkQ > 0 esta ecuacién diferencial tiene dos soluciones acotadas linealmente independientes

1 i
PpF) () = ——eFiF k> 0.
(@) vV 2mh
En el sentido distribucional, estas auto funciones del espectro continuo combina un kernel de Sch-
wartz del operador unitario %, que establece el isomorfismo entre H = L?(R,dq) y el espacio de
Hilbert by, donde Hy acttia como una multiplicacién por el operador A. Para que esto quede més
claro, es 1util el siguiente grafico El problema de Cauchy para la ecuacién de Schroédinger de una

2? > 72

<

H:h, —> 0,

U —> A\

Figura 4.2: Diagrama del operador unitario %

particula libre

L dy(t) _
{ =g = Hoy(t) (4.13)

¥(0) = tho
Tomando una particula cuéntica donde p(t) es una variable cualquiera que define el momento de
la particula en un tiempo ¢. Suponiendo que se conoce la densidad de probabilidad || de p(0), es
decir, el momento en el tiempo ¢t = 0. Luego, suponga la probabilidad P(a < p(0) < b) de que p
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este entre a y b en el tiempo 0 es

b
Pla < p(0) < b) = / W(@)Pdp, a<b abeR,

entonces, ;cudl es la densidad de probabilidad |+/(p,t)|* de la particula con un momento p(t) en

cualquier tiempo? La solucién a esto, esta dada por la ecuacion de Schrodinger

L OP(p,t)  p* .
ZHT = %7/)(177 t),

donde ¢ (p,0) = ¢ (p)

Esto se resuelve usando la propiedad basica de la transformada de Fourier que transforma la diferen-
ciacién en multiplicacion, aplicando esto a la ecuacion de Schrédinger. La soluciéon a esta ecuacion

diferencial esta dada por

D(p,t) = T te(p),

donde

N 2

b(p,0) = e e(p) = ¢(p) = (p,0),

R _ip2, A
P(p,t) = e p(p). (4.14)
Ademas, en la representacion de las coordenadas la solucion toma la forma,

g, t) = e Fmth(g).

La formula (4.14) describe el movimiento de un particula cuantica y admite la siguiente interpreta-
cion fisica, sea g la condicién inicial (4.13]) talque la transformada de Fourier z/;o = Fr(¢)) es una

funcion suave y ||vo||r2 = ||to||r2 = 1

/ [ (p) 2dp = 1.

Estos estados son llamados paquetes de onda. Entonces, para cada subconjunto compacto £ C R
se tiene||t(-,t)[[2 = [[Yol[2 =1y

lfm [E (g, )|2dq = 0, (4.15)

[t]—o0
asi

/ (g, t)dg = 1.

— 00
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Para todo t, de (4.15) que la particula deja el compacto de R cuando |¢| tiende a co y el movimiento

cuantico es infinito.
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5. Ecuacién de Schrédinger

En 1927, los fisicos Clinton Joseph Davisson y Lester Halbert Germer, realizaron un experimen-
to importante conocido como experimento de Davisson-Germer[8], que consistia en bombardear un
cristal de niquel con un haz de electrones, cuyo resultado condujo a que los electrones eran difrac-
tados por la red cristalina. Con esto se confinaria la hipétesis de De Broglie[5] sobre la dualidad
onda-particula. Sin embargo, la pregunta consecuente es, jondas de qué? Una de las primeras res-
puestas a esta cuestion la dio Erwin Schrédinger[49], que sugeria que las ondas de materia eran

electrones partidos y dispersados.

No obstante, esta idea resultaba burda, ya que es imposible encontrar medio electrén o un tercio de
electrén, o cualquier fraccion de electrén. Lo cual dificulta la interpretacion de electrones partidos.
Para solucionar esto, el fisico Max Born junto con Niels Bohr y algunos de sus colegas, postularon
que la interpretacion de la onda electrénica debe darse desde la probabilidad[14]. Los lugares donde
el cuadrado de la magnitud de onda es grande, es donde la probabilidad de encontrar al electrén es
mayor, por ende, los lugares donde dicho cuadrado es menor son donde es menos probables encon-
trar al electréon. Esta idea es un aspecto con el que se diferencia de la mecénica clasica, sin embargo,

esta interpretacién de la mecénica cudntica esta respaldada por los datos experimentales.

La mecéanica cuéntica introduce el concepto de probabilidad en el universo a un nivel mucha més
profundo. Con miles experimentos realizados hasta la fecha, la naturaleza ondulatoria de la materia
implica que esta se explica fundamentalmente de una manera probabilistica. Esta interpretacion
tiene la virtud de que, si este de ondas se comportan como lo hacen las demés ondas, por ejemplo,
chocar contra algin obstaculo y desarrollar todo tipo de ondulaciones diferentes, no implica que
el electron que se haya divido, sino por el contrario, significa que existen varios lugares donde se
podrian encontrar ese electréon con una probabilidad no despreciable. Poniendo en practica esto, si
un experimento concreto con un electrén se repite una y otra vez no se obtendré el mismo resultado
para la posicién precisa para el electron. Por el contrario, las sucesivas repeticiones del experimento
produciran toda una variedad de resultados diferentes, cumpliéndose la propiedad de que el nimero
de veces que se encuentra el electron en una posicién dada depende de la forma de la onda de pro-
babilidad de dicho electron. Si el cuadrado de la onda de probabilidad en lugar A es el doble que en
el lugar B, entonces la teoria predice que en una sucesiéon de muchas repeticiones del experimento
el electron se encontrar con una cantidad de veces del doble en el lugar en A de lo que en B. Es
decir, que no se puede predecir resultados exactos para los experimentos, lo que més se puede hacer

es predecir la probabilidad de que se pueda obtener un resultado determinado.
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Unos pocos meses después de que De Broglie[5] formulara teoria cuéantica, Schrédinger dio el paso
hacia este objetivo, desarrollando una féormula que determina la forma y la evolucién de las ondas de
probabilidad o las funciones de onda. Luego de esto, no paso mucho tiempo para hacer nueva fisica
con la ecuacién de Schriodinger y la interpretacion probabilistica para realizar unas predicciones fas-
cinantemente exactas. Sin embargo, muchos consideraron esta conclusion totalmente inaceptable,
entre ellos Albert Einstein, es conocida su famosa frase de ““dios no juega a los dados con el uni-
verso”, que advertia de los peligros de la mecanica cuantica. Segin Einstein, en el universo no habia
espacio para un futuro cuya forma exacta incluye un elemento aleatorio. La fisica debia predecir
como evoluciona el universo, y no tnicamente la probabilidad de que alguna evolucién particular
pueda producirse. Pero, todos los experimentos, probaron de que Einstein estaba equivocado. Como

lo expresaria Hawking *“Einstein estaba confundido, no la teoria cuantica”[22].
5.1 Caracterizacion del Potencial

Considere una particula cuantica en R™ moviéndose en un campo potencial. Para simplificar
notacion i =1y m = 1/2, y se usard & = (x1, ..., x,) para las coordenadas cartesianas sobre R™.
Donde dicho operador esta dado por la expresion formal diferencial H = —A + V(Z), donde V (Z)
es la funciéon potencial que interactta con la particula y A es el operador Laplaciano esto es

0? 0?
,Ho——A——(aw%'i‘—f—ax%)

El operador de Schriodinger de un particula cuantica libre de masa m = 1/2 sobre R", también
llamada el operador de energia cinética, y para V, que es el operador multiplicacién por V(Z), que
también es llamado el operador de energia potencial, asi qué

H=Hy+ V. (5.1)

De acuerdo con el capitulo anterior, el operador H es autoadjunto, y no acotado sobre H = #2(R"),
con el dominio D(Hg) = W?22(R") y con espectro absolutamente continuo [0,00), y el operador
V es autoadjunto y acotado si y solo si V € Z°°(R"™). La suma M + V no necesariamente es
autoadjunta, siendo este el primer gran problema matematico de la mecénica cuantica. Por lo que
es necesario caracterizar potenciales V(Z) para que la forma diferencial defina un operador
autoadjunto #H sobre H

Como primer criterio, se toman A y B operadores densamente definidos en H. el operador B es
méas pequeno que A en el sentido de Kato, es decir ®(A4) C ©(B) y existen a,b reales con a < 1
talque para todo ¢ que pertenece D(A), ||By|| > al|Av|| + b]|¢¥||.

Similarmente, el operador B es méas pequeno que A en el sentido de Kato, si existe «, 8 reales con

45



a < 1 tal que para todo 1) que pertenece D(A),

1Bl > af[Av|* + Bllv|I*.

Un criterio importante es cuando A es un operador autoadjunto con dominio ®(A) y B es un
operador simétrico mas pequeno que A en el sentido de Kato, es decir B C A, luego H = A+ B
tendra dominio D(H) = D(A) y es un operador autoadjunto.

Cuando suponemos que V = V) +Vs, donde V; (7) € L?(R3) y V2 € £°°(R3). Entonces, se concluye
que H = Ho + V es un operador autoadjunto y D(H) = W22(R3).

Otro criterio util que se aplica a los potenciales reales V() € £

1%°(R™), el espacio de funciones

acotadas localmente en casi cualquier punto sobre R™. En este caso el operador H, se define por
la expresion formal diferencial (5.1)), es simétrica sobre C°(R™) y de esto Si suponemos que el

potencial V() € Z52(R") para todo & € R™ que satisface la condicion

V(Z) < —Q(|Z)),

donde Q(r) es una funcion continua positiva creciente sobre [0, 00) talque

/ooo g(r) -

Luego el operador de Schréodinger H = Ho + V es esencialmente autoadjunto sobre C5°(R™).

5.1.1 Caracterizacion del espectro

El operador Hamiltoniano H tiene autovalores que de manera més general es llamado espectro,
cuyo significado fisico es entendido como la energia de un estado cuantico (¢|. Por lo que, el segundo
mayor problema matematico en mecanica cuédntica es describir las propiedades del espectro del
operador de Schrodinger H. Estos son algunos resultados generales caracteristicos del espectro de

H.

» Suponiendo que V(%) € LY (R™) y que satisface |q1|im V(&) = oo, entonces el operador H
X |— 00

tiene un espectro puro de puntos, es decir, existe una base ortonormal {¢,, },en para H que
consiste de autofunciones de H con autovalores Ay < Ay < ... < A, < ... de multiplicidad
finita Hvp, = A, y lim A, = co.

n—roo

» Cuando V = Vj + Vo, donde V4 (%) € LY(R"), 2¢g < nparan <4y q>2paran < 4,y
Va(#) € L= (R™) que satisface
lim Va(Z) = 0.

| Z]— o0
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Luego 0css(H) = [07oo)El, asi que o(H) N (—o0,0) consiste de autovalores aislados de H de
multiplicidad finita.

SiV(Z) e Z*R")y I*llim |Z|V (Z) = 0, el operador de Schrédinger H = Ho+V no tiene autovalores
&T|—r0o0

positivos. De manera mas general, si para algin € > 0 se tiene V(¥) = O(|#|~'7¢) cuando |Z| — 0,
el operador de Schrédinger H = Ho + V no tiene espectro singular y o(H) = [0,00). Es mas, o(H)N
(—00,0) consiste de autovalores de H de multiplicidad finita con el Gnico punto de acumulacion en
0.

Recordemos que el espectro absolutamente continuo y el espectro singular de un operador auto-
adjunto A sobre H estd definido, por 04.(A) = 0(A|g, ) v 0sc(4) = o( Al ) respectivamente,
donde H,. y H,. son subespacios cerrados para A definido como lo siguiente. Sea P4 el valor de
la medida de proyeccién para el operador autoadjunto A y sea vy = (Pa%,%) la medida de Bo-
rel finita sobre R correspondiendo a ¢ pertenece H, v # 0. Luego H,. consiste de 0 y todo ¥ que

pertenece H talque la medida vy, es singular continuo con respecto a la medida de Lebesgue sobre R.

Finalmente, para el caso fisico importante de n = 3 hay una estimacién para el numero de autova-
lores del operador de Schrédinger cuando V (|7]) € £*°(R3) y

V(W (i
C= / / V@V 37455 < o,
g3 Jrs [T — 7]
entonces, para el numero total N de autovalores del operador de Schréodinger H = Hy+ V), contando

multiplicidades, se tiene
1

N —UC(C.
- 167 — 20
5.1.2 Teorema del Virial

En mecénica clasica, es conocido el teorema del Virial, el cual establece la relacién entre el
promedio de la energia cinética de un sistema fisico conservativo, con la energia potencial total del
sistema. Por lo que es posible encontrar un anélogo cuéntico de dicho teorema.

Sea ‘H = Ho + V el operador de Schriodinger cuyo potencial es una funciéon homogénea sobre R™ de
grado p, es decir, V(a,Z) = a?V (Z). El teorema del virial en mecéanica cuantica es la relacion entre
los valores esperados de los operadores energia cinética y energia potencial Hy y V en el estado
estacionario.

Considere ¢ € H, ||[¢|| = 1, autofuncion del operador de Schrédinger con el potencial homogéneo
de grado p, y sea T, = (Hot,0) vy V, = (Vib,4) los correspondientes valores esperados de los
operadores de energia cinética y potencial. Luego 27T, = pV,.

IRecuerde que ocss en el caso de un operador autoadjunto estd formado por los puntos no aislados de o(A) y de
los autovalores de multiplicidad infinita.
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5.2  Ecuaciéon de Schrodinger unidimensional

El operador de Schrédinger sobre la linea real tiene la siguiente forma

d2
H= +V,

da?

donde el valor del potencial real V(¥) € 4. (R). El correspondiente problema de autovalores
H1 = M se reduce a la ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden, que se obtiene de aplicar
el operador H
d* 2
e T V(z)y = k%Y, —oco <z < o0, (5.2)

donde es conveniente escoger A = k2. En adelante se considerara
/ (1+ )|V (@)|dz < oo. (5.3)

Note que (5.3) implica que V (|z|) decae cuando |x| — oo. Esto permite comparar las soluciones
Y(z, k) de la ecuacién de Schrédinger (5.2) con las soluciones eTi*% de la ecuacién de Schrédinger
para la particula libre, que corresponde al caso V' = 0 en ([5.2). También se asumira que el potencial
V(z) en (5.3) es continuo sobre R.

5.2.1 Funciones de Jost
Tomando como

ow) = [TV y i) = [ otegas

de V' que pertenece a .Z1(R), se tiene lim o(x) = 0, y como el potencial V decae l) del teorema,

Tr—ro0
de Fubini se obtiene

01(;1:)/:o/pooV(tﬂdtds/:o/:|V(t)|dsdt/:o(tz)|V(t)|dt<oo,

asi que o pertence a Z!(x,00) para todo = que pertenece a los reales y lim oy(z) = 0, de igual
XT—r00

forma, las funciones

o [ Wls v aiw = [ sl

—o0 —o0
satisfaciendo lim &(z) = lim &¢(x) = 0. La condicién 1) asegura que para k real la ecuacion
r—r—00 Tr—r— 00

diferencial ([5.2)) tiene soluciones fi(x, k) y fo(x, k), tnicamente definidas por las siguientes asintotas
fi(z, k) = ™ 4+ 0(1) cuando x — oo,

fo(z, k) = e~ 4 o(1) cuando = — —oo,
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estas son llamadas las soluciones de Jost y juegan un rol fundamental en la teoria de una ecuaciéon

de Schrédinger unidimensional.
5.3  Particula Libre

Una particula libre es aquella que no estd sujeta a ninguna fuerza o barrera de potencial y es
libre para moverse en un espacio sin limites. Una particula libre debe llevar, desde un punto de vista
clasico, un movimiento rectilineo; movimiento que haremos coincidir con el eje x. Asi, la ecuacion

de Schrodinger para la particula libre sera

R ()
- =
5 d? ¥(),
que es posible escribirlo como
d*p(x)  2mA

haciendo k2 = 22’?. por lo que la ecuacion de Schrédinger queda escrita como

d*y(x)

dx?

+ k*Y(z) = 0. (5.4)

La solucion a la ecuacion (5.4) esta dada por: () = A cos(kx)+ Bsin(kx) o de manera equivalente
como
Y(x) = Cexp(ikx) + D exp(—ikz), (5.5)

donde C'y D son constantes distintas de A y B, respectivamente.

El estado de la particula libre en el que D = 0 conduce a una funcion de onda 9 (x) = Cexp(ikx)
que representa una onda plana viajando en la direccién del eje x, con sentido hacia la derecha. Por
el contrario, si es C = 0, la funcién de onda es ¢ (z) = D exp(—ikx) y representa una onda plana
viajando en la direccion del eje z, con sentido hacia la izquierda. Para valores de C'y D diferentes
de 0, el estado de la particula consiste en la superposiciéon de dos ondas planas que viajan ambas

en el eje x pero que llevan sentidos contrarios.

Puesto que la funcion de onda (5.4) no se anula para ningan valor x de —oo a 400, dicha funcion

no puede ser normalizada en todo el espacio donde tiene presencia. Es facilmente verificable qué

/ O; o (2)(a)de = oo.
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5.4 Oscilador Armonico

mw2w2

2

La ecuaciéon de Schrédinger con un potencial V = que hace referencia al oscilador armo-

nico, tiene la forma
ﬁd%ﬁ(z) mw?a?
2m  dx? 2

P(z) = M(x),

para hacer el célculo mas sencillo, se hara la sustitucion de u = /%*x, entonces
d_ddu_ [fmwd & _mwd
dr  dudx hodu' dx?  h du?’

por lo que, reescribiendo la ecuacién de Schrodinger

2 2 2
g (50) S+ 5 () 0t = xet,

finalmente, se obtiene

hw d*y(u)  hw o
TS T de? + o Y(u) = Mp(u),
reescribiendo esta ecuacién se obtiene
d2
SV () = i),
donde v = %
La solucién de esta ecuacion diferencial es
Yn(x) = (%)% ! Hp,(u) ex —u—z con u=/Xy (5.6)
=TGR ) Ve WP T VR " '

Donde H,(u) son los polinomios de Hermite, que forman una base completa para el espacio de
Hilbert L?(R,dz) , por eso se considera que (5.6) es la solucion.
La energia, son los autovalores del operador Hamiltoniano, que para cada n estd dada por E, =

hw (n + %) con n=0,1,2,---, lo cual hace referencia al nivel de energia.

En base a esto, se presenta un andlisis grafico de la solucion. En a) aparece la funcion de onda del
estado basal o sea, cuando n = 0 a , en este caso la energia del sistema es Ey = '%“ ademas
graficando el cuadrado de la funcién de onda, se encuentra, que para ese estado los valores mas altos
de la densidad de probabilidad, estan alrededor del origen. Esto es claro, ya que, como la particula
no esté oscilando se encontrara con mayor probabilidad en el origen; por otra parte, teniendo en
cuenta la falta de oscilacion, se entiende que existe una energia asociada la cual se conoce como la

energia del vacio, que tiene implicaciones fisicas importantes, como, por ejemplo, la explicacion del
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Energia del oscilador armanico (En(n))
Probabiidad de la encontrar la particula (P(a))

— Polencial del sistema (V(g))

Figura 5.1: Diferentes n para el oscilador armoénico cudntico
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efecto Casimir [7]. A medida que se aleja del origen, esa probabilidad va a decaer, se dice que, la
funcién de onda puede ir sobre regiones que, desde la mecénica clasica, no estaban permitidas.

Ahora, parael casoden =1 b se observa que la mayor probabilidad de encontrar la particula ya
no esta en el origen, sino que esta se encuentra, en dos regiones igual de probables de poder hallarla,
aun asi, a diferencia del caso anterior, la probabilidad de encontrar la particula en el origen, es 0,
es decir, que nunca se encontrara la particula en ese punto. Por otra parte, también es posible que

la particula, esté en regiones que, analizadas clédsicamente no estarian permitidas para la particula.

En los casos, n = 2 c yn=3 d se puede analizar que, existe una mayor probabilidad de
encontrar la particula, en las regiones més alejadas del origen, las cuales corresponden a la mecénica
clasica, que es donde la particula pasa mayor tiempo; otra posible conclusién, es que dependiendo de
sin es par o impar, serd posible encontrar la particula en el origen o serd imposible, respectivamente.

Por 1ultimo, es importante decir que este analisis se confirma con los casos de n = 10 e yn=13

B
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6. Formulacién de integral de caminos de la mecanica cuantica

La perspectiva de Feynman, de la mecénica cuantica, fue basada en las predicciones numéricas,
sin embargo, coincide completamente con la imagen formulada anteriormente por Schrédinger. Para

entender la formulacién integral, se considera el famoso experimento de la doble rendija

Ll

Figura 6.1: Experimento de la doble rendija

Como es ya conocido, cuando existe un observador en el experimento, los resultados de este expe-
rimento se comportan como el lanzamiento de particulas, no obstante, cuando dicho observador no
existe, o es retirado del experimento, los resultados del experimento corresponden con la interfe-
rencia de ondas. Con la imagen de Schrédinger este experimento es entendido como que existe una
onda de probabilidad, que toma ambas rendijas interfiriendo consigo misma, por ende, los lugares
donde la interferencia es constructiva son aquellos en donde es méas probable encontrar la particula,

y donde la interferencia es destructiva es imposible encontrar la particula.

Sin embargo, Feynman tomo un camino diferente y considero que las particulas realmente atravie-
san ambas rendijas, argumentando que lo que ocurria realmente, es que de la fuente a la pantalla,

la particula tomas todos los caminos posibles simultdneamente De cierta manera, lo que queria

Figura 6.2: Algunos posibles caminos que puede tomar la particula

expresar Feynman, es que la particula va simultaneamente por todos los caminos desde su punto de

salida hasta el punto de llegada. Con esto, Feynman logro demostrar que es posible asignar un valor
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a cada camino y que el promedio de estos caminos produciria exactamente el mismo resultado que
daba la probabilidad desde el punto de vista de Schrodinger. Es decir, que no es necesario asignar
una onda de probabilidad a la particula, sino que, la probabilidad de encontrar a la particula en
un punto de interés, se obtiene combinando todas las trayectorias posibles para llegar a ese punto,

a esto se le conoce como integral de camino de Feynman.

Feynman también logré demostrar que para objetos de un tamano al cual nosotros estamos acostum-
brados, la regla de asignar valores a cada camino garantiza que todas las trayectorias excepto una
se anula a la otra cuando se combinan sus contribuciones. Es decir, que solo existe una trayectoria

para objetos de mayor tamano, y esta es la que se predice mediante las leyes de Newton.
6.1 Integral de Camino de Feynman

La aproximaciéon que dio Feynman dio de la mecéanica cuantica es a través de las llamadas
integrales de camino que se encarga de expresar el propagador de un sistema cuantico con el operador

hamiltoniano H, como una suma sobre trayectorias del sistema clésico.
6.1.1 Solucién Fundamental de la Ecuacion de Schréodinger

Introduciendo al operador evolucién temporal U (t) = e~ 7" el cual es un operador lineal unitario
bajo algunas condiciones de operador H, la solucion 1 (t) del problema de valor inicial para la

ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo

(@) _ gy
ih it Hp(q,t), 6.1)
V(@) |i=0 = (@),
esta dado por ¢(q,t) = U(t)y(q). Para el operador hamiltoniano
P2 ~
= 2
M=o+ V(@) (6.2

de una particula cuantica en R™ moviéndose en un campo potencial V(§). El problema de valores

inciales (6.1]) en representacion de la coordenadas se conviertees equivalente a tener

Derivando a ambos lados de la igualdad con respecto al tiempo se tiene

S0(@.t) = U,
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Asi al sustituir el operador evolucion temporal y via un calculo directo se obtiene

0

G U@1) =~ H(. 1),

y sustituyendo el operador Hamiltoniano # en la representacion de las coordenadas se llega a

0 i ((—h?
(a0 =1 (G A+ V(@) w(@)

finalmente, reorganizando los términos se obtiene

Cdy R

(g, t)]i=0 = ¥(q),

donde A es el operador de Laplace sobre R™. Bajo algunas condiciones sobre el potencial V' (7),
por ejemplo, V' € LS (R™), el problema de Cauchy (6.3 tiene una solucién fundamental K (g, ¢, t)
que satisface la ecuacion diferencial parcial (6.3) con respecto a la variable ¢ en el sentido distribu-

cional []y cumple la condicién inicial
K(q,q,t)lt=0 = 0(7—q'). (6.4)

Donde 6(¢— ¢') es la funcién Delta de Dirac. Asi la solucién al problema de Cauchy (6.3) puede ser

formalmente escrita como

B 1) = / K(G.¢ 00(@dq, (6.5)

donde la integral es entendida en un sentido distribucional. Para v € L?(R"), la ecuacion (6.5))

puede ser entendida como

V@Y=t | K@EO0@d@T=lin | K@00@T
<R R
donde 1.i.m establece el limite en la norma L?. En general, 1)(g,t) es solo una solucién débil de la
ecuacion de Schrodinger , y es una solucién regular cuando ¥ pertenece al dominio de Garding
Dy. La solucion fundamental K(q,q’,t) es el kernel distribucional, en el sentido del teorema de
kernel de Schrawtz, del operador evolucion U (t). Asi que, usando la propiedad de grupo U(t+t') =
U@u(t')
(7, t) =Ut)v(a),

IEn el sentido de ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias una solucién débil es un funcién que puede no ser
diferenciable, pero satisface la ecuacion en algin sentido, normalmente distribucional [12]
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que es lo mismo que decir

aplicando los operadores U (t')U*(t):

U(YT (U (1)) = / U (U (KT D@,

n

como el operador evoluciéon temporal es unitario entonces U*(¢)U(t) = 1

U = / U (K DU (@,

n

V(@) = [ U -0k D@0

es decir,

W@ )= | Kk, ¢t —t)v(d t)d"q.
Rn

(@) = A K(q',t'; ¢ )(q.t)d"q,

(6.6)

donde K(7,t';q,t) = K({',q,t' —t). La funcién |K(q',t';q,t)|*> puede ser fisicamente entendida
como la funcién de distribuciéon de probabilidad condicional de encontrar una particula cuéntica

en un punto ¢ € R™ en el tiempo t’' siempre que estuviese en el punto ¢ € R™ en el tiempo ¢. En

termologia fisica, el kernel distribucional K (¢',t';q,t) del operador evolucion U(t — t') es llamada

la amplitud de probabilidad compleja, o solamente la amplitud o propagador. En la notacién de

Dirac K(q',t';q.t) = (7, t'|d.1).

Encontrar el propagador de un sistema cuéntico es un problema fundamental de la fisica, cuando

la descomposicién espectral del operador hamiltoniano H es conocida, el propagador puede ser

obtenido en una forma cerrada. Esto es, suponga por simplicidad que un operador H tiene un

espectro puro de puntos, es decir, hay una base ortonormal del espacio de Hilbert % = L?(R", d"q)

consistiendo de las auto funciones {1, (¢)}|5>, de H con auto valores E,,, se tiene

D =Y etn@ = [ @O
n=0 R
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aplicando el operador de evolucion temporal se obtiene

Ut)p(q) = U(t chwn

asi qué
Ze FE e (),

tomando las coordenadas primadas, y reemplazando ¢, se obtiene
> .
7.0) =Y et @) [ Tav@aa
n=0 R

reorganizando los términos

oo

V@)= [ R @ T @@
" n=0
aplicando U*(¢)U(t) = 1 analogamente como antes

wa ) =V U [ 30, @@
n=0

- / D e mE Dy (@) (@) (1) d" T,
" n=0

donde las series e integrales convergen en el sentido de L2. Por lo que se puede concluir comparando

con (6.6) que
=Y et Ty (@)@, T=1t—t. (6.7)
n=0

La serie (|6.7) converge en el sentido distribucional, y da una representacion del propagador en
términos de la descomposicién espectral de H. Una representaciéon similar del propagador existe
cuando el Hamiltoniano H tiene un espectro absolutamente continuo. Considerando el caso de una

particula libre cuéntica con el operador hamiltoniano

ﬁz

o= )
2m
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la correspondiente ecuacion de Schrodinger puede ser resuelta por el método de Fourier, y se obtiene

W(7,t) :1.i.m(2ﬂh)*"/2/ en TP~ 5D (5, 4)d"p,

n

=lim [ K(¢,t:qt)¢(q,t)d"q,

se obtiene que
)
P

1 i
K@ 6.t = ]f HPT D4 T) g (6.8)
RTL

usando la formula clésica integral de Fresnel

R misgn(a)
/ L l, (6.9)
—oo lal

y completando el cuadrado en (6.8), se obtiene la expresién del propagador para una particula libre

K({ t:4,t) = (QWT;T)E eIF @) 750 (6.10)

Reemplazando formalmente el tiempo fisico real ¢ en la ecuaciéon de Schrédinger

0 h?
i = Ty,
ot 2m
para una particula cuéntica libre con masa m por el tiempo euclidiano —it, se obtiene la ecuacién

de difusion de calor

1 Ou
—— =Au
D ot ’
sobre R™ con el coeficiente de difusion D = % Es importante remarcar que mediante el procedi-

miento formal el propagador (6.10) de una particula cuéntica libre es obtenido del kernel de calor
sobre R™ por la continuacién analitica T — —iT" [19].

6.1.2 Integral de camino de Feynman en el espacio fase

—

Para un operador hamiltoniano general H = H, + V, donde V = V(Q), no hay una formula

simple para el propagador K(q',t';¢,t) como (6.10). Este es porque los operadores Ho y V en

general no conmutan, asi que e~ 7% £ e~ 7 Hoe =7tV

El descubrimiento fundamental de Feynman fue mostrar que existe otra representacion del propaga-
dor para un sistema cudntico en términos del sistema clasico correspondiente. Feynman aproxima
para el caso de una particula con un grado de libertad, se basa en la formula del producto de
Lie-Kato-Trotter, que permite expresar el exponencial e(4*5) de operadores auto adjuntos que no

conmutan en términos de las exponenciales individuales e*4 y e'Z.
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Theorem 6.1.1. Sea A y B operadores auto adjuntos sobre J tal que A + B es esencialmente
auto adjunto sobre D(A) N D(B), luego para ¥ que pertenece a

e(A+B)w = lim (e%Ae%B)"w.
n—oo

Se considerara que H = H, + V es esencialmente auto adjunto sobre D(H,) N D(V), asi que la
formula de Lie-Kato-Trotter es aplicable, por lo que en este caso A = —%’H y B = —%V, y se

obtiene la siguiente representacion en la topologia fuerte de operadores

emwIH = lim(e*%ﬂ"e* %tv)”, At = —, (6.11)
noo n
donde T' = t' —t. En la representacion de la posiciéon del operador e~ %"V es una multiplicacién por

el operador —%V(q), y el kernel distribucional del operador e~ 7" Mo esta dado por , donde

T es reemplazado por At. Asi que, el kernel distribucional K(¢', ¢; At) del operador e~ wtHoe= RV
esta dado por
1 < ’ 2
K(d',q: At) = o [m eh == VNSt dp, (6.12)

el kernel del producto de dos operadores es una composicion de los kernels individuales correspon-
dientes, para el kernel distribucional K, (¢’,t';q,t) del operador (6_%?{06_%)” se obtiene de la

siguiente representacién integral

Kn(qd' t;q,t) = /

Rn—1

n—1 n—1
/ I & (arsr.ans A1) T dare (6.13)
k=0 k=1

donde ¢, = ¢, ¢, = ¢’. Ahora se reemplaza cada factor K(qg+1,qx; At) en por la represen-
tacion integral (6.12), donde la variable de integracion es denotado por pg, k = 0,...,n — 1. Con
el cambio de orden de integracion en el resultado y usando , se obtiene la representacion del
propagador de una particula cuantica como un limite de multiples integrales. Cuando el nimero de

integrales tiende a infinito

K(¢ t';q,t) = lim K,(¢',t';q,t)
n—oo

. k=0 n—1
, { dp, dprdqy,
im /}RM?1 /exp{h nE_l(pk(QkH qx) — He(Pr qu)A )}27rh =5

n—oo

(6.14)
Aqui H. = % + V(q) es la funciéon hamiltoniana clasica, y ¢o = ¢,¢, = ¢'. La ecuacion ((6.14))
tiene la interpretacion de que para cada punto (pe, P, .., Pn_1,q1, - Gn_1) que pertenece R2"~1 se

asigna una parte lineal del camino o en el espacio de fase R? x R de la particula clasica, que se
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define por los siguientes intervalos de tiempo, sea tp =t + kAt y (1) = (p(7),q(7), ), donde

qk+1 — gk

(1) =pk, (1) = qr + (7 —tx) ,
th+1 — Tk

y T pertenece al intervalo [tx,tx+1], k& = 0,...,n — 1. Luego para para potenciales integrables en

Riemann V' (g) se tiene

n—1

> (pi(drs1 — ax) = Helpr, an)At) = S(o) +o(1), cuando n — oo, (6.15)
k=0

donde
S(0) = / (pdq — H.)dr = / ((1)d(r) — Holp(r), q(r))dr,

es el funcional accion de un sistema clasico con el hamiltoniano clasico H.(p,q). Es decir, que la
interpretaciéon de l) es un integral sobre el espacio p(R2)q/’tl de todos los caminos o(7) =

q,t
(p(7),q(7),7) en el espacio de fase R? x R tal que q(t) = q y q(t') = ¢, asi qué:

~ ’ oyl

K(d t;q.t) = / w5 gpgq, (6.16)
PR2)7;

donde la medida 2p2q sobre P(R%g:,’f esta dada por

n—1
dpo dprd
9pPDq = lim L PROr:.

1
n—oo 2Th Pt 27h (6.17)

La representacion (6.16)-(6.17) es el integral de camino de Feynman en el espacio fase para el pro-

pagador de un particula cuéntica. Esto expresa el propagador K(¢',t'; g,t) como la suma ponderada
I,t/

ai

donde cada camino o tienen un peso complejo exp(;S(o)). Lo que se muestra con esta representa-

sobre todas los posibles caminos de la particula clésica, los caminos ¢ que pertenecen a P(Rz)

cién se muestra la diferencia fundamental entre la mecanica clasica y la mecénica cudntica. Donde
en la mecanica clasica la particula se mueve sobre una trayectoria definida, con sus respectivos
puntos extremos fijos, mientras que en la mecanica cuantica todos los posibles caminos contribuyen
a la amplitud de probabilidad K (¢, t’; ¢, t). También es posible notar la diferencia entre la mecanica
clasica y la mecénica cuantica mediante el limite semiclasico i — 0. Esto es, como A — 0 los pesos
de exp{£5(0)} oscilan rapidamente y las contribuciones a se cancelan mutuamente, excepto
si la reaccién sea casi constante. este tltimo ocurre cerca de los puntos criticos, que dan la mayor
contribucién a . Asi es como las trayectorias clasicas de una particula surgen de su descripcion

cuantica.
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6.1.3 De la integral de camino de Feynman a la ecuacion de Schrédinger

Es posible demostrar que la formulacién integral de Feynman[I5] es analoga a la formulacion
de Schrodinger [49], donde se tomara el caso fisico méas simple que es el de la particula libre. Para
empezar se toma n = 4 en la ecuacion (6.13) donde cada K(gxt1,qx; At) estard dado por (6.10)),

de tal manera que el propagador se escribe como

2 o0 im
K(q4,t4,q0,t0) = (27:?717) / dqidgodgse2nt [(ql—<10)2+(qz—q1)2+(qs—qz)2+(rz4—qa)2]7 (6.18)
—0o0

también se tendré en cuenta el propagador cuando n = 3

3/2 & im
K (x3,t3,q0,t0) = (277?717') / dqldqQGW[(Q1—QO)2+(Q2—Q1)2+(Q3—¢12)2]’ (6.19)

— 00

reescribiendo (6.18)) se tiene

2 o im im
K(qa,t4,q0,t0) = (27:;%7_) / dqldq2€2ﬁr[((h_QU)2+(‘12_‘11)2""(’13_Q2)2]6W(q4_q3)2qu. (6.20)

Ahora con ayuda de (6.19), (6.20) quedara como

m > am _ 2
K(qa,ts,q0,t0) = 4/ 27rih7'/ e2ir (44=9)" K (g3, 13, qo, to)dgs.
— 00

El termino K(gs, ts, go,t0) queda dentro de la integral ya que depende de g3 y se tienen que sumar

todos los caminos de ¢o a g3. Renombrando K(qa,t4, o, to) = ¥(qa, ta) y K(g3,t3,qo,to) = ¥ (g3, t3)

m X im 2
Wlants) = gm0 g t0) s
— 0o

Pero ahora, se puede tener cualquier n, es decir

m > im (L, 2
Wla.t )= [ A (g, ) dge.

Haciendo el cambio de variable de ¢ — g3 = —z, entonces z = g3 — q, dz = dg3

(g, t+7) = m / 6%221/)(11 + z,t)dz. (6.21)
\ 2minr |

Pero, hay que notar lo siguiente

/OO eiw2f(x)dx = /00 cos(z?) +isen(x?) f(2)dz,
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/OO e”2f(m)dac = /00 cos(z?) f(x)dx —|—i/oo sen(z?) f(x)dx.

oo — 00 — 00

2

Pero esto == siempre es positivo por lo que siempre ira creciendo y se tendra el sin y cos de un

numero grande y sus graficas son respectivamente:

Figura 6.4: grafica de la funcion sin(x?)

Es decir que, al momento de integrar, la mayor contribucién de la integral sera cuando los valores de
q estén muy cerca del origen. Gracias a esto, se podré hacer una aproximacion, y es que el termino
¥(q+ z,t) de la ecuacion (6.21), se expandira en una serie de Taylor a segundo orden

oY(q, 1) N 22 0%1(q, t)

V(g +2,t) =v(q,t) + 2 94 TR

(6.22)

de manera anéloga para el termino v (q,t + 7) se expandira en un serie de Taylor a primer orden

oY(g,t)

V(g t+7) =Yg, t) + 7 94

(6.23)
Es natural preguntarse por qué esta ultima a primer orden, cuando anteriormente se expande a

segundo orden. Esto es debido a que la coordenada espacial que en este caso es z esta al cuadrado

y nuestra coordenada temporal 7 tiene grado 1 en la exponencial, entonces esto debe de ser menor

62



o igual que 1 porque después de este intervalo empezara a oscilar rapidamente, lo que indica que

2% es del mismo orden que 7.

Ahora se reemplaza (6.22)) y (6.23)) en la ecuacion (6.21)

t i im i ]. im > ]. im 2 2
w(q,t)—f—Tawgé’ ) :/ Eequp(q,t)dz—i—/iOo cemz2z§5dz+/w Eezmzﬁ%a@%dz, (6.24)

— 00

la integral para %—z’ es igual a 0, ya que z tiene orden impar y estas integrales estan definidas de

manera general

)
— 00

/Oo k-2 g inak“/z(kfl)!! si k es par
e a =
1 1 0 si k es impar

entonces, aplicando lo anterior, se obtiene

w(Qvt) + 6(12 ’

Wla.t) + o m 2mihT 1 m_\/m (2hti 3/2 0%
e T@t —V 2mihr m 2\ 2mihT 2

m

es decir

oy m [m (2nri\Y? 92y
ot 4 2mihT

T, = —— a 90
m 0q?

simplificando finalmente se obtiene

R

A
ot 2m 0>

(6.25)
la ecuacion (6.25)) es la ecuacion de Schrodinger para la particula libre dependiente del tiempo. A
pesar de que en este caso se hizo para la particula libre, es posible llegar a un resultado anélogo
tomando un potencial V(q) # 0 [19].

6.1.4 Integral de Camino de Feynman en el espacio de configuraciéon

Usando la integral de Fresnel para la integraciéon sobre p en (6.12)), se obtiene la formula

. . . __iAt __ 1At
para el kernel distribucional del operador e~ = Hee= 2" V:

i _ N2
S A\

2mihAt
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Repitiendo la division temporal, en lugar de (6.14)) se obtiene que

K(q,t;q,t) = lim (%ZZN % /R 1/exp{hz< (M>2_V(Qk)>};ﬁd%~
=1

(6.26)
asumiendo que g = q(tx), kK = 0,..,n para algin camino suave y(7) = ¢(7) en R, donde ¢, = q y

gn = ¢, se obtiene cuando n — oo,

i (7;1 <%+1At—qk> - V(qk)) At = S(v) +o(1),

k=0
donde Y .
S0) = [ L6/ = [ L@ d)in L) = gmd® = V(o).

es la funcional accion de la particula clasica de masa m moviéndose en el potencial V(g). Lo que
indica que el limite de las multiples integrales en (6.26]) es la integral de Feynman en el espacio de
configuracion

K(q',t;q,t) = / "5 g4, (6.27)
PR
donde P(R)g/;t' es el espacio caminos suaves parametrizados 7y en el espacio de configuraciéon R que

conecta los puntos q y ¢’, y la medida 2q sobre P(R)? A

t/
¢ esta dada por

n n—1

i m 5
7q = lim, (me'At) kl;[l da (6.28)

Como la integral de camino de Feynman en el espacio de fase, la integral de camino de Feynman en

el espacio de configuracion no es una integral en el sentido de la teoria de integracion, el significado

matemético correcto de (6.27)-(6.28) es dado por (6.26). La formula (6.27)) expresa el propagador

K(¢',t';q,t) como la suma sobre todas las historias en el espacio de configuracién de la particu-

la clésica, los caminos v que pertenece P(R)g:f’, asignando a cada camino v un peso complejo
exp{£S(7)}-

La convergencia en (6.26)), como también en (6.14), es entendido en el sentido distribucional. En
particular, para todo v que pertenece a L?(R),

. o g — A -
(e ﬁTHw)(q) _ nh_>oo 27(th1§ /n /exp {ﬁ kE:: ( <+> — V(Qk)) At} 'I/J(Qn)kl;[ld%,

donde todas las integrales son impropias y todos los limites, en el sentido L2.
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6.1.5  Varios grados de Libertad

—

P -
M=o+ V(@)

es el operador hamiltoniano de una particula cuantica en R” moviéndose en el campo potencial V().
Como en el caso de un grado de libertad, usando la ecuaciéon de producto de Lie-Kato:Trotter, el
propagador K (q,t';§,t) es expresado como un limite de multiples integrales cuando el namero de

integraciones va hacia infinito,

. k=0 n—1
. . Lo - Lo dpo T APk
7t = 1 / L — ) — He At ,
K(7,t54,t) = lim S exp{hg_l(pk(qm k) (P, Gie)AL) 0 5 150
(6.29)

o
aca H.(q,q) = 5— =4V (q) es la funcion hamiltoniano clasico, y ¢, = ¢, ¢ = ¢'- Esta representacion

es simbolizada por el camino integral de Feynman en el espacio fase .# = T*R"™,

K(q,t;qt) = /P(Rz)ﬁ , et Lo PI-HB.0) g5 (6.30)

donde

n—1

e 1o dPo dprdgr
TPLT= 100 oy kl;[l (2mh)"

y P(Rz)gjfl es el espacio de todos los caminos posibles o en el espacio de fase .# x R que conecta

los puntos (¢, t) y (¢',t'). De igual forma, el propagador K(¢,t';q,t) puede ser escrito como

N - N-1
s = i () oG8 (5 (%) - via ) | TT o
n—1 1
(6.31)

Esta ecuaciéon simboliza la integral de camino de Feynman en el espacio de configuracion,

gl ¢!

K(q',t';q,t) =/P(M) er i L@ g (6.32)

donde L(q,(j’) fm cf V(q) es el correspondiente Lagrangiano,

nN

nN N—
27t (5rias) 1]

J .t . . . . .,
y P(M )g; es el espacio de caminos suaves parametrizados en el espacio de configuracion M que

conecta ¢y ¢'. Cuyo significado matemaético de (6.32) es el mismo de (6.27).
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6.2 Integral de Camino de Feynman para el oscilador armoénico

Lo que se podria pensar en primera instancia es que la integral de camino de Feynman es initil
al momento de aplicarlo a céalculos reales, sin embargo, esta puede ser evaluada exactamente y es

muy importante para ciertos casos, como en este caso especial es el oscilador armoénico.
6.2.1 Integracion Gaussiana

La evaluacion de la integral de camino de Feynman se simplifica cuando las integrales de dimen-
sion finita correspondientes se pueden calcular exactamente para cada n. Este es el caso importante

de las integrales Gaussianas.

Lemma 6.2.1. Sea A una matriz real simétrica, positiva definida n X n, se tiene

(6.33)

/ AT ED e N 2T a1
e 2 d q= e2
n det A ’

donde (,) se entiende como el producto interno Euclideo en R™.

Un resultado importante también es, Sea A una matriz real no degenerada simétrica n x n, luego

i - = min _ mwiv 2’/T)n ia—1
SAGD+HED g — pmm—mp VM) 4155
ez d'"g=e1 772 e 2 , 6.34
/ n | det A| (6:34)
donde la integral es entendida en el sentido distribucional como limg_; f‘ Gl<r Y V€S el nimero de
autovalores negativos de A. Sin embargo, es posible encontrar una relacién ain mas general para
el caso donde A es una matriz compleja. Tomando a C' como una matriz compleja n X n talque su

parte hermitica %(C + C*) es definida como positiva, se tiene

/ o (CZ2)+(@D)+(20) g2n > _ ™ 6(0*15,5)7 (6.35)

donde (,) es entendido como el producto interno Hermitiano estandar en C", @, b que pertenecen a
C", yd®Z=d’z,...,d*z,.

6.2.2  Propagador del oscilador arménico

El oscilador arménico clasico con un grado de libertad esta descrito por la funcion Lagrangiano

L(q,q) = % (4% — w?q?). El correspondiente operador hamiltoniano para un oscilador arménico
cuéntico esta dado por
P2 mw?Q?
=L e
2m 2
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por lo que el calculo exacto de la integral de camino de Feynman para el espacio de configuraciéon
esta dado por

n . n—1 2 n—1
B Pt g — | ( m )E / / umn Tkl — Gk ) 202 ) Ay d

en (6.26]) es gaussiana y se puede calcular exactamente usando (6.34). Asi que, se tiene

n—1

S (i1 — a)* = a0) = (An1@, @) — 2.0 + & + >
k=0

donde € = wAt, 7= (q1,-+,qn-1), 7 = (,0,...,0,¢") son vectores en R"~1 y A, ; es la siguiente
matriz tridiagonal (n — 1) x (n —1):

2 — ¢2 -1 0
-1 2—-€e -1
0 -1 2—-¢ 0
ATL—l_
0 0 2—¢2 -1
0 0 -1 2—-¢

Se sigue de (/6.34) que

n n—1
m 2 im n—1 2_ .2 2
ShATL Zk:o ((Qk+1_Qk) —€ qk) d
(3miar) /Rn_l ‘ kUl U

miv m im 2, /2 -1 =
— o3 shAs 1 +a"— (A, 2 p:P)}
—e 2 e 2hAt n—q , 6.36

\/2m’hAt| det A,,_1] (6.36)
donde v = v,,_1 es el numero de autovalores negativos de la matriz A,,_;. Es decir, se pone a,, =
det A,,. Expandiendo det A,, con respecto a la ultima columna, se obtiene la relaciéon de términos
de recurrencia

i1 =2 —Hap —an_1, n=0,1,2,.., (6.37)

con la condiciones iniciales a_; = 0y a, = 1. La relacién de recurrencia (6.37)) tiene dos soluciones
linealmente independientes 2™ y =", donde 2 — €2 = z + 2!, y una solucién a,, que satisfacen las

condiciones iniciales que estan dadas por

ZnJrl _ anfl
Ay = ————————
z—2z1
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de esto se obtiene los auto valores de la matriz A,, que estan dados por

_ wk
Mo =2+ 21— 2cos , k=1,...n
+1
s Wl : __ e
asl € = == se tiene z = ¢e'“ y

n .

sin ne

detAn—lz . )

sin e

y para n suficientemente grande A, _; tiene v autovalores negativos cuando T, < T < T, 4. Para
evaluar el producto interno (A, _1p,p) solo se necesita conocer los elementos de las esquinas de la

matriz inversa B = A;il, que estan dados por

Gp—2  sin(n—1)e 1 sinne
By =B _1n-1= = y Bino1=Bp11=—=

. . b
Ap—1 sinne an, sin e

asi se obtiene

2n —1
(2 sin < cos u(ﬁ +¢'?) — 2sin eqq') )

2 /2 -1 =
—(A -

sin ne

Usando la aproximacion para n muy grandes sin wAt = wAt simplificando, finalmente se obtiene la

expresion del propagador para el oscilador arménico.

mw imw 2, 2 ’
K(¢ t;q,t) = — QEsian{(q +4') coswT'~2qq }’ 6.38
(@508 =\ T (6:38)
donde para =¥ =T, <T < Tyy1 = ”("H), v € N se tiene

w
mw _ mi_ miv mw
L . . — ¢ * 2 PO TEr——
2mihsinwT 27h| sinwT|

Usando estas ecuaciones y pasando al limite cuando n — oo en (6.36]), se obtiene la expresiéon para
el propagador para el caso T' # T,. El limite T — T, es evaluado usando la siguiente ecuacion en

la teoria de distribuciones:
, 1 i(z—y)?2
2t

1m €
t—0 2t

6%6(.% —9).

De la ecuacién , si se hace el limite w — 0 el propagador del oscilador arménico se convierte
en el propagador de la particula libre ((6.10]).

Para cada v, los valores especiales T}, son enteros miultiplos del periodo %ﬂ del oscilador armonico,
asi cuando t' — ¢t = T, el extremo ¢ en el tiempo t se conecta en el tiempo ¢ existe si y solo si
q¢' = q. Anélogamente, cuando ' —t = T,, para v par, el extremo ¢ y ¢’ existe si y solo si ¢ = —¢q.

Para un caso general t' —t # T, el extremo g en el tiempo ¢ se conecta con ¢’ en el tiempo ¢’ existe
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para todo q y ¢'. El entero v es el indice de Morse de la trayectoria ¢(7), es decir, el numero de

autovalores negativos del correspondiente operador de Jacobi 7,
d2

j:—mﬁ—mWQ, tSTSt/7
T

con las condiciones de frontera de Dirichlet.
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7. Mecanica cuantica fraccionaria

En este capitulo se mostrara un enfoque de investigaciéon bastante nuevo, conocido como mecé-
nica cuantica fraccionaria, en el cual, aparece en una série de articulos publicados por el fisico N.
Laskin.

La dependencia cuadrética del momento en la ecuacién (6.2]) es un hecho fisico comprobado.
Sin embargo, jhay otras formas de término cinemético en la ecuacion que no contradicen los
principios fundamentales de la mecanica clasica y la mecéanica cuantica? Para responder esta cues-
tién, es conveniente un enfoque de la integral de trayectoria de Feynman, sobre trayectorias de tipo
browniandﬂ El movimiento browniano es un caso especial de las llamadas distribuciones de proba-
bilidad estables, desarrolladas por Lévy [34] y Khintchine [29] que, en la década de 1930, plantearon
la pregunta: ;La suma de N cantidades aleatorias independientes distribuidas de manera idéntica
X = X1+ Xs...+ Xy tiene la misma distribuciéon de probabilidad py (X) que los pasos individuales
pi(X;),i = 1,..., N7 La respuesta tradicional, es que una suma de N gaussianos es nuevamente un
gaussiano, pero con N veces la varianza del original. Lévy y Khintchine demostraron que existe
la posibilidad de generalizar esto, con una clase de distribuciones de probabilidad no gaussianas,
donde cada distribucion estable tiene un indice de estabilidad, a menudo llamado indice de Lévy

0 < a <2. Cuando a = 2, el movimiento de Lévy se transforma en movimiento browniano.

A principios de la década de 1950, Kac [28] analiz6 una opcion para desarrollar la integral de camino
sobre trayectorias de Lévy, quien senald, que genera una medida funcional en el espacio de funciones
continuas o trayectorias, que solo tienen discontinuidades del primer tipo. La integral de camino
sobre las trayectorias de Lévy ha sido introducida y elaborada, por primera vez con aplicaciones a
la mecénica cuéntica fraccional y la mecénica estadistica fraccionada, por Laskin [33], que se baso
en el marco de la visién del espacio-tiempo de Feynman de la mecanica cuéntica, pero en lugar de

las trayectorias de la mecénica cudntica de tipo browniano, Laskin utilizo las de tipo Lévy. Si la

Browniano
fractal

= «a. Donde este indice « se convierte en un nuevo pardmetro fundamental en

dimensién fractal del camino browniano es d = 2, entonces, el camino Lévy tiene dimen-
Lévy
fractal

mecanica cuantica fraccional y clasica. La diferencia entre las dimensiones fractales de los caminos

sion fractal d,

Browniano y Lévy, conduce a diferentes fisicas. De hecho, la dindmica cuéntica fraccional es gene-

rada por la funcién hamiltoniana H(p,r).

Algunas de las aplicaciones més importantes de la mecéanica cuantica fraccionaria, estén en el cam-
po de la fisica del estado solido, donde Stickler [51] desarroll6 fisica de estado solido, mediante la

mecédnica cuantica fraccional, con la introduccién de una cadena de unién estrecha 1D en rango

! Es el movimiento aleatorio de particulas suspendidas en un medio [I4]
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finito, a la que se refiri6 como el cristal 1D, caracterizado por el parametro Lévy de orden «.

Otra implementacién de la fisica del estado sélido de la mecénica cuéntica fraccional, es el modelo
de campo medio para condensados de polariton [44].

En el campo de la fisica cuantica de liquidos, Tayurskii y Lysogorskiy [63], desarrollaron una intere-
sante aplicacién de la ecuacién fraccionaria de Schrodinger y las ecuaciones dindmicas de Heisenberg,
para operadores de mecanica cuéntica fraccionaria de coordenadas y velocidad. Construyeron un
modelo hidrodindmico fraccional de dos fluidos, para estudiar el movimiento del helio superfluido

en medios nanoporosos.

Herrmann [24] inici6 una realizaciéon de la fisica nuclear de la mecanica cuantica fraccional, quien
desarrolld el modelo de rotor rigido simétrico fraccional, para estudiar las excitaciones de baja ener-

gia de los espectros de banda, del estado fundamental de nticleos pares-pares.

Longhi [38] ide6 una configuracion de éptica cuantica, para probar las predicciones de la mecénica
cuantica fraccional. La idea es utilizar dindmica de luz transversal, en cavidades Opticas asféricas
para disenar un resonador éptico cuéntico, en el que, los modos transversales y las frecuencias de
resonancia, se correspondan con las funciones propias y los valores propios de la ecuacién fraccional

de Schrédinger con potencial de oscilador.

Lim [35] inici6 la aplicacién teodrica del campo cudntico del célculo fraccional. Descubrié una ge-
neralizacion fraccionada del enfoque de cuantificacion estocastica de Parisi-Wu [43], para cuantizar
campos gauge. La idea que se le ocurri6 a Lim [36] es utilizar la ecuacion diferencial estocastica de

Langevin fraccional, para modelar la dindmica del campo de Klein Gordon fraccional euclidiano.
7.1 De la integral de camino de Feynmann a la ecuacién fraccionaria de Schrédinger

Recordando que el propagador para un sistema cuantico esta dado por la siguiente expresién

1 [ i
K(dqi ) = g [ ch0U0-m80gy, (71)
Donde, el hamiltoniano tiene la forma H. = % +V, y ademés ¢,t y ¢/,t son la coordenada

inicial con un tiempo inicial y la coordenada final con el tiempo, respectivamente. Al introducir el

Hamiltoniano fraccionario

Ha(p,q) = Dalp|*+V, 1<a<2, (7.2)
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la expresion (7.1) toma la forma

1 [ i
_I:{(ql7 q; At) = 2—h / eﬁ(p(q _Q)_HaAt)dp’ (73)
asimismo, la accién se escribird como
t/
S(0) = [ (b~ Halpr )i (74)
t

Del capitulo anterior, se llegd a la siguiente expresién
P(dt) = / =K(q',t';q,t)1(q, t)dg, (7.5)
R

donde (g, t) es la funcién de onda del estado inicial, ¥(¢’,t’) es la funcién de onda del estado final.
Para obtener la ecuacion diferencial, para la funcion de onda (g, t) se le aplica a la ecuacion ([7.5))

en el caso especial de que el tiempo difiera s6lo en un intervalo infinitesimal e de ¢’

(gt +€) =AK(q’,t’+e;q,t)¢(q,t)dq-

Y reemplazando la expresion del propagador ([7.3]), junto con el Hamiltoniano fraccional

U(q' t' +e) /%h/ p(¢" — q) — Ha At)dpi(g, t)dg,

0t 40 = [ o [ exp g g ) = Dalpl® + VA (a.t)dg

Usando la aproximacién de Feynman

se obtiene qué

v+ 0= [ om [~ owg (s -0 - Dait + e (TFL0) At dputa. s, (1)

expandiendo en serie de potencias a ambos lados de la ecuacion

¢ o ¢ m
dt, /%h/ Xp p(d q)(l hDa|p|><1 hV t)dpw(q,t)dq

(7.7)

U(q' ) +e
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Luego, tomando la transformada de Fourier

1
vV2rh

introduciendo la derivada cuéntica fraccional de Riesz

1
V2rh

Ba,t) = / D, Odp,  D(pt) = / e 5 (g, £)dg,

.p-gq ~

(—R2A) (g, 1) = — / ¢ o] (p, )dp. (7.8)

Se obtiene de la ecuacién ((7.7)

(g, t')

U(q',t') + € 0

D .
= (g, ¥) = i (~hA)2U(d t) — £V (g ¥)uld ),
por lo que, esto solo es cierto si, ¥(q’,t") satisface la siguiente ecuacion diferencial para el orden

ih% = Da(=R20)2(q' ) + V(¢ 1) (d ). (7.9)

La ecuacion ([7.9), es la ecuacion de Schrédinger fraccionaria espacialmente.
7.2 Hermiticidad del operador Hamiltoniano fraccional

Para probar la Hermiticidad del operador Hamiltoniano fraccional H, es necesario notar que,

la integracion por partes existe respecto a la derivada fraccional de Riesz
(&, (—h22)*2x) = ((=h*A)*/%¢, X). (7.10)
La energia promedio del sistema cuéntico fraccional con Hamiltoniano H,, es
Ea = [ (0.0 Hav(a. s (711)
por lo que, gracias a la expresion , se tiene qué
By = /w*(q,t)’i'law(qvt)dq = /(Hiw(qi))*wq,t)dq = E,

y como consecuencia fisica, la energia de un sistema es real. Por lo tanto, el hamiltoniano fraccional
H,, definido por la ecuacion (7.2)), es un operador autoadjunto en el espacio con el producto escalar

de L2, por lo que se concluye qué

(H3d:x) = (¢, Hax)- (7.12)
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7.3 Ley de conservacion de la paridad para la mecanica cuantica fraccionaria

De la definicién ([7.8)), de la derivada fraccional cuantica de Riesz se deduce qué
(~h8)* 2 exp (i1} = p|* exp (i1}, (7.13)

donde la funcién exp {i%2} es la auto funcién del operador cuéntico fraccional de Riesz (—h2A)/?

cuyo autovalor correspondiente es |p|®, ademas, este operador es una derivada simétrica
(=R2A)2 - = (=h2A_ )2 .. (7.14)

Debido a la propiedad (7.14)), el hamiltoniano fraccional H, dado por la ecuacion (7.2) permanece
invariante bajo la transformacién de inversiéon espacial, que consiste en el cambio de signo de la

coordenada espacial o de las diferentes coordenadas espaciales simultdneamente, es decir

—

T— =0 @ ——q, @ ——q, q3——q3, ",

denotando al operador de inversién por P, ademas, el operador Hamiltoniano H,, y el operador de
inversién conmutan

PHo = Ho P, (7.15)

De esta manera, es posible clasificar las funciones de onda, en las que no son modificadas cuando

el operador de inversién actiia sobre esta

Py (q) = ¥4 (q),

estos estados, son llamados estados pares. Las funciones a las cuales se les cambia el signo al operar

la inversién

Py_(q) = —v-(q),

por lo que, a estos estados se le conoce como estados impares. La ecuacion ((7.15) expresa, la ley de
conservacion de la paridad para la mecanica cuantica fraccional. Si el estado de un sistema cuédntico

fraccional cerrado tiene una paridad dada, entonces esta paridad se conserva.
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8. Conclusiones

Las matematicas estan en todos lados, son fundamentales en el estudio de la naturaleza, por
este motivo, la fisica al ser la ciencia que estudia la naturaleza a su nivel mas fundamental, necesita
de un lenguaje que le permita hacer diversas predicciones, asi mismo, poder validar estos resultados
de manera experimental. La mecanica cuantica, al ser la rama de la fisica que se encarga del estudio
a nivel microscépico, no evade la necesidad de usar el lenguaje de las matemaéticas, destacandose
el analisis funcional. En este trabajo, se pudo mostrar la importancia de los espacios normados,
especialmente el espacio L2, ya que, en este espacio es donde se encuentran las funciones de onda,
teniendo en cuenta, que con estas es posible hacer predicciones probabilisticas sobre, cual seré la

posicién o el momento de una particula, en un tiempo dado.

Otro aspecto importante tratado en el trabajo son los operadores que generalmente estédn definidos
sobre un espacio de Hilbert, estos son un objeto fundamental dentro de la fisica cuantica, estos
representan los observables, en otras palabras, son la cantidad fisica que podemos medir experi-

mentalmente como puede ser el operador hamiltoniano, que representa la energia del sistema.

Por otra parte, una propiedad importante que se evidenci6é dentro del trabajo, es la manera en cémo
es imposible medir dos cantidades fisicas que no conmutan, un ejemplo comun de esto, es la imposi-

bilidad de medir la posicién y el momento de una particula, estas, en fisica, son variables conjugadas.

Asi mismo, un tema de suma importancia en fisica, es el conocer los limites de una teoria fisica.
Cuando se habla de mecénica clasica, se habla de objetos a escala macroscopica y que es posible
encontrarlos en nuestro dia a dia, sin embargo, quedarse con esta interpretacién de la naturaleza es
quedarse corto, debido a que existen fenémenos que no pueden ser explicados mediante la mecéanica

clasica.

Cuando el fenémeno ocurre a una escala microscépica y a velocidades no relativistas, es necesario
usar la mecanica cuantica, como se mostro en el trabajo, esta rama de la fisica, a diferencia de la
mecénica clasica, no es determinista, esto implica, que sus predicciones no se basan en encontrar un
valor exacto de un observable fisico, sino, que como se pudo evidenciar con la ecuaciéon de Schron-

dinger, se encarga de la probabilidad de que un evento determinado suceda.
Otra diferencia fundamental de la mecanica cuéntica y la clasica, es que, es imposible aislar al

observador del experimento, pues el observador forma parte del propio experimento, ya que, es

la conexion entre el mundo microscopico y el macroscopico. Dadas idénticas condiciones iniciales,
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el observador puede, por ejemplo, como se muestra en el experimento de la doble rendija, decidir
si quiere que el resultado sea un experimento de interferencia o un experimento de deteccion de

particulas.

Lo anterior, en primera en instancia, haria pensar que ambas teorias son incompatibles y no exis-
te conexién entre ellas, sin embargo, esto no es asi, ya que, en el trabajo se evidencio que existe
una relaciéon de contenencia entre ellas, siendo la mecénica cuantica una teoria mas general que la
mecénica clasica, esto se prob6 cuando la constante de Planck tiende a cero, lo que hace que los

resultados de la mecanica clasica sean reproducidos en la teoria cuantica.

Un aspecto fundamental del trabajo, es la axiomatizacién de la mecénica cuantica, estos axiomas a
pesar que no se pueden verificar directamente, forman la base para nuevas formulaciones, es decir,
que cualquier tipo de formulacién nueva de la mecanica cudntica debe cumplir estas reglas basicas.
Con esto, se consigue una herramienta fundamental para el descarte o inclusién de nuevas teorias, lo
que significa que, si una teoria pretende abarcar fronteras mas alla de la cuantica, debe de cumplir

estos axiomas.

Asi mismo, en el trabajo también se aborda la integral de Feynman, que generaliza el principio de
accién tratado en la mecanica clésica; esta formulacién tiene una interpretacion fisica, que conlleva
que la particula viaja por infinitos caminos al mismo tiempo, ya que cada camino tiene una probabi-
lidad diferente. Ambas formulaciones han mostrado ser complementarias, en el sentido que algunos
problemas son més sencillos de resolver mediante la integral de camino, o también, el problema se
resuelve mas facilmente por medio de la ecuacién de Schrédinger. En otras palabras, el formalismo
desarrollado por Feynman es completamente equivalente, es decir, que en el presente trabajo se
usaron 3 formulaciones diferentes, ya que se introdujo también, que la Matricial de Heisenberg es

anéloga también a la ecuacién de onda de Schrédinger.

Para finalizar, se trabajo también la ecuaciéon fraccionaria de Schrédinger, una generalizacion del
trabajo de los padres de la teoria cuantica, esta proporciona un punto de vista general sobre la
relacién entre las propiedades estadisticas, de la trayectoria de la mecanica cuéntica y la estructura
de las ecuaciones fundamentales de la mecanica cudntica. Al ser una teoria construida hace relati-
vamente poco (2000), es posible que ain no se haya podido explorar todo su potencial y de esta

manera generar nuevas teorias y nuevas aplicaciones para el desarrollo de la humanidad.
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A. Mas matematica

A forma de apéndice se han querido incluir algunos conceptos matemaéticos que se estudiaron
en la parte de mecénica clasica.
Se sabe que en los espacios euclidianos R™ se puede definir la nocién de cercania, utilizando para

ello la funcion distancia:
d:R"xR"* —

(x,y) —

siendo x = (21,Z2,...,&n), Yy = (Y1,Y2,.-.,Yn). Es de notar que tres propiedades que satisface la
funcién d definida, en , las cuales son propias de la distancia de puntos y no del hecho de que
estos puntos estén en R™. En base a estas propiedades se puede extender la nocién de distancia a un
conjunto arbitrario X no vacio (en fisica son de especial importancia los conjuntos de funciones).

La siguiente definicion se debe a Fréchet.

Definicién A.0.1 (Espacio métrico). Dado un conjunto X # () la funcién d : X x X — R es una

distancia de X si satisface:
1. Positividad: d(z,y) > 0 para todo x,y € X ademaés d(z,y) = 0 si y solo si z = y.
2. Simetria: d(z,y) = d(y,z) para todo =,y € X.
3. Desigualdad triangular d(z,z) < d(x,y) + d(z, z) para todo z, y, z € X

El par (X, d) se denomina espacio métrico. En un espacio métrico (X, d), se define la bola abierta
con centro en x € X y radio r > 0 al conjunto de todos los puntos y € X cuya distancia a = es

menor que r; esto es:

By(z,r)={y e X : d(z,y) <r}. (A.2)
Cuando no exista confusion con la distancia, se escribe simplemente B(z,r).

Ejemplo A.0.22.1.2.1 Métrica discreta: En un conjunto X no vacio se define p: X x X — R

e ={ ) 02
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2.1.2.2 Métrica euclidea. Cuando X = R", la funcion d definida por (A.1)) se conoce como métrica
euclidea.

Figura A.1: Métrica Euclidea

2.1.2.3 En la distancia usual sobre los nimeros reales R es sencillo comprobar que B(xz,¢) = (z —
€, +¢€).

2.1.2.4 Otros tipos de métricas La métrica euclidea puede ser generalizada, dado p > 1, se define

la distancia d, en R mediante:

dp(x,y) = (Z |z yil”) : (A.3)

en el caso p = oo

doo(x,y) = WX |z; — yil. (A.4)

2.1.2.5 Parap=1,2,3,10,00, en la ﬁgura se representan By (0,1) C R?, donde d,, estd definido
como en el [A.0.2)

(@) (b) (@

@ ©

Figura A.2: Ejemplos de bola abierta en R?
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2.1.2.6 Métrica esférica. En el caso que M sea la superficie esférica en R3:
M :=8§%={x = (z1,22,23) ER®: 2% + 23 + 23 =1}.

Se define la distancia d(x,y) como la longitud del menor arco que une estos puntos, como
se representa en la figura[A-3|las curvas azules muestran la distancia esférica entre A, B, X
como puntos de S?, mientras que las lineas verdes muestran la distancia entre estos mismos

puntos como vectores de R3.

4*5 7
Figura A.3: Métrica esférica
2.1.2.7 Métrica cilindrica. Considere
M = {x = (v1,22,23) € R® : 27 + 23 = r?},

la superficie cilindrica de radio r, la distancia d(x,y) se define como la hélice con menor
distancia que una los puntos, en la figura [A4] la linea negra representa la distancia que une

los puntos A y B como puntos de M, mientras que la linea roja representa la distancia en R3

Figura A.4: Métrica cilindrica

2.1.2.8 Métrica toroidal Considere

2
T? = {x = (21,22,23) €R’: (R— \/M) =1
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La superficie toroidal de radios R y r, la distancia d(x,y). Se sabe que el toro tiene dos
meétricas una que se relaciona con las hélices de un cilindro, y la otra con el arco minimo en

la esfera:

Figura A.5: Métrica toroidal

Los ultimos tres ejemplos hacen parte de lo que se conoce como variedades de tipo Riemanniana,
es decir, son variedades que localmente tienen las mismas propiedades del espacio Euclideo, pero

globalmente podrian tener algun tipo de curva, se referencia al lector interesado [6] .

Debido a la importancia de los espacios funcionales para la fisica matemaética en el siguiente ejemplo

se presentan algunas métricas sobre conjuntos de funciones.

Ejemplo A.0.3. Para a,b € R, se denota
C(la,b] : R) = {f : [a,b] = R : f[[[a, 0]},

las siguientes distancias se definen por analogia con el ejemplo [A.0.2]

2.1.3.1 Métrica del infinito
doo(f,9) = méx [f(t) — g(t)]- (A.5)

t€la,b]

Geométricamente esta métrica puede ser entendida como la mayor distancia entre las graficas

de fy g, ver grafica[A.0]

doo(f, !/)/
: t

o g~ p

Figura A.6: Distancia del infinito

2.1.3.2 En C([a,}] : R) la bola abierta B(f,r) con la norma d es el conjunto de funciones {g €

C([a,b] : R) : tales que sup |f(z) — g(z)| < r}.(Ver ﬁgura

t€la,b]

1Una funncién f es es continua en un punto & = a si el limite de la funcién por ambos lados de a coincide con su
imagen, f(a).
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Figura A.7: Bola abierta de una funciéon sobre R?

2.1.3.3 Para p > 1 se define d, : C([a,b] : R) x C([a,d] : R) — R mediante la integral

) :
dp(f,g)%< / If(t)g(t)l”dt> . (A.6)

En el caso p = 1 la distancia entre estas funciones puede ser entendida como el area entre sus

graficas

Figura A.8: Distancia como area entre curvas

Para p > 1 no se tiene tal interpretaciéon geométrica directa como en los casos anteriores pero el caso
p = 2 resulta ser el mas importante en la practica y corresponde a quién hace una “aproximacion

de minimos cuadrados”.
Mas adelante se entendera dichas métricas a funciones llamadas medibles. Cuando p = 2, se tiene
el espacio L2, que es el espacio de funciones cuadrado integrables, el cual es un espacio de Hilbert,

fundamental tanto en la mecanica cuantica como en los procesos estocésticos.

Un subcojunto A de un espacio métrico (X, d) se denomina un conjunto abierto si para cada
x € A existe un r > 0 talque B(z,r) C A.
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Figura A.9: x contenido en A que a su ves esta contenido en X.

Es importante observar que la coleccion de conjuntos abiertos en un espacio métrico (X, d) cumple
tres propiedades interesantes, las cuales permiten introducir el concepto de espacio topolégico.
Los espacios topologicos aparecen por primera vez en el trabajo de F.Hausdorff en 1914 titulado
“Principles of set theory”. A continuacion se presenta la definicién de espacio topologico.

Definicién A.0.4 (Espacio topologico). Un espacio topoldgico es un par (X,.%#) donde .% es una
familia de subconjuntos de X y satisface:

1. §, X estan en % (() es el conjunto vacio).

2. Si {A,}nen C Z entonces UA c 7.

3. Si A, B € .% entonces AN B € %,
Los elementos de % se denominan conjuntos abiertos.

Ejemplo A.0.52.1.8.1 Dado X = {a,b,c}, existen muchas topologias posibles sobre X, algunas
de las cuales se indican en la figura [A710]. El diagrama de la esquina superior derecha indica
la topologia en la que los conjuntos abiertos son X, 0, {a, b}, {b}, y {b, c}. La topologia en la
esquina superior izquierda contiene solo X y 0.

En este ejemplo, puede ver que incluso un conjunto de tres elementos tiene muchas topologias
diferentes. Pero ahora jcada coleccion de subconjuntos de X es una topologia en X7 La
respuesta es no, se observa que ninguna de las colecciones indicadas en la figura [A11] es una

topologia.

2.1.8.2 Si X es cualquier conjunto no vacio, la colecciéon de todos los subconjuntos de X es una
topologia en X; llamada topologia discreta. La coleccion que consta solo de X y () también es

una topologia en X; se denominaré topologia indiscreta o topologia trivial.

Definicién A.0.6 (Convergencia). Sea x,, una sucesion de puntos de un espacio topolégico X. Se
dice que z,, es convergente si existe un punto p € X tal que, para cualquier entorno abierto A > p,
todos los puntos x, a partir de un cierto lugar estdn en A; es decir, existe un entero k tal que, para

todo n > k, x,, € A. En este caso, p se llama limite de sucesion.
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Figura A.10: Bosquejo de diferentes topologias.

Figura A.11: No son Topologias.

Ejemplo A.0.7. Algunos ejemplos de sucesiones de funciones convergentes son:

2.1.10.1 Considere la sucesion de funciones f,(xz) = ﬁ para x € Ry n € N. En la figura

aparece la gréfica de f,(z) para n = 1, 3,20, 50, 10000. Se observa que la sucesion {f,}

converge a Cero:

n=20 ZOOM
—_—

n=50 =

1,09

Figura A.12: Gréfica para diferentes valores de n en f, ().

2.1.10.2 Para n € N definase g, (x) = % para x € R. En la figura se grafican algunas g,, para
diferentes valores de n. Se observa ademas que la sucesion {g,} converge a cero.

mo_n

2.1.10.3 Considere la sucesion de funciones f,,(z) = E x—' Es bien conocido que para x € R, f,,,(z)
n!

n=1

xr

se aproxima a €%, esto es lim,, o fim () = €*.
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Figura A.13: Gréfica para diferentes valores de n en g, (z).

m=1

m=3

200

1.0

Figura A.14: grafica para diferentes valores de n en g, (x).

Como se ha extendido la definicién de cercania y de convergencia de sucesiones a espacios topol6-
gicos (X,.%) en el caso que la topologia % no necesariamente esté relacionada con una distancia,
es natural definir el concepto de funcién continua entre espacios topologicos, el cual viene moti-
vado de la definicién de continuidad en espacios métricos, para esto recuerde que f : R — R es
continua es un punto x € R si dado € > 0 existe § > 0 talque si |z —y| < ¢ entonces |f(z)— f(y)| < e

Definicién A.0.8 (Funcién continua). Considere (X,.%;) y (Y,.%,) espacios topologicos, una fun-
cion f: (X, F,) — (Y,.#,) es continua si para cadald C Y, f~1(U) € Z,. Siendo f~!(U) la imagen
inversa

Figura A.15: Funcién continua en espacios topolégicos
Un mapa f: (X, %#,) = (Y, %#,) es un homeomorfismo si:
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1. f es una biyeccion.
2. fy f~! son continuas.

Se denota como (X,.%,) ~ (Y,.%,), es importante aclarar que en este caso f~! representa al mapeo
f71:Y = X. f7!:y — xdonde f~1(y) = x siempre que f(z) =y, el cual esta bien definido ya

que f es una biyeccién.

Ejemplo A.0.9.1.14.1 La funcién .% : (—1,1) — R definida por f(z) = %% es un homeomorfismo

Figura A.16: Homemorfismo entre (—1,1) y la recta R

2.1.14.2 Los intervalos abiertos son homeomorfos a R: podemos dar un homeomorfismo doblando el
intervalo abierto a un semicirculo y luego proyectando el semicirculo desde el centro hacia
todo R. Es importante notar que la funcién que permite pasar de un espacio topolégico a otro

es un modificacién de la funcion tangente.

2.1.14.3 Una esfera n—dimensional a la que se le ha quitado un punto, S™ \ {z}, es homeomorfa

al espacio euclideo R™.
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Figura A.17: Homemorfismo entre un semicirculo y la recta R

Figura A.18: Homeomorfismo entre la esfera y un plano.
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