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Resumen

La formulacion hamiltoniana de la relatividad general en el formalismo de segundo
orden lleva a las variables ADM (Arnowitt - Deser - Misner), donde la dinamica de
la teoria esta codificada en la “evolucion” de la métrica de las 3-geometrias que fo-
lian el espacio-tiempo. Por otro lado, uno puede desarrollar el anélisis canénico de
la accion de Palatini (o Holst), la cual constituye una formulacion de primer orden
de la relatividad general donde el campo gravitacional es representado no por un
tensor métrico, sino por un marco ortonormal junto con una conexion de Lorentz.
Ya sea eliminando las constricciones de segunda clase o sin introducirlas en el pro-
ceso, uno obtiene un espacio de fases parametrizado por variables manifiestamente
covariantes de Lorentz sujetas a la constriccion de Gauss, la de difeomorfismos y
la escalar. Estas dos ultimas deben estar asociadas con las que surgen en el for-
malismo ADM, por lo que encontrar la relacién precisa entre ambas formulaciones
canodnicas de la relatividad general se hace necesario. Esta tesis constituye un pri-
mer paso para establecer esta relacion. Con este fin, en este trabajo se realiza el
analisis canonico de la accion de Palatini en n-dimensiones (para n > 2) con cons-
tante cosmologica, que involucra solo constricciones de primera clase (siguiendo de
cerca el método desarrollado en [1]). Esto es corroborado explicitamente a través
del calculo del algebra de constricciones de la teoria, mostrando que esta cierra y
es consistente. Finalmente, se lleva a cabo el conteo de grados de libertad fisicos
de la teoria y se encuentra que coinciden con los de la formulacion ADM.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

La relatividad general (RG) es una teoria geométrica de la gravedad concebida
por Albert Einstein, basada en dos principios esenciales: el principio de covarianza
general, que puede expresarse como: “las leyes de la fisica deben ser las mismas
para cualquier observador", v el principio de equivalencia, que establece que “las
leyes de la relatividad especial se aplican de forma local para todo observador
inercial" |2]. Einstein publicd su teoria con sus elementos mas importantes en
noviembre de 1915, en un documento titulado: “Las ecuaciones de campo de la
gravitacion" (3], que dan las ecuaciones de campo correctas para la relatividad
general. Su nombre es debido a que generaliza la teoria especial de la relatividad,
relatividad a observadores en estado de movimiento arbitrario (es decir, bajo el
marco de referencia inercial y no-inercial). Ademés, modifica la ley de gravitacion
universal de Newton, proporcionando una descripciéon unificada de la gravedad
como una propiedad geométrica del espacio-tiempo.

La teoria de la RG ha jugado un rol importante en las tultimas décadas,
puesto que ha revolucionado el pensamiento fisico-matematico involucrado en la
descripcion de los fendémenos macroscopicos. La nocion relativa de la teoria juega
con la intuicién misma, marcando el hecho de que en ningtin marco de referencia
sea este inercial o no, es distinguible la presencia de un campo gravitacional por
medio de experimentos locales. Esto esta justamente postulado como el principio
de equivalencia de Einstein (PEE): “las leyes de la fisica se reducen a las de la
relatividad especial en regiones lo suficientemente pequenas del espacio-tiempo, en
las cuales es imposible detectar la existencia de un campo gravitacional mediante
experimentos locales" |4]. Asi, la interaccion gravitatoria deja de ser pensada como
una fuerza a distancia para convertirse en una caracteristica del espacio-tiempo,
es decir, en la geometria intrinseca del espacio-tiempo mismo.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

El PEE muestra que la gravedad es geométrica, dado que no es distingui-
ble encontrarse bajo aceleracién uniforme o en un campo gravitacional uniforme:
como la aceleraciéon es un concepto geométrico, entonces la gravedad también
debe serlo. En la teoria de Newton el potencial gravitacional satisface la ecuacion
de Poisson, la cual relaciona segundas derivadas del potencial con la densidad
de materia. Al trasladar el concepto a relatividad, se generaliza utilizando
un tensor que contenga segundas derivadas del tensor métrico y ese tensor es
la curvatura de Riemann [4]. El hecho de que el tensor métrico se interprete
como potencial gravitacional, viene de postular que el movimiento en el campo
gravitacional se dé a lo largo de geodésicas. Esto se justifica con el hecho de
que, en pequenas regiones, al poder igualar gravedad y aceleracién, es como
si no hubiera gravedad y las trayectorias fueran, en pequenas regiones lineas
rectas, es decir, geodésicas de espacio plano. Asi, se postula que el movimiento
de particulas de prueba en general sean geodésicas (las lineas mas rectas posibles
de un espacio dado, que en espacios métricos coinciden con las curvas que
extremalizan la distancia). Esto lleva a la propuesta de que lo que experimen-
tamos como gravedad, es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo [4].

Para implementar el principio de covarianza generalizado, la RG hace uso
del lenguaje tensorial [2], el cual contiene objetos definidos sobre cada punto de
una variedad diferenciable (modelo de espacio-tiempo), que poseen ciertas reglas
de transformacion bien definidas ante cambios arbitrarios de coordenadas. Estos
tensores a su vez determinan propiedades geométricas y fisicas de la variedad
diferenciable, y entre ellos podemos resaltar al tensor métrico g(U, V'), el tensor
de curvatura de Riemann R(X,Y)Z [5] y el tensor de energia-momento T'(U, V),
los cuales constituyen la materia prima en la ecuaciéon de campo para gravedad
de Einstein:

1
R, — QRQ,LW +Ag = kT,,, (1.1)

cuya interpretacion se dejard para el capitulo 2. La teoria de la RG, ha sido
experimentalmente verificada en numerosas ocasiones desde su formulaciéon y
publicacion; vale la pena mencionar dos predicciones (tempranas) que marcaron el
auge de la teorfa. La primera publicada el 18 de noviembre de 1915, " Explicacion
del movimiento del perihelio de Mercurio a partir de la teoria general de la
relatividad" [6]. Einstein descubrioé que el avance de 43" por siglo se explicaba
apropiadamente haciendo uso de la RG (maés precisamente bajo el uso de las
geodésicas de Schwarzschild, ver [4]) sin agregar otros elementos como objetos
con mayor masa, concordando con las medidas obtenidas por Le Verrier en



1882 para el corrimiento del perihelio. En la segunda, Einstein descubrié que
la desviaciéon de la luz para una estrella situada visualmente justo en el borde
del Sol, tenia un desplazamiento aparente de 1,74”. De hecho, después de
varios intentos para medir la desviacién, dos expediciones britanicas en 1919
confirmaron la predicciéon de Einstein al obtener 1.98 "+ 0.30” y 1.61 "+ 0.30”;
las medidas muestran una precision del 1% con los valores predichos por la RG [7].

Recientemente la RG ha gozado de gran exposicion medidtica gracias a la
deteccion de ondas gravitacionales. El 11 de febrero 2016, las colaboraciones
LIGO, Virgo y GEO600 anunciaron la primera detecciéon de ondas gravitacionales,
(ver figura 1.1) producidas por la fusion de dos agujeros negros [8|. La senal
recibida barre hacia arriba en frecuencia de 35 a 250 Hz con una tension de
onda gravitacional maxima de 1,0 x 1072*eV/c?, y coincide con la forma de onda
pronosticada por la RG para la fusion de un par de agujeros negros [9-11].
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Figura 1.1: Evento de onda gravitacional GW150914 observado por los detectores
LIGO Hanford (H1, paneles de la columna izquierda) y Livingston (L1, paneles de
la columna derecha). Los horarios se muestran en relacion con el 14 de septiembre
de 2015 a las 09:50:45 UTC. Tomado de [§].

Otra prediccion fundamental de la teoria de la RG es la existencia de agujeros
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negros [2,12]. Una caracteristica principal de estos es su horizonte de eventos, un
limite causal unidireccional en el espacio-tiempo del cual ni siquiera la luz puede
escapar [13]. Casi un siglo después de los resultados obtenidos por Schwarzschild,
siguen siendo el niicleo de las preguntas fundamentales para unificar la RG con la
mecanica cuantica.

MS87*  April 11, 2017

April 5 April 6 April 10

0 1 2 3 4 5 6
Brightness Temperature (10° K)
Figura 1.2: Imagen publicada por el EHT del primer agujero negro ubicado en el

centro de la galaxia M87 de las observaciones del 11 de abril de 2017, presentado
el 10 de abril de 2019. Tomado de [14].

El 10 de abril del 2019, una red de ocho telescopios (Event Horizon Telescope,
una matriz global de interferometria de linea de base muy larga que observa a
una longitud de onda de 1.3 mm) en distintos lugares del planeta, permiti6 captar
la primera imagen real del horizonte de eventos de un agujero negro supermasivo
(ver figura 1.2), en el centro de la galaxia eliptica gigante M87, del cual se derivod
una masa central de (6,54 0,7) x 10°M® [14]. En general, la imagen observada es
consistente con las expectativas para la sombra de un agujero negro de Kerr como



lo predice la RG. La asimetria en la intensidad de luz que se observa en el anillo,
puede explicarse haciendo uso de la radiacion Doppler (radiacion relativista),
puesto que en la mitad “inferior” de la imagen procesada, el material que se acerca
al espectador a velocidades relativistas se percibe con mas brillo que el material
que se aleja [14-19|. Estos elementos hacen de la RG una de las mejores teorias
existentes para la descripcion de los fendémenos gravitacionales.

Sin embargo, desde el punto de vista tedrico la situacion no es tan acoge-
dora. A lo largo de los anos se ha realizado una gran cantidad de esfuerzos
para desarrollar un marco para la formulacién canénica hamiltoniana de la RG.
El mas conocido e influyente de estas formulaciones, es el llamado formalismo
ADM [20], nombrado por sus autores Richard Arnowitt, Stanley Deser y Charles
W. Misner. La construccion clésica de la teoria hamiltoniana a partir de este
punto implica el calculo de los momentos canénicamente conjugados a las
variables dinamicas, es decir, a las componentes del tensor métrico, tomando la
derivada parcial de la densidad lagrangiana respecto de las velocidades. Pero
es necesario privilegiar alguna de las coordenadas como el tiempo para poder
definir velocidades. Esto parece romper la invarianza bajo difeomorfismos. Sin
embargo, este no es el caso porque dicha separaciéon del espacio-tiempo en espacio
y tiempo es completamente arbitraria. La arbitrariedad, de hecho, agota el
grupo de difeomorfismos completo. Dado que la accion ADM es invariante bajo
difeomorfismos, no depende de esta divisiéon auxiliar y su variaciéon con respecto a
ella conduce, como es 16gico, a los generadores de este grupo de invarianza [21].
La complicaciéon algebraica a la que lleva tal procedimiento es enorme. Pode-
mos darnos una idea de dicha complejidad con el hecho de que P.A.M. Dirac
dedicara mas de una década en tal intento sin llegar a resultados satisfactorios [22].

El formalismo canénico se ha desarrollado, en particular, con miras a la
cuantizacion canodnica de la gravedad. En los tltimos anos una variante de las
variables canénicas ADM (las variables de Ashtekar-Barbero) se ha vuelto muy
popular y forma la base del llamado enfoque de gravedad cuéntica de lazos [21].
Pero la RG es una teoria de la gravedad para la cual no existe una version cuantica
exitosa por el momento. Esto es debido a que los métodos de cuantizacion de
campo convencionales se basan en la expansion perturbativa del campo débil. Su
aplicacion a la RG falla porque produce una teoria no re-normalizable, dado que
surge una infinidad de parametros independientes (coeficientes de contratérmino)
necesarios para definir la teorfa. Sin embargo, una elecciéon dada para esos
parametros podria darle sentido a la teoria, pero como es imposible realizar
infinitos experimentos para fijar los valores de cada pardmetro, se ha argumentado
que no se tiene, en la teoria de perturbaciones, una teoria fisica con sentido.
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La no—cuantizabilidad proviene del hecho, de que en esta teoria se estaria
cuantizando la geometria, es decir, el fondo mismo sobre el cual se formula la
teoria. Esta situacion es bastante diferente de lo que ocurre en otras teorias en
las que la cuantizacion se realiza sobre un fondo fijo. Asi, una teoria de gravedad
cuantica implicaria una comprensiéon profunda de lo que significan el espacio y
el tiempo en el régimen cuéntico, algo en la cual radica tanto la dificultad de su
obtencion como la belleza de la misma [23].

Parece entonces que la alternativa més viable para obtener una teoria cuantica de
la gravedad, consiste en desarrollar un enfoque de cuantizaciéon no perturbativo
e independiente del fondo del campo gravitacional. Entre los candidatos maés
promisorios en esta linea de pensamiento tenemos a la gravedad cuantica de lazos
(Loop Quantum Gravity, LQG) |21, 23], la cual predice una estructura discreta
del espacio a escalas microscopicas [24,25]. Dado que dicho modelo se basa en una
de las formulaciones candnicas de la relatividad general, es interesante entender
como tales formulaciones estan relacionadas a nivel clasico. Esto a su vez podria
proveer nuevos puntos de partida para desarrollar una cuantizaciéon canénica de
la gravedad donde los problemas que presentan los modelos actuales (como la
ambigiiedad de Immirzi o la recuperacion de un apropiado limite clasico, entre
otros) puedan ser resueltos de una forma satisfactoria.

Si bien la gravedad cuantica de lazos es uno de los modelos candidatos pa-
ra la cuantizacion del campo gravitacional [26], estd basada en las variables
de Ashtekar-Barbero para la RG [27] que surgen del analisis candnico de la
accion Holst. Aunque las ecuaciones derivadas de esta accidén son las ecuaciones
de campo para gravedad de Einstein, contiene un pardmetro libre que resulta
importante a nivel cuantico. Se cree que la presencia del llamado pardmetro de
Immirzi [28] puede deberse al hecho de que las variables de Ashtekar-Barbero
se obtienen mediante el uso de la norma temporal, que rompe la invarianza de
Lorentz reduciéndola a la invarianza rotacional para simplificar la construcciéon
de la teoria cuéntica asociada. Debido a esto, han habido varios intentos para
construir una descripcion candnica covariante de Lorentz del espacio de fase de la
RG que busca resolver la ambigiiedad de Immirzi [29, 30].

Como es bien sabido, existen diferentes formas en las que puede definirse
un lagrangiano para describir la dinamica clasica de un sistema fisico. Asi pues,
las ecuaciones de campo para gravedad de Einstein pueden ser derivadas de una
accion diferente, que depende de un par de variables independientes, la tétrada (o
marco ortonormal) y una conexion de Lorentz, la cual es conocida como la accion



de Hilbert-Palatini (HP) y provee un lagrangiano de primer orden para la RG
que, ademas, tiene multiples relaciones con otras acciones relevantes [31]. Con la
introduccion de la tétrada, la RG pasa a ser una teoria dotada con dos simetrias
fundamentales: la invarianza bajo difeomorfismos (una forma mas técnica de
expresar la covarianza general) y la invarianza ante transformaciones locales de
Lorentz, las cuales implementan cambios de marcos ortonormales en cada punto
del espacio-tiempo [32]. El uso de la tétrada y la conexion es de gran utilidad en
la formulacién de una accién fermidnica generalmente covariante, que acopla los
fermiones a la gravedad [21,33].

La accion de Palatini es solo uno de varios intentos involucrados en la bus-
queda de una densidad lagrangiana para obtener gravedad pura. Por ende,
existen otros tipos de acciones que involucran diferentes campos o estructuras
matematicas (ver [34] para formulaciones usando 2-formas). Un ejemplo de ello
esta en la accion de Palatini auto-dual, que puede verse como la base lagrangiana
para la formulacion de Ashtekar de la gravedad canodnica [35-37|. Esta constituye
una formulaciéon compleja de la RG para la que se deben especificar condiciones
de realidad apropiadas para recuperar la teoria real. La accion Holst [38], que
es la base de la versiéon de variables reales de la teoria de Ashtekar, puede verse
como una generalizacion de la accion HP.

Cuando se realiza un analisis candnico covariante de Lorentz de la RG, se
encuentra que este contiene constricciones de segunda clase. Estas constricciones
se pueden tratar de manera equivalente introduciendo el paréntesis de Dirac [39]
o resolviéndolas de forma explicita [40,41]. Vale la pena mencionar que, aunque
el enfoque derivado en [40, 41| ciertamente es covariante de Lorentz, no lo es
manifiestamente covariante de Lorentz (es decir, las simetrias involucradas no
se muestran de forma explicita). Dado que nos gustaria mantener intactas las
simetrias clasicas de la RG tanto como sea posible, cabe preguntarse si es plausible
resolver las restricciones de segunda clase de manera manifiestamente covariante
de Lorentz, obteniendo una respuesta afirmativa en [20|. Tal formulacion, res-
tringida a la acciéon de Palatini, es la que deseamos relacionar con la formulacion
ADM de la relatividad general, es decir, queremos establecer un puente entre
ambas formulaciones.

Por lo tanto, el propodsito de esta tesis es realizar un analisis candnico de la
accion de HP, sin involucrar constricciones de segunda clase, con el fin de
encontrar una relacion con el formalismo ADM, identificando tanto las variables
dindmicas como las no dinamicas, y analizando el comportamiento de las constric-
ciones que surgen en ambos formalismos, siguiendo de cerca el trabajo desarrollado



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

por los autores de [1]. Esto permitiria establecer un puente directo entre ambos
formalismos, sin involucrar ni constricciones de segunda clase ni rompimientos
de la simetria interna, algo que llenaria un gap en la literatura de las diferentes
formulaciones de la relatividad general. Esto nos permitira en futuros trabajos,
analizar el comportamiento de formalismos mas generales/complejos (entre ellas
la accion de Holst), la cual tienen como base el formalismo de Palatini.

La estructura de este trabajo estard organizada de la siguiente forma: el
capitulo 2, muestra el marco mateméatico basico para establecer todas las herra-
mientas necesarias para trabajar en los capitulos siguientes. El capitulo 3 hace
un recorrido desde las ecuaciones de campo de Einstein, hasta la obtencién del
formalismo lagrangiano y hamiltoniano de la RG. En el capitulo 4 se realiza un
analisis a la accion de Palatini en el formalismo de Cartan, ademaés, se desarrolla
el formalismo lagrangiano y hamiltoniano bajo el enfoque mostrado en [1]; este
capitulo involucra el analisis de constricciones de la teoria, para el cual se mues-
tra el comportamiento del algebra de constricciones. Por ultimo, en el capitulo
5 se presenta un resumen de los resultados obtenidos y una breve discusion de estos.

Los apéndices finales constituyen una recopilacion de material complemen-
tario. En el apéndice A se realiza una breve introducciéon al método de Dirac
para sistemas hamiltonianos con constricciones. Por ultimo, en el apéndice B se
muestra el coédigo implementado en Python, para ver el comportamiento de un
vector sobre la superficie de una esfera al ser trasportado paralelamente sobre una
curva'.

IEs importante resaltar, que en los célculos efectuados en la presente tesis se asume ¢ = 1
(velocidad de la luz) y G = 6,67 - 1071 N - m? /K g? (constante universal de Newton)



Capitulo 2

Aspectos matematicos

Nuestro trabajo como fisicos tedricos consiste en la concepcion y desarrollo de
modelos matematicos para la descripciéon de los fenémenos que suceden a nuestro
alrededor. Las predicciones de estos modelos son luego puestas a prueba contra
los experimentos, que son los que en tltimas determinan su éxito para dar cuenta
de los fenémenos naturales.

Vale la pena resaltar que la idea de formular la gravedad dentro de un
marco que generalice la ley de gravitacion universal nos ha llevado a renunciar
a la idea de expresar a la gravedad misma como una fuerza que actia de forma
instantanea, en favor de una descripcion geométrica de la misma donde la
gravitacion es vista como una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo.

“No podemos demostrar que la gravedad debe considerarse como la curvatura del
espacio-tiempo; en cambio, podemos proponer la idea, de derivar sus consecuencias
y ver si el resultado se ajusta razonablemente a nuestra experiencia del mundo” [4].

Resulta que el marco matemético apropiado para describir la curvatura es
el de una variedad diferenciable, la cual tiene la particularidad de ser un conjunto
de puntos que localmente se parece al espacio plano (de esta manera se implementa
el principio de equivalencia). En este capitulo nos limitaremos a comprender su
concepto y las estructuras que podemos definir en ellas, siguiendo de cerca el libro
“GEOMETRY, TOPOLOGY AND PHYSICS, de Mikio Nakahara” [5].

9
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2.1. Variedad diferenciable

Una variedad diferenciable es uno de los objetos mas fundamentales en el area de las
matematicas y la fisica. La idea detras de la definiciéon de variedad diferenciable es
familiar gracias a la geometria analitica, donde uno representa los puntos del plano
euclidiano por un par de nimeros reales (por ejemplo, coordenadas cartesianas o
polares). En términos generales, una variedad diferenciable es un conjunto cuyos
puntos pueden etiquetarse por coordenadas [42].

Definicion 2.1.1 Sea M un conjunto. Se dice que M es una variedad diferen-
ciable de dimension m si estd provista con una familia de cartas {(U;, ¢;)}, tales
que:

» {U;} es una familia de conjuntos abiertos, que cubre a M, es decir, M =
U;U;.

» ¢ : Uy — R™ es un isomorfismo' con un abierto de R™.

» SiUNU; # 0, la funcion de transicion ¢;; = ¢i0¢;1 es suave (infinitamente
diferenciable (C™)?).

En este caso, a la coleccion de cartas {(U;, ¢;)} se le denomina atlas sobre M y
esta determina su estructura diferenciable, ver figura 2.1.

Algunos objetos con estructura de variedad diferenciable son:

= R™ es el caso més claro de una variedad diferenciables dado que es isomorfo
a R™ localmente y ademas, globalmente. El plano Euclidiano puede verse
como una variedad riemanniana de dimensién dos con curvatura nula.

_ 1,2 2 _
» Lam-esfera S™ = {(z1,- -, Tynp1) € R™ 2 + 22 | =1}, es uno de los
ejemplos més usados en variedades de dimension m.

2
» EltoroT? = {(x,y,z) € R3 (x/a:Q +y? - 1) + 22 = }1} es un cuadrado con

lados opuestos identificados. De manera analoga, un m-toro 7™ es un cubo
m-dimensional con lados opuestos identificados.

= El producto de variedades es otra variedad cuya dimension asociada es la
suma de las dimensiones de las variedades involucradas [4]. Si M es una

1Un isomorfismo es un mapeo f : X — Y para cualesquiera dos conjuntos X, Y, el cual
preserva la estructura algebraica, y admite un inverso f=!:Y — X.

2El simbolo C' representa una clase diferenciable, es decir, a la clasificaciéon de una funcion
por el orden de sus derivadas. Asi, una funcion diferenciable de clase C*, es k-veces diferenciable,
para k > 0. Por lo tanto, C'°° hace referencia a que la funcién es infinitamente diferenciable.
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variedad de dimension m y N es una variedad de dimensiéon n, luego M x
N ={(z,y)|lxr € M, y € N'} es una variedad de dimensiéon m + n. Algunos
ejemplos son R™ x R™® = R™*" ¢l cilindro S x R y el toro 7% S* x St .

» R x (0,00) % S? es una variedad diferenciable que esta asociada al campo gra-
vitacional producido por una distribucién de materia esféricamente simétrica
(métrica de Schwarzschild).

= R x ¥ es una variedad, donde R representa la direccion temporal y X es
una 3-variedad homogénea e isotrdopica, la cual tiene asociada la métrica de
Robertson-Walker, muy usada en el contexto cosmologico.

M

R™ Logn! 1(UNV)
oUNV) —

—1

dox =

Figura 2.1: Dos conjuntos abiertos U y V de M, cuyos dominios contienen una
interseccion no vacia U NV # (), con p un punto que pertenece a esta interseccion.
Las cartas (U,¢) y (V,x) son C* relacionados, si los mapeos ¢(p) — x(p) v
X(p) — &(p) son funciones diferenciables de clase C*°. Tomado de [42].

En una variedad diferenciable® es posible definir objetos geométricos tales como
vectores y vectores duales, los cuales llevan a la definiciéon de r-formas y tensores.
Dichos objetos, que son proveidos por la estructura diferenciable, serdn introduci-
dos a lo largo de este capitulo.

3La idea detras de variedad diferenciable surge con el fin de usar el calculo desarrollado en R™.
Ademas, la diferenciabilidad de cada transformaciéon asegura que el resultado sea independiente
del sistema coordenado elegido.
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2.1.1. Vector

En una variedad diferenciable M, un vector se define como un objeto tangente a
una curva ¢ en M. Sin embargo, en un espacio general como lo es una variedad
diferenciable no es posible definir un vector como una flecha recta que une dos
puntos, esto porque la geometria intrinseca de la variedad requeriria la existencia
de vectores curvos, los cuales no estan bien definidos.

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional (a menudo escrita como
M™) un sistema coordenado ¢ : M — R™, una curva vy : R — M y una funcion
arbitraria (pero diferenciable) f : M — R. Si A es el parametro a lo largo de v,
el operador d/d\ sobre M puede expresarse como

d . d(fon)
o T T
4 [(Fod o (dom)],

D)

B dzt 3(fo<;5_1)
d\N Oxr
_dat 0
d\ Oxr”

Note el abuso de notacion: df/0x* es en realidad d(f o ¢~1)/0x", al igual que
en la primera linea , esto es debido a la arbitrariedad de la funcion (ver [4,5]).
Gracias a que f es una funcién arbitraria, d/d\ puede ser vista como vector
cuyas componentes y vectores base estan representadas por dz*/d\ y 0, = 0/0x"
respectivamente; la letra griega p esta definida como un indice que toma los valores
desde 0 hasta la dimension de la variedad menos uno, es decir p = 0,1,2,..,m — 1.
Los indices griegos son caracteres suscritos a una variedad espacio-tiempo donde
el valor 0 generalmente denota la coordenada tipo-tiempo (temporales) y los
demas, las coordenadas tipo-espacio (espaciales).

(2.1)

Todas las clases de equivalencia de curvas en un punto p € M, es decir,
todos los vectores tangentes en p, forman un espacio vectorial llamado espacio
tangente de M en p, denotado por T, M.

TyM = span{0,|, : p=0,1,--- ,m — 1}, (2.2)
por lo tanto un vector V' € T, M puede escribirse como:

V=Vr,, (2.3)
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donde ¢, := 0, es llamada base coordenada y V* las componentes correspondien-
tes a dicha base. Por otro lado, la base de T,,M no necesariamente debe ser {é,},
dado que puede tomarse una combinacion lineal de la misma, é; = A" é,, donde
A*, € GL(m,R), esta nueva base {é;} es conocida como base no-coordenada.

La base vectorial definida en T, M permite ver que ante un cambio arbitra-
. . / .

rio de coordenadas para un sistema x*, de x# — x*, se obtiene que los vectores
base por regla de la cadena satisfacen

ox#

- Ozt

De igual manera, dado que los vectores son entes geométricos que son independien-
tes del sistema coordenado, incluso si sus bases no lo son, podemos obtener una ley
de transformacion para las componentes del vector utilizando la transformaciéon de
los vectores base, exigiendo que el vector no se modifique ante un cambio general
de coordenadas

9, (2.4)

eul = a,LL'

VED, = VO,

’ (9:L‘“
(22
ox

lu /
= WVH 3,“ (25)

que implica
_ Oxt
- Ozt

Es importante definir ahora un mapeo diferenciable.

Definiciéon 2.1.2 Sea M una variedad diferenciable. Una funcion f : M — R
es diferenciable de clase C*, si f o ¢! es C™ para toda carta (U,¢) de un atlas
sobre M.

v V. (2.6)

Asi, una funcién sobre M es un mapeo suave (C*) de M a R en armonia con
las funciones de transicion 1;;, ver figura 2.2; denotamos el conjunto de funciones

suaves sobre M por F(M).
Si para cualesquiera dos conjuntos X y Y un mapeo f : X — Y satisface

» [ es una biyeccion ( uno a uno y sobre ),
= f es continuo,
» la funcién inversa f~! es continua,

entonces f es un homeomorfismo.
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Rm /
—1

Figura 2.2: Para un par (U, ¢) sobre M, una funcién de valor real diferenciable
f definida sobre M es representada por la funciéon f o ¢=! : R™ — R. Tomado
de [42].

Definicién 2.1.3 Sea g : M — N un homeomorfismo. Si xogo ¢t es invertible
y ambos y = Yogo¢ Hz), x = pogtoxy) son C* (ver figura 2.3), g
es llamado un difeomorfismo y M es difeomorfa a Ny viceversa, para M y N
variedades. Luego M y N tienen igual dimension.

0

Xogop~!

$og~lox ! /

Figura 2.3: Un difeomorfismo ¢ es un mapeo uno a uno de una variedad diferencia-
ble M a una variedad diferenciable A tal que g y g~! son diferenciables. Tomado
de [42].

N

-

Los difeomorfismos de una variedad en si misma pueden verse como un cambio
general de coordenadas z# — y“.
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De la misma forma, consideremos dos variedades M y AN de dimensién po-
siblemente diferente, con sistema coordenado x* y y®, respectivamente. El mapeo
entre variedades ¢ : M — N y una funciéon f : N'— R pueden componerse para
construir un mapeo (f o () : M — R el cual es una funciéon sobre M, ver figura
2.4. Esta construccion es denominada el Pullback de f por (, denotado como (* f
por

Cf=(fe0). (2.7)

Es posible hacer retroceder las funciones, pero no impulsarlas hacia adelante. Si

R™

Figura 2.4: El pullbak de una funcion f de M a N por el mapeo ¢ : M — N es
visto como la composicién de ¢ con f [4]. Tomado de [42].

tenemos una funcion f' : M — R, no hay forma de que podamos componer f
con ¢ para crear una funcion en N; la direccion en las flechas no encaja de forma
correcta. Sin embargo, un vector puede considerarse como un operador derivada
que asigna funciones suaves a nimeros reales V' : f — R. Esto nos permite definir
el Pushforward de un vector; si V'(p) es un vector en un punto p en M, definimos el
vector pushforward ¢,V en el punto ((p) en N/ dando su accion sobre las funciones

en N:
(V) 1= VI f]. (2.8)

2.1.2. Vector dual (1-Formas)

Dado que 7, M es un espacio vectorial, existe un espacio asociado de igual dimen-
sion conocido como el espacio vectorial dual, cuyos elementos son las funcionales
lineales de T, M a R. Este espacio es llamado usualmente el espacio co-tangente
en p, denotado por T3 M. Asi, un elemento w : )M — R de T;M es llamado
un vector dual o covector y dentro del contexto de formas diferenciales una 1-forma.
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La notaciéon empleada para la base dual es #* y mas frecuentemente dentro
del contexto de formas como dx*, de modo que la relacion de dualidad expresada
en cada punto p es dada por dz#(0,) := §* (esta definicion, nace con el fin de
preservar criterios de ortogonalidad). Por lo tanto, se define el espacio cotangente
en un punto p € M como

TyM = span{dxz"|, : p=0,1,....,m — 1}. (2.9)
Como consecuencia, un vector dual (V*) ¢ 1-forma w es escrita como
w = wyda”, (2.10)

donde w,, representa las componentes de w asociadas a la base dz#. Dado que w
se encuentra definida sin hacer referencia a un sistema coordenado, para un punto
p € U;NU; de M, las propiedades de trasformacién de los vectores base y sus
componentes se deducen del procedimiento habitual, dado por

w = w,dz" = w,dy”, (2.11)

donde dy” = (9y” /0xt)dxt y w,, = (02" /0y”)w,. La accién de un vector dual sobre
un vector del espacio tangente en el mismo punto toma la forma

w(V)=w,dz"(V"0,) = w,V"da"(0,) = w, V"0 =w, V" € R, (2.12)

donde V*, w, son las componentes del vector y vector dual respectivamente. En
algunas ocasiones, los elementos que pertenecen al espacio 7T}, (respecto a vectores)
son referidos como vectores contravariantes, y los elementos de T (vectores duales
0 covectores) como vectores covariantes.

2.1.3. Tensores

Es posible agrupar vectores y vectores duales dentro de una clase més general de
objetos geométricos denominada tensor.

Definicion 2.1.4 Un tensor de tipo (q,7) es un objeto multilineal el cual mapea
q elementos de Ty M y r elementos de T, M a nimeros reales

T:TIMx - X TAM X TyM x - x T,M — R, (2.13)

q veces T veces

La propiedad de multilinealidad significa que un tensor acttia linealmente en cada
uno de sus argumentos

T(w+V)=T(w)+T((V), (2.14)
T(aw 4 bV) = T (w) + bT(V), (2.15)
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para a, b escalares y V', w, vector y vector dual respectivamente. Considérese el
siguiente ejemplo: sea T € T;'(M), de esta manera obtenemos

T:V*xV >R, (2.16)

al evaluar T' con w € Q (M) y V € X(M) () (M) hace referencia al espacio de
r-formas y X'(M) hace referencia al espacio de vectores), se encuentra que:

T(w,V) = T(w,f0",V"¢,),
— w,T(A*,V"¢,), primera entrada lineal

= w#V”T(é“, é,), segunda entrada lineal.
(2.17)

Definiendo a T*, := T'(6*, é,) como las componentes asociadas a la base, se obtiene

T(w,V)=w,V"TH, (2.18)

recordando que V¥ = 6*(V) y w, = €,(w), obtenemos que:

T(w,V) = éu(w)d"(V)T*,, (2.19)
=T ¢, ® 60" (w,V); (2.20)

en la ecuacion (2.19), se introduce el producto tensorial teniendo presente respetar
el orden de aplicacion. Por lo tanto

T=T*'eé, 0" (2.21)

De forma general, para un tensor de tipo (g, ) se encuentra la forma (2.22). Asi,
desde este punto de vista, una funcion escalar es un tensor de tipo (0,0), un vector
es un tensor de tipo (1,0) y un vector dual es un tensor de tipo (0,1).

El espacio de todos lo tensores de tipo (g,r) constituyen un espacio vecto-
rial llamado espacio tensorial, donde T2 (M) denota el conjunto de tensores de
tipo (¢,7) en un punto p € M. Un elemento de 7,9 (M) en términos de su base
es escrito como

T = T#l"'#q éul R ® éuq ® él’l e ® éw) (222)

Vi Up
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donde 7", =T <é“1, e Cupy ,él,r> y ® denota el producto tensorial

usual®, la cual satisface las siguientes propiedades:

T (TeTs) =Ty 0T ®Ts, (2.24)

(M+ )T =TI @T;+ 1T, ®T;, (2.25)
NR(Th+T3) =TT+ T) ®Ts, (2.26)
(@) @Ty, =T ® (aTz) = (T} @ Ts), (2.27)

para 1y, Ty y T3, tensores de tipo arbitrario. Bajo un cambio general de coordenadas
las componentes de los tensores satisfacen la siguiente ley de transformacion

Hxt zta Jz¥t ox’r

1y

T (zzxiy; = O ) O1Ha axui o orvr ™ lh{qmw' (228)
Esta ley de transformacion de hecho constituye la forma clasica en la que se defi-
ne un tensor, es decir, como un objeto que satisface dicha ley de transformacion.
Sin embargo, sobre una variedad también se pueden definir objetos que no cum-
plen con la ley de transformacion tensorial y que juegan un papel relevante en la
descripcion geométrica de la misma. En dicho caso es posible agregar unas creden-
ciales extra (ver (2.31)) con el fin de dotar de caracter tensorial al objeto. De esta
manera, obtenemos a las densidades tensoriales, el cual no son los tnicos objetos
que requieren cosas adicionales para definir tensores, son solo un ejemplo los cuales
transforman como

/ ’
e
T q/ g

2R ZA

ozt \| " oxmt Qxta oz 9avr [+ 1

det (893# ) ‘ R 8xV4T D1 (2.29)
donde w es denominado peso. Estos objetos, contienen una etiqueta extra (en
algunos casos el autor asume que se entiende al objeto como una densidad tensorial)
~ encima o debajo dependiendo si su peso es w = +1 o w = —1, respectivamente.
Note que el determinante de la transformacion esta encerrado dentro de un valor
absoluto, esto tiene que ver con el hecho de que ante un cambio de coordenadas se
puede o no preservar la orientacion. Es importante resaltar, que el determinante
del tensor métrico (un tensor del cual hablaremos con mas detalle en la seccion
(2.2)) esté relacionado con el determinante de la trasformacion como sigue

Ozt
det

1Sea Ty € T/ (M) y Ty € T3 (M), el producto tensorial (Ty @ Tp) € 7;’:;7/, esta definido por:

-2

91, (2.30)

9| =

(Ty @ To)(w", ™™ VA, o, Vi) =
Ti(w', " Vi, V) To(w™ Y ™ Vi, o Ve, (2.23)
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para g = det(g,,), el cual evidencia que g es de peso w = +2. Por ende (2.29)
toma la forma

/ ’
| /|—w/2 AR Oxt Oxta Qx*t ox'r
g e .

. —w/2 g
vitve T g Owta O™ oxvr 9 s (2:31)

vy Up)
la cual muestra que multiplicando una densidad tensorial por una potencia ade-
cuada del determinante del tensor métrico se puede obtener un tensor bien definido.

Por otro lado, es importante ahora definir un campo tensorial, para ello es
necesario definir un fibrado tangente.

Definicion 2.1.5 Sea M una m-variedad diferenciable y T M el conjunto

™= |JT,M, (2.32)
peEM

entonces T'’M recibe el nombre de haz fibrado tangente de M. De igual manera, el
conjunto T* M definido como

M= JTM, (2.33)

pEM

recibe el nombre de haz fibrado co-tangente de M. T*M y TM son variedades
diferenciables de dimension 2m °.

Una de las ideas detras de un haz fibrado es dejar de estar anclados a un punto
fijo y movernos por la variedad. Este espacio estd dotado de la estructura de
fibrado con la proyeccion 7 : T'"’M — M, que asocia a cada vector el punto sobre
el cual esta sujeto siendo la base M y T,M = 7 !(p) la fibra en cada punto.

Con base en lo anterior, tomemos una m-variedad diferenciable M y T M
su fibrado tangente. Un campo vectorial X sobre M es un objeto que asigna
suavemente un vector a cada punto de M (una seccién desde el punto de vista
del haz tangente). El conjunto de campos vectoriales sobre M es denotado como
X(M)5. Si consideramos una carta (U, ¢) sobre M, el campo vectorial X sobre
la carta es escrito de la forma

X(p) = 2,0y, (2.34)

5La dimensién es 2m, debido a que se considera dimensiones tanto de las posiciones en la
variedad, asi como de las direcciones tangentes. Cabe resaltar que, cuando M es el espacio de
configuracion de algin sistema mecéanico, el lagrangiano asociado es una funcion diferenciable
L:TM — R [42,43]

SEl mapeo X : M — T'M, es diferenciable
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donde todo el objeto X(p) es un elemento del espacio tangente en p, no solo
sus componentes, que en realidad son funciones. De manera analoga, un campo
tensorial de tipo (g,r) es definido como una asignacion suave de un elemento de
T,2,(M) en cada punto p sobre M. El haz tensorial esté definido como:

TIM) = | @T;(M) & T,(M), (2.35)

peEM

con ello, un campo tensorial es una secciéon de este haz. De esta manera, un campo
tensorial de tipo 7,°(M) es el campo vectorial dual, denotado dentro del contexto
de las formas diferenciables como Q'(M). Ademas T (M) = F(M) es también
denotado como Q°(M).

Sean M y N variedades de igual dimension. Un difeomorfismo ¢ : M — N
induce un mapeo (ver figura 2.4)

¢ Ty ) = T, (M), (2.36)

denominado pullback. Si tomamos T' € TIN),V; € T,M (1 <i<r)y
w; € TyM (1 <i<q), el pullback de T en p por ¢* es definido como

(€T), Vip, -+ Vipswip, -, wgp) =
TC(?) (C*p‘/lp7 Ty C*pv;’p; (C_l)* Wip, -, (C_l)* OJqp) s (237)

a través de este mapeo inducido se pueden definir tensores sobre M a partir de
tensores definidos sobre N. En particular, los vectores en N son enviados a M
via el inverso del pushforward [(7'],, el cual esta bien definido porque ¢ es un
difeomorfismo.

2.2. Tensor métrico

El calculo sobre una variedad es asegurado por la existencia de diferenciabilidad
del sistema coordenado. Ademés, una variedad puede contener més estructuras si
esta se encuentra dotada de un tensor métrico, el cual es una generalizacion del
producto interno entre dos vectores de R™ a una variedad arbitraria. Dentro de la
geometria elemental, el producto interno se encuentra definido entre dos vectores
UV por U -V = X", U;V;, donde U; y V; son las componentes de los vectores
definidos en R™.
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Sobre una variedad el producto interno se encuentra definido entre un ele-
mento del espacio co-tangente Ty M y del tangente T, M.

(, )  TEMXTM— R, (2.38)
tomando un vector V' € T) M y un vector dual w € Ty M
(w, V) = w, V" (dz",0,) = w,V", (2.39)

siendo este definido entre vectores y vectores duales, no entre dos vectores o dos
vectores duales. Esta definicion esta relacionada con el tensor métrico como sigue.

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional. Cada punto p de M es
etiquetado con las coordenadas locales z® en una carta U sobre la variedad.
Una métrica g sobre M es un campo tensorial g : T,M ® T,M — R de tipo
(0,2), bilineal, simétrico g,(U,V) = g,(V,U), no degenerado, el cual puede ser
expandido en términos de dx* ® dz¥ sobre una carta (U, ¢) en M como

& = G (p)da" @ dz”. (2.40)

Si g, (p) es no degenerada entonces existe su inversa y esta se encuentra denotada
por ¢g", acorde a la tradicion g, (p)g"”(p) = d7. Su determinante es denotado por
g = det(gu(p)). Si existe una métrica g el producto interno entre dos vectores U,
V € T, M esta dado por

g(U,V)=U,V*, (2.41)

lo anteriormente expuesto conlleva a encontrarnos con la definicion de métrica
como distancia cuadratica infinitesimal. Evaluando a g, en un desplazamiento in-
finitesimal dx*0/0x* € T, M, tenemos

ds* = g (dx"0 /02", dx"0/0x"),
=g (0/0x",0/0x") datda”,
= Gudz"dz”, (2.42)

donde g¢,, = g(9/0z*,0/02") (pensado en las componentes del tensor métrico
como funciones diferenciables en cada punto, p es usualmente omitido), resultado
de evaluar (2.40) con las bases ¢, € T, M.

Ya que g, es simétrica, sus autovalores son reales. Los signos de los auto-
valores correspondientes a g, ordenados dentro de un objeto (n,p) se denomina
signatura métrica, donde n representa la cantidad de signos negativos y p los
signos positivos. Si los autovalores de g,, son todos estrictamente positivos, se
denomina métrica riemanniana. Un ejemplo de ello es la métrica euclidiana 9,,,
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su signatura métrica es (0,m), la cual es definida positiva para m la cantidad
de valores positivos. Por otro lado, es métrica pseudo-riemanniana, si alguno
de ellos es negativo, como ejemplo la métrica de Minkowski 7,, con signatura
métrica (1,m — 1); en el caso de que la métrica contenga autovalores cero ésta
es degenerada y su inversa no existe. A menudo se suele definir la signatura
métrica como una coleccion de signos de la forma: (+,+,...,+) para métricas
riemannianas, y (—, —,.., —,+,+, ..., +) para métricas pseudo-riemannianas. Por
lo tanto, la signatura métrica es el identificador de los signos en los elementos
sobre la forma diagonal de la métrica.

Ahora, el par (M,g) da un caracter especial para definir una variedad. Si
la variedad M admite una métrica riemanniana g, el par (M,g) es llamada
variedad riemanniana. Si g es pseduo-riemanniana, el par (M,g) es llamado
variedad pseudo-riemanniana.

La relatividad general hace uso de las métricas pseudo-riemmanianas debi-
do al principio de equivalencia de Einstein, y por ende, este trabajo estaré basado
sobre este tipo de métricas. Por ejemplo, si el par (M,g) es lorentziano (g es
definido con firma métrica (—, +, ...4)), luego los elementos de 7, M son divididos
en tres clases

(i) g(V,V) > 0 — V es tipo-espacio,
(ii) g(V,V) =0 — V es tipo-luz (o nulo),
(iii) g(V,V) < 0 — V es tipo-tiempo.
Esto muestra el caracter de la relatividad especial para regiones locales. Por tltimo,

es importante resaltar que la forma del mapeo de la métrica g : T, M x T, M — R,
permite definir un mapeo lineal de la forma

gU, ): T,M—=R por V—=g(UV). (2.43)

Por lo tanto, g(U, ) es identificado como una 1-forma wy € T; M (recordar que U,
V € T, M). De forma similar, w induce un mapeo V,, € T,M por (w,U) = g(V,,,U);
de esta manera, la métrica permite establecer un isomorfismo entre 7, M y T, M,
el cual es ahora expresado como

Vit =g"w,, w,=gu.V". (2.44)
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2.3. Formas diferenciales

Existe una clase de tensor especial, conocido como forma diferencial (o r-formas).
Una r-forma es simplemente un tensor de tipo (0,7) que es completamente
antisimétrico. Asi, se define una funcién escalar como una 0-forma y un vector
dual como una 1-forma.

Dentro del espacio tensorial, un tensor de tipo (g,7) puede descomponerse
en sus partes simétrica y antisimétrica. Tomando a T € T3, (M), su parte
simétrica y antisimétrica estan definidas como

1

Parte simétrica T{,,) = o (T +To,), (2.45)
!
Parte antisimétrica T}, = o0 (T — To) (2.46)

siendo Ty, = T(uw) + Ty (ver [44] para maés detalles). Note que las partes
simétrica y antisimétrica vienen de permutar los indices en una posicion definida.

El espacio vectorial de r-formas en p € M se denota por 7 (M). Un ele-
mento w € (M) es expandido como

1
W= =Wy, A2 N A d (2.47)
rl

donde A representa el producto tensorial totalmente antisimétrico conocido como
producto exterior, definido de la forma:

dxt ANdz"? N - Ndatr = Z sgn(P)dz"*® & dz"P® @ - -+ @ datPr) | (2.48)

PeS,

para P” un elemento de S,, el grupo simétrico de orden r, siendo sgn(P) = +1
para permutaciones pares y —1, para permutaciones impares. Por ejemplo:

da" N dx” = d2" @ do¥’ — dat @ dx”. (2.50)

Ademés, cabe resaltar que el producto exterior satisface:

w dxft Adxt2 A - Adztr = 0, si algin indice p se repite.

"La operacién de simetria sobre un tensor w € T2,(M), esta definido por:
Pw(Vl,...,VT) = w(Vp(l),...,Vp(T)), (249)

donde V; € T,M [5,45].
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w dz" A dxt? A+ AdxPr, es lineal en cada dzt.

El término dz** A - - - A dz* dentro del espacio vectorial de r-formas en p € M, es
un elemento de la base para el espacio de formas, cuya dimension esta determinada

(T) - (m_L;W (2.51)

esto muestra la cantidad de elementos independientes formados por la base dz*' A
-+ Adzt", donde m es la dimension de M. Por otro lado, dadas una ¢-forma A y una
r-forma B, podemos formar una (g-+r)-forma mediante el producto exterior [5,42].

por la combinatoria

A/\B:LA

o ptopig Bupe dz?t N Ndxt e Ndxt N - N dat (2.52)

El que una r-forma w sea diferenciable implica que sus componentes sean funciones
diferenciables y viceversa. Adicionalmente, las formas diferenciables nos permiten
diferenciar e integrar sobre una variedad sin la necesidad de introducir estructuras
geométricas adicionales.

2.3.1. Derivada exterior

La derivada exterior denotada como d, nos permite derivar campos de r-formas
para obtener un (r + 1)-formas.

Definicion 2.3.1 La derivada exterior d es un mapeo d : (M) — QFH(M)
cuya accion sobre una r-forma w esta definida por:

1
dw ::—< 0 )dx”/\dx“l/\--J\dIM. (2.53)

1\ Gy e

En el caso tridimensional la accion de la derivada exterior sobre una r-forma esta
relacionada con el gradiente, el rotacional y la divergencia del célculo vectorial
usual [5]. Ademas, cabe resaltar que el operador d es nilpotente, d* = 0, lo cual se
debe a que las derivadas parciales usuales actuando sobre funciones diferenciables
conmutan. Tomando

1

W= ﬁwm.‘.mdaz‘“ A Ndatn, (2.54)
la accion de d? sobre w, es:
1 0%w,,...
d(dw) = — Z 1t gu ) A dg? A dat A - A dat (2.55)

rl Ox*Oxv
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esta expresion se anula dado que 8%w,,...,,. /0 0z es simétrico en \ y v, mientras
que daz* A dzV es antisimétrico en \ y v.

Sea A una r-forma. Se dice que A es cerrada si dA = 0 y es exacta si
A = dB para alguna (r — 1)-forma B. Toda forma exacta es cerrada, pero no toda
forma cerrada es exacta. Las relaciones entre formas exactas y cerradas de una
variedad permiten definir lo que se conoce como grupos de cohomologia [5].

La derivada exterior contiene una modificacion a la regla de Leibniz. Si to-
mamos una r-forma w y una g-forma 7, la derivada del producto exterior de estas
dos formas esta dada por

dwAn) =dwAn+(—=1)"wAdn. (2.56)
La importancia de la derivada exterior radica en que sigue la ley de transformacion

de un tensor, lo que muestra que d es un operador tensorial bien definido.

Existe una funcién uno-a-uno que lleva p-formas a (m — p)-formas. Si la
m-variedad diferencial es dotada con una métrica g, este isomorfismo es llamado
el operador dual de Hodge o estrella (x) de Hodge

*: QP(M) = Q™P(M), (2.57)
cuya accion sobre la base de (M) esta definida como
1 v, Um
*(dI/“ A A dl’“p) = mdﬂ Mpyp+1,,,ymd$ LA - A d s (258)
donde """ ps1-vm SON las componentes de un tensor que estd relacionado con el

tensor métrico a través de la relacién

Cutopr =V |g|7~7/1/1"'l1/r’ (2.59)

para 1, ..., el simbolo de Levi-Civita

0 si existe algun indice repetido,
+1 si (g pyn) €s una permutacion
Doy oo = N HT = par de (01---m —1),
—1 si (g1 i) es una permutacion
impar de (01---m —1).
El producto de simbolos de Levi-Civita da como resultado un producto antisime-
trizado de deltas de Kronecker como
TNy epmy = P — PG g ] (2.60)

Pm—r
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donde m es la dimension de la variedad.

Considérese el siguiente ejemplo, tomemos las ecuaciones de Maxwell para
la electrodindmica (por simplicidad las constantes de permitividad eléctrica,
permeabilidad magnética y velocidad de la luz, se ajustaran a la unidad, es decir,
e=p=c=1)

V-B=0, (2.61)
0B - -
—t—i—VxE:O, (2.62)
V-E=p, (2.63)
OF S
- - B=—-J 2.64
En componentes, estas ecuaciones son escritas como:
0B =0, (2.65)
OB+ €70, F), = 0, (2.66)
OE = J° (2.67)
WE" — % 0; By, = —J', (2.68)
donde J* = (p,J), representa el 4-vector corriente. Si definimos a F% := Ei y

FiJ .= €J% B, en representacion del campo eléctrico y magnético, nos encontramos
con el tensor de campo del electromagnetismo F*¥ | escrito de forma explicita como
sigue

0 E, E, L,
-FE, 0 B, -B,
-E, -B, 0 B,

~E, B, -B, 0

o= (2.69)

De esta manera, la ecuacion (2.67) toma la forma 9;F% = J° y la ecuacién (2.68)
es ahora 0;F" — 9yF" = J'. Dado que el tensor F* es antisimétrico, es posible
unir estas dos ecuaciones en una sola expresiéon, como sigue

o " =J". (2.70)
Mientras que las dos restantes pueden ser escritas como
O Fony = 0, (2.71)
la cual une las expresiones
k9, Fy, = 0, (2.72)

81F0j + (9]F10 + (90Fﬂ =0. (273)
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Asi, las cuatros ecuaciones de Maxwell son reemplazadas por dos, mostrando la
simplicidad que involucra la notaciéon tensorial.

El campo eléctrico E y magnético B, pueden ser expresados en términos

—,

del 4-vector potencial A* = (¢, A) como sigue

B=VxA  E=---—-Vo¢, (2.74)

mostrando que las ecuaciones de Maxwell tienen invarianza manifiesta bajo la
transformaciéon de norma

A, — A+ 0., (2.75)

para A una funcién escalar. Como consecuencia de reescribir al campo eléctrico
y magnético en términos del 4-vector potencial A*, se encuentra que el tensor de
campo electromagnético F** puede reescribirse como:

P = grAY — 9" A*, (2.76)

involucrando la métrica de Minkowski (7,, ), con signatura (—, 4,4, +). Ademas,
bajo el contexto de formas diferenciales, para A = 7, A*dz" y J = n, Jtdx",
el potencial 1-forma y la corriente 1-forma respectivamente. El tensor de campo
electromagnético F'*” puede ser representado como una 2-forma de la siguiente
manera:

F = dA, (2.77)

debido a sus propiedades de antisimetria y su relacién con el el 4-vector potencial,
encontrando de forma natural la expresion (2.76)

F=dA
= 0, A, dz" N\ dx”

1
=5 (0, A, —0,A,) dax" A da”
1
= aijdx“ Adzx”. (2.78)

Dentro de este contexto, las ecuaciones de Maxwell surgen de la siguiente manera,
por un lado, la aplicacion de la derivada exterior a la ecuacion (2.77)

dF =0=0,,F,y, (2.79)
representa a (2.61) y (2.62), mientras que

dxF = *J, (2.80)
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representa a las ecuaciones (2.63) y (2.64). Ademaés, cabe resaltar que la aplicacion
de la derivada exterior a (2.80)

8 —
dd«F)=dxJ=0 - GMJ“:a—/;—I—V-J:O, (2.81)
nos muestra la ecuaciéon de continuidad. Por lo tanto, el enfoque de formas dife-

renciales ha reducido las ecuaciones de Maxwell a las dos formulas simples [5, 46]

dF =0, dx F =xJ. (2.82)

2.3.2. Integraciéon de formas

La integracion sobre variedades esté restringida a variedades orientables. Si para
una variedad M de dimensiéon m existe una m-forma € que no se anule para
cualquier punto p € M, se dice que la variedad es orientable (€ es conocida como
la forma de volumen).

Definicion 2.3.2 Una variedad diferenciable M es orientable, si para cualquier
par de cartas (U;, ¢;), (U;, ¢;) con coordenadas locales x* y y* respectivamente,
las cuales cubren a M (U;NU; # 0), el jacobiano de la transformacion ¢; o ¢;*
tiene determinante positivo (det (0x*/dy*) > 0).

Si M no es orientable, en cada interseccion de cartas el determinante de la
transformacion de coordenadas no es positivo para todas las intersecciones. Un
ejemplo de ello es la banda de Mébius (ver figura 2.5).

Sea € un elemento de '(M). Para una carta coordenada (U,¢;z"), la
forma de volumen € sobre M es escrita como
1 M1 Hm
€= ﬂ?gm...umdx A - ANdatm, (2.83)

Ahora, sean M una variedad m-dimensional orientada y (U, ¢; z*) una carta orien-
tada positiva en M. Si una m-forma « tiene soporte compacto contenido en U [47]
y a = fe sobre U, se define la integral sobre M como

/ a = flt g™y dat A A da™, (2.84)
M $(U)

donde f(z',---,2™) es un reemplazo de f o ¢~!. Para a arbitrario y un atlas
{(U;, ¢;)} asumido finito localmente, la integral sobre M es definida con ayuda de
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(a)
x2
. k W
» x!
y2
Al A B’
= y!

Figura 2.5: La parte (a), muestra la tira de M&bius obtenida de girar 7 veces
la parte B de la segunda tira antes de pegar A con A’ y B con B’. El cambio de
coordenadas en B es y' = x!, y? = —x? y el jacobiano es —1. La parte (b), muestra
los marcos base en la banda de M&bius. Tomado de [5]

la particion de la unidad [5,47]|. Tal que, para {¢;} una familia de particiones de
la unidad, subordinada al recubrimiento {U;}, se tiene entonces que

/M o= Z /U €;0n. (2.85)

Este operador es una funcion lineal [ (M) — R, independiente del sistema
coordenado elegido.

Si una variedad tiene bordes [21,47| surge el teorema de Stokes. Sea M una
variedad de dimension m con borde (o frontera) OM. Si w es una (m — 1)-forma
sobre M incluyendo su borde, se tiene

/M dw = /aM w. (2.86)

Diferentes casos especiales de este teorema en tres dimensiones incluyen no solo al
teorema fundamental de célculo, sino también a los teoremas de Green, Gauss y
Stokes convencionales.
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2.4. Derivada de Lie

Si consideramos un campo vectorial X € X' (M), sus curvas integrales definen un
grupo uni-paramétrico de difeomorfismos dado por

d
L 06 = X1(a 0 ), 2.87)

donde (z* o ¢;) son las coordenadas del punto ¢;(p), siendo ¢;(p)|i=0 = p una
condicion inicial. El punto ¢;(p) esta a una distancia & del punto p sobre la curva
integral de X que pasa por p.

Se define la derivada de Lie del campo tensorial 7' € T9(M) en p a lo
largo de X como

1), -1,
e—0 g

(2.88)

(¢2T), (ver 2.37) y T, son tensores en p, por lo que su resta esta bien definida.

De esta manera, la derivada de Lie contiene la informacién de cémo cam-
bian los tensores a lo largo de las curvas integrales de un campo vectorial X.
Tomando coordenadas locales z* sobre una carta U de M, la derivada de Lie a lo
largo de X de un elemento 7' € T,9(M) es escrita como

(EXT)MLUQ“VU‘Q*luq — XPaPTHI#Z”'qulﬂq

vy Vp—1Vp ViV Vp_1Vpr

_ (8pXM1 ) TPH2 Ha—1Hq

ViV Vr—1Vr

_ (apXuz) TH1P Hg—1Hq

ViV Vr—1Vp
_ Haq) THLE2 Hg—1p

.. — (0,XH)T T e
+ (aleP) THLH2 Rg—1Hq

py2-Vp_1Vr

+ <8V2XP) THLH2 Pg—1Hq

V1P Vp—1Vr

F o4 (D, XP) TrH2 1 (2.89)

Vv Vp—1p"
Esta derivada tiene algunas propiedades interesantes. Tomando X,Y € X(M), T
€ T9(M) y f una funcién arbitraria, se tiene que

= ‘CXf = X[f]a
*Demostracion: bajo la definicion en la expresion (2.88), la derivada de Lie
de una funcion f € F(M) a lo largo de un flujo 0. (con coordenadas x* +
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eX#(x)) generado por un campo vectorial X es [5]:

Lxf = lim_[f(o.(x) ~ f(2)

— lim [+ eXM()) — f(2),

e—0¢g
0
= é@émw + aX“@)axiu +O(?) - f(x)],
_ xn OF
=X oxt’
— X[f]. (2.90)

» LxY =[X,Y],
*Demostracion: sea (U, ¢) una carta con coordenadas z, y X = X*"0/0x",
Y = Y*0/0z" campos vectoriales definidos en U a lo largo del flujo o.(z)
con coordenadas x* + e X*(z). La derivada de Lie de Y a lo largo de X es:

1
LxY = lim=[(0-).Y |o.@) — Yal, (2.91)

e—=0¢g

por un lado

Y

oe(x) = Yu(xl/ + EXV(x>)€u|x+aXa
= [Y*(z) +eX"(2)0,Y"(z) + O(*)]eu] wrex- (2.92)

Mapeando este vector a x mediante (o_. )., se obtiene:

[YH(z) +eX*(2)0,Y" () + O(e*)]0,[z" — e X (2)]ey s,
= [YH*(z) + eX*(2)0,Y"(x) + 0(62)][5Z — 0, X" (x)]ey]ws
= YR (@)eyls + eXP@)0,YV(2) — V() O,XY ()]es s + OE).
(2.93)

Reemplazando (2.93) dentro de (2.91), se encuentra que:

LY = lim [VA()e, e + IXH()0Y () — V4 (@), X" (2)]eule

+0(e?) — Y“euM ,
= (X"(2)0,Y"(x) — YH(2)0,X"(x))e, |- (2.94)

Cabe resaltar que el corchete de Lie, es definido como:

(X, Y]f = XY A = YIX[A) (2.95)
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donde f € F(M).Note, que el corchete de Lie [X, Y], es un campo vectorial
de la forma

[X,Y] = ((X"9,Y" — Y*9,X")e,, (2.96)

de esta manera, (2.94) es escrito como:

LyY = [X,Y]. (2.97)

[Lx,d] =0

LixY = f[X, Y] =Y[f]X
LxfY = X, Y]+ X[f]Y
Lx,Ly|T = LixyT,

donde X|[f] es la abreviacion de X*0f /0x* y [X,Y] es conocido como el corchete
de Lie, el cual satisface la identidad de Jacobi

[X,Y], 2]+ (|2, X],Y]+]Y, Z],X] = 0. (2.98)

2.5. Curvatura y torsion

Una derivada puede interpretarse intuitivamente como una forma de cuantificar
la rapidez con la que cambia algo. Para el caso de tensores, existe una pregunta
y es, “jcambiar con respecto a qué?”’. Una funcién cualquiera define un ntmero
en cada punto dentro del espacio-tiempo, y resulta trivial comparar dos ntimeros
diferentes. Pero un tensor es un mapa de vectores y vectores duales a ntimeros
reales, y no queda muy claro como comparar dichos mapas en diferentes puntos

en el espacio-tiempo.

En una variedad cada punto definido en ella contiene asociado un espacio
tangente, y por ende, dos puntos p y ¢ contienen espacios tangentes diferentes.
Dado que objetos definidos en diferentes puntos no pueden ser comparados
(restar) de forma tradicional, no hay una manera natural de hacerlo a priori. Por
lo tanto, la aplicaciéon de operadores de derivacion tiene cambios en su estructura.

El traslado de un espacio plano a uno curvo, requiere de generalizar el con-
cepto del operador derivada. Por un lado, tenemos la derivada exterior, un
operador que esta restringido a r-formas, por otro lado, la derivada de Lie, la cual
depende de un campo vectorial; estos operadores son tensores bien definidos. Sin
embargo, la derivada parcial como un operador, no es un objeto bien definido,
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puesto que su aplicacién a tensores no devuelve de forma general un tensor
correcto. Dado que es necesario preservar los objetos definidos sobre M, es
necesario involucrar un operador derivada que haga las veces de derivada parcial
el cual convierta tensores en tensores bien definidos. Para ello se introduce un
nuevo objeto llamado conexion afin, un nombre que hace alusion al transporte de
vectores de un espacio tangente a otro.

2.5.1. Conexién afin
Una conexién afin V es un mapeo V : X (M) x X(M) — X (M) , el cual satisface
las siguientes condiciones:
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(i) Vix4v)Z =VxZ +VyZ,
(iii) Vix)Y = fVxY,
(iv) Vx (fY) = X[f]IY + fVxY,

donde f € F(M) y X,Y,Z € X(M).Tomando una carta (U, ¢; z"), la accion de
V sobre cualquier par de vectores arbitrarios V = V#e,, W = W¥¢, € X(M) es
escrita como

ow”

oz

VW = VAV, (W"e,) = V* ( + WAF”M) éy, (2.99)

donde se ha definido a Vg, é, := F’\Wé,\. Los coeficientes I' se denominan compo-
nentes de conexion y especifican como cambia la base vectorial de un punto a otro.
Por definicion, V mapea dos vectores V' y W a un nuevo vector dado por (2.99),

cuya v-ésima componente es V#V, W donde

v

)
VWV = o + TV WA (2.100)

Esta expresion no es la derivada covariante de W, dado que V,W" es la v-ésima
componente de un vector V,W =V, ,W"e¢,.

2.5.2. Derivada covariante

La derivada covariante es una generalizacion propia de la derivada direccional de
una funcion a tensores. Ya que Vy tiene el aspecto de una derivada, es natural
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definir a partir de ella la derivada covariante de una funcion f € F(M), por la
derivada direccional ordinaria [5]

Vyf = X[f]. (2.101)

Imponiendo que la conexién satisfaga la regla de Leibniz, para cualquier tipo de
tensores, se obtiene que:

VX (T1 ® TQ) - (VXTl) ® T2 —I— T1 ® (VXTQ) 5 (2102)

donde T} y T5, son campos de tensores de tipo arbitrario. Con este requerimiento,
la aplicacion de la derivada covariante sobre una 1-forma w, es de la forma:

(Vxw), = X¢eq[w,] — XTI, w,, (2.103)
esto surge de hacer uso de (w,Y) € F(M) para Y € X (M), que implica
X[(w, V)] = Vx[(w,Y)] = (Vxw,Y) + {(w,VxY). (2.104)
Dentro de la expresion (2.103), en particular para X = e, se tiene que
(Vow), = es[w,] —T7, w,, (2.105)

de esta manera, si w = da¥, se obtiene V,dz" = —F”deA. Asi, generalizando
este resultado sobre tensores de tipo (¢, 7), se encuentra

1
oy,

e f B1 P Apgef .. Ka  rppaeprg—1A
VPT ;Z/l"‘Vr - oxr +T p)\T I/(11~--1/T + +TI p)\T q U1y
A M1t A K1 Hg
= T, — = D T (2.106)

notese, que asociado a cada término de los coeficientes de conexion, hay un signo
mas (+) por cada indice superior y un signo menos (—) por cada indice inferior. Por
lo tanto, una conexiéon V sobre M es una regla para calcular la derivada direccional
del campo tensorial sobre M. La derivada covariante mapea tensores de tipo (g, r)
a tensores de tipo (q,r + 1), los cuales siguen la ley de transformacion tensorial.
No obstante, los coeficientes de la conexién no transforman como un tensor

: oxr 9z 02V _, ozt o 9*x”

™",.w=———— — 2.107
N T g 9N Qv PN Qar OxN dxrdx ( )

y por ende se denotan como simbolos, aunque la diferencia (resta) entre dos
coeficientes de conexién es un tensor que transforma correctamente. Sobre una
variedad existe una gran cantidad de conexiones y cada una de ellas implica una
nocion distinta de diferenciacién covariante.
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Sea una variedad diferenciable dotada con una métrica (M,g). Postulamos
que la métrica sea covariantemente constante, es decir, para cualesquiera dos
vectores covariantemente constantes X y Y transportados paralelamente a lo
largo de una curva, el producto interno entre los mismos permanece constante
bajo transporte paralelo (la idea detras de transporte paralelo se analizara a
méas detalle en la seccion 2.5.3). Consideremos un vector V tangente a una
curva arbitraria sobre M, para el cual los vectores X, Y, son transportados
paralelamente. Luego se obtiene

Vvig(X,Y)] = V(Vag)(X,Y) +g(VX,Y) +g(X,V,Y)]. (2.108)

La condicion de compatibilidad métrica es reflejada bajo la condicion de transporte
paralelo como Vg := 0, esto significa que (Vyg)(X,Y) =0, para todo V, X, Y €
X (M). Por lo tanto

0=V(Vag)(X,Y) +g(VX,Y) +g(X,V,Y)]. (2.109)
Notar que V,X = V,Y =0, y por ende
0=V*(Vag)(X,Y)] = VX*Y"(V08) - (2.110)
Ya que es verdadero para cualquier curva y vector, se obtiene
(Va8 = 0. 2.111)

bajo esta condicion, la conexiéon V se denomina métrica compatible o simplemente
conexion métrica®. Este tipo de conexion” es escrita como

~ 1
AT A A A
FW_FW+§(TW+TW+TW), (2.112)
donde f’\w = 29 (0u9vp + 0ugup — 0pg,w) es conocido como el simbolo de Chris-

toffel y T' )\;w = 211)‘[“”} como el tensor de torsion. El segundo término en la conexion
métrica es conocido como la contorsién y es usualmente denotado por

1
A A A A
K, =< (T, +T,),+T%,), (2.113)

D)

si la torsion es cero sobre una variedad, la conexion métrica V es llamada conexion
de Levi-Civita. Ademés, si el espacio es plano, los coeficientes de la conexién son
todos cero y se retoma la derivada parcial usual.

8De ahora en adelante vamos a suponer que la conexién es compatible con la métrica, aunque
no necesariamente sin torsion.
9E] nombre de conexién es algunas veces referido a V y otras veces a los coeficientes I'* -
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2.5.3. Transporte paralelo

El transporte paralelo consiste en la acciéon de mover un tensor sobre un camino
en M manteniéndolo constante. Imaginemos un campo vectorial que vive en un
espacio plano; bajo una traslacion “paralela”; la variacion del campo es nula, dado
que el campo vectorial comparado con el trasladado es equivalente, y su producto
interno permanece constante. Para el espacio curvo la nocién de transporte
paralelo cambia, dado que un vector es formado por los elementos del espacio
tangente, y comparar paralelamente no es posible, puesto que los elementos del
espacio tangente dependen de la posicion. Por lo tanto, la idea de mantener
constante el vector transportado paralelamente, recae en proyectar y comparar a
lo largo de un campo vectorial.

La derivada covariante muestra la razén de cambio de un campo tensorial
en comparacion con lo que seria el tensor si se "transportara paralelamente".
Dada una curva en M, podemos definir el transporte paralelo de un vector a lo
largo de una curva ¢ : (a,b) — M, para una carta (U, ¢, xz*) que cubre toda su
imagen. Si X € X(M) definido sobre la curva c(t) satisface que

VyX =0, para todo t € (a,b) (2.114)

se dice ser transportado paralelo a lo largo de la curva ¢(t), donde V = d/dt es el
vector tangente a ¢(t). Asi, una conexion define una forma especifica de mantener
un tensor constante (a lo largo de algtin camino), pudiendo asi comparar tensores
cercanos. En el espacio plano no es necesario tener mucho cuidado con el hecho
de que los vectores son elementos de espacios tangentes definidos en puntos
individuales; en realidad, es muy natural comparar vectores en diferentes puntos.
La razon por la cual es natural, es porque en el espacio plano tiene sentido mover
vectores de un punto a otro manteniéndolos iguales a si mismos.

Por lo tanto, la diferencia entre espacio curvo y plano, radica principalmen-
te en el comportamiento del transporte paralelo a lo largo de una curva, dado
que en el espacio curvo el transporte paralelo de un vector podria depender del
camino elegido entre dos puntos. Esto nos muestra que el transporte paralelo
es la generalizacion al espacio curvo para el concepto de “mantener constante el
vector” a medida que lo movemos a lo largo de un camino; de manera similar se
generaliza para un tensor de rango arbitrario. Dada una curva c¢(\) sobre M, el
requerimiento de que un tensor 7' € T,9(M) sea constante a lo largo de la curva
es

D
ST L =0, (2.115)
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_ dat

donde % = 5V, denota la derivada a lo largo del vector tangente a la curva.

Consideremos la variedad S? con coordenadas esféricas usuales (6,¢) y ten-

sor métrico
1 0
G = ( 0 SenQ(Q) ) . (2.116)

Podemos definir sobre ella la curva ¢()) tal que 6 permanece constante mientras
que ¢ = X toma los valores 0 < A < 27. Para un vector tangente escrito de la
forma V = V9 + V%, su transporte paralelo a lo largo de ¢(\) bajo la conexion
de Christoffel, cuyos coeficientes diferentes de cero son I, = —sin(6) cos(f) y

F¢9¢ = cos(f)/ sin(0), se produce las ecuaciones

9,V — sin(0) cos(9)V? = 0, (2.117)
6, cos(0) 4 _ 511
0V + sn(0) V7 =0. (2.118)
Tomando la condicion inicial V(¢ = 0) = —éy + 0,4, se tiene como soluciéon
i 0
V' = —cos (cos(0)p) ég + %é(ﬁ. (2.119)
(a) 0=7% (b)y 0 ==

Figura 2.6: Un vector V es transportado paralelamente a lo largo de una curva
cerrada c(\) sobre S?; el transporte paralelo depende de la trayectoria escogida.
Ver apéndice B.

La figura 2.6 muestra el comportamiento del vector V transportado parale-
lamente a lo largo de ¢(\) para 6 constante.
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Si el vector tangente a z(\) es dz*/d\, la condicion de ser transportado
paralelamente a lo largo de la curva, D(dz*/d)\)/d\ = 0, toma la forma
d?at dx” dx?
+IH ———— =0,
d\ YA d
la cual constituye la ecuacion de las geodésicas en este contexto. Por lo tanto, la
definiciéon de geodésica es ahora escrita como:

(2.120)

Definicion 2.5.1 Una geodésica es una curva a lo largo de la cual su vector tan-
gente es paralelamente transportado a lo largo de ella.

ViV =0 (2.121)

2.5.4. Tensor de curvatura y torsion

Hasta el momento el tensor métrico es uno de los objetos que nos da un indicio
de curvatura sobre una variedad; aunque la conexién puede verse como una
correccion ante transporte paralelo, éste no es un tensor (dado que no satisface la
ley de transformacion (2.28); ver ecuacion (2.107)) y no contiene un significado
geométrico intrinseco de cémo una variedad se curva. Sin embargo, en el contexto
del espacio plano, se tienen propiedades como invarianza bajo transporte paralelo,
conmutacion en la derivada covariante y que inicialmente geodésicas paralelas
finalizan paralelas; al realizar un traslado hacia un contexto mas general, surgen el
tensor de Riemann o de curvatura y el tensor de torsiéon como una manifestacion
de la alteracion de estas propiedades.

Los tensores de torsion y de Riemann estan definidos como los mapeos

T:X(M)® X(M)— X(M) (Tensor de torsion), (2.122)

R: X(M)® X(M)® X(M)— X(M) (Tensor de Riemann), (2.123)
dados por

T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y], (2.124)

R(X,Y,Z) = VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z. (2.125)

Es comun escribir R(X,Y)Z en vez de R(X,Y, Z), dado que esta notaciéon muestra
el caracter de R como un operador actuando sobre Z. Estos tensores satisfacen

T(X,)Y)=-T(Y, X), (2.126)

R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z. (2.127)
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Con respecto a una base coordenada {é,} y una base dual {dz"}, las componentes
de estos tensores estan dadas por

T, = (da*, T (é,,6,))
= oI (2.128)

[pv]

R, = (dz*,R(é,,¢é,)é,),

pHY

= 9,0, —o,1,+17,", 17,17, . (2.129)

El tensor de Riemann surge de considerar el conmutador de dos transportes para-
lelos sucesivos a lo largo de dos direcciones que componen los lados de un camino
infinitesimal cerrado en M. Por otro lado, la torsion indica la falla en la cerradura
de un paralelogramo infinitesimal construido a partir de dos vectores infinitesima-
les paralelamente transportados uno a lo largo del otro, ver figura 2.7.

daH dx M

Figura 2.7: Transporte paralelo a lo largo de un paralelogramo infinitesimal. El
tensor de Riemann mide la diferencia en el transporte paralelo a lo largo de un
lazo en una direccién y luego en la otra, mientras que la torsiéon mide qué tan
cerrado es el paralelogramo. Tomado de [48]

Si consideramos un campo vectorial V € X (M) y la accién del conmutador de
derivadas covariantes sobre €él, se encuentra que

V., V.|V =R

Apv

VA =T, VaVP. (2.130)

El tensor de Riemann mide la parte de este conmutador que es proporcional
al campo vectorial, cuantificando la diferencia en el transporte paralelo de un
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vector a lo largo de un camino cerrado infinitesimal, lo cual corresponde a la
curvatura encerrada por este. Mientras tanto, la torsiéon mide la parte que es
proporcional a la derivada covariante del campo vectorial, el cual corresponde a la
parte antisimétrica de la conexion y determina hasta qué punto se puede formar
un paralelogramo a partir de vectores infinitesimales paralelamente transportados
uno sobre el otro.

La accién del conmutador se puede extender a tensores de tipo (g,r), dan-
do como resultado

[V,ua vu] Xmmuz,l...l,r = _T)\/W V)\Xmmuzllmyr
+ R“l/\wX’\“Q“'ﬁgmyr 4.
— R, XM= (2.131)

El tensor de Riemann tiene las siguientes propiedades, con respecto a la conexion
de Levi-Civita:

» Antisimetria en cada par de indices Ry,

Ruvpy = =Buppy = —Rynp = Rupyp- (2.132)

= Ademés, satisface que:

R(X,Y)Z + R(Z, X)Y + R(Y, Z)X =0
Primera identidad de Bianchi. (2.133)

(VxR) (Y, Z)V + (VzR) (X, Y)V + (VyR) (Z, X)V =0
Segunda identidad de Bianchi. (2.134)

En componentes, estas cantidades son escritas como

Rppayw) = 0 (Primera identidad de Bianchi). (2.135)

Via Ry = 0 (Segunda identidad de Bianchi). (2.136)
= Simetria en indices por pares
Rapp,z/ - Ry,ygp, (2137)

resultado de combinar (2.132) y (2.133).
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= Bajo contracciéon de indices, el tensor de Riemann pasa a ser el tensor de

Ricci: Ry, = R?

.V
s La traza del tensor de Ricci es denotada como la curvatura escalar o escalar
de Ricci: R = R“u.

Si contraemos los indices en la segunda identidad de Bianchi, a excepcion de uno,
como se muestra a continuacion

99 VAR pyw = VG = 0, (2.138)
se obtiene el tensor de Einstein

1
Gul/ - R,uu - §R9W, (2139)

el cual resulta importante dentro del contexto de relatividad general.

2.6. Base no coordenada

Anteriormente las bases de T, M era generada por {é,} y la de T; M por {dz"},
las cuales se adaptan al sistema coordenado. Sin embargo, para una variedad M
dotada con una métrica g puede tomarse una elecciéon alternativa, considerando
una combinacion lineal de la forma

ér(p) = e"1éu(p), (2.140)

la cual es ortonormal respecto a g. Esto implica que el producto interno de estos
vectores base esta dado por

g(ér.er) =y, (2.141)

siendo 7y las componentes del tensor métrico en la base no-coordenada. Los indi-
ces I, J... toman los valores 0, ..., m — 1, siendo m la dimensién de la variedad. Si el
determinante de e”; es diferente de cero, entonces existe su inversa siendo esta de-
notada por eul (cabe resaltar, que el determinante del marco estara definido sobre
la inversa, es decir e := det (eul )) {é;} es el marco de una base vectorial la cual es
obtenida por una GL (m, R)-rotacion de la base {é,,} preservando la orientacion [5].
La inversa e,’ de ¢, satisface e e, = o, e /e, = 4} El inverso del
producto interno (2.141) dado en componentes es escrito como

Guv = euleu‘]n”. (2.142)
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Ademas, sabiendo que un vector es independiente de una base elegida, se tiene
V=Vre, =V, (2.143)

luego V# = ", VI y VI = ¢,V¥. De forma analoga, podemos establecer una
base ortonormal para 1-formas en T;M la cual es denotada como '’ tal que

<é1, éJ> = §1, donde 6 es denotada como

0 = euldx“. (2.144)
En este contexto, el tensor métrico toma el siguiente aspecto
g = gudr" @ dz” = 10" @67 (2.145)

Las bases {¢;} v {07} son llamadas bases no-coordenadas y a menudo denotadas
como el marco y co-marco respectivamente. Ademaés eul es también conocido
como el vielbein; los indices involucrados difieren en simbolos, por un lado los
simbolos griegos se mantienen para describir componentes de tensores en la base
coordenada, mientras que los simbolos latinos en maytscula denotan componentes
de tensores en la base no-coordenada.

El dual de Hodge dentro del contexto de bases no-coordenadas es escrito
como

. . 1 ATt R
o A ) = e g, BT A B (2146)
donde € es un tensor de SO(n —1,1)[o SO(n)] (la métrica en SO(n —1,1) es defi-
nida como 7y = diag(—1,1,...,1) y la métrica de SO(n) n;; := diag(1,1,...,1)).
Haciendo un cambio de marco con un elemento de SO(n—1,1)[o SO(n)], tenemos
que

6[1...[m71A11J1 tee AIm_IJn71 = det(A]J)Ejl...J 1 = €J1dm (2147)

m— —1°

donde det(A’;) = 1. Por lo tanto €7,..;,,_, es un tensor invariante bajo transfor-
macion de SO(n — 1,1)[o SO(n)], y por ende, es posible usar la métrica 7, para
subir y bajar indices

6_[1..._[m_1 — /’7[1J1 - nlm—lJn—lej (2148)

1 Im—1>
noétese que

Ol m=l) — 0t opm=Dlmse = det(n) = 1. (2.149)

10En el capitulo 4, las bases 6! son denotadas por la 1-forma e’.
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De esta manera, para n;; = diag(£1,1,1,...,1) se obtiene que:
golidm—te, o =+m! (2.150)
el cual difiere del producto de simbolos de Levi-Civita definido en (2.60)

7y, = ML (2.151)

2.6.1. Ecuaciones de Cartan
A diferencia de la base coordenada, la base no-coordenada no conmuta, es decir,
[é1, €] es diferente de cero:

[er,e1] = Oy, ex, (2.152)

donde C; ;% = e, [e";0,e"; — " ;0,e”;]. Utilizando esta base, el tensor de Rie-
mann y de torsiéon cambian ligeramente. Ademas, los coeficientes de la conexion
son expresados como

K
FIJ

<éK7VéIéJ> ;
e, e (0ue” s+ e TV ) - (2.153)

Surge ahora una nueva derivada covariante V,,, la cual actia sobre ambos indices
(uyv,... y I,J,...) y aniquila al vielbein: V,e’; = 0. Este es un postulado que
siempre es valido independientemente de la compatibilidad métrica o del valor de
la torsion [4]. De esta manera, las conexiones involucradas definidas de forma inde-
pendiente ahora estan ligadas con el fin de hacer una misma descripciéon geométrica
y por lo tanto sus curvaturas son equivalentes (es decir que la curvatura escalar

. .. (PV)
asociada a cada conexién es congruente con la otra R'' =" R'? con PV :=

postulado del vielbein). Con esto, bajo esta base se tiene que
= Componentes del tensor de Riemann
R = (8", R(ex,en)ég),
=éx [I',] —ér [Dx)]

+ IV M ey = TV oy = Cre VT (2.154)

= Componentes del tensor de torsion

TIJK = <éI>T (éJa éK)> )
=205 — Cui”. (2.155)
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Por otra parte, tomando la antisimetria de estos tensores, es posible hacer una
descripcion de los mismos dentro del contexto de formas. Asi, para el tensor de
Riemann se obtiene una 2-forma:

1 N ~
Ry = ERIJKLQK Nt
=dl, + 7 ATE, (2.156)

y de manera anéloga, el tensor de torsiéon una 2-forma:
r_Lor 41, 5K
=T A 67+ ab’, (2.157)

donde T, = 41, 6% | es denominada la conexion 1-forma. Las ecuaciones (2.157) y
(2.156) son denominadas la primera y segunda ecuacion de estructura de Cartan,
respectivamente. Si se toma la derivada exterior a cada una de ellas se encuentra
que

AT + T, AT? = R A G, (2.158)
dR', + T ARK, — RLATK, =0, (2.159)

una version de la primera y segunda identidad de Bianchi dentro de la bases no-
coordenadas.



Capitulo 3

Relatividad General

A mediados del siglo XVII, Isaac Newton postulé una ley de gravitaciéon universal.
El establecimiento newtoniano convencional se encuentra en términos de fuerzas
entre particulas; la fuerza entre dos objetos de masa M y m respectivamente,
separados por una distancia r, estd dada por la famosa ley de inverso del cuadrado.

- GMm

F=— 2 6(r). (31)
Esta ecuacion muestra que un objeto de masa m influenciado por esta fuerza
obtiene una aceleracion acorde a la segunda ley de Newton F = md, siendo
d = (GM/r?)ér), aunque las masas en cada una de las dos ecuaciones hacen
referencia a la masa gravitacional e inercial respectivamente, debido al principio
de equivalencia débil, estas se consideran iguales, debido a que en regiones
suficientemente pequenas del espacio-tiempo, no es posible diferir entre masa

inercial y masa gravitacional.

Dentro de la mecénica clasica la ley de inverso del cuadrado juega un rol
importante, dado que puede verse como una fuerza conservativa que puede expre-
sarse en términos del gradiente de un campo potencial (potencial gravitacional
®), donde la aceleracion toma la forma

i=—Vo, (3.2)
siendo ¢ = —GM/r. De esta manera, el campo potencial esta relacionado con la
densidad de masa p por la ecuaciéon de Poisson

V3¢ = 4nGp, (3.3)

en donde se evidencia una ecuacién para el campo gravitacional influenciado por
la materia. Esta descripcion de lo que denominamos gravedad, nos ha dado una

45
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basta informacion del comportamiento del mundo macroscopico generalizando
las leyes de Kepler para el movimiento planetario y mostrando que la dinami-
ca de los cuerpos celestes se encuentra bajo las tres leyes fundamentales de Newton.

A inicios del siglo XX, en un articulo publicado por Albert Einstein titula-
do: “sobre la electrodinamica de los cuerpos en movimiento”, se muestra que el
espacio y el tiempo estan relacionados resolviendo el conflicto existente entre
las ecuaciones de Newton y las ecuaciones de Maxwell, dado que estas tultimas
no son invariantes bajo transformaciones de Galileo; Einstein postula una teoria
denominada teoria especial de la relatividad, la cual se basa en los siguientes
principios: las leyes de la fisica son independientes de cualquier sistema de
referencia inercial, y la velocidad de la luz en el vacio (denotada como c¢) es una
constante universal, independiente de todo movimiento relativo entre la fuente
y el observador. Con ello, las transformaciones apropiadas para describir las
relaciones entre marcos inerciales resultan ser las transformaciones de Lorentz,
bajo las cuales las ecuaciones de Maxwell son invariantes.

Aceptar esta premisa hasta sus ultimas consecuencias, implica abandonar
los conceptos tradicionales del espacio y del tiempo, para admitir que hay
correcciones ‘relativistas” importantes en la fisica newtoniana. La relatividad
especial no solo ofrece una nueva manera de ver la fisica, sino incluso implica una
vision nueva de la estructura del espacio y el tiempo, combinados en una sola
entidad cuadri-dimensional, llamado espacio-tiempo, o espacio de Minkowski.

La relatividad especial trae consigo varias consecuencias las cuales se han
verificado experimentalmente. Estas incluyen la relatividad de la simultaneidad,
contraccion de longitud, dilatacion del tiempo, adicion de velocidades relativistas,
entre otros. Ademaés, los dos postulados de la relatividad especial combina-
dos con otras leyes de la fisica, predicen la equivalencia de masa y energia,
expresada en la formula de equivalencia masa-energia E? = (mc?)? + (pc)?, don-
de c es la velocidad de la luz en el vacio, p el momento lineal y m la masa del objeto.

Aunque las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo transformaciones de
Lorentz, la ecuacion para gravedad de Newton no era compatible con esta teoria.
Es por ello que méas adelante Einstein desarrollo la relatividad general [49],
introduciendo un espacio-tiempo curvo para incorporar la gravedad; no fue hasta
entonces que se utilizo la frase “relatividad especial”, refiriéndose a la teoria como
un caso especial de la teoria general de la relatividad. La teoria es “especial” en
el sentido de que solo se aplica en el caso especial donde el espacio-tiempo es
“plano”, es decir, donde la curvatura del espacio-tiempo, la cual es generada por la
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distribuciéon de energia-momento y es responsable de la interaccién gravitacional,
es despreciable.

La relatividad general también incluye geometria no euclidiana para representar
los efectos gravitacionales como la curvatura geométrica del espacio-tiempo. Asi,
para regiones locales y bajo el limite de campo débil, la relatividad especial esta
restringida al espacio-tiempo plano conocido como espacio de Minkowski. Siempre
que el universo pueda modelarse como una variedad pseudo-riemanniana, un mar-
co invariante de Lorentz que se rige por la relatividad especial se puede definir para
una vecindad suficientemente pequena de cada punto en este espacio-tiempo curvo.

Esta teoria es una de las teorias mas bellas y exitosas de la fisica clasica.
No hay desacuerdo entre la teoria y las observaciones astrofisicas y cosmologicas
hasta el momento, como las pruebas del sistema solar dentro del perihelio de
mercurio, la radiaciéon gravitacional, los corrimientos gravitacionales al rojo, el
efecto de lente gravitacional, los agujeros negros, etc.

Einstein dentro de su teoria propuso los siguientes principios (postulados)
para construir la teoria general de la relatividad:

(I) Principio de covarianza generalizado: las leyes de la fisica deben ser las mis-
mas para cualquier observador en estado de movimiento arbitrario.

(IT) Principio de equivalencia: las leyes de la fisica se reducen a las de la relativi-
dad especial, en regiones lo suficientemente pequenas del espacio-tiempo, en
las cuales es imposible discernir entre la existencia de un campo gravitacio-
nal y un marco uniformemente acelerado mediante experimentos locales. (Un
observador en un ascensor que cae libremente no siente la gravedad hasta que
choca).

En este capitulo nos adentraremos dentro de los conceptos que subyacen a la relati-
vidad general, para lo cual es necesario hacer uso del lenguaje tensorial descrito en
el capitulo anterior. Este lenguaje contiene objetos definidos sobre cada punto de
una variedad diferenciable (modelo de espacio-tiempo) que poseen ciertas reglas de
transformacion bien definidas ante cambios arbitrarios de coordenadas, los cuales
a su vez determinan propiedades geométricas y fisicas de la variedad diferenciable.



48 CAPITULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

3.1. Ecuaciones de Campo

La ecuacion de Poisson para la gravitacion es el punto de partida de la relatividad
general, dado que muestra cémo varia el potencial gravitacional en presencia
de materia. El principio de equivalencia de Einstein establece que las leyes
de la fisica se reducen a las de la relatividad especial en regiones lo suficien-
temente pequenas como para no distinguir entre gravedad y movimiento acelerado.

Sean Carroll en su libro “Space time and Geometry, An introduction to
General Relativity” [4], menciona que existe un principio con el cual es posible
generalizar las leyes de la fisica al contexto del espacio-tiempo curvo. Esta
herramienta es llamada el principio de acoplamiento minimo, expresado de la
siguiente manera:

» “Tome una ley de la fisica, vdlida en coordenadas inerciales en el espacio-
tiempo plano.

» FEscribalo en forma coordenada invariante (tensorial).

s Afirme que la ley resultante sigue siendo cierta en el espacio-tiempo curvo.”
[4].

Dentro del contexto de este principio, desde el punto de vista operativo es equi-
valente a tomar una ley acordada en un espacio plano y reemplazar la métrica de
Minkowski 7, por la métrica més general g, y reemplazar las derivadas parciales
0, por las derivadas covariantes V,,. Si consideramos la caida libre de una particula
de prueba dentro del espacio plano, esta particula se mueve en linea recta y esta
representado por

d*aH

d\?

donde la curva estd parametrizada por x(A). Aunque dz*/d\ es un vector, (3.4)
no es un tensor bien definido debido a las segundas derivadas de las componentes
de z#(A). Su aspecto tensorial resulta de tomar la regla de la cadena

=0, (3.4)

A2t dx¥ _ dx*
d\2  d\ O d\’ (3.5)

donde se evidencia una derivada parcial. Es claro ahora que para generalizar esta
relacion al espacio-tiempo curvo, simplemente se reemplaza la derivada parcial por
la derivada covariante

dz” _ daz* de” _ dat Pzt dafda?

_au_ v - N g
d\ 7 dA - d)\v dA dN? T dX d\

(3.6)



3.1. ECUACIONES DE CAMPO 49

La ecuacion resultante es la ecuacion geodésica. Por lo tanto, sumerge a la relati-
vidad general dentro de un contexto donde una particula libre se mueve a lo largo
de geodésicas. Miremos ahora, como la gravedad newtoniana encaja dentro de es-
ta imagen, para ello, consideremos el limite newtoniano teniendo en cuenta tres
requisitos: velocidades clasicas (las particulas se mueven lentamente con respecto
a la velocidad de la luz, es decir mucho menor que c), el campo gravitacional es
débil (por lo que puede considerarse como una perturbacion del espacio plano) y
el campo también es estatico (constante en el tiempo). Escrito de otra forma

= Velocidad clasica j—i >> ‘g—f.
» Campo estatico dyg,, = 0.
» Campo gravitacional débil g,, = 7., + ., para |h,| << 1.

Para incorporar estos requerimientos a la ecuacion geodésica, miremos el compor-
tamiento de los coeficientes de conexion de Levi-Civita, teniendo en cuenta que la
inversa a primer orden en h es dada por

g =" =, (3.7)

por ende se obtiene

1
F)\Hl’ - §gAp (OuGpv + OvGou — OpGu)

1
= 577)\'0 (aﬂhpl/ + 8Vhpu - 8ph;w> ) (38>

a primer orden en h. Sin embargo, dadas las condiciones anteriormente menciona-
das, se encuentra que los coeficientes de conexién involucrados ', son las mas
relevantes

1
Moo = _inApaphoo- (3.9)
Por lo tanto, al incorporar estos requerimientos dentro de la ecuacion geodésica [4],
se encuentra que
Pz 1 dt\’
— =n"zhoo | — | =0. 3.10

Por un lado, para p = 0 se tiene que dt/dr es constante, y por otro, las componentes
tipo-espacio muestran que (teniendo en cuenta que 7;; es una matriz 3x3)

Pt 1 (dt\?
— (=) 9k 3.11
dr? 2 (dT) 00 ( )
Bajo la division de (dt/d7)?, el cual proporciona el efecto de pasar 7 a ¢, se obtiene:
d’xt 1
dt2 - §8ih00, (312)
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esta expresion tiene un simil con (3.2), siendo las mismas para hgg = —2(¢ + cte).
Por lo tanto, se encuentra que

goo = — (1 +2¢). (3.13)

Esto nos muestra, que el tensor métrico esta relacionado con el potencial gra-
vitacional, dando a conocer que la métrica del espacio-tiempo es suficiente para
describir gravedad en el limite newtoniano, posicionando al tensor métrico, como
uno de los objetos mas importantes dentro de la relatividad general. Dado que:

Aporta una nocion de causalidad (pasado, futuro y posiciones nulas).

Permite calcular la distancia entre dos puntos, via la definicién métrica como
distancia cuadréatica.

Es posible reemplazarlo por el campo gravitacional newtoniano ¢.

Reemplaza el producto interno euclidiano tradicional de la mecénica newto-
niana.

Entre otras cosas no menos importantes, esto refleja un poco la importancia de
este objeto dentro de la teoria.

Con esto en mente es posible construir, aunque de forma informal, las ecuaciones
de campo para gravedad de Einstein. Pensando en una relaciéon tensorial como
una analogia a la ecuacion de Poisson (3.3), se postula la forma

Vel ~ T, (3.14)

una ecuacion que involucra segundas derivadas del tensor métrico (potencial gra-
vitacional) igual a una distribucién de materia; 7}, es el tensor responsable de la
distribucién de materia, conocido como el tensor de energia-momento. Llevar esta
relacion a una ecuaciéon tensorial més precisa, necesita de dos postulados adiciona-
les, torsion cero TAW = 0 y compatibilidad métrica V,g,, = 0, incorporados por
Einstein para construir su teoria de la gravedad. Esto muestra que la conexién afin
involucrada es la determinada por los simbolos de Christoffel, vistos en el capitulo
2.5.2. El tensor de Ricci definido en el capitulo 2.5.4 contiene segundas derivadas
del tensor métrico, con una cantidad de indices correctos con respecto a (3.14), lo
que sugiere que las ecuaciones de campo sean descritas como

R;w = kpr, (315)

para k alguna constante de proporcionalidad. Esta ecuacion fue postulada por
FEinstein inicialmente, aunque no es correcta debido a que si queremos preservar
la conservacion de la energia, el tensor de energia-momento debe satisfacer que
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VT, = 0. Esto sugiere que al tomar la derivada covariante del tensor de Ricci
V¥R, sea igual a cero, pero ello no es cierto dado que bajo la segunda identidad
de Bianchi (2.136) aplicada al tensor de Riemann se tiene que V¥R, = (1/2)V R,
que difiere en general de cero. Bajo esta correccion se obtiene

1
R;w - §Rg;w = kT;wa (316)

que satisface varios de los requerimientos establecidos. Al incorporar el limite new-
toniano, se encuentra que la constate de proporcionalidad esta dada por k = 87G
para G la constante de gravitacion universal de Newton [4], y con ello se presentan
las ecuaciones de campo correctas para gravedad propuestas por Albert Einstein
para la relatividad general

1
Ry = 3Ry = 87GT,,. (3.17)

Esta ecuacién nos muestra como el espacio-tiempo reacciona bajo la presencia de
energia y momento. Si el espacio-tiempo es 4-dimensional, las ecuaciones de campo
para gravedad de Einstein se reducen a diez ecuaciones independientes. Ademas,
bajo las cuatro constricciones dadas por la identidad de Bianchi

V*G,, =0, (3.18)

el sistema de ecuaciones se reduce a 6 ecuaciones independientes no lineales. La no
linealidad presente en las ecuaciones de campo de Einstein, hace que el numero de
soluciones exactas sea casi nula y sea necesario recurrir a métodos numéricos, cuyas
soluciones son més complejas pero que estan a la orden del dia, en areas como las
ondas gravitacionales. Sin embargo, existen soluciones exactas para condiciones
especificas que satisfacen las ecuaciones de campo de Einstein. Un ejemplo de ello
es la métrica de Schwarzschild [13]

2G M 2GM\ !
ds® = — (1 — Ci ) dt® + (1 - ) dr? + r?dQ?, (3.19)

para dQ? = db? + sen?0d¢?, G la constante universal de Newton y M la masa
del objeto gravitando. Esta métrica es una solucion general (segin el teorema
de Birkhoff [50]) para las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, la cual
describe el campo gravitatorio fuera de un objeto masivo con simetria esférica.
Cabe resaltar, que la métrica contiene una singularidad fisica (de curvatura
intrinseca) en r = 0 y una singularidad de coordenadas en r = r, :== 2GM (rs es
definido como el radio de Schwarzschild), esta tltima singularidad representa el
horizonte de sucesos.
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Un rasgo caracteristico de la relatividad general es que la fuente del campo
gravitacional es todo el tensor de energia-momento. Estas ecuaciones no predicen
un universo estatico. La gravedad hace que un universo que inicialmente esté en
equilibrio se contraiga o expanda. Para contrarrestar esta posibilidad, Einstein
agreg6 la constante cosmolodgica. Sin embargo, poco después de que Einstein
desarrollara su teoria estatica, las observaciones de Edwin Hubble indicaron que
el universo parece estar expandiéndose.

La constante cosmologica introducida en las ecuaciones de campo, estd da-
da como un factor de proporcionalidad hacia la métrica, el cual satisface la ley de
conservacion requerida. Este elemento puede trasladarse de un lugar a otro dentro
de la ecuacion, reescribiendo el tensor de energia-momento; este término pasa a
ser una energia denotada como energia de vacio.

El concepto de energia de vacio surge naturalmente en mecénica cuantica
debido al principio de incertidumbre, puesto que este no permite estados de
energia base los cuales sean exactamente cero. La energia de vacio en relatividad
general deberia ser pensada no como cualquier proceso participativo, calor de
disipacion o viscosidad, sino mas bien como un fluido perfecto descrito por

T = (p+p)UU, + pgyu, (3.20)

donde p es la densidad de energia en reposo, p es la presion isotropica y U* es
el campo cuatro-vector de velocidad o cuadrivelocidad. Con el fin de mantener la
invarianza Lorentz, la energia de vacio no deberia tener una direccion preferida,
por lo que el primer término de la ecuacién de fluido perfecto deberia ser cero re-
quiriendo que T7° = —pyacgp, ¥ asi el vacio se describirfa como un fluido perfecto
con una presion isotropica opuesta en signo a la densidad de energia pyoc = —poac-
Esta densidad de energia deberia ser constante a través del espacio-tiempo debi-
do a que un gradiente no puede ser un invariante de Lorentz. Podemos dividir el
tensor de energia-momento en un término de materia y energia, y un término que
describa el vacio T' = Tyat + Tyae- Esto conlleva a que p,q. = A/87G para mantener
la forma en la que la constante cosmologica entra en las ecuaciones de campo para
gravedad de Einstein [4,51],

1
R, — §RgW + Agy = 87GT),. (3.21)
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3.2. Formulacién lagrangiana

Una version maés elegante para encontrar las ecuaciones de campo de Einstein se
obtiene a través del principio de minima accion.

Consideremos un sistema cuyo estado es descrito por un conjunto de N pa-
rametros {¢'} con (1 <i < N); los parametros son coordenadas que rotulan al
espacio M (Una variedad diferenciable m-dimensional), luego M es llamado el
espacio de configuracion y {q'} las coordenadas generalizadas. Suponemos que
el sistema tiene una cantidad de grados de libertad finitos, cuya dinamica es
derivada de la acciéon .
S = / ' L(q", ¢"; t)dt, (3.22)
to
donde L es el lagrangiano, el cual depende de las coordenadas generalizadas de tal
forma que L : TM — R es una funciéon diferenciable. Los movimientos clasicos
del sistema son aquellos que hacen que la accién sea estacionaria bajo variaciones
dq'(t) tal que d¢'(t,) = dq'(t;) = 0, lo cual lleva a las ecuaciones de Euler-Lagrange

para (to <t < ty)
oL d (0L
oy i (aqi) 0. (3.23)

Para un namero infinito de grados de libertad, las variables dindmicas son
un conjunto de campos ¢'(z#) sobre el espacio-tiempo, donde la etiqueta i
representa los campos de forma individual. Ahora, la funciéon de las coordenadas
f(q) pasa a ser una funcional F[¢], la cual es continua en ¢(x) si

Lim F [¢' +££'] = F[¢'], (3.24)

e—0
para cualquier funcién . F[¢)] es diferenciable en ¢(x) si

) :/dmx §Z(x)5—F (3.25)

d
d—gF[Qﬁ + €] ) 36 (z)’

existe como una funcién lineal en £(z). Esto es una definicion implicita de la
derivada funcional §F/d¢'(x) de F respecto a ¢' [5,44]. Asi, la accion es ahora una
funcional de estos campos, escrita como

S[¢"] = / Ldt, (3.26)
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donde L es el lagrangiano, entendido como una integral sobre el espacio de una
densidad Lagrangiana £ de la forma

L= /dm_lxﬁ (¢, V.9, ...). (3.27)

Este objeto es comprendido como una funcional que depende de los campos y
sus derivadas covariantes, las cuales son apropiadas en el contexto de un espacio-
tiempo curvo. Como consecuencia, la accion es:

S[¢'] = / d"zL (¢, V', ...) . (3.28)

El término d™x es una densidad tensorial visto como un elemento de volumen
invariante, y ademés £ es también una densidad tensorial; por lo tanto es necesario
que su producto sea un escalar bien definido, dado que la integral es definida
sobre formas. Asi, si dotamos con credencial tensorial (definido en (2.1.3)) ambos
términos d™x y L tendremos un tensor bien definido. De esta manera, es comiin
denotar al lagrangiano de la forma

L:=+/|g|L, (3.29)
y por ende las ecuaciones de Euler-Lagrange toman la forma [52],
oL oL
— V| =—=——]=0. 3.30
09’ . (8 (V,ﬁ#)) (3:30)

En el contexto del formalismo lagrangiano, la construcciéon de una acciéon para
la relatividad general viene de promover al tensor métrico g (mencionado en el
capitulo 2.2) como variable dinamica. Esta idea fue introducida por el matematico
David Hilbert en 1915 [53], la cual involucra al escalar de curvatura (R(g)) y posee
al tensor métrico como tnica variable independiente. Dicha accién estéd dada por:

M

donde d™x = dx® A dx* A --- A dx™ . Para puntos estacionarios de la accion de
Einstein-Hilbert (3.31) respecto al tensor métrico (el simbolo delta (J) representa
la variacion funcional, ver (3.25))

0Spn = /M [5( |g|g"”) R(g) + Iglg“”5R,w(g)} =0, (3.32)

con

1
d(+/|glg"") = 3V 1919000977 9" + /19]09"" (3.33)
6R,,(g) = VA((SFAW) — v,,(arxu). (3.34)
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Ademas, renombrando indices mudos y despreciando los términos de frontera (de-
bido a que OM = 0), (3.32) lleva a las ecuaciones de campo de Einstein para
gravedad en el vacio [4,51,54]

L o5
Vgl 09"

Debido a que solo se ha incluido la parte gravitacional, nos encontramos con las
ecuaciones de vacio; sin embargo, la inclusion de materia viene de adicionar un
término dentro de la acciéon, obteniendo

1
=R~ 5Rgw=0 = Ru,=0 (3.35)

S = Ser + Su, (3.36)
donde Sy, es la accidén para la materia. Esta accién es consistente con las ecua-
ciones (3.17) para la gravedad en presencia de materia. De hecho, para puntos
estacionarias de (3.36) se obtiene

1 1 1
05 _ (RW — éRgW) + 05m _ 0, (3.37)

1
Vgl dg™ 167G Vgl Sghv

donde el dltimo término es identificado como el tensor de energia-momento, el cual
lleva a la definiciéon

- 1 0Su

v = _2—_7
' Vgl 99

dando como resultado la ecuacion (3.17). Por ultimo, bajo adicion del lagrangiano

(3.38)

de vacio ﬁvac = —pvac, S encuentra la accion modificada de (3.31)
s—/dm ol | (R—2A) + £ (3.39)
N V19 167G Mat '

3.3. Formulaciéon Hamiltoniana

Dentro del formalismo lagrangiano, las ecuaciones de Euler-Lagrange pueden ser
escritas en la forma

0*L .. 0oL - 0°L
——¢ = — —§{———. (3.40)

0G O¢ aq" 0¢’ 0
Esta ecuacion nos muestra que si W := det (9°£/0¢'0¢’) # 0, entonces es posible
conocer la dindamica del sistema en funciéon de las posiciones y velocidades.
Sin embargo, si W = 0 la aceleracién no esta unicamente determinada por las

posiciones y velocidades, dando origen a relaciones entre posiciones y velocidades




26 CAPITULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

que se denominan constricciones.

Los sistemas singulares (/W = 0) son de gran importancia dentro del estu-
dio de la dinadmica de la relatividad general, teorias de norma y otras teorias
singulares. El estudio de sistemas con constricciones, intenta determinar cémo
el formalismo lagrangiano se puede colocar en forma hamiltoniana y como
generalizar el formalismo hamiltoniano para que puede aplicarse a sistemas
singulares. En otras palabras, se intenta desarrollar un método estdndar que
permita hamiltonianizar un lagrangiano singular.

En esta seccion no se mostrard el andlisis para sistemas con constricciones
(éste serda mostrado en el apéndice (A)), pero se seguira de cerca el método Ha-
miltoniano propuesto por Paul M. Dirac [55], ademéas de versiones més modernas
propuestas por Sundermeyer [52] y Teitelboim [56,57]. Con el fin de aplicarlo a la
formulacion Hamiltoniana de la relatividad general.

3.3.1. Formalismo ADM

EL formalismo ADM [20], nombrado por sus autores Richard Arnowitt, Stanley
Deser y Charles W. Misner, sugiere que el espacio-tiempo esta foliado por un
conjunto de hipersuperficies tipo-espacio, con coordenadas en cada seccion; esta
familia de hipersuperficies cubre todo el espacio-tiempo. Con esta division surgen
nuevas variables, la funcién lapse N y el vector shift N¢ las cuales permiten
expresar la métrica del espacio-tiempo de manera apropiada a la foliacion
construida. Las variables dinamicas de esta teoria son el tensor métrico inducido
en cada hipersuperficie y sus respectivos momentos conjugados. Asi, bajo el uso
de estas variables, es posible definir un hamiltoniano, y a partir de este, escribir
las ecuaciones de campo para gravedad de Einstein derivadas de las ecuaciones de
Hamilton.

Hasta el momento nos hemos encontrado que la relatividad general estd re-
sumida en una accién manifiestamente covariante (denominada accion de
Einstein-Hilbert (EH)), de la siguiente forma:

Spulg] = k:/M V]g|Rd™x. (3.41)

Con el fin de realizar un analisis canénico de (3.41), se supone lo siguiente:
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» Sea M una variedad m - dimensional lorentziana o riemanniana (con m > 2),
formada a partir de M = R x ¥, para ¥ una variedad (m — 1)-dimensional
(fija) orientable y sin bordes OM = 0.

» M puede ser foliada con hojas de tipo espacio (hipersuperficies '), esto es,
para cada t € R tenemos un embebimiento X; : ¥ — M definido por
Xi(z) == X(t,x). Aqui, z* (a,b,c,--- = 1,2,3,--- ,m — 1), son las coor-
denadas locales de 3.

» X R XX — M es un difeomorfismo (2.1.3).

Figura 3.1: Una hipersuperficie ¥ = ®(3'), es un embebimiento ¢ de una variedad
(m—1)-dimensional 3’ dentro de una variedad m-dimensional M. Tomado de [58].

Una hipersuperficie ¥ de M es la imagen de una variedad (m — 1)-dimensional
por un embebimiento ® : ¥ — M, ver figura 3.1. Es importante notar, que el
embebimiento? ® : ¥’ — Y es una mapeo uno a uno, tal que ambos ® y d~!
son continuos, es decir, un homeomorfismo; el caracter uno a uno de X impide la
interseccion consigo misma.

Usamos estas foliaciones con el fin de obtener una descomposicion del espacio-
tiempo en espacio y tiempo de la acciéon definida en (3.41). Esto se debe a que no
es posible definir velocidades como la variacion de la posicion respecto del tiempo;
una posible solucion esta en darle privilegio a una coordenada (en este caso el
tiempo), llevando al formalismo (m — 1) + 1.

'Una hipersuperficie ¥ = ¥ (n) es un sub-espacio (m — 1)-dimensional (sub-variedad) de una
variedad m-dimensional M (se dice que ¥ tiene co-dimension 1).

2La imagen ®(%') es una subvariedad de M. Cabe resaltar que ® es un embebimiento si ®
es uno-a-uno (inyectiva) y es una inmersion (un mapeo ® es llamado inmersiéon de M a N si
P, : TypM — TN es inyectiva y el rango de @, = dim M) [5].
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Denotemos las coordenadas de la variedad M como x* = X* (¢,y*). Si considera-
mos un elemento de linea restringido a >, la métrica sobre M induce una métrica
sobre %

d32|2 = gw(2)dr" @ dz"|y,

OXHoXY
= v dy* ®d ba
G (X) oy ogr | W W
= qun(y)dy" © dy’, (3.42)
donde qu(y) := gw,(x(y))%);: (y)%)y(,,u (y) es la métrica inducida. Las curvas
xl (t) = X"(t,y5) conectan puntos sobre hipersuperficies diferentes con los
mismos valores de las coordenadas espaciales y* = y9; esto proporciona una

nociéon de evoluciéon temporal de una hipersuperficie a la siguiente.

Para nuestros propoésitos, la consecuencia més importante de esta definicion
es que la imagen sobre M del vector tangente 9/0y® a 3, define el campo vectorial

“w
838/“ — 0y =€, = EO, := g—;au,
la base é, es linealmente independiente, tangente a la imagen ®(X). Aqui, E* es el
jacobiano de ® mostrando la u-ésima componente de la coordenada z#* del a-ésimo
vector, el cual es una matriz (m — 1) x (m) cuyo maximo rango es m. Los vectores
é, forman una base para el espacio tangente a ¥ denotado como 7,3, el cual es
a su vez un sub-espacio de T, M. Para completar el espacio T, M, se construye
un complemento ortogonal a 7),>. El nuevo sub-espacio es generado por el vector
ortogonal a é,, denotado como n. El vector n es definido como n := n*d,, el cual
satisface

(3.43)

n(0,) = guEtn” = 0. (3.44)

Podemos ademas solicitar que este vector esté normalizado, si la hipersuperficie
no es nula
n'n, = o = =£1. (3.45)

Estas condiciones determinan la forma del vector normal unitario n, y por ende,
el conjunto de vectores (e,,n) forman la base de T, M para cada punto p en M.
Asi, un vector A de T, M es escrito de la forma

(A" = AE* 4 Atnt, (3.46)

donde A es la proyeccion de A sobre n. Con esto en mente, sabemos ya, que una
proyeccion a la hipersuperficie ¥ de un vector en M, esta dado en términos de la

base ambiente (la base sobre T,3) |V* = V(6°),ver [22]], siendo 6* la base dual
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Figura 3.2: Para una curva sobre C' en M, el operador de proyeccion tangencial
de un vector V' sobre una hipersuperficie ¥ a lo largo de una curva C’, elimina la
componente normal a la hipersuperficie X..

a €,, el cual satisface ortonormalidad respecto a la métrica inducida 7y.
Existe una relacion que expresa esta misma proyeccion, pero esta vez en términos
de é,. Haciendo uso de (3.46)

A"E" = (5" — on'n,) A”, (3.47)

se define el operador de proyeccion tangencial como ¢*, := 0", — ontn,. Este
proyector envid un vector de M a uno sobre ¥ escrito en términos de ¢, € T, M,
ver figura 3.2.

Las hipersuperficies estan restringidas, puesto que una manera de interpre-
tar la dindmica de las ecuaciones de campo para gravedad de Einstein, viene
de ver a estas como un problema de Cauchy, restringiendo las hipersuperficies
> a ser superficies de Cauchy. “Una superficie de Cauchy es una hipersuperficie
similar a un espacio 3 en M, tal que cada curva causal (es decir, temporal o
nula) sin punto final, intersecta ¥ una vez y solo una vez” [58|. Cabe resaltar
que los espacio-tiempos con curvas temporales cerradas no admiten una superficie
de Cauchy. Por lo tanto, un espacio-tiempo (M, g) que admite una superficie de
Cauchy ¥ se dice que es globalmente hiperbdlico.

La estructura de un espacio-tiempo globalmente hiperboélico es de la forma
R x X, donde X es la superficie de Cauchy. Cualquier espacio-tiempo globalmente
hiperbolico (M, g) puede ser foliado por una familia de hipersuperficies (¥3;);cr
(ver figura 3.3).

Suponemos que todos los ¥; son tipo-espacio y ademés que la foliacion cubre M
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Figura 3.3: Foliacion de una variedad M por una familia de hipersuperficies tipo-
espacio Y; n es un vector unitario tipo-tiempo normal a 3. Tomado de [58].

(M = |JX). La condicion de que no se intersequen esta reflejada en £, Ny = 0,
teR
para t # t'. La métrica inducida sobre ¥ es no degenerada y asociada a esta

métrica inducida, existe una tnica conexion V@ (la de Levi-Civita) sobre ¥, la
cual es torsion cero y satisface compatibilidad métrica V(@¢q = 0. Esta conexién de
Levi-Civita permite definir la derivada covariante de tensores sobre X, denotada
por V@ como una derivada intrinseca, de modo que

VDb = 9,00 + T@0 o, (3.48)

donde .

F(Q)bac = §qbd (ac%ld + aand - adQQc) . (349)
El tensor de Riemann asociado a esta conexién representa la llamada curvatura
intrinseca de (3, ).

Ademas de la curvatura intrinseca mencionada anteriormente, se puede con-
siderar otro tipo de “curvatura” con respecto a las hipersuperficies, la cual
esta relacionada con la forma en la que se realiza el embebimiento dentro del
espacio ambiente M, es decir, como se curva Y dentro de M. Para saber
que existe una incrustacion en M es necesario poder salir de X; este aspecto
de la geometria es algo que no puede ser capturado por mediciones intrinsecas
en ¥ solamente, y por lo tanto se conoce como la geometria extrinseca de X [51,58].

Este aspecto extrinseco de la geometria en general, involucra la definicion
de curvatura extrinseca de X en M dada por

K, = qauqﬂ,,vanﬂ, (3.50)
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la cual involucra la derivada covariante espacio-tiempo V, o de otra manera, bajo
la aplicacion de la derivada de Lie a lo largo de la normal y la condicion de
compatibilidad métrica, la curvatura extrinseca obtiene la forma®

1
K;,LV = _qauqﬁy‘cngaﬁv (351)

2
Este tensor presenta simetria en indices K, = K, y ademas es proyectado sobre
32, es decir, definido de forma espacial. Si la superficie es parametrizada de la forma
x*(t,y"), se puede pensar en el tensor de curvatura extrinseca como

Ku = ESE} K, (3.52)

el cual mantiene simetria en indices [51]. El operador de proyeccion y la curvatura
extrinseca, son a menudo conocidos como primera y segunda forma fundamental
respectivamente [22,51,58,59|. Por otro lado, y en ultima instancia, definimos la
derivada covariante proyectada a lo largo de Y tomando la derivada covariante y
luego proyectdndola en ¥, denotando esta derivada como V; en componentes

Vv, = qo‘uqﬁyvavﬁ, (3.53)

donde v” son las componentes de un vector que pertenece a 71, M tangente a X,
el cual satisface v* = ¢" V¥ = V# ademés V* = EHv®. Estas dos nociones de
diferenciacion de campos tensoriales sobre ¥ [51], estéan relacionadas entre si, de
la forma

E(?E;fvavg = Vflq)vb = V.. (3.54)

Todos estos objetos nos llevan a explorar la descomposicion ADM métrica. Con-
sideremos la funciéon coordenada z# = X*(t,y*), el vector que conecta los puntos
de dos hipersuperficies es denotado por 0, escrito en base de T, M

ox#
T

— "0, (3.55)

cuyas componentes estan definidas como t# := 9X*/0t; en general t* puede des-
componerse en su parte normal y tangencial de la forma

th = EMt* + o(t"n,)n*
— N°EF + Nnt. (3.56)

3la derivada de lie aplicada a la métrica a lo largo de la normal n, estd dada por: LrnGuw =
PN oG + GupVun” + gupVon”
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Por un lado, se tiene que N¢ := q“bgl,,gEf t¥ es denominado el vector shift, un
vector de desplazamiento que relaciona el movimiento de un punto al pasar a la
siguiente hipersuperficie, mientras que N := o(t"n,) es la funcién lapse, la cual
muestra la separacion entre dos hipersuperficies, ver figura 3.4. Estas funciones son
esenciales para describir la fusion de las hipersuperficies para formar la foliacion;
tales variables junto con la métrica inducida g, son conocidas como las variables

ADM.

1+6t

Figura 3.4: Las proyecciones del vector tangente 0, sobre la hipersuperficie ¥ y
sobre la normal n, son identificadas con las funciones N*E¢ y Nn®, el vector shift
y la funcién lapse, respectivamente.

Con estos preliminares, podemos ahora centrar nuestra atencion en la accion gravi-
tacional, pero con las variables ADM (qq, N, N%). Primero, notemos que el tensor
de curvatura extrinseca satisface

= El escalar de curvatura extrinseca es independiente de la base usada: K =
gaﬁKaB = qabKab‘

» La contraccion de indices en las dos bases es equivalente: K*9 K5 = KK,

Ademas, la base de 1-formas puede escribirse como
dz® = (Nn® + N°E&)dt + ESdy”. (3.57)
La métrica del espacio-tiempo toma entonces la forma
ds? = Gapdx® @ dz”?
= (oN? + N,N)dt @ dt + N, (dt @ dy® + dy* @ dt) + qupdy® @ dy’, (3.58)

la cual establece la descomposicion ADM de la métrica. Ahora, es necesario analizar
el comportamiento de los tensores y operadores involucrados bajo la descomposi-
cion (m — 1) + 1. Consideremos en primera instancia el operador de proyeccion
P9, dado que:
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= Es ortogonal a n®

Qapn™ = gopn®™ — ongngn®,

=ng — O'Qng,

— 0. (3.59)

» El producto escalar entre la normal n® y vectores tangentes (V* ) a 3 res-
pecto a gag, es idéntico a gap

Veq® ng = Vgaen” = 0. (3.60)

Asi, para un vector tangente V¢ a 3, se tiene que:

= gasV”, (3.61)
esto implica que gqp es la métrica inducida sobre X por gqgs.

Con esto, se obtiene que:

Qab = Jop EVEL
= (Qap + ananB)E[ijﬁ,
= s B By (3.62)

La diferencia entre g, y gap radica en que g4 no es degenerada, mientras que gug
si lo es. Cabe resaltar que (3.62) tiene una relacion dual, dada por

¢ = ¢ EE). (3.63)

Con todo esto, podemos obtener el tensor de curvatura de Riemann sobre ¥ y su
relacion con el tensor de curvatura extrinseca. Sea V' tangente a X, luego el tensor
de Riemann estara definido como:

[V, Vs VT = R,V (3.64)
Por otro lado, se tiene que
[Va: Ve V7 =0 (K, Kps — K3 Kag) V° + ¢"00" 307 ¢ s RoppV°. (3.65)

Por lo tanto, se obtiene la relacién

R'staﬂ = quaqyﬁqg'yqp(SRop,uy +0 (Ka»y Kﬂ& - K/g,yKaﬁ) 5 (366)
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luego, el escalar de Ricci, pasa a ser de la forma:
R=R+0(KssK* — K?) +20n"n’Rs,. (3.67)

Existe la posibilidad de obtener una expresion que no involucre al tensor de Ricci,
usando la siguiente relacion

Va(nPVen® —n®Ven) = n®n’ Ros + Kap K — K2, (3.68)
de esta manera, se obtiene que
R=R+0(K*— Ko,sK*) + 20V, (n’Vn® — n*Vgn?), (3.69)

por lo que la accion (3.41), en estos nuevos términos es de la forma

Sapu [qap, N, N = k / dtd™ '\ /gN [(R+ o(K? — K" K,))

RxX
+20V,(n"Vgn®* — n*Vn’)],

=k / dtd™ '\ /gN (R+ o(K* — K°K,)) . (3.70)
RxX

Esta expresion hace uso de la curvatura intrinseca, medida en la RG por el tensor
de curvatura de Riemann R, A su vez, también estd descrita en funcion de
qab, N y N?, las cuales dan origen a las llamadas ecuaciones de Gauss, Codazzi y
Ricei, que surgen de realizar proyecciones sobre la hipersuperficie (ver [51,58,60]).
Ademas, cabe resaltar que la expresion (3.70) se obtiene despreciando el tér-
mino 20V, (NPVzN® — N®VzN#) (este término es precisamente el término de
Gibbons-Hawking-York, ver [51]), debido a las condiciones sobre la variedad M.
La accion (3.70) es denominada la accion ADM [61], donde R es el escalar de
curvatura sobre ¥ [51,52].

Las ecuaciones de campo surgen de variar la accién respecto a las variables
independientes involucradas. Sin embargo, cabe resaltar que las variaciones res-
pecto a lapse y shift son en realidad constricciones. Asi, algunas de las ecuaciones
de Einstein son en realidad constricciones [21].

Para pasar a la formulacion Hamiltoniana de la manera estandar es nece-
sario definir los momentos candnicos involucrados (los momentos canoénicos
definidos aqui son densidades tensoriales de peso 1, ademaés se considera de forma
particular o = —1)

oL

ab ADM ab ab

= ZADM o (K g K) 3.71
T D(Bodu) \/5( q ) ( )
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L 8£ADM o
_ O0Lapm
Pa = DN 0. (3.73)

Donde Lapy = k/qN (R—i— K%K, — Kz). Las variables N y N® dentro de la
accion no contienen una dependencia absoluta de sus derivadas en el tiempo, ya que
la curvatura escalar intrinseca R es completamente independiente de estas variables
mientras que la curvatura extrinseca involucra solo N y la derivada covariante
espacial de N?, por lo tanto, ellas actiian como multiplicadores arbitrarios. Con
esto tenemos que la densidad hamiltoniana es escrita como

Hapy = 7°Gay — Lapur, (3.74)

la evolucion temporal de la métrica inducida ¢, esta relacionada con la curvatura
extrinseca y la derivada de Lie a lo largo de la funcion lapse, denotada como

Qab - 2A]V](ab + *CNQaba (375)
por lo tanto

Hapy = 2N Koy + 7 Lngas — Lapar,
= NH+ N‘V}_[m (376)

para H = (7%7y;, — %Wz)/\/ﬁ—\/a]? y bajo integracion por partes H® = —2(V,7%),
ver [51]. Por ende el hamiltoniano total se manifiesta de la forma

Hapm = / d"'o (NH + NH, + u'd,), (3.77)
>

siendo

¢0 = PN, ¢a = Pa- (378)

Por condicion de consistencia [55], es decir, que (3.78) se preserven bajo variacion
temporal, las constricciones primarias de la accion ADM muestran que existen
constricciones secundarias dadas por

Xo:=H=0 (3.79)

X, =M, =0, (3.80)
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Estas constricciones nuevamente bajo condiciéon de consistencia no dan lugar a mas
constricciones dentro de la teoria, es por ello, que el hamiltoniano extendido (una
combinacién lineal del hamiltoniano total con las constricciones involucradas) es
escrito como

(Hg)apm = Hapu- (3.81)

El desarrollo mostrado en [21], indica que el conjunto de constricciones del hamil-
toniano ADM, contiene 2m constricciones de primera clase independientes. Por
otro lado, el espacio de fase involucra 2 x m(m + 1)/2 + 2m, y por lo tanto, la
cantidad de grados de libertad (DOF) fisicos (ver apéndice A) del sistema son

por =3[ (250 1) )

_ _m<m2— 3) (3.82)

Este resultado nos muestra que, en el caso 4-dimensional, se encuentran dos
grados de libertad por punto del espacio, que es la cantidad de DOF fisicos locales
para la relatividad general en el vacio.

Por otro lado, bajo el uso de las bases no coordenadas dentro de del for-
malismo ADM, el marco pasa a ser la variable dinamica de la teoria. Hasta
el momento no hemos restringido al analisis de las ecuaciones de campo para
gravedad a una dimensién baja o alta, debido a la forma general en la que este
formalismo se manifiesta. Sin embargo, en la literatura es comtin ver el analisis en
4 dimensiones, un ejemplo de ello es mostrado en la Ref. [31]. En ella, se muestra
un anéalisis canonico de la accion de Einstein-Hilbert en (3 + 1)-dimensiones,
tomando como punto de partida el lagrangiano de Einstein-Hilbert escrito en
términos del marco ortonormal

Lpi = e (R(e,") —2A), (3.83)

donde g,, = e,’e,”n;; para n;; la métrica de la variedad Lorentziana dotada con
el grupo interno SO(1,3), ademés e := det(e,’). El marco e; otorga una nueva
derivada covariante denotada como D,, la cual es covariante bajo transformacion
general de coordenadas y transformaciones locales de Lorentz sobre el espacio
plano indexado, ademas de la derivada covariante V,, que solo es covariante bajo
transformaciones generales de coordenadas. D,, es cominmente mencionada como
un objeto que acttia sobre ambos indices, mientras que V,, actua sobre los indices
espacio-tiempo.

DI = 9,1 + T, 1" + w, ' 11, (3.84)

v e =g, + 1 I, (3.85)



3.3. FORMULACION HAMILTONIANA 67

donde wul ; es conocida como la conexién espin. Bajo el requerimiento de

compatibilidad métrica, V,g,, = D,g,, = 0, y torsion nula Fa[ y =0, es posible
determinar a los simbolos de Christoffel y la de espin como funcion de las tétradas.

De esta manera, la tétrada es ahora la variable sobre la que se realiza la
descomposicion (3 + 1), obteniendo las siguientes relaciones

el = Nn! + N/, (3.86)
nre,’ =0, (3.87)
nin; = —1. (3.88)

Esta descomposicion lleva al Hamiltoniano ADM (3.77), para

2
— o 2 () 9(3),203) (3) 2
H = P <7r37rw 5 (7)) =29 R 4 4P A> (3.89)
Ho = —e, IDyrt, (3.90)
siendo 7Y = 7% J y m% = §L/0¢q; y L el lagrangiano (3 + 1)-descompuesto

despreciando los términos de frontera
1 .
L=N®e <—§QOW>QW + Q% Q7 + O R - 2A> : (3.91)

con QK1 .= eO‘KefBI(?[aem‘] . Los demés términos son definidos como: ®e :=

det(e,’), ®D, la derivada covariante sobre ¥ y ®)R el escalar de curvatura de
Ricci sobre Y. Esta formulacion no es covariante de Lorentz debido al rompi-
miento parcial de la invarianza de Lorentz manifiesta con la eleccion de Gauge
n; = (1,0,0,0). La tnica diferencia en el nivel hamiltoniano es que la invarianza
de Lorentz se reduce a la invarianza SO(3).



Capitulo 4

Formalismo de primer orden

Un hamiltoniano consistente y completo esta sujeto al anélisis de constricciones de
la teorfa, mostrando el comportamiento de las constricciones bajo evoluciéon tem-
poral, denotada como condiciéon de consistencia y la identificacion de la cantidad
de constricciones de primera y segunda clase involucrados. Las de primera clase
conducen a los generadores de las simetrias de norma de la teoria, mientras que
las de segunda clase eliminan los grados de libertad extra involucrados y pueden
ser resueltas de forma explicita o introduciendo el paréntesis de Dirac [55]. Hasta
ahora, el hamiltoniano involucrado por la formulacion ADM es una combinacién
lineal de contriciones de primera clase [21,31]. Sin embargo con el traslado de
la conexién como nueva variable dinamica, el hamiltoniano resultante consta de
constricciones de segunda clase [62].

Luego de la formulacion lagrangiana de la relatividad general con la mé-
trica como variable independiente, surgié una propuesta hecha por Palatini
(1919) [63], el cual postula a la conexién como variable independiente dentro
de la accion de EH, conociéndose luego como la acciéon de Einstein-Palatini.
Este método permite calcular las ecuaciones de campo para una conexion afin
métrica mas general, en lugar de la conexion Levi-Civita. Asi, el formalismo
de Einstein-Palatini nos brinda una herramienta més amplia para las teorias
de la gravitacion dentro del enfoque geométrico de Riemann-Cartan. En esta
seccion, vamos a presentar la formulacion de la accion de Einstein-Palatini, la
derivacion de las ecuaciones de campo para gravedad de Einstein y su formulacion
hamiltoniana, este ltimo a partir del enfoque mostrado en [1].

68
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4.1. Lagrangiano de Hilbert-Palatini

Al considerar la conexion afin y la métrica como variables independientes en el
principio de acciéon de EH, la accién pasa a ser una formulacion de primer orden
ya que solo primeras derivadas de las variables son involucradas, y por lo tanto,
no complican demasiado las ecuaciones de Euler-Lagrange. Dicha accién fue
considerada por Attilio Palatini y fue denominada la acciéon de Hilbert-Palatini
(HP).

Hasta el momento la relatividad general propuesta por A. Einstein, hace
uso de la compatibilidad métrica y torsion cero, las cuales restringen la conexiéon
a la de Levi-Civita. Sin embargo, es posible considerar ahora la accion de EH con
la conexitn afin arbitraria (I'*,,)

S[gu T, / d™z+/]g|R(D (4.1)

para M, una variedad m-dimensional M y sin bordes 9M = 0. El lagrangiano
involucrado [Lpp := \/E R(I")] pasa a ser una funcion que depende de dos va-
riables, la métrica y la conexion, por ende, se obtienen nuevas ecuaciones propias
como resultado de la variacién respecto a cada una de las variables. Por un lado,
la variacion respecto a la métrica da como resultado

. - - 1 5
3810 Pyl = [ e/l (D) = SR OVa ) 0, (42
M
cuya condicion de estacionariedad lleva a las ecuaciones de movimiento

]- 55[9/“’7 fv\uu] s 1 =
N Ry (D) = S R(D) g = 0. (4.3)

Aqui, sin embargo, no se obtienen las ecuaciones de campo para gravedad de
Einstein en el vacio, porque la conexion independiente I' no es la conexion de Levi-
Civita. De forma analoga, bajo variacién respecto a la conexiéon e imponiendo las
condiciones de estacionariedad, se obtiene

508 [g,w,fw - /M d"z+/[gldR(T) = 0. (4.4)

Para una geometria arbitraria, la conexion I' esta definida como

M = M, +CA (4.5)

2
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con I, la conexion de Levi-Civita y C*,, un tensor de tipo (1,2) [51]. La derivada

covariante asociada a F’\W es denotada como V ,; aplicada a un campo escalar ¢,
se obtiene

[%, %] 6 =T, 00, (4.6)

el tensor de torsion. Por otro lado, dado que la conexién no es métrica compatible
debido a su forma general, se define el tensor de no metricidad como:

Quku = _v;tgu)n (47)

Cabe resaltar, que es posible reescribir estas dos cantidades, el tensor de torsion y
el tensor de no-metricidad, en términos de C* , de la siguiente forma:

v
T)\uu = 20)\[;1,1/]’
QV)\;L = 20(1/)\),[1,'

Esta forma de escribir la conexién es una estrategia para resolver las ecuaciones
resultantes. Resulta que bajo la eleccion de torsion cero la conexion es forzada a ser
métrica compatible, determinando de forma tnica la conexion es la de Levi-Civita.
Intercambiando la eleccién por compatibilidad métrica, luego la conexion es for-
zada a ser libre de torsion y asi la conexion resultante es determinada nuevamente
de forma tnica por la conexion de Levi-Civita [51].

A _TA
= I, =T,
= T, =T, (411)

Luego la ecuacion (4.3) pasa a ser la ecuacion de campo para gravedad de Einstein.

Por otro lado, introduciendo la mnocion de tétradas (conjunto de vectores
que comprende una base ortonormal) la accion de HP contiene como variables
independientes al marco ortonormal y a la conexiéon de Lorentz, las cuales son
esenciales en la formulacién de una acciéon fermionica generalmente covariante [33].

4.1.1. Formulacion desde las bases ortonormales

Consideremos ahora una descripcion alternativa de la accion (4.1), expresando esta
en términos del vielbein y de una conexién arbitraria; descritos en la secciéon 2.6.
De esta manera, denotando el grupo interno por SO(o) en representacion general
de SO(n) (0 SO(n—1,1)) siendo o = +1, el cual representa de forma general una
variedad euclidiana (+1) y lorentziana (—1) respectivamente; con esto, la signatura
métrica es definida como (o,+1,---,41). Asi, la accion HP sobre una variedad
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n-dimensional M sin bordes M = 0, en términos de las nuevas variables es de la
forma

skﬂﬂﬁzk%;*@lAquz#qu (4.12)

donde RY[w] := dw!; + w!j AwX;, esla curvatura 2-forma so(o)-valuada (so(o)
representa el dlgebra de Lie del grupo SO(c)) en términos de la conexion w!;
1-forma so(o)-valuada. La accion HP devuelve la accion EH (si la conexion es
Levi-Civita) de la siguiente forma

S = k;/ *(er ANey) AR,

M
k

_ _'(_1)2(7172) / Ry e® Nef Ax(er Aey)
2! M

k
= — Ry /l7ef Nel N[ ——¢ kBN A el
21 Jo o KE (n— 2)1 THs ke
k
:—/ RKLIJGIJK3...KneKAeLAeK3/\--~/\6K"
ok
= R werrmn e €5 En 1
2!(77,—2)!/M Kikg HIJKgKn

ok . .

= k:/ Rx 1= Accion EH, (4.13)
M

para R = R;;!/. Recordar que
sl =|gld'x AdPx A---ANd'r = e A A Ae (4.14)

Bajo variacién funcional respecto a cada una de las variables independientes de la
accion (4.12), se tiene que:

5S = 6.5 + 6,5, (4.15)
0.5 = d% [Sler + edey, w”]] |e=o- (4.16)
60 S = a4 [5[617 w!’ + 5(511)”]] |e=o0- (4.17)

de
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Asi, la variacién respecto a la conexion w!;, §,,9

d
6058 = — [Sler, w" + edw']] |,
de
= ki *(er Aeg) A [dw' + edw')
de M
+(wh + eowl)) A (w + eow?)] |2
iy / w(er A es) A D(w'), (4.18)
M

para D la derivada covariante exterior usual', la cual actta sobre n-formas so(c)-
valuadas. El término x(e; A e;) A dw!” forma un escalar bajo el grupo so(o) (dado
que un escalar de s0(o) es una expresion formada a partir de elementos de la teoria,
que se evalia como un escalar, invariante bajo cualquier transformacion de so(o)),
por ende, es posible hacer uso de la regla de Leibniz para formas

Dix(er Aey) A ow'] = Dix(er Aes)] Adw™ + (=1)" 2 x (e; Aey) A D(Sw'™)],
= d[x(e; Aey) A Sw']. (4.19)

Luego el término involucrado en (4.18), pasa a ser

dwS = k’/M(—l)"Qd[*(eI Aeg) Asw' ]+ (=1)" ' D[x(er Aey)] A dw!”,

= —1)" ' D[x(e; N ey w', :
_k/M( "1 Dfx(es A e))] A S (4.20)

esta expresion, usa el hecho de que los términos de frontera (por el teorema de
Stokes) se desprecian, debido a que no hay frontera. De forma similar se obtiene

ID(sw!”) = d(6w!?) + wl e A dwET + w’ i A dwlE
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que la variacion (4.16) toma la forma:

8eS [Sler + eder, w']] |.=o,

_4d

de

—k / (6o % (e1 A )] A RM g
M

d 1
=Fa /M gy Kot (€0 Bf) Ao A (e 20 A R oo

k .
= — €ETTK3Kn_iKn1Kn [6K3 Ao Aefnmi oA Bt A §efin
(n—2)! Jm

+ef3 A i A A Jefr1 A efn

4o e A A A A 1 A B

k(n —2) (—1)3=3)+1 Kao Ky Kp1I1LoLs
= _2) /M N ) TR X

X NLymy MhymaMLsms * (€71 A €™ A e™)] A sefn A R

= (—1)”%/ *(er Ney Nex) AR A el (4.21)
M
Con esto se obtiene que la variacion de la accion (4.12) deja como resultado:

0S :(—1)n_1k}/ *(6[ Neg N\ GK) A R A et
M

+ k‘/ (—=1)" ' D[x(e; A es)] A dw!” (4.22)
M

El requisito de estacionariedad es, por lo tanto, equivalente a (primero con respecto
a la conexion):

6uS =0& (=1)"'Dx (e Aey) =0. (4.23)
Esta ecuacion muestra que:

0 (—l)"_lD*(eI/\eJ),

(=) (T npr + T ok + TR pnps) * €, (4.24)

para T5 = deX +w,; A e 2. Dado que xe? es una base del espacio Q5 ' (M), se
tiene que:

0="T",xnpr + T ok + T, mp.- (4.25)

2La primera ecuaciéon de estructura de Cartan con e!

la conexion 1-forma so(o)- valuada.

una base no-coordenada (marco) y w!;
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Si multiplicamos a (4.25) por /P obtenemos
0=0"PT" enpr + 0T ok + 0" T .,

= (2—n)T%. (4.26)

La traza de las componentes del tensor de torsion es cero para n diferente de dos
(n # 2), por lo tanto, introduciendo el resultado obtenido en (4.26) dentro de
(4.25), se encuentra que:

0="T",knpr +T" oK + T kb,
0="Tpry. (4.27)

Esto implica que cada una de las componentes del tensor de torsiéon son cero. De
forma analoga, realizando la variaciéon respecto al marco se tiene

6.5 =0 (=1)"'x(e;AeyAex) AR =0, (4.28)
que implica
0= (—1)”71 * (6[ ANeg A 6]() VAN RIJ,

1
= (=1)"2 (RDK - §R77DK> xel (4.29)

recordando que xe” es una base del espacio Q% 1(M) y (—=1)"2 # 0, se obtiene
que:
1

Rpk — §R77DK =0, (4.30)
son las ecuaciones de campo de Einstein en la base ortonormal (dado que la co-
nexion involucrada es la de Levi-Civita, por ende, (4.30) pasa a ser la ecuacion de
campo de Einstein para gravedad en el vacio), con Rpx = R/ xyNpr denotando las
componentes del tensor de Ricci y R = R/}, el escalar de curvatura. Realizando
un cambio a la base coordenada, la ecuacion (4.30) toma la forma familiar

1
Ry = 3R = 0. (4.31)

4.2. Formulaciéon hamiltoniana de la accién de
Hilbert-Palatini (HP)

Las ecuaciones de movimiento obtenidas del lagrangiano de HP reducen la
dificultad en los calculos en comparacion con el lagrangiano de EH, aunque a la
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hora de hacer un anélisis canénico del lagrangiano HP, la dificultad se incrementa.
Enfoques desarrollados en [31,41,62, 64], muestran la alta no trivialidad en la
solucion de las constricciones de segunda clase involucradas. Cabe preguntarse
entonces, si existe un analisis canénico que solo involucre constricciones de primera
clase para el Lagrangiano de HP. La respuesta es afirmativa. El tratamiento
establecido en [1,65,66] muestra que las constricciones de segunda clase pueden
omitirse, siguiendo un camino alterno dentro del analisis candénico. De esta
manera, siguiendo de cerca el enfoque mostrado en [1], se desarrolla el analisis
canénico de la accién de Palatini n-dimensional en este capitulo.

Consideremos una variedad n-dimensional lorentziana o riemanniana M
(con n > 2), para M difeomorfa a R x ¥. ¥ es una variedad (n — 1)-dimensional
tipo-espacio, orientable y sin bordes (0¥ = 0). Puntos sobre M son etiquetados
con z*, las coordenadas locales adaptadas a esta foliacién estan determinadas
por x# = zM(t,y*) donde t y y*(a,b,... = 1,2,...,n — 1) etiquetan a R y %
respectivamente. Con el objetivo de mantener la simetria de Lorentz manifiesta,
se involucra el formalismo mostrado en la secciéon 4.1.1, donde las variables
fundamentales son el marco {e’} y la conexién 1-forma w!; (conocida como
conexion de Lorentz w’; = w#I sdx*) compatible con la métrica

dnry — Wy — W mre =0, (4.32)

con nry = diag(o,+1, ..., +1) definida como la métrica del espacio indexado, el cual
se usa para subir y bajar indices internos I, J,... = 0,1,2,...,n — 1. Consideremos
ademas SO(0) := SO(n) [o SO(n — 1,1)] como el grupo interno de rotaciones del
marco, para 0 = +1 representa el grupo Euclidiano SO(n) y ¢ = —1 denota el
grupo de Lorentz SO(n — 1,1). De este modo, dentro del formalismo de primer
orden con una constante cosmoldgica, la accion de Palatini (o de Einstein-Cartan)
esta dada por

Sle,w] := k;/M [x(e" Nel) A Fry—2Ap], (4.33)

donde k es una constante relacionada con la constante de Newton, p es la forma
de volumen de M, y F;3 es la curvatura de la conexién 1-forma w’;

1
pi=—en.,et A Al (4.34)
n

FYo=dw'y + wle AW (4.35)

3Es importante resaltar que el tensor F! ; toma valores en el 4lgebra de Lie s0(0), y es descrito
de forma apropiada dentro del contexto de la teoria de haces fibrados (ver [5]), sin embargo, tal
tema no se ahondara en esta tesis.
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En la secciéon 3.3.1, el andlisis canénico involucra una descomposicion, la cual
muestra una distincion entre espacio y tiempo; asi, para cada hipersuperficie de la
foliacion existe un vector normal, tal que la unién de las bases involucradas forma
una base para T, M. De esta manera, para desarrollar un analisis canénico de la
accion (4.33), primero se realiza una descomposicion (n — 1) + 1, expresando el
marco y la conexion de la forma

el =eldt + e, dy”, (4.36)
Wy =w,dt +w,!dy”, (4.37)

luego el tensor métrico esta dado por
ds* =nre’ ® e,
= e e dt @ dt +npyele,’ (dt ® dz® + dx® @ dt)

+nrye, e, de® ® da?, (4.38)

Notese, que (4.38) es la misma expresion encontrada en (3.58), de forma que cada
una de las componentes que acompanan a la base pueden ser escritas como:

oN? + N,N* = nrze,’e,”, (4.39)
N, = n]JetIeaJ, (4.40)
Qav = 176, ¢ (4.41)

gab s la métrica inducida sobre ¥, cuya inversa es denotada por ¢%. Sobre cada
hoja Y, se define una 1-forma n, como n = nre! que satisface n'n; = oy n(d,) = 0.
Las componentes de la 1-forma n pueden ser escritas explicitamente de la forma

1 1 6[11---In_1

S RN

~tal-anp—1

n Carly * Cap_1In_1s (442)

Cabe resaltar, que la letra t no es tomada como un indice, sino que es entendido
como la posicion 0 del indice espacio-tiempo (la posicion cero dentro de los indices
de Lorentz, es denotado por 0) y ¢ = det(qq) > 0, es el determinante de la métrica
inducida sobre Y. La forma explicita de la 1-forma n, nos permite introducir un
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nuevo objeto

1 o
I _ Iy In—1
on ny =
(n—Dhi (= Diva
JIn—

X €qily * " 6(ln—11n71€bljl ey 1,
— 1 0-2 (n B 1)‘61 ~tay-anp_1~tb1---b
- | | | J77 77

(n—=Dl/q(n-1)/q n!
X ealll e ean—lln—leblll U bn—1

. (n — 1)'(n — 1)!6a]6b1ﬁta1ma"71ﬁtbl“.bn*l %
n!

€1 01T lntal “Ap— 177tb1 by — 1y

n—1 X

I Infl
X€aiI1 " Can_1In_1€p, "€ | } )

= 6h —eqze,lq®, (4.43)

donde se us6 la forma explicita del determinante

1 -
det(Qab) = —)'Utal = 177tb1 b 1Qa1b1 *Gap_1bp_1>s (444>

(n—1
y la ecuacion (2.60). La expresion obtenida en (4.43) nos permite definir

85 —on'ng = eqse,)/ ™ = ¢, (4.45)

el proyector sobre el plano ortogonal a n!, el cual satisface ¢/, ¢ ; = ¢',; (condicion
de un operador de proyeccion). Bajo estas premisas, la descomposicion de la accion
(4.33) pasa a ser

Sle,w] = k/ [—2v/4q*e,“n" Fra
M
+eirc /a2t e e K+ el e, Frne — 20/qesn ] dtd" 'z, (4.46)

De la ecuacion (4.35), la curvatura F'; es ademas escrita como

I _ I I I K I K
F,; =0, ;—0w, j+w, gw, = ;—w gw, ;. (4.47)

Reemplazando (4.47) dentro de (4.46) se obtiene

Sle,w] = k/ [—Qﬂqacecjnjatwau + 20, (\/c_]q“eclnjwtu)
M

— 2wi150q (Vg e ITZJ) —2/qq e, 'n’ wirw,”;
+2/qq"e, In/ waIKwt J +26tK\/_qbqu“nIed e, KR 15
+ecy/an®™ (¢"'q e, e, Foers — 20)] dtd™ . (4.48)
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Definiendo i
M= /ag"e,, (4.49)
e introduciendo (4.49) dentro de (4.48) se obtiene
Sle,w] = k/ [—2ﬁafnJatwaU + 20, (ﬁaln‘]wtu) — 2w;170, <ﬁa1nj)
M

~ ~ 2 ~ ~
— QHGIant[KwaKJ + QHGIana[KwtKJ + 76tKHbJHCKnIFbC]J

V4

1 K (y7bltyed n—1
+—eixn (H 1 Fypery — 2Aq> dtd" "z, 4.50
Vi (430

que muestra que wyyy y e;; aparecen de forma lineal. Reagrupando algunos términos
se obtiene

S = k‘/ dtdn_ll' <—21:I“In‘]8twau + CUHJQIJ + Gt[él)
RxX

+ Qk/ 0, (ﬂﬁ“ln‘]wtu> dtd" 1z, (4.51)
M

la cual involucra las definiciones siguientes

Gl7 .= —osll 7] [aa(ﬁaMnN) + 2waNKﬁa[MnK1} . (4.52)
~ 1 ~ g~ ~ ~
CI = 7 [2Hb‘]HdnKFchJ + 77,1 (HbKHCJFbCKJ - 2Aq>:| . (453)
q

La expresion (4.51) muestra en su ultimo término la contribucion del comporta-
miento en la frontera, pero ya que OM = 0, los términos no se tendrén en cuenta
para el presente analisis.

No es posible decir que la accion (4.51) es de la forma pg — H, dado que
las variables n! y e,; dependen explicitamente de II1*/. Sin embargo, involucrando
objetos con su inversa bien definida se tiene que

\/C—]qabebl _ ﬂa[)
1 -~ - -
—\/aH“J e, =1,
I _ psmo T 4.54
€ 2ab ) ( : )

donde ¢"2 =hy hay es definida como la inversa de heb .= TI*/T1° ;- Notese que
bajo ley de transformacién tensorial descrita en la seccion 2.1.3, ¢ es de peso
w = +2, mientras que h es de peso w = +2(n — 2). Dado que la ecuacion (4.54) se
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encuentra en términos de I1%, por ende, las componentes de la 1-forma n mostrada
en la ecuacion (4.42), dependen explicitamente de I1%/ como sigue

an—1
L I0 I

n—1

nl _ 1 Elllmln,

1 ﬁm .
(n— D)IWh Jenweni

1

(4.55)
Por otro lado, dado que es posible descomponer ¢,” en términos de la funcién lapse
N y el vector shift N* (variables ADM) de la forma

e,/ = Nn' + N, (4.56)

esto nos muestra que e,/ y e, definen un mapeo uno-a-uno y sobreyectivo de n?
variables N, N¢, TI* a las n? variables originales del marco e ’. Asi, el mapeo
inverso viene dado por (4.49) junto con

N = oe,/ny, (4.57)
N = ¢"%, eyr. (4.58)

Por lo tanto, bajo el mapeo a las nuevas variables la accién toma el aspecto
S = ]{]/ dtdnilw (—Qﬁaln‘j&gwau -+ wt[JgIJ — Naf/a - Né) y (459)
RxX

bajo las definiciones

5 = —O'ﬁalﬁbJFab[J + 20’h1/(n72)A. (460)
N = p 22N, (4.61)
)}a = _QﬂanJFabIJ~ (462)

Cabe resaltar que el primer término de (4.59) puede reescribirse como

—211n” Ouwars = 200 [wars0im” — Oy (warsn”)],

= Qﬁalat[—(égmwnx] + nlgacf-[b[JﬁCK]>waK]7

= Zﬁalat[wbauf( wy""], (4.63)
donde Wb, = —(8inrmk —i—nlgacﬂb[ JﬁCK]), el cual muestra antisimetria en los
dos tltimos indices W ; ;- = —W?" ;. La ecuacion (4.63) sugiere definir n(n—1)
variables de configuracion

Qur = Wba]JwaJK, (464)

las cuales son candénicamente conjugadas a I1%/. Q,; incorpora n(n — 1) ecuaciones
que involucran n(n—1)?/2 variables desconocidas de wqz, esto conlleva a encontrar
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n(n—1)(n—3)/2 variables para dar solucion a w,;;. Denotemos estas variables como

Aabe, las cuales satisfacen que Aabe = —Aaeh ¥ la condicion de traza cero éabch“b =0;

ambas condiciones son suficiente para garantizar la cantidad correcta de variables
indepentientes dentro de \.. La soluciéon para w,;; puede ser expresada como

warg = M,y Q) + NadeIJ Abeds (4.65)

resultado de dividir el espacio de w en un conjunto equivalente de nuevas variables,
tal que no halla pérdida de informacion, con esto, el espacio de conexiones se divide

en dos sub-espacios ortogonales. N, ; es un vector nulo de W%, .-, A son

a ~
los coeficientes de la expansion en vectores nulos de N, ; tomando AN como
una combinacién lineal. Asi, la conexion es pensada como la combinaciéon de una

solucién particular y una homogénea w = w, + wy,

(Wp)au = MabIJK QbK (Wh)ars = NadeIJ é\bcda (4.66)
con
20 ~ L~
M,k = =2 [(n — 2)0ynumnx + QaeHb[zan]nK} ; (4.67)
S obed [ sbslesd] 2 Tolesd] \ Tre T1f
N, bed . = (m 8 — mgaeh [ 5f> NI (4.68)

En aras de completitud, se define la densidad tensorial gabch 7 con las propiedades

drj _ arj _ dJI « Tabrr dlJ _
U =-U b - _Uabc y h* gabc = 0, por

= abc = ac =

xa

2 ~ ~
Uy = (5zge[bgc]f - mba[bﬁc}fé‘i) eI, (4.69)

la cual esta relacionada con N, ; por

BeaﬁgbﬁhegfdgabchJ _ NfefgIJ. (470)

Todos estos objetos cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

WadKLMchLJ = 525§7 (4-71)
= a 1 ~ ~
Unie" N,y = 810500 = —— (Beah /00 = hech P20} (4.72)
Wi N5 =0, (4.73)
gabchMdelJK =0, (4-74)

a

M, gepg WMEE + N Cdfu Uear L = 525[11(55]- (4.75)
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Ademas, de estas relaciones se obtiene que

Aave = Uppe™war s, (4.76)

la cual muestra que Q,; v Aabe son variables independientes. Reemplazando w,s
en términos de estas variables Q,; y Aape dentro de la accion (4.59), lleva a cons-
tricciones de segunda clase. Por otro lado, con aras de simplificar la forma de las
constricciones que resultan, se realiza una transformacion canénica que deja el mo-

mento 14 invariante, de la forma <Qa1, et > — (Qal, el ) De esta manera las

variables de configuracion estan relacionadas una respecto a la otra, como sigue
b JK
Qa[ = Qal - Wa IJK Fb . (477)

Los coeficientes de conexion T',”® son conocidos como la conexion hibrida asociada
a la derivada covariante V, definida sobre cada hoja ¥, la cual actua sobre indices
de Lorentz e indices espacio-tiempo; ademas, aniquila a e, a través de

Vae, =0, + T, e,” —T¢ e, =0, (4.78)

con Tyry = —Tayr y T'%,. = I'%,. La expresion en (4.78) expone n(n — 1)? ecua-
ciones lineales inhomogéneas, para I'y;; (n(n — 1)?/2 variables desconocidas) y
I'%. (n(n—1)?/2 variables desconocidas) esto nos muestra que la solucion es tnica.

A partir de (4.78) es posible obtener la solucion para cada uno de los co-
eficientes; por un lado, se obtiene que I'%. son los simbolos de Christoffel
asociados con la métrica inducida ¢, sobre ¥;; por otro lado, la solucién para
[ars, se obtiene haciendo uso del operador de proyeccion (4.45), obteniendo que

Fa[J = FCLKLqLIqKJ + 2O'TLKTL[[F|aK‘J}, (479)
esto muestra que la soluciéon es dada por
Larg :qbceb[l\ (aaecu] - 3c€au]) + Uqbceb[InJ]nK (aaecK + 3c€aK)
+ qbchfeaKeb[]qdmafecK. (480)

Es importante resaltar que involucrando a (4.49), tenemos que la derivada cova-
riante V aniquila a I1¢

Vaﬁbl = aaﬁbl + FaIJl:[bJ + 1—‘bacl:[d - FcacﬁbI =0. (481>

Asi, la conexién hibrida y los simbolos de Christoffel describen las mismas pro-

piedades geométricas de la sub-variedad y estan dados ademdas en términos de
HaI

FaIJ = Qadﬁfja\c\ﬁ‘d]] + Qadgceﬁiﬁ([i[ﬁﬁ]

— Lladgceﬁ%ﬂ[cjﬁé] 8ffI€L - Uiladﬁﬁ—nj]nLacﬁdL + ogdcﬁﬁnJ]nLaafICL. (4.82)

8ff[eL + gdcﬁfla‘(ﬂ ﬁCJ]
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La transformacion (4.77) surge de una modificacion al término cinético de la accion
(4.59) de la forma

—21n’ Owars = =207 0, (wars — Cars + Tars) |

= 21170, [W, % i (™ —T,"F)] = 20, (0, 11°T).  (4.83)
el término J,(n ,atﬁaf ), no contribuye dentro de la acciéon debido a que la integral
no contribuye porque ¥ no tiene bordes. El término de frontera esté definido sobre
Y. La razon por la cual se mantiene el signo menos dentro de (4.83) es debido
a que w,’/ — T es un tensor de SO(c). Con esto se definen las variables de
configuracion

Qal = Wab]JK (waK - FbJK) . (484)

La solucion para w,ry toma la forma
Warg = Larg + MabIJK QbK + Nab“l” Ubed s (4.85)

las variables .y satisfacen uy.g = —upqe v condicion de traza cero up.gh® = 0.

Reemplazando (4.85) dentro de (4.59), cada una de las cantidades involu-
cradas toman la forma

Gl — omell 71, (4.86)
Vo =2 (2ﬁb18[aQb]I - Qa[abﬁbl)
16y, (Fau n MabIJKQbK I ]\:]abcdljgbcd> ' (4.87)
C = — 0TI 1Y Ry + 20U TV Qo Qs + 20 AT
+ 211"V, Gry — EZ : 3 on'G7en™ Gy + U;Ldb}:lcf}:leagabcgdfe- (4.88)

con R,’; el tensor de curvatura definido para la conexiéon I',;;, obteniendo
S =k / dtd" 'z (2ﬁafatQaf +w G — NV, — NC ) : (4.89)
RxX

Bajo las siguientes definiciones se obtiene
T)a = Qﬁblﬁ[aQb][ - Q,ﬂ@bﬁbl. (490)
S = —O'f.[alﬁbJRab[J + 2ﬂa[lﬁ|b|J]Qa1QbJ + QO'Ahﬁ
+ oh®he! Bm'gabcgdf& (4.91)
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para formar
S =k / dtd" 'z (2ﬁafatQaI — G —2ND, — NS ) , (4.92)
RxX

con

A1y = —wirg + N¢ (FaIJ + MabIJK QbK + NadeIJ gw)

rfa (7’L — 3)
— 211 [Inﬂva]y — O'(n — 2) NTL[[QJ]K’RK (493)

La accion (4.92) depende de las variables del espacio de fase (Q,r, 11%7) de una for-
ma mas familiar. Ademés, involucra los multiplicadores de Lagrange (Ar;, N%, V)
y a los campos auxiliares u,.. Estos altimos pueden fijarse usando sus propias
ecuaciones de movimiento,

d .
5uach = d_S[Qafv Ha[7 >‘IJ7 Na? ]~V7 Ugbe + Eéyabc] - 07 (494>
~ € - T le=0
obteniendo L
20 Nh® b h 1y, = 0. (4.95)
Dado que N # 0, se obtiene como solucién para Uabe
Uabe = 0. (4.97)

Por lo tanto, sustituyendo en cada uno de los términos involucrados en (4.92) se
obtiene

S =k / dtd" 'z (2ﬁafatQaI — A\ G —2ND, — NS ) , (4.98)
RxX

con B )
S = —olITI" Ryyr 5 + 211°U T Q1 Qy s + 20 ART2 . (4.99)

La expresion encontrada en (4.98), fue obtenida en primer lugar en [1] y adopta la
forma pg — H, por lo tanto, se obtiene una formulaciéon hamiltoniana manifiesta-
mente covariante de la accion de Palatini (4.33). Esta forma hamiltoniana emerge
de la parametrizacion original de las variables e,’ en términos de las variables de
momentos I1%7, la funcion lapse N y el vector shift N®.

4 es proporcional al determinante de la métrica espacio-tiempo, dado que g es no degenerada
luego N no puede ser cero
g=0oN?¢. (4.96)
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Notese que no hay dependencia explicita de las derivadas temporales de las
variables Ar;, N y N. En consecuencia, las variaciones respecto a cada una de
ellas imponen las siguientes constricciones primarias

Constriccion de Gauss SO(n —1,1)[6 SO(n)] — G ~ 0, (4.100)
constriccion de difeomorfismos (espaciales) — D, & 0, (4.101)
constriccion escalar — S = 0. (4.102)

El simbolo = representa una igualdad débil, con el fin de resaltar que cada una de
las constricciones se encuentran sobre la superficie de constriccion O; definida por
las mismas, con O; C Oy O el espacio de fase. El hamiltoniano definido en (4.98)
es un hamiltoniano total, debido a que es construido como una combinacion lineal
de constricciones

—H=k / dlz (-AUQU _9ND, — NS ) : (4.103)
b

el cual es débilmente cero porque no involucra un hamiltoniano canénico
(H. = 0). Este hamiltoniano evidencia justamente que A;;, N* y N juegan el
rol de multiplicadores arbitrarios (multiplicadores de Lagrange). Cabe resaltar,
que un hamiltoniano cero es la marca distintiva de un sistema generalmente
covariante [57].

Con esto en mente y en aras de verificar que el hamiltoniano involucrado
en la accion (4.98) es consistente y completo, es necesario mirar el compor-
tamiento de las constricciones involucradas (ver A). Tomando la condicion de
consistencia dentro de las constricciones primarias (4.100,4.101,4.102), nos lleva a
calcular los corchetes de Poisson (PB) del conjunto de constricciones. Para ello es
necesario tener en cuenta que para dos funcionales del espacio de fase (A, B), el
PB bajo las variables del espacio de fase (Qqr, 1! ) es ahora dado de la forma

C L [y [ A 9B A B
{.A, B} = o /Zd z |:5Qa1(x) 5ﬁal(x) 51:[‘11(1’) 5Qal(l’) 7

el cual es una generalizacion al continuo de la forma usual del PB. Tomando la
definicion de derivada funcional [21]

(4.104)

d ~ _, OF[Q, 1]
—F[Qar + €6Qq, 117 :/d” Le——2 =65Qu (), 4.105
de [Q I Q I ] o 5 6Qb](x) QbJ( ) ( )
la cual implica
0 Aar () = 606760V (z — ), (4.106)

A (y)
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para las variables del espacio de fase (Qqr, 1! ) se tiene que su PB es

[QJ@). T, ()} = 58856 D( — ), (4.107)

calculado en el mismo instante de tiempo (porque estamos sobre la misma hoja
Y)). Resulta un poco méas familiar definir funciones de peso apropiadas para las
constricciones, con el fin de calcular los PB’s entre ellas. Asi, cada constricciéon
toma la forma

D[N] := / d" "2 N(2)D,(z), (4.108)
GIM] = / "My ()G (), (4.109)
S[L] == / 4" L(2)S(x). (4.110)

Ademas, si consideramos a (4.109) como el generador de una transformacion no
fisica de una trayectoria dinamica, entonces bajo una pequena variaciéon de las
variables del espacio de fase se tiene que

59 Qur(2) = {Qur(e). GIM} = 10, (1) My o), (1.111)
I (2) = {1(2), G[M]} = %H‘” I (@), (4.112)

por lo tanto G[M] es el generador de rotaciones locales de SO(c). De manera
analoga, ahora con (4.108) las transformaciones generadas estan dadas por

0" Qur(x) = {Qur (), D[N]} = —ENQaz( ); (4.113)
§PTI (1) = {Haf } - —c 1 (z), (4.114)
donde Ly denota la derivada de Lie a lo largo de la direccion N (cabe resaltar

que la derivada de Lie no actta sobre indices Lorentz), lo que muestra que D[N]
es un generador de difeomorfismos espaciales. De esta manera, los PB’s entre los
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pares de constricciones resultan un poco mas sencillos, obteniendo

{DIN], DINS]} = oDl N (4.115)
(G[M], DIN]} = ig[—zNMu]. (4.116)
(GIML],GIM]} = > G Migun™ Mogyrg]. (@117)
{g[M], S[L]} = 0. (4.118)
(D[N], S[L]} = iS[LNL]. (4.119)

(SILS{Laly = =7 [ &b (L10uLa = Ladu L) %
X (ﬁb + %rwé” + %chﬂclﬁdedéfJ> . (4.120)

Esta algebra de constricciones es cerrada dado que cada uno de los PB’s involu-
crados son cero o débilmente cero. Ademas, la evolucion de las constricciones via
el hamiltoniano total (4.103) satisface las condiciones de consistencia, las cuales
se reducen a la identidad 0 ~ 0 al imponer las constricciones primarias. Por lo
tanto, (4.108), (4.109) y (4.110) no generan nuevas constricciones ni restricciones
a los multiplicadores de Lagrange.

De esta manera, el hamiltoniano total (4.103) es un hamiltoniano completo
y consistente, dotado solo con constricciones primarias de primera clase, las cuales
n(n + 1)/2 son independientes. La cantidad de grados de libertad (DOF) fisicos
del sistema, para 2n(n — 1) variables independientes del espacio de fase, da como

resultado
DOF = % [Q(n(n 1) -2 (M)} ,

2
-3
_nln=3) (4.121)
2
El resultado obtenido estd en concordancia con los DOF fisicos involucrados
en la formulacion ADM. Por ende, obtenemos nuevamente que, para el caso 4-

dimensional, existen 2 grados de libertad por punto del espacio.



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

El desarrollo de la teoria general de la relatividad nos ha mostrado hasta el
momento, que existen diferentes formulaciones lagrangianas que conducen a
las mismas ecuaciones de campo introducidas por Einstein (3.17), consistentes
con la formulacién newtoniana dentro del limite de campo débil. Entre ellas se
pueden resaltar el formalismo lagrangiano introducido por Hilbert (4.13), el cual
implementa la covarianza general debido a su caracter escalar, el lagrangiano de
Palatini (4.12), el cual muestra que bajo una sola condicién dentro de torsion
cero o compatibilidad métrica cero, la conexion resultante es la de Levi-Civita, la
conexion que subyace a la relatividad general de Einstein.

La formulacion clasica de la gravedad dentro del formalismo hamiltoniano
tomado desde el punto de vista de la relatividad general, impone una division
entre espacio y tiempo de forma arbitraria, llevando a la descomposicion ADM
expuesta en la seccion 3.3.1. El paso de las variables de configuracion a las de
espacio de fase involucra relaciones entre ellas llamadas constricciones. Estas
constricciones pueden clasificarse en constricciones de primera y segunda clase,
donde las simetrias involucradas de la teoria estan relacionadas con la presencia
de constricciones de primera clase, mientras que la de segunda clase significa
que hay grados dinamicos de libertad en la teoria que pueden eliminarse. Para
poder eliminar estas variables, es necesario configurar un nuevo PB que se refiera
solo a grados de libertad dindmicamente importantes [67]. Sin embargo, no toda
formulaciéon hamiltoniana tiene solo constricciones de primera clase; es bien
sabido que el analisis canénico covariante de Lorentz de la accién de Holst para
la relatividad general 38| contiene restricciones de segunda clase (esto también es
cierto para la accion de Palatini [31]).
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La formulacion ADM se caracteriza por contener constricciones de primera
clase solamente. Sin embargo, la formulaciéon manifiestamente covariante de
Lorentz de la accion de Palatini contiene constricciones de segunda clase. Dado
que es posible encontrar la soluciéon de estas constricciones, los enfoques expuestos
en [31,41,64] muestran la alta no trivialidad en el proceso. No obstante, el enfoque
realizado en [65,66] y [1], este ultimo presentado explicitamente en la seccion 4.2,
anuncia un hamiltoniano consistente y completo, involucrando solo constricciones
de primera clase. Por lo tanto, podemos concluir que el procedimiento seguido en
la tesis simplifica el analisis, dado que se obtiene una formulacién hamiltoniana
de la accion de Palatini en n dimensiones, que no involucra constricciones de
segunda clase, lo cual se logra a partir de una elecciéon apropiada de las variables
que definen la accion, separando la parte dindmica de la no dinamica.

Aunque en la presente tesis no se logré el objetivo principal (establecer una
relacion directa con la formulacion ADM), debido a la dificultad del mismo, dicho
objetivo se dejard como incentivo para trabajos futuros. Sin embargo, ya que la
cantidad de grados de libertad por punto del espacio involucrados en la teoria
estan en concordancia con los obtenidos por la formulacion ADM, es factible
encontrar una relacién entre las mismas (mas precisamente una relacion entre la
constriccion escalar y la de difeomorfismos espaciales, con las que surgen en el
formalismo ADM). Con el fin de efectuar esta relacion, se propone definir nuevas
variables a partir de las ya establecidas en la seccion 4.2, de forma que sean
escalares bajo SO(co) (dado que las variables ADM presentan esta condicion),
para luego reescribir todo en términos de estas nuevas variables, reduciendo el
espacio de fases. De este modo, se pretende hacer contacto con la formulacion
ADM sin realizar una fijacion de norma temporal “time gauge” (en las siguientes
Ref’s. [1,31], se expone la aplicacion de este método), puesto que, al involucrar
una fijaciéon de norma temporal se rompe la covarianza manifiesta, debido a la
reduccion del grupo SO(o) a SO(n — 1) (el grupo de rotaciones) y se introducen
constricciones de segunda clase.



Apéndice A

Sistemas hamiltonianos con
constricciones

El punto de partida del formalismo hamiltoniano es la definicién de los momentos
canonicos
oL

D= e (A1)

con (i =1,...,N) y N la cantidad de grados de libertad de la teoria, la cual lleva
a la definicién del hamiltoniano canoénico

He =Y pigi— L. (A.2)
Bajo variacion respecto de las coordenadas ¢ y las velocidades ¢

0H, = 5(22%‘% — L),

— Z ((5pi(ii - (g;) (5qi) , (A.3)

vemos que la variacion de esta cantidad involucra solo variaciones de ¢'s y de p's,
mas no de las velocidades. Esto muestra que el hamiltoniano canénico H,. es una
funcién de q’s y p’s, sin dependencia explicita en las velocidades. Sin embargo,
mientras que para un lagrangiano regular el mapeo (q,q) — (gq,p) es invertible,
para uno singular dicho mapeo no sera invertible y existiran localmente relaciones
no triviales entre las variables del espacio de fase. Estas relaciones son denominadas
constricciones primarias y estan caracterizadas por ecuaciones de la forma

Om(q,p) =0, (A.4)
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donde m etiqueta la cantidad de constricciones primarias (m = 1,..., M), las
cuales reducen la dimension del espacio de fase de 2N a 2N — M para M la
cantidad de constricciones primarias. Denotando a I' (el espacio de fase) como una
variedad de dimension 2N, las constricciones (A.4) definen una sub-variedad de
dimension 2N — M denominada superficie de constriccion primaria I'y (I'y C T).
La estructura geométrica de I'y puede ser complicada; suponemos por simplicidad
que el rango de la matriz 0¢,,/d(q, p) es constante sobre I'; y ademas que todas
las constricciones ¢, son independientes, es decir, el jacobiano J := 0¢,,/9(q, p)
es de rango M sobre I';.

Una igualdad sobre la superficie de constriccion primaria I'; puede no ser
valida para puntos fuera de I'y. Es por esto que es necesario diferenciar igualdades
validas para todo el espacio de fase I', de igualdades validas para I';. De esta
manera, diremos que una funciéon que se anule sobre I'y, (F(g,p) = 0), es
débilmente cero y usaremos el simbolo ~ para representar dicha relacion, es decir,

F(q,p)~0 <= F(gp)l, =0, (A.5)

la cual no es idénticamente cero sobre I'. Por otro lado, si F/(g,p) es una funciéon
que se anula sobre todo el espacio de fase y no justamente sobre la superficie de
constricciéon primaria, la funcion es llamada fuerte y el simbolo usual es = para
este caso

F(q¢,p) =0 <= F, 0F/dq, OF/0p|r, = 0. (A.6)
En este sentido la ecuacion (A.4) pasa a ser
Om(q,p) =~ 0. (A7)

Aunque ahora tenemos definida una forma de diferenciar una igualdad débil de una
fuerte, es importante resaltar que ambas estan relacionadas. Asi, si dos funciones
coinciden débilmente F' =~ (G, luego

F—G=N¢pn, (A.8)

lo que significa que su diferencia es fuertemente igual a una combinacién lineal de
las constricciones que definen la superficie de constriccion I';, con \™ funciones
arbitrarias [57].

Ahora, el hamiltoniano definido en (A.2) no es determinado de forma tnica
como funcion de los p's y los ¢'s, dado que dp; en (A.3) no son todos independien-
tes sino que estan restringidos a satisfacer las constricciones ¢,,. Por lo tanto, para
tratar apropiadamente las constricciones, es conveniente introducirlas a través de
multiplicadores arbitrarios (funciones auxiliares), de la siguiente manera

H— H.+u" ¢, (A.9)
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donde u™ representa los multiplicadores arbitrarios. Esto nos permite definir a
(A.9) como el hamiltoniano total Hr, responsable de la evolucion del sistema con
constricciones cuyas ecuaciones dinamicas toman la forma

OH 00
_OH | .09

i = , A.10
4 Op; " Op; ( )

) OH i 0P,
—Pi = 94, +u 9g; (A.11)
¢m(q,p) = 0. (A.12)

Aunque estas ecuaciones describen la dindmica del sistema en cuestion, involucran
a las funciones arbitrarias u™. Es conveniente ahora introducir los corchetes de
Poisson (PB) definidos por

of g f g
dq* Op; Op; 5’@”

{f,9} = (A.13)

para dos funciones arbitrarias f y ¢ del espacio de fase, el cual satisface

{f,9} =—{9,f} (anticonmutatividad). (

{f,ag+0bh} =a{f, g} +b{f,h} (bilinealidad). (
{fg.h} = f{g,h} +{f,h}g (regla de Leibniz). (
{fAdg,h}} +{h,{f,9}} +{9,{h, f}} =0 (identidad de Jacobi). (

Esto nos permitiré ver de una forma mas familiar las ecuaciones de movimiento ob-
tenidas anteriormente. Si consideramos una variable dinamica g(g, p), su evolucion
temporal es

9=A9, He} +u"{g, om} = {g, Hr}; (A.18)

de esta manera, (A.18) describe la evoluciéon temporal de las variables dindmicas
sobre la superficie de constriccion I';.

La aplicacion de (A.18) a las constricciones involucradas, nos otorga un
conjunto de condiciones de consistencia bésica de la teoria, donde sera exigido
que las constricciones primarias sean conservadas durante la evoluciéon dindmica
del sistema, asi, (A.18) aplicado a (A.7) muestra que

d .
Z6n(0.p) = 6 ~ { S, Hr} =0, (A-19)

para {¢y,, Hr} dado por

{(bma HT} = {¢m7 ¢n} u" + {¢m, Un} ¢n (A20)
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donde n es otro indice de conteo que muestra la cantidad de constricciones
independientes involucradas; el término {¢,,,u"} ¢, puede despreciarse debido a
que este se anula débilmente.

A partir de aqui puede obtenerse uno de tres siguientes casos:

= El primer tipo de condiciéon se reduce a una identidad, 0 = 0, es decir, se
satisface autométicamente después de utilizar las restricciones primarias.

» Ecuaciones independientes de las u's que llevan a nuevas constricciones entre
q's y p's, denotadas por X(q,p) ~ 0 (constricciones secundarias).

= Por ultimo, una ecuacién en (A.20) puede imponer restricciones sobre las
/
u's.

Este algoritmo es ciclico y contintia hasta que al final se termine con un cierto
nimero de constricciones secundarias y de condiciones sobre los multiplicadores.
Denotando a ¢s(¢m, X)) =~ 0 como el conjunto total de constricciones de la
teoria, siendo s = 1,..,.M, M + 1,...., M + P donde P muestra la cantidad de
constricciones secundarias que surgen. Estas constricciones forman un sub-espacio
I’y del espacio de fase I' siendo I'y C I'y; ahora las igualdades fuertes y débiles son
referidas a I's.

Aplicando las condiciones de consistencia a las constricciones ¢, se obtendré
en general, un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales para los multipli-
cadores arbitrarios desconocidos. Puede derivarse una solucion de la forma
u™ = U™ 4+ vV, ™, la cual es una combinaciéon lineal de la soluciéon particular
U™ y la solucién homogénea v*V, ™ (V,™ (a = 1,...,W)' son todas las soluciones

independientes de la ecuacion homogénea V, ™ {p,, ¢} = 0), donde v* = v°(t)
son coeficientes arbitrarios dependientes del tiempo [57].

Con esto, el hamiltoniano total pasa a ser de la forma
HT = Hl—f—l)agba, (A21)

con H = H. +U"¢,, v ¢g = V,"¢y. Con esto vemos que aun con las con-
diciones de consistencia satisfechas, quedan funciones arbitrarias del tiempo en
el hamiltoniano y por lo tanto, las variables dinamicas del sistema no estaran
determinadas de forma tunica por las condiciones iniciales para tiempos futu-
ros, manifestandose la existencia de transformaciones de norma dentro de la teoria.

La presencia de multiplicadores arbitrarios en las ecuaciones de movimiento

La etiqueta W hace referencia a la dimensién del espacio nulo de la matriz {¢p, ¢}
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(y su solucién) implica que las variables (¢(t),p(t)) no puedan ser determinadas
de forma tnica, a partir de valores iniciales (¢(0),p(0)); por lo tanto, ellas no
tienen un significado fisico. Para extraer informacion fisica del sistema se hace ne-
cesaria la introduccion de funciones A(q,p) denominadas observables clasicos, los
cuales seran independientes de las v's. El estado del sistema queda entonces deter-
minado a un tiempo ¢ por el conjunto completo de observables fisicos en ese tiempo.

Asi, para una variable dindmica ¢(t) en t = 0, el valor de g(f) en un inter-
valo 0t puede ser calculado de las ecuaciones de movimiento, con ¢(0) el valor
inicial determinado por (¢(0), p(0))

g(0t) = g(0) + 69 = g(0) + 6t {g, Hr} . (A.22)

Ya que los coeficientes v*(t) son completamente arbitrarios, es posible tomar va-
lores diferentes para estos coeficientes y obtener valores diferentes para g(dt); asi,
usando la diferencia de dos valores g; y g2 se encuentra

Ag=c"{g,0a} = {9,6"¢a}, (A.23)

donde ¢* = §t(vy — vf). Ya que este cambio no tiene significado fisico, tanto
g1(0t) como go(dt) corresponden al mismo estado fisico del sistema. Consideremos
ahora una variable dinamica F'(¢q,p) de primera clase (FC), si su PB con todas
las constricciones g son débilmente cero {F, ¢} ~ 0; F' es de segunda clase si lo
anterior no se cumple. Hemos visto que una igualdad que se anula débilmente es
fuertemente igual a una combinacién lineal de constricciones, por lo tanto, si F' es
de FC éste satisface la igualdad fuerte

{F,0s} = X\ or. (A.24)

De esta manera, llegamos a la conclusion de que las constricciones FC generan
transformaciones que no cambian el estado fisico del sistema y que son conocidas
como transformaciones de norma (gauge).

Las transformaciones no-fisicas de variables dindmicas son a menudo referi-
das como transformaciones locales o de gauge. Considerando un hamiltoniano
de la forma (A.21) y un conjunto completo de constricciones ¢, &~ 0; para una
trayectoria T'(t) = (q(t), p(t)) que inicia de Ty = (¢(0), p(0)), sobre la superficie I'
las ecuaciones de movimiento para algin valor de v*(¢) son dadas por

. OH' +va6d)a
= Op; opi’
. OH' 2004
—pi = 4, v 90 (A.25)

¢s(q,p) = 0.
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Consideremos una nueva trayectoria 7" = (q(t) + doq(t), p(t) + dop(t)) la cual
inicia desde el mismo punto Ty y satisface las ecuaciones de movimiento para
v*(t) + dov®(t). Expandiendo a primer orden estas ecuaciones en las pequenas
variaciones doq, dop, dov® y usando (A.25) se obtiene

_ G, d "\ 0Hr 0¢q
S0 = ( o= + dops—— ey
09q < 04; aqj + 0Pj apj) apz + 0pv apz
‘ G, d "\ 0Hr 09
_ = o a A2
0ps 0ps B
an 60% + apz 50]% =0.

estas ecuaciones conllevan a dar condiciones suficientes para que las trayectorias
puedan ser referidas como trayectorias dinamicas y la transicion de una trayectoria
a otra a un mismo instante de tiempo, represente una transformacion de gauge [67].

Por otro lado, si se asume que las variaciones de las variables dinamicas
son determinadas por

oG
opi’
oG
dq;’

00qi(t) = (t) {qi, G} = &(?)

dopi(t) = e(t) {pi, G} = —€(t) (A.27)
donde G(gq,p) es el generador de esta transformacion. Realizando una derivada
temporal en (A.27) y relacionandola con (A.26) se obtiene que bajo condiciones
de solucion respecto a dyv® el generador se reduce a ser de la forma (ver [67])

G=X\¢y (G Hr} =", (A.28)

donde A* y v* son funciones arbitrarias dependientes de las ¢'s y de las p’s. Esto
muestra que el generador de transformacion involucrado es fuertemente igual a
una combinacién lineal de constricciones de FC.

La expresion (A.23) tiene también la forma de una transformacion canénica
infinitesimal [57] y es por esto que las transformaciones de norma son a su vez
transformaciones canoénicas. La ecuacion (A.23) nos permite ademds introducir
una definicibn mas precisa para los observables clasicos: estos seran cantidades
dindmicas que sobre la superficie de constriccion son invariantes de norma,
es decir, si G es un observable clésico, entonces {G,¢,} =~ 0 para todas las
constricciones FC.
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Esto sugiere ahora, la generalizacion de las ecuaciones de movimiento para
cualquier cambio en las variables dinamicas del sistema, con ello surge la idea de
una extension al hamiltoniano de la forma

Hg = H +v"¢1, + v*¢oq, (A.29)

la cual contiene ambas constricciones primarias FC (¢1,) vy secundarias (¢oq)
multiplicadas por funciones arbitrarias de tiempo. La adicién de constricciones
secundarias surge dado que los PB’s de las constricciones FC, son fuertemente
una combinacion lineal de constricciones FC, por lo que no solo aparecen
constricciones de primera, sino que también pueden haber productos de las de
segunda clase, por lo que estas, son entendidas ademéas como generadores de
transformaciones de gauge. Esta es la conjetura de Dirac [55], aunque pueden
construirse contra ejemplos [56], se postula que en general, todas las constriccio-
nes FC, primarias o secundarias son generadores de transformaciones de gauge.
De esta manera, dentro de este hamiltoniano extendido (Hg), todos los gra-
dos de libertad de gauge son manifiestamente presentes en la dindmica involucrada.

Aunque se tenian inicialmente un espacio de fase con dimension 2N, las
existencia de restricciones de primera y segunda clase lo reducen a un determi-
nado subespacio. Sin embargo, la presencia de constricciones FC esta asociada
con la existencia de transformaciones de norma, con lo que a un solo estado fisico
le corresponde un conjunto de puntos del espacio de fase. Para establecer una
relacion univoca entre puntos del espacio fase y estados fisicos, se hace necesario
fijar la libertad de norma presente. Esto se consigue imponiendo ciertas condi-
ciones de norma adicionales C,(q,p) ~ 0, cuyo ntmero debe ser igual al ntimero
de constricciones FC para fijar la norma completamente. Las constricciones FC
son generadoras de las transformaciones de norma, por lo que las condiciones
de norma, se imponen para que el conjunto resultante de constricciones maéas
condiciones de norma sea de segunda clase, y asi no quede libertad de norma
remanente. Teniendo esto en cuenta, el niumero de grados de libertad fisicos del
sistema es

2 % (# grados de) = (# de variables canonicas independientes),

libertad fisicos

(# total de variables canonicas (¢, p),2N)

— (# de constricciones FC independientes, N7 )

— (# de constricciones de segunda clase, Ny)

— (# condiciones de norma, Ny),

— 9N — 2N, — Ny, (A.30)
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Lo que implica

DOF = %(2N _ON, — N,). (A.31)

Lo anterior se ha desarrollado para un nimero de grados de libertad finito, sin
embargo, en el caso de una teoria de campos descrita en (n + 1)- dimensiones con
constricciones, debe hablarse en términos de estas cantidades (constricciones a un
tiempo fijo definidas para cada punto del espacio) pero por punto del espacio; de
esta manera, el formalismo desarrollado en la seccién anterior podria ser aplicado,
tomando el limite continuo.



Apéndice B

Simulacion del transporte paralelo
sobre una esfera.

La simulacion aqui presentada, fue realizada en Python (version 3.6.9) y muestra
el comportamiento de un vector bajo transporte paralelo sobre una esfera.

import numpy as np

from numpy import arange

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d.axes3d import Axes3D, get_test_data

fig=plt.figure()
ax=fig.gca(projection="'3d")
fig.set_size_inches(8,8)

for j in arange (np.pi/10,np.pi,np.pi/40):
theta=j
z_circle = np.ones(len(x_circle))*np.cos(theta)
ax.plot(np.sin(theta)*x_circle,np.sin(
theta)*y_circle,z_circle, 'orange')

theta = np.pi*60/180

z_circle = np.ones(len(x_circle))*np.cos(theta)

ax.plot(np.sin(theta)*x_circle,np.sin(theta)*y_circle,
z_circle, 'red',linewidth=3,label="60°")

fig.set_size_inches(8,8)

theta = 60*np.pi/180
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for i in arange(O0,np.pi*2+np.pi/20,np.pi/20):

x_pos = [np.sin(theta)*np.cos(i)]
y_pos = [np.sin(theta)*np.sin(i)]
z_pos = [np.cos(theta)]

x_direct = [-np.cos(np.cos(theta)*i)*np.cos(theta)x*
np.cos(i)-(1/np.sin(theta))
*sin(np.cos(theta)*i)*np.sin(i)]

y_direct = [-np.cos(np.cos(theta)*i)*np.cos(theta)x*
np.sin(i)+(1/np.sin(theta))
*np.sin(np.cos(theta)*i)*np.cos(i)]

z_direct = [np.cos(np.cos(theta)*i)*np.sin(theta)]

ax.quiver (x_pos,y_pos,z_pos,x_direct,
y_direct,z_direct, length=0.5)

ax.set_xlabel('X")
ax.set_ylabel('Y")
ax.set_zlabel('Z')
ax.legend()
disp.clear_output(wait=True)
disp.display(plt.gcf())
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