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RESUMEN

A partir de la investigacion sobre el efecto Casimir, se hallé hipotéticamente la
posibilidad de obtener una extension de la fuerza de fluctuacién estandar del vacio. Es-
encialmente, al interior de la cavidad nanométrica, se inserté un dominio maximamente
simétrico promovido por el espacio-tiempo de Sitter; idealmente, ello proporcioné condi-
ciones 6ptimas para la simulacién de un universo justo y compatible a las dimensiones
del vacio de Casimir. Puesto que éste tltimo, mantuvo su naturalidad y a su vez per-
mitié modificar su geometria plana por un contorno curvilineo constante.

A parte de la consideracién nanométrica sobre las dimensiones del contorno del
universo, otra caracteristica fundamental en el trabajo, fue la preferencia de un uni-
verso no masivo al interior del vacio de Casimir. Bajo las anteriores circunstancias, el
acoplé o ligadura del efecto Casimir y el espacio-tiempo de Sitter se hizo a través de
la regularizacion del tensor energia-esfuerzos. Finalmente, el respectivo proceso condu-
jo a obtener una fuerza de Casimir-Sitter efectiva de significado dual, atractiva para
condiciones de contorno de Dirichlet o Neumann y repulsiva para condiciones mixtas
de Dirichlet-Neumann.
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INTRODUCCION

Observaciones astrondémicas recientes de radiacién césmica de fondo han indica-
do claramente que nuestro Universo se acelera (con constante cosmoldgica positiva
M)[I][2][3]. Ahora, si el universo, como asi lo parece, estd siendo acelerado continua-
mente, la cosmologia conllevara al modelo asintético “Universo de Sitter” (d.S) [4] [5][6] [7].
Al respecto, la intriga en la comunidad cientifica es conocer el por qué el Universo se
expande y/o jcudl es la fuente de interaccién?. Sin duda alguna la complejidad del Uni-
verso implica que éste siempre sea un tema abierto; particularmente, siendo selectivos
sobre las innumerables teorias que puedan existir para solvencia de ello, resulta com-
patible aplicar a la mencionada Energia Oscura[8][9][10], puesto que bajo su constante
perseverancia, ésta ultima pareciera ser la mas indicada.

Brevemente, la Energia Oscura es una forma de materia invisible (oscura) o energia
que estaria presente en todo el espacio-tiempo, produciendo una presiéon que tiende a
acelerar al Universo y le aleja de su centro de gravedad, hecho producido por una fuerza
gravitacional (aparentemente) repulsiva. Considerar la existencia de la energia oscura
es la manera mas frecuente de explicar las observaciones recientes, concluyendo asi que
el Universo parece estar en expansién acelerada. Aclarando ademas, que en el modelo
estandar de la cosmologia, la energia oscura aporta casi tres cuartas partes de la masa
y/o energia total del Universo.[9][10]

Por otra parte, y en correspondencia, un descubrimiento propio e interesante de la
fisica cuantica aconteci6 en el ano 1948 en los laboratorios Philips y fue reconocido
como el Efecto Casimir[l1]. El simple hecho de concederse inestabilizar el vacio electro-
magnético (generar fluctuaciones en la energia del punto cero, que estén habilitadas por
el principio de incertidumbre de Heissemberg), puede conducir a hallar una nueva clase
de fenémenos fisicos[§|[12]. El Efecto Casimir ha estado siempre rodeado de un halo
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de misterio porque designa una fuerza del vacio, de la nada; y sin embargo, es medible
experimentalmente[8] [L1][I3][14]. A grandes rasgos, la versién estandar del hallazgo ase-
gura la atraccién de dos placas conductoras paralelas separadas nanométricamente.[§]

Ahora, sin duda alguna el efecto Casimir compete a una escala microscopica; sin
embargo, hipotéticamente, pareciera que dicho fenémeno pudiese extenderse a nivel
macroscopico[8], induciendo importantes implicaciones en todas las escalas, desde sub-
nucleares hasta cosmoldgicas. Por consiguiente, el Efecto Casimir, sin importar que
sea aplicado microscopicamente, pero igual de forma apropiada (por lo menos para la
presente memoria) quizas dé, asi sea minimamente, contribuciones fundamentales a la
solucion hipotética del problema relacionado con la expansion del Universo.

No obstante, el objetivo del presente trabajo no es muy ambisioso, simplemente se
pretende involucrar al efecto Casimir de naturalidad cuantica a un dominio espacio-
temporal propio de la teoria de la relatividad y observar posibles implicaciones. En
beneficio de ello, un rasgo particular de la fuerza de Casimir en el vacio, depende de
la naturaleza del campo, sobre el tipo de variedad espacio-tiempo, la geometria del
contorno, y las condiciones iniciales impuestas sobre el campo. Luego, para satisfacer
ésta premisa, en breve, tan sélo bastaria involucrar al tensor energia-esfuerzos (T*) e
insertar en ¢l la variacién energética del vacio de Casimir (72hcA/720d%) y fuerza de
Casimir (72hcA/240d%).[13][14]

En otras palabras, éste ultimo paragrafo refiere a la obtencién de un resultado mas
general, que bajo ciertas condiciones especificas (acople en el espacio-tiempo asintético
de Sitter, adopcién de curvatura para espacios maximamente simétricos, ingreso del
radio a del universo, uso de los contornos de Dirichlet-Neumann, entre otros) despren-
da en definitiva otro tipo de fuerza (atractiva o repulsiva), pero que a su vez reuna
pardmetros estandar propios del efecto Casimir[4][7]. Quizas, hipotéticamente, bajo la
mayor simpleza que exista (o circunstancias ideales), teéricamente se simule un primer
modelo no riguroso de un universo de radio a y de particularidad nanométrica; de esa
forma se anhela que la hipdtesis quede abierta y en siguientes trabajos relacionados sea
corroborada y generalizada ain maés, ello basta con el ingresar el sin fin de variables y
parametros que la complejidad de un universo exije, y a primera vista, la fundamental
de ellas sera aplicarlo a nivel macroscopico y aun asi el efecto Casimir funcione.

“La verdad del universo no estoy muy sequro, pero a través de Einstein puedo es-
cuchar pensar a Dios”... (Eddington)






“La verdad es algo que se puede intentar dudar, y entonces,
quizds, después de mucho esfuerzo, descubrir

que parte de la duda es injustificada’.

Niel’s Bohr






EFECTO CASIMIR,

El Efecto Casimir es la manifestaciéon méas palpable que se conoce de las fluctuaciones
de energia que se producen en el estado vacio de un sistema cuantico por accién de
condiciones externas[8]. A priori, Feynman y Bohr predijeron que el vacio cuéntico
puede generar fluctuaciones de energia (habilitadas por el principio de incertidumbre
de Heisenberg) que en determinadas circunstancias actian sobre objetos materiales
ordinarios. Asi lo corroboré Hendrik Casimir en 1948 para dos placas metalicas paralelas
separadas nanométricamente, a las que las fluctuaciones del vacio, por la diferencia de
presién que ejerce sobre su adverso y reverso, tienden a acercar entre si.[8][14]

En el presente capitulo se evidencia en detalle el efecto Casimir, bajo un soporte
teorico que define la version basica originalmente propuesta por Hendrik, en la cual se
requiere como anticipo, hallar la respectiva cuantizacién del campo electromagnético y
la energia del punto cero, tal que el propdsito sea obtener la “Variacion de la Energia del
Punto Cero” y en inferencia obtener la interesante “Fuerza de Casimir”. Finalmente, se
cierra el capitulo con una seccién dedicada a la evidencia experimental del efecto, donde
se cita en especifico el experimento de Lamoreaux y otros importantes experimentos que
comprueban rotundamente la existencia del fenémeno como tal. Véase a continuacion
el Efecto Casimir: “La Fuerza de la Nada”...
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Figura 2.1: Concepto de vacio desde una perspectiva de la fisica cudntica. Representacion de modos de
vibracion para cada frecuencia electromagnética en el espacio; todos los osciladores cudnticos estdn acopla-
dos y generan isotropia, homogeneidad y estabilidad en [a distribucion del campo electromagnético.[13]

2.1  ‘Energia del punto cero (ZPE)

De acuerdo a la deduccién del Apéndice A, se observa que formalmente el campo
electromagnético puede ser considerado como una coleccion de osciladores arménicos in-
dependientes; cuales, incluso, pueden presentarse bajo el uso de minima energia posible,
asi como se muestra en la Figura 2.1. En ese enfoque, la densidad de energia electro-
magnética es determinada como un nimero de modos (osciladores) en un rango de
frecuencia especifico multiplicado por un promedio de energia. Particularmente, para
el vacio cuantico, la expresion de minima energia que define al espacio o universo a
contener un numero infinito de modos de radiacién (cada uno con una energia finita
hw/2) se conoce como la Energia del punto cero (ZPE):[19]

(E)zpe = %ZZM (2.1)
A k

Luego, si la energia (E) zpp representa el valor esperado del Hamiltoniano H aplicado
sobre el estado vacio |0), y a su vez éste resultado define el estado de minima energia
posible (véase Apéndice A), entonces, ;habria posibilidad de que dicho valor energético
varie?. Al respecto, cabe resaltar que probables fluctuaciones del vacio siempre estaran
habilitadas por el Principio de Incertidumbre de Heissemberg (AqAp > h/2),[19] que
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establece la imposibilidad intrinseca de determinar simultdneamente dos magnitudes
fisicas complementarias del sistema, tal como lo son las parejas posicién-momentum
y energia-tiempo. La compatibilidad del principio de incertidumbre de Heissemberg
con la energia E;pg, se observa cuando ésta energia minima es proporcional a la mi-
tad de la frecuencia (para N|0) = 0) y no nula como se supone en la filosoffa del
vacio clasico, estableciendo de esta manera el limite universal de la indeterminacion.
En la siguiente seccién se justificara la posible existencia de fluctuaciones energéticas
del vacio presentadas bajo ciertas condiciones fisicas, repercusion que ha sido medible
experimentalmente.

2.2  Calculo de Casimir, Fuerza Entre Dos Placas

El 29 de mayo de 1948 Hendrick Casimir presenté un manuscrito “Sobre la atraccion
de dos placas perfectamente conductoras”a la sesién de la Real Academia Holandesa de
Artes y Ciencias[8]. Al respecto, se presentard a continuacién un andlisis tedrico bésico
que defina la version original del Efecto Casimir, donde se derive la energia y fuerza de
interaccion desde una perspectiva de la fisica cuantica.

Tomando como referencia la energia del punto cero , Casimir propuso comparar
dos situaciones: la energia del vacio con la correspondiente a la del vacio en presencia
de unas “condiciones de contorno”; puesto que cuando el vacio estd sometido a ciertos
limites, donde las magnitudes fisicas han de tomar valores determinados; la diferencia
entre ambas energias tiene un valor intrinseco, independiente de donde se halla colocado
el origen de energias.

Para comprender y justificar lo precedente, considérese dos placas metélicas perfec-
tamente conductoras paralelas entre si; el area para ellas es L x L = A y distancia
perpendicular de separacion es “d” proyectada sobre el eje z, tal como puede obser-
varse en la Figura 2.2. Las paredes de la cavidad (placas paralelas) son conductoras e
imponen las condiciones de frontera de Dirichlet sobre todos los posibles modos elec-
tromagnéticos al interior de ellaﬂ. Resolviendo la ecuacion de Schrodinger con ayuda de

YEn matemdticas, (a condicién de frontera de Dirichlet (6 de primer tipo) es una clase de condicion de contorno y se aplica
en una ecuacion diferencial ordinaria o parcial, donde se le especifican los valores de la solucion que necesita la frontera del
dominio. En cuanto al presente problema se ajustarian las condiciones

{w(O)—g
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Figura 2.2: Ilustracion del sistema bdsico del Efecto Casimir. Consiste de dos placas conductoras idénticas
ubicadas paralelamente y separadas una distancia d. Este sistema de geometria rectangular, también se
conoce como cavidad resonante.

las respectivas condiciones de contorno, se logra cuantizar las componentes del vector
de onda de la forma: (véase el Apéndice B)

T T T

ky = —ng; k, = —ny; k,=—n, 2.2

L Y L Y d ( )

donde ng,n,,n, = 1,2,3,... . Fisicamente, lo anterior traduce que las placas metali-

cas, ademas de ser frontera de la caja rectangular, se han convertido en nodos de los
armoénicos, definiendo de esta manera frecuencias de ondas estacionarias al interior
de la cavidad, conocidas como oscilaciones electromagnéticas. En otras palabras, para
el ejemplo de la cuerda vibrante, cada punto de la misma describe en el tiempo un
movimiento constituido por la superposicién de una infinidad de movimientos, cada
uno equivalente a un oscilador arménico de distinta frecuencia y amplitud. A su vez,
en cada punto de la cuerda sera diferente la amplitud de las componentes armoénicas
de igual frecuencia; en los puntos donde la cuerda se ata a las clavijas del instrumento
la amplitud sera nula, convirtiéndose de esta manera en los principales nodos de os-
cilacién. De forma similar, en cada punto del espacio vacio el campo electromagnético
es una superposicién de oscilaciones armoénicas (ahora espaciales en vez de unidimen-

el objetivo es hallar la solucién de [as respectivas ecuaciones con el uso de éstas condiciones de frontera.[17]
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sionales), de frecuencia distinta y poseedoras de todas las posibles energias para cada
frecuencia[g].

De las expresiones ([2.2)), se tiene:

k= k2 + k24 k2 (2.3)

en el vacio, la velocidad de la luz c relaciona a la frecuencia angular w con el niimero
de onda k, es decir:

w = c(kl+kl+k)?

2.2 1202 9 9 1/2
= c(w nx—i— y—i-ﬂn'z) (2.4)

L? L? d?

Lo que significa que el valor esperado de la energia del punto cero (2.1)), adquiere la
forma:

[e.9]

<E>ZPE = %ZZﬁCl{J

A
2 o 2.9 2 1/2
m(n; +n;)  wn?
erw< 1) dg) (2.5)
y

n

N | —

Como se habia comentado en la seccion anterior, del resultado se observa que
la frecuencia w (6 el nimero de onda k), ahora representada por el nimero cudntico
n := n(ng, ny,n,), varia desde cierta base hasta infinito, luego en principio la frecuencia
es infinita. Ademads, para cada frecuencia presente existe en general dos direcciones de
polarizacién A (la polarizacién transversal y la longitudinal). Una excepcion al respecto
se da cuando un nimero de onda desaparece, para este caso alli sélo existira una tnica

direccion de polarizacion. Esta situacién es muy importante para la evaluacion del
Efecto Casimir[14].

Hendrik considero el caso de dos placas livianas, ideales, perfectamente conductoras
y de extensién infinita (todo en aras de simplificar los célculos), ubicadas en el vacio
del campo electromagnético. En consecuencia, se supondra que el area de las placas es
infinita en comparacion con la separacién “d” de ellas, lo que significa que d << L y en
efecto los nimeros cudnticos n, y n, que representan a sus respectivos modos, se saturan
y aproximan a ser continuos. En otras palabras, esto refiere a que en las direcciones
ortogonales a la direccién de d (al eje z), los modos son infinitos, cubriendo de esta
manera la estabilidad y continuidad del campo electromagnético en las direcciones = y
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Figura 2.3: Variacién de la densidad de modos al interior de la cavidad resonante. Fuera de la cavidad,
todas las frecuencias del vacio son emitidas y estables. Dentro de la cavidad, sin embargo, los modos acep-
tados por el vacio son discretos. Al variar la distancia ‘d "(que separa las placas), cambia respectivamente
la densidad de los modos en relacion al espacio libre, los cuales generan una diferencia de energia[13].

y dentro de la cavidad. En inferencia, las sumatorias que definen a n, y n, se convierten
en integrales; luego, la energia del punto cero al interior de la caja resonante se da por:

2

ﬁC 2 00 co o0 (nQ + n2)7'(' 7’L27T2 1/2
box _ - v :
(E)Yzpe = 5 ;/0 /0 nzzo < 72 + 7 ) dn,dn,
fem N [ [/ d d 1/2
= ﬁ Z Z / /(; ((an)z + (Eny)Q + ni) dnxdny (2.6)

Luego, los modos de oscilacién sobresalen, en constraste, inicamente en la direccién
z. Detras de todos los ajustes precedentes, se halla el significado fisico propuesto por
Casimir, el cual se ilustra en la Figura 2.3. Las frecuencias que “caben” perfectamente
dentro de la cavidad son aquellas en que la distancia entre las placas es un multiplo
entero de media longitud de onda (las placas han de ser nodos de oscilacién), alli am-
plificadas, constituyen las frecuencias propias ¢ los “modos resonantes de vibracion”.
Para las demas longitudes de onda el campo correspondiente queda atenuado, luego,
modos de las més altas frecuencias se convierten en corrientes efimeras que se propagan
sobre la superficie de las placas conductoras. En inferencia, las fluctuaciones del vacio
resultan ser forzadas y contribuyen de manera diversa a la “presion de radiacién” del
campo electromagnético|8].
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Y
5

Figura 2.4: Transformacion a coordenadas polares.

Considérese el siguiente cambio de notacién: [14]

d d d d
T=gNe Y=gy = dr = —dn, ; dy = —dn, (2.7)

e introduciéndole en la ecuacion ({2.6)), se obtiene:

(EYyr, = hmyii T g ) 2 (2.8)
ZPE T o3 A Y 2 Y :

A=1n.=0

Para garantizar la convergencia de por lo menos un grado de libertad de la ecuacién
es necesario transformar el sistema de coordenadas. Para este caso basta con
utilizar las coordenadas polares sobre las variables z y y. Por lo tanto, un conveniente
ajuste apunta cuando el radio p = \/u (véase la Figura 2.4)[14], y as{ hallar una cémoda
transformacién dada por:[14][17]

T = pcos P = \/ucos o,
Yy = psing = \/usin ¢

De la Figura 2.4, el area infinitesimal satisface que sus respectivas componentes
diferenciales en coordenadas polares para la expresion (2.8)) se definan como:[17]

drdy = pdpdp = ud(y/u)dp = \/ﬂﬁdudgb (2.9)
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en efecto, las integrales de (2.8)) se convierten en:

00 0O 1 oo pm/2
/ / drdy = —/ / dude (2.10)
0 0 2 0 0

PP =p=(aP=u i 0<p<n2

tal que los modos sean positivos. Por lo tanto, la expresién (2.8)) adquiere la forma:

donde

. Rem2L? G S [
EBgpe = S 2 [ e nd) du (211)
A=1n.=0

Al separar el término n, = 0 de la sumatoria de (2.11]), se obtiene

myos Fem2L? & o p =
(EYzpe = e Z : Vu U+Z

=1 n,=1

/OOO Vu+n? du) (2.12)

Del resultado , se observa que el término fooo Vu du depende exclusivamente
de dos coordenadas u = wu(z,y); lo que significa que el término posee tan sélo una
componente de polarizacion, para este caso seria la componente transversal, puesto que
la polarizacion longitudinal es nula. Por consiguiente, al evaluar la sumatoria sobre A
(abarcando dos polaridades) en la expresién , se obtiene en definitiva una relacion
del valor esperado de la energia del punto cero dentro de la “cavidad resonante”:[13]

bow fiem? L? o [ 5
(EYjep = =&\ \/ﬂdu—l—QZ i Vu+n2 du (2.13)

ny=1

donde el primer término depende de la geometria que genera el uso de las coordenadas
polares y el segundo término es divergente (a causa de la sumatoria que evalia la
respectiva integral infinidad de veces), ambos términos con polaridades ya evaluadas.
La deduccion es conocida como la energia del punto cero del “vacio de Casimir”,
refiriéndose al concepto de vacio cudntico al interior de las placas paralelas[13].

En segunda instancia, analogamente, considérese el valor esperado de la energia ZPE
en el vacio cudntico (sin placas metdlicas). Para obtener explicitamente ésta energia
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debe recordarse la expresién (2.5)), de ella resolviendo se deduce que:
2
vacuum 1 T T ™ 1/2
EfEET = 52 X he ((Fre)?+ (Frn)*+ (Gn.)?)
2
= 3t [ G G ) v

puesto que para la presente situacién no existen ejes de preferencia, manteniéndose de
esta forma la estabilidad del campo electromagnético en aquella regién del universo.
Al tener en cuenta nuevamente el cambio de notacién , la expresién precedente
adquiere la forma:

A LQ 2 00 o0 00
By = > / / / (2 +y* + n2)"*dadydn.
A=1 0

2d3
hen? L2 ([ [
- ngS (2/0 /0 Vu+n? dudnz) (2.14)

donde se realiz6 un proceso idéntico al usado en el andlisis de la energia del punto cero en
la caja rectdngular, adoptando una vez mas que u = z% +y2. La expresién , define
la energia del punto cero en el vacio de Minkowski “sin condiciones de contorno” (sin
cavidad resonante), donde se ha incluido sus dos componentes de polarizacion.

Ahora, al comparar las deducciones y , se observa que la integral sobre
la variable u correspondiente a los modos en las direcciones x y y, aparece en ambas
expresiones. Al respecto, individualmente, la energia del punto cero en la cavidad
y la energia del punto cero en el vacio , son infinitas; sin embargo, la diferencia
entre éstas energfas no lo es:[14]

0Ezpr = (E)fpp — (E)y5E™

A 2L2 00 0 0 0o oo
= C;ng (/ Vaudu + 2 Z/ Vu~+ n2du — 2/ / \/u+n§dudnz>
0 10 o Jo

fier*L2 e
— C;Td?) < / Vudu + Z / Vu+n2du — / / Vu+ nﬁdudn2>
o Jo

ny=1

hem?L? -
=~/ J (2.15)
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cuya divergencia se expresa en la infinidad de las integrales:

I = / \/_du—i—Z/ \/u—l—nQdu—/ / Vu+n? dudn,
o Jo

ny=1

= 0+ St [t 210

n,=1

donde
= fooo Vu du

= [ Jutnd du

(2.17)

Como se habra observado hasta el momento, fisicamente, parte del problema de
Casimir ya ha sido solucionado como tal, sin embargo, la finalizacién del mismo depende
de un procedimiento matematico que conlleve a la convergencia de las integrales (2.16]).

Afortunadamente, existe la férmula de integraciéon de Euler-Maclaurin expresada
en el Apéndice B3. Sobre la definicién (B.24)), al ajustar I(n,) en lugar de f(z), se
obtiene:[17]

/ " In)dn. - SI0) + 1)+ 1(2) +- -+ 3 1(m)

Bs dI(m) dI(0), By d*I(m) d*I(0)
2'[dnz dnz]_ﬂ[ dn? dni]_”'

Si m — oo, una buena aproximacion seria %I (m) ~ I(m). En efecto, puede reducirse
los primeros términos a una simple sumatoria:

/O " I(n)dn, = +Z _ Dadlieo) _ d100),

— 2' dn, dn,
By d*l(s0)  dP1(0)
41 i dn? dn? J=-- (2.18)

Por otra parte, para obtener de la integral (2.16)) un resultado finito, se necesita de
alguna manera desechar (al menos temporalmente) los modos de energia mas alta para
poder realizar la resta de energias dE,pg, ésta idea también favorece la eliminacién
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de problemas de saturacion y resonancia generados por altas frecuenciaﬂ Lo anterior

fue adoptado por Casimir como corte de frecuencias. Para llevar a cabo esto basta con
3
dfi(noo) = %(‘;'” = ... — 0 sobre la expresion (2.18]), luego ella se reduce a:

hacer

dr(o) 1 _ d*1(0)
—B
dn, * 47 dn3

> 1 = 1
/0 I(n.)dn, ~ 5I(())JFZI(nZ)JrgBQ

ny=1

—

_ BodI(0)  Byd’I(0)
2! dn, 4! dn?

F= 510+ 3 1)~ [ Hn)dn. -

ny=1

(2.19)

Como se ha observado, se logré expresar la integral en términos de una serie
infinita que depende de los niimeros de Bernoulli; no obstante, tal sumatoria no es del
todo divergente. Al respecto, estimese la segunda ecuacién del par , expresion
que resulta ser la mas general de este par. De la misma al realizar el simple cambio de
variable v = u + n? y resolverle se obtiene:[13][14]

> 2
I(n,) = / v 2dv = 0o — gng (2.20)
n?
por lo tanto
dl(n.) 9 dl(n,) _dI(0)
dn, e = dn, In.=0 = dn, 0

Sucesivamente, se halla:

d*I(n,)

dn? Ino=0 = —4

2Todo campo, incluso en su estado vacio, ejerce una presion de radiacion que es proporcional a la energia o frecuencia de los
distintos modos de vibracion. En una cavidad resonante, la presion de radiacion es mayor en el interior que en el exterior, por
cuya razon las placas tenderian a separarse. Para los modos fuera de resonancia, en cambio, la presion de radiacion en el interior
es mas baja que en el exterior y las placas expondrin una fuerza de atraccion|8]. De acuerdo a lo evidenciado en sus experimentos
como trabajador para la compafiia Philips, Casimir tomé la segunda opcion como explicacion al fendmeno; puesto que resulto, en
el caso de las placas, que los modos que contribuyen a la fuerza atractiva dominan ligeramente sobre los modos resonantes que
tienden a separar las placas. En otras palabras, las altas frecuencias, por decirlo asi, se atenuaban; en inferencia, se eliminardn
los modos de las mds altas frecuencias que generan efectos de resonancia.
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(

Figura 2.5: El vacio interacciona con la materia. Acercard dos placas metdlicas paralelas que estén muy
proximas entre si. Asi se resume el Efecto Casimir|8].

d’I(n,) .
—— |0 =0 & >4
n In-=0 j
Al sustituir todos éstos tltimos resultados dentro de la integral (2.19) y tomando el
hecho que By = —1/30,[17] se deduce que
- 1 1 1
I=-0—-— 4

T = 0= (221)

tal que al tratar cantidades divergentes emerjan resultados ﬁnitosEl Para concluir este

capitulo, el resultado (2.21)) debe ser sustituido en la expresién (2.15)), hallindose de
esta manera el valor de “La Variacion de la Energia del Punto Cero predicho por Niels

Bohr”:[13]

hir?c Iz

N T

(2.22)

3Del anterior procedimiento puede comentarse que existe un célculo alterno que otorga la misma conclusion al dado por
el resultado . Esta derivacion es conocida como la Funcién Zeta de Riemann ((s), la cual esta definida por la serie
1+ 1/2%5 +1/3°% 4+ 1/4° + ... donde s refiere al plano complejo. Este clculo se presenta en las citas [8] y [13].
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Figura 2.6: Comportamiento de la fuerza de Casimir, Fc o< 1/d*.

donde “d” (en nanémetros) define la separacién entre placas y L? refiere al drea de
ellas. Es interesante observar que la variacién de energia dependa de las constantes
fundamentales i y ¢. Del resultado ([2.22)), al aplicar la muy conocida definicién de fuerza

F = —dV/dz (donde V refiere a un potencial), se obtiene la “Fuerza de Casimir”:
hr?c
Fo=— L? 2.2
¢ 240d (2.23)

fuerza que es atractiva, luego en efecto, si las placas metalicas se encuentran lo suficien-
temente cerca, se uniran. Es decir, el vacio cuantico posee fluctuaciones de energia, que
en determinadas circustancias actian sobre objetos materiales ordinarios. Asi ocurre
en el Efecto Casimir: dos placas metélicas paralelas, a las que las fluctuaciones del
vacio, por la diferencia de presién que ejercen sobre su adverso y su reverso, tienden
a acercarse entre si. Véase la Figura 2.5. Para hacerse una idea de las magnitudes del
efecto como tal, teéricamente al situar dos placas de superficie de 1em? cada una, a una
distancia de 1um, las mismas se atraen con una Fg ~ 0,013dinas ~ 10~ N.[§] Véase
la Figura 2.6.
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Figura 2.7: Imdgenes de la evidencia experimental del Efecto Casimir. Sobre la izquierda se muestra el
dispositivo empleado por Lamoreaux en su experimento, el cual di6 inicio a verdaderas evidencias del efecto
como tal. Sobre [a derecha se muestra el dispositivo utilizado por Umar Mohideen y colaboradores. Ambos
experimentos comprobaron concluyentemente la existencia de la fuerza predicha por Casimir[8].

2.3 ‘Evidencia Experimental del Efecto Casimir

Casimir en sus primeras hipotesis acerca del fenémeno, le relacioné a una simple
interaccion entre moléculas dieléctricas de Van der Waals. Sin embargo, Casimir con
un estudio mas profundo del fenémeno, evidencié que la interaccion entre las particulas
intermoléculares (para la estabilidad de las suspensiones de polvo de cuarzo) debia
decaer més rdpidamente, con una potencia de r~7 en lugar de ¢ (la fuerza de Van
der Waals Fyy = —6A/r", donde A refiere a una constante)[I5][16]. Intrigado por el
resultado, Casimir logré conversar al respecto con Niel’s Bohr en otono de 1947, de alli el
danés se percaté de la novedad del fenémeno y le relacioné a una posible fluctuacién
de la energia del punto cero[§]. En consecuencia, gracias a la valiosa pista, Casimir
logré deducir todo lo que se argumenté en el presente capitulo, concluyendo ademas
que la fuerza de Casimir era la tltima tras una serie de interacciones, donde incluso
logré demostrar tedricamente que el radio de accién de la misma era atin mayor que el
citado anteriormente (proporcional a r=* en vez de r~).

En la década de los 40, al interior de los laboratorios Philips se comprobd la inter-
pretacién presentada por Casimir[8]. Anos después, a manos de Marcus Sparnaay se
ejecuté nuevamente la prueba experimental del efecto[20]. Su resultado hall6 un velo
de duda del 100 %; sin embargo, Sparnaay reconocié que su experimento alcanzé a
obtener un corto rango de atracciéon entre los objetos. Posteriormente, en los siguientes
anos se llevaron a cabo nuevas pruebas dirigidas por Derjaguin et al, Sabisky y Charles
Anderson[20], entre otros; experimentos que favorecian cada vez mads la existencia del
fenémeno[20]. En los afios 1994 - 1997 a manos de Lamoreaux y su grupo de trabajo,
se hallé una solucién definitiva al asunto[L1].
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No es facil llevar a cabo en el laboratorio un experimento de tal magnitud, ya que las
placas nunca tendran extension infinita ni tampoco seran perfectamente conductoras.
También es claro que intervienen efectos de temperatura, asperosidad de las superficies,
polvo y otros. Un obstaculo que se presenta de entrada es la extremada dificultad para
posicionar las placas perfectamente paralelas; por tal razéon Lamoreaux, a diferencia de
Sparnaay, prefirié usar una lente esférica de cuatro centimetros de didmetro y una placa
de cuarzo 6ptico de dos centimetros y medio de diagonal, ambas con un recubrimiento de
oro y cobre, conectadas a un péndulo de torsién en el vacio. Véase la Figura 2.7 (imagen
izquierda). En aquel entonces, la esperanza de Lamoreaux le conllevé a implementar
precisién experimental, extender las mediciones a longitudes mas distantes y medir los
efectos de temperatura no nula. La sensibilidad de su experimento logré obtener un
rango de accién entre 0,6um y 6um de separacién entre ambos objetos. Al acercar los
objetos a unas cuantas micras de distancia, Lamoreaux observd que ellos se atraian
con la fuerza predicha. La medicién efectuada con el péndulo de torsiéon reprodujo el
resultado de Casimir para esta configuracion, estimandose el error en un 5 %|11].

El experimento de Lamoreaux se convirtié en el punto de partida de experimentos
posteriores que lograron disminuir el error a un 1%. Uno de ellos fue el experimento
de Umar Mohideen y sus companeros de la Universidad de California en Riverside,
EE.UU.[20]; ellos sujetaron una esfera de poliestireno de 200um de didmetro a la punta
de medicién de un microscopio de fuerza atémica, véase la Figura 2.7 (imagen derecha).
En una serie de experimentos acercaron la esfera, cubierta algunas veces de aluminio y
otras de oro, a alrededor de 0,1um de un disco plano, también cubierto de esos metales.
La atraccion entre la esfera y el disco fue monitorizada por la desviaciéon de un laser.
El resultado del mismo concordaba completamente con la teoria. Cabe resaltar que en
otros experimentos muy recientes se ha logrado obtener distancias nanométricas entre
los objetos, tal como sucedié en el experimento realizado por Thomas Ederth, alcan-
zando limites cerca de los 20 nandémetros de separacién e igualmente, en consecuencia,
adquiriendo resultados demasiado compatibles con la teoria. La situacién actual de la
teoria y el experimento han sido revisados en editoriales especiales de la New Journal
of Physics. Hoy en dia no cabe la menor duda que los calculos de Casimir son correctos,
y como se ha estado comentando durante todo el capitulo:

“El mérito de Casimir estriba en haber descubierto que la energia del vacio,
en determinadas circunstancias, si tiene, pese a todo, consecuencias fisicas
discernibles” [8][11)][20)].






Es un milagro que a pesar de la sorprendente complejidad del
universo, se pueda descubrir en sus fenomenos

determinada irreqularidad.

Edwin Schrodinger






FUNDAMENTIOS DE RELATIVIDAD GENERAL

El presente capitulo pretende demostrar algunas ecuaciones fundamentales de la
Teoria General de la Relatividad, las cuales son necesarias para llevar a cabo los obje-
tivos de la memoria. Inicialmente, se realizara una pequena transicion de coordenadas
euclideas a curvilineas (coordenadas polares); a través de diferenciales, ello conducira a
la obtencién de Simbolos de Christoffel; de alli se relacionara con el tensor métrico y
sus respectivas propiedades. Sucesivamente, se demostrara el tensor curvatura de Rie-
mann y a través de las identidades de Bianchi, se deducira el tensor y escalar de Ricci.
Finalmente, se definira la ecuacion de campo de Einstein.

3.1  Algebra Tensorial en Coordenadas Polares

Por simplicidad, considérese un sistema coordenado generalizado a 2D, denotado
por las funciones £ = £(z,y) vy n = n(z,y) con incrementos a primer orden:|[17]

= %Ax + gAy y An= @Ax + @Ay
ox dy

AL ox Jy

A su vez, dicho par puede ser acoplado matricial o tensorialmente:
ot 9
(3)-(52)(5)
An o 8—2 Ay

VY = AVP (3.1)
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donde los indices no primados corresponden a (Az, Ay), mientras que los primados
corresponden a (A&, An). También, se observa la asignacién simbdlica para la matriz
de transformacion:

o€ %€
Af = ( oo ) (3.2)
oxr Oy

Adicionalmente, para éste caso, considérese un campo escalar ¢. En inferencia, dadas
las coordenadas (&, 7), es siempre posible hallar las derivadas d¢/9¢ y 0¢/0n, para lo
cual agregando las variables x y y por regla de la cadena, se tiene:

0p _0z0¢ Oyop  0p _0z0¢  0yoo
9 9cor  0coy Oy onoxr | onoy

Luego, acoplando en forma de matricial:
99 Oz dy
. _ [ o 2
5)=15%5)(
on on On

Ve =AgVH (3.3)

g|w|m
ASSSIASE
N———

cuya matriz de transformacion es:
dz Oy
— [ o9 2
on  on

Por 1ltimo, es de notar que bajo la anterior estrategia se halla inversién de una matriz
de transformacién con respecto a otra (véase las expresiones (3.2)) y (3.4)).

3.1.1.  Bases de coordenadas polares y vectoriales

A través de la Figura[3.1.1] (a), recuérdese la relacién entre coordenadas cartesianas
y polares:

{ x = rcosb, (3.5)

y = rsinf.
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€ é, ;

Figura 3.1: (a) Relacion coordenadas cartesianas y polares, (b) Cambio en €,., cuando 6 cambia por AG.

Ahora, opcionalmente al tipico proceso, una forma elegante de hallar los vectores
base radica en el uso de la ecuacién general (3.3)): (vectores polares base en términos
de vectores cartesianos base)

v = A5

donde las componentes de la matriz de transformacion se obtengan aplicando las derivadas
a las correspondientes ecuaciones ((3.5)):

AP % _ cos)  sin \ _ [ A7 Al
o' 92 —rsinf rcost ) — \ A A}

90
En inferencia, cuando v = r, al expandir se tiene el vector unitario radial en depen-
dencia cartesiana:

SIS

e, = Nye, + NVe, = cosbé, + sinbe, (3.6)
Similarmente, cuando o = 6 se tiene:
ey = Age, + Ajée, = —rsinbé, + rcosbé, (3.7)

En conclusion, las expresiones (3.6]) y (3.7 representan vectores unitarios polares vari-
antes en términos de vectores unitarios cartesianos fijos.
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3.1.2.  Derivadas de vectores base

Siempre que €, y €, sean constantes, se demuestra facilmente:

%e; = %[cos@e} + sindé,] = 0
y
oe., 0 . o R
50 = %[cosﬁex + sinfey,| = —sinbé, + cosbe, = ;69

de acuerdo a la ecuacién [3.7 Lo cual implica una visién geométrica simple, véase
la Figura m (b); la derivada de €, con respecto a 0 es justamente un corrimiento
tangencial (sobre la direccién angular) con radio de curvatura constante.

Analogamente, las respectivas derivadas de €y resultan:

Oéep P > I e 1o
5 = E[—mm&ex + rcosfe,| = —sinbé, + cosbe, = e
y
0¢ 0
8_90 = %[—rsineé'x + rcosble,] = —rcosfé, — rsinfe, = —ré,

He aqui la relacién entre vectores base (por ejemplo: las componentes base tangencial
y normal de la aceleracién para el movimiento curvilineo).

3.2 Simbolos de Christoffel

Considérese el plano z” = (z!,2?), al cual pertenezca el vector V = V¢, donde
e, refiere al vector base. Ahora, realizando sobre éste ultimo variaciones con respecto
a las dimensiones del plano:

v _ove .08

508 ~ 0mp etV 55 (3.8)

donde el término 9€,/0x” es un vector propio; el cual, a manera de coeficientes de
conexién, puede escribirse como una combinacién lineal de vectores base también cono-
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cidos como Simbolos de Christoffel:[21]

0é,

o =Thy, (3.9)

tal que los simbolos de Christoffel sean coeficientes de geometria que ligan la variacion
de una direccién con respecto al sistema coordenado y lo relaciona a nuevas dimensiones
direccionales (e incluso puede relacionarle a la misma direccién implicada). En otras
palabras, la interpretacion del simbolo Fgﬁ define la p-ésima componente de 9¢, /dx°.
Para ello se requiere dichos tres indices: el primero («) define el vector base, el cual es
diferenciado; el segundo (3) define la coordenada con respecto a la cual se esté diferen-
ciando; y el tercero (i) denota la componente vectorial de la derivada resultante. E|Para
finalizar, retornando a la dependencia particular sobre el plano z# = (2!, 2?), la expan-
sién de los simbolos de Christoffel traduce 9% = I 5¢, = Tt + 73, quedando
abierta la combinacién de indices.

En inferencia, puede sistematizarse el tratamiento realizado en la subseccién 3.1.2:
“Derivadas de vectores base” a través de los simbolos de Christoffel: (sobre las expre-

siones y (37)

( %:O = I =0 paratodo u
=16 = Ily=1.T7,=0
Ge=1d = Tp=1,T; =0

| St =—ré, = D[jpy=-r, If=0

la importancia de los simbolos de Christoffel es su generalidad, pues permite expresar
cualquier tipo de derivada direccional.

3.2.1. Derivada covariante

Antes de iniciar con el objetivo del apartado, considérese una de las propiedades de
los simbolos de Christoffel: se sabe que '} relaciona derivadas de los vectores base, para

L Auevamente, un ejemplo, a menor escala, podria ser [a esencia de [a obtencién de las coordenadas tangencial y normal de la
aceleracion para el movimiento curvilineo basico
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ello seria razonable que si existe una permutacion de indices mudos entonces, habria
posibilidad de hallar cambios de signo —I" 5 (andlogo a la esencia del producto vectorial
entre vectores unitarios).[21] Luego, concluyendo:

I's = —T%;| Pero, hay simetria cuando |I'}; =T, (3.10)

A continuacion, considérese el uso de los simbolos de Christoffel (3.9) sobre la
ecuacion ((3.8))

(0%
oV Ly g
ozP  Oxf "
del término anterior, obsérvese la presencia de la sumatorias sobre los indices o y p
cuando se ajusta un valor sobre 3. Al respecto, serda de gran utilidad reubicar indices
mudos (es decir, cambiando p por a y a por u en el segundo término del miembro
derecho de la dicha expresién):

ov _ave . -
907 — g8 o TV Thsta
oV ove s
p i <axﬁ + VI 5)eq (3.11)

de tal forma que el vector campo ov /02" tenga componente:

ove
VAT
oxP + Vi

Se permite ahora la adopcién de las siguientes equivalencias:[21]

oV,
=V (anélogamente — =Vup ) (3.12)

oxP

y comparando con el factor de la ecuacién (3.11) pueden también realizarse la equiv-
alencia: (las relaciones del paréntesis se obtienen facilmente utilizando la propiedad
(3-10))

B=Vi+ VT, (en correspondencia | Vo3 = Vo5 — VNFZB (3.13)

N—
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Lo que significa que, en ultimas, la ecuacion (3.8)), puede escribirse como:

o,  ove B} B}
fo  (C 1 VIT)E, = Ve, (3.14)

ov o ave,
2P +V8x5_(8x5

28— 0P Ca

Nétese que el vector €5 dentro de 9V /9z? es un tensor de (1) y es llamado deriva-

da covariante de 17, denotado naturalmente como VV, y generalizado bajo el uso de
indices:

(VV)g = (VeV)* =V (3.15)
siendo coherente con la ecuacion ((3.14)).

Ahora, obsérvese nuevamente la definicién la cual representa una derivada
covariante para un tensor de primer orden, para lo cual se observa que existe logicamente
un unico simbolo de Christoffel puesto que la derivada sélo aplica a un indice. Pero
dichos simbolos de Christoffel son proporcionales al nimero de indices al cual aplique
la derivada covariante. Por ejemplo:|21][22]

VIV =V =V VT, S VT (3.16)

( analogamente |VgV,, = V5 = Vg — Vol — VT, > (3.17)

3.2.2.  Implicaciones de los Simbolos de Christoffel sobre el tensor métrico

Por simplicidad, considérese el tensor métrico en coordenadas cartesianas y la lib-
ertad que acarrea dicho hecho para la contravarianza y covarianza de indices en las
componentes: (se permite el uso de los indices mudos «, 3, , ... para denotar coor-
denadas cartesianas, y se permite el uso de indices mudos o', ', i/, ... para denotar
coordenadas arbitrarias)

Gop = 0qy = diag(1,1,1) = V,=V* (3.18)

Ello también implica que si los vectores unitarios cartesianos son constantes, entonces
los sfmbolos de Christoffel son nulos (puesto que ¢, /0z° =0 V €&, = €, = constante).
En efecto, las ecuaciones (3.13)) se reducen a:

VE=V5 v Vap=Vags (3.19)
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Ademéds, utilizando (3.18)) se puede concluir que

Vas = V3 (3.20)

Por lo tanto, reemplazando (3.19)) en (3.20]) y agregédndole los respectivos ceros, bajo
cierto tratamiento resulta: (utilizando (3.10]), (3.13) y (3.18))

Vosg = Vi
Vog— VoI, = V§—V,I7,
Vas — Vol = V§+ VT,
Vasg = Vol0s = gau(V+VTh,)

Vag = QWV;Z (3.21)

Incluso desde la ecuacién ((3.19))

Va,ﬁ = gau‘/fé (322)

Las anteriores expresiones tensoriales son validas para dicho sistema coordenado;
sin embargo, deben soportar validéz en todos los sistemas coordenados. En efecto, su
validez se extendera a cualquier sistema coordenado de la siguiente forma: (desde la
ecuacién ((3.22)))

Va/;ﬁ/ = ga/#/‘/;g, (323)
Sucesivamente, considérese la relacién de tensores de primer orden:[22]
VO/ = ga/u/vul (324)

sobre ésta ultima si se considera la derivada covariante [3, se obtiene:

0 0 /
—_— Va/ = —— g /VU
8x5' ( ) axﬁf (g 14 )
8Va/ ﬁga/w ’ 8V“’
__ % — VH o ——
gu? ~ ozp | I G
Va/;ﬁl = ga’,u/;ﬁ/vu —+ ga,/"/‘/;g’ (325)

Luego, comparando éste ultimo resultado con la expresion 1) siempre que V' sea un
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vector arbitrario, se observa que para que exista compatibilidad debe cumplirse que:

gorw,p =0 en cualquier base o sistema coordenado (3.26)

Finalmente, de acuerdo al tratamiento de la seccién, puede utilizarse la definicion
(3.17)) aplicada sobre la métrica ([3.26]): (ahora los indices no primados son generales)

opsp = apu — Lapgvs — Tpugor (3.27)

3.2.3.  Calculo de los Simbolos de Christoffel desde la Métrica

A través de cierto proceso, puede demostrarse que los simbolos de Christoffel pueden
ser expresados en términos de gop,,. Considérese la sustituciéon de la ecuacion (3.26]) en
la expresion (3.27)), el resultado puede escribirse en tres permutaciones simétricas de

indices (3.10)) diferentes:

JaBp = Fg,uglfﬁ + Fgugal/
o = Uaggun + Tlg9ar (3.28)
9Bu,0 = Fgag”“ + angﬂ’/ = —98ua = _Fgagl/ﬂ o FZagﬁl/

Sumando ecuaciones y agrupando términos: (se utilizard la simetria de la métrica
9o = Gus)

Gap,u + o, — 9Bp,a = (qu - Fgu)glfﬂ + (FZB - Fgo)gl/# + (Fg,u + FZB)gOéV

De acuerdo a la simetria reflejada por la ecuacion (3.10)), los dos primeros términos del
miembro derecho de la ultima expresion, desaparecen. Luego:

Jap,u + Gap,8 — 98u,a = 2gau E,ﬂ

sucesivamente, dividiendo por 2 y multiplicando por ¢®7: (considérese la sumatoria
sobre « y téngase presente que ¢*7g,, = 07)[22]

L&
59 ’y(gaﬁ,,u + Gap,8 — gﬂ,u,a) = Fg“ (329>

Por dltimo, obsérvese que la expresion (3.29) puede reducirse atn maés; es decir,
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considérese la siguiente agrupacién: (nuevo cambio de indices)

1 1
o af af
o = 59 (9810 = Juap) + 59° Jasu
se observa que ella tiene una preferencia de indices ajustados a cierta conveniencia
con el fin de simplificarla; es decir, considérese el término del paréntesis, notese que
existe asimetria en los indices o y 3, mientras es contraido sobre o y 3 con ¢*° cual es
simétrico. En definitiva, el primer término (paréntesis) desvanece y se halla la relacién:

o 1 o 4 1
Fua = 59 Bgaﬁ,u 6 —TIh,= égwgamu (3.30)

donde se utilizé la expresion (3.10]), a éstos términos se les conoce como Simbolos de
Christoffel de primer género.

3.3 Tensor Curvatura de Riemann

En geometria diferencial, el tensor de curvatura de Riemann, supone una general-
izacién del concepto de curvatura de Gauss, definido para superficies y/o variedades
de dimensiones arbitrarias. Representa una medida de separacion de la métrica de la
variedad con respecto de la métrica euclidea.

3.3.1.  Transporte Paralelo

El Transporte Paralelo es una variedad minkowskiana M con conexién especifica, es
un modo de transportar vectores sobre curvas diferenciables de manera que permanez-
can “paralelos” respecto a la conexion dada.

La filosofia natural sobre curvatura cita dos conceptos referentes: curvatura intrinse-
ca y curvatura extrinseca, ambos expuestos en la Figura |3.3.1] Un observador ubicado
sobre la superficie de la esfera contempla las trayectorias A-P y B-P, él asegura que am-
bas trayectorias son paralelas y se dirigen siempre en linea recta hacia el destino final;
es decir, intrinsecamente el espacio es plano. En contraparte, si se realiza nuevamente
el seguimiento de dichas trayectorias, pero vistas por un observador fuera de la esfera,
él extrinsecamente afirmara que las mismas son curvas y que existe un tercer factor que
desplaza ligeramente a los observadores superficiales que hace que terminen coincidi-
endo. No obstante, la curvatura que interesa es la intrinseca, puesto que la extrinseca
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=l

Figura 3.2: (a) Tridngulo esférico, (b) Transporte paralelo alrededor de un trigngulo esférico, (c) Trans-
porte paralelo de Val largo de U .J21]

implica el salir del Espacio-Tiempo.

Siendo asi, el vector desplazamiento V se transporta paralelamente en toda la trayec-
toria (véase la Figura [3.3.1] (c)), ello implica invarianza del mismo:

e 0 en un espacio plano
V=V V=37 paciop
# (0, en un espacio curvo
donde el vector tangente U= g—f con A siendo un parametro a lo largo de la curva

(el tiempo por ejemplo). En efecto, localmente, en un sistema coordenado inercial, las
componentes a lo largo de la trayectoria son constantes: ( Transporte paralelo)

ave

T UVi=0 & |VsV =0 (3.31)

En definitiva, la ecuacion 1) define la conservacién del vector desplazamiento 1%
con respecto al vector tangencial U, siendo la condicién fundamental del transporte
paralelo.

3.3.2.  Geodésicas

En geometria, la linea geodésica se define como la linea de minima longitud que une
dos puntos en una superficie dada, que a su vez esta contenida en dicha superficie. Las
geodésicas de una superficie son las lineas “maés rectas” posibles (con menor curvatura)
fijado un punto y una direccion dada sobre dicha superficie. En términos generales, se
puede hablar de geodésicas en “espacios curvados” de dimensién superior llamados var-
iedades riemannianas; para lo cual, si el espacio contiene una métrica natural, entonces
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las geodésicas son (localmente) la distancia més corta entre dos puntos en el espacio.

De acuerdo al apartado anterior, si a lo largo de la curva el vector tangente per-
manece constante, entonces implica que el mismo es transportado paralelamente. Al
respecto, considérese la expansion de la ecuacién ((3.31)):

UtUl =0
a 8U5 an
U [8300‘ +U” axa]_o
UeU? + UMY, =0 (3.32)
UeU? + UO‘Uﬂrﬂ =0 (3.33)

La expresion ([3.33)) se conoce como la ecuacién de la geodésica, la cual, si se sabe que
@ = 9z /0N (ademas UPD/0x® = d/d)\), también puede escribirse:

d dxz* dzt dxP

Sy,
aan ) e
resultando una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden. En conclusion, de acuer-

do a la doble derivada con respecto al término A, las geodésicas son las curvas que
transportan paralelamente su propio vector tangente.[21]

3.3.3. TDensor Curvatura

Regresando a la idea del tensor curvatura, considérese una variedad de un laso
o trayectoria cerrada muy pequena, en la cual se exponga un vector V<, asi como se
observa en la Figura[3.3.3| Bajo el concepto de transporte paralelo, tomando el segundo
factor de la ecuacién e igualado a cero, puede aplicarse a las cuatro trayectorias
mostradas. En primera lugar, aplicando a la trayectoria A-B (z? = b) existe variacién
de la coordenada o = 1 (es decir, transicién de 2! = a hasta ! = a + da):

ove

Al realizar dicha transicion, la variacién en transporte paralelo desde A-B de dicho
vector es: (en la direccién é7)

SV = V(B) = V(A) = VB)=VA)+sV°
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—_— B______ ——
__A 7 T~ C
. b/‘/ B ““H:}e,,-”’ x'=a+ta
X" = .,
/ Salog

Figura 3.3: Seccion infinitesimal de una grilla coordenada; sus cuatro lados son coordenadas lineales.[21]

Utilizando la regla de la cadena sobre el punto inicial a:

ove

V(B) = V*(4) +6(a) 5

dz'l,

haciendo continua la variacién y sustituyendo la relacion (3.34)):

Bov
Va(B) = Va(A)+ ) @dl‘l

Anélogamente, para las demds trayectorias del laso: (para las trayectorias B-C' y
D-A se utilizard la direccién é,)

b+6b
VeCO) =VYB) - / L0V o —assa da’
b

VG(D) = VQ(C) —|—/ [levu]x2:b+5b d[L’l

a+da

b

Va(Aﬁnal) = V(D) +/ [Ffbvu]xl:a da®
b+6b

Por lo tanto, coleccionando los anteriores resultados, el cambio neto en V' después de
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realizar el trayecto completo, es:

V* = V*(Agnal) — V*(Ainicial)

at+da b+db
= V*A) - / (D0, Vg2 mpdat — /b [0,V o1 —assada’

“ b
+/ [V e’ + / L0, VH o1 _ada® — VO (A)
ato b+3b
(3.35)

Notese que las anteriores podrian cancelarse si y solo si I'), y V*# fuesen constantes,
pero ellos son curvos, asi que para el mas bajo orden, se tiene la aproximacion:

at+da
L A (A PR R

b+b
—/ (T s — [T VH]1 o
b

12

a+da ) b+6b o
/ Sb=— [0 V¥ da' — / Sam— [0, VHda?
a b

0x? ozt
0 i 0 u
= dadbo [T V] = dbda [TV
a (03 a (03
o~ (—%[FWV“} + @[FMV“])

El resultado precedente involucra las derivadas de los simbolos de Christoffel y de
V<; sin embargo, dichas derivadas de V¢ pueden ser eliminadas usando nuevamente la
relacion (3.34)):

ove

12

ors; peoo oy p
Jadb (—[ 2yyn o V2 Sy pa OV )

ozt H2 9t Ox? #92
5aéb(FZ‘LQ - F,O:2,1 + ngr;l:l - Fglr;l:z)vu

12

Obsérvese que se ha introducido indices mudos nuevos. Ahora, recuérdese que los indices
1 y 2 estan presentes de acuerdo a que las trayectorias fueron escogidas a lo largo de
esas coordenadas. Debe aclararse que dicho sentido de la trayectoria es asimétrico en
1 y 2; puesto que el cambio §V* podria haber sido de signo contrario si se hubiese
considerado el movimiento en direccién opuesta (es decir, intercambiando los roles de
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1y 2). Més alld de ésto, si se usa lineas coordenadas generales #° y x* (dimensiones
extras), entonces:

0V = cambio en V* debido al transporte por: da€,, 0bey, —dae, y — Ibey.
= (SCL(Sb( ZLJ,A - ;O;)\,U + FSAFZU - SO’ Z)\)VM (336)

De ésta ultima expresion obsérvese que 0V depende de dadb, que refiere a la coor-
denada “area” encerrada por el laso. Asi queda claro que si la longitud del laso en una
direccién es doblada, 0V es doblada. Esto significa que 0V depende linealmente de
daé, y 6béy, indicando que también existe dependencia lineal de la ecuacién sobre
Ve,

En definitiva, el término (operador) al interior del paréntesis puede definirse como:
Tensor de Curvatura de Riemann

;O:)\o' = an,)\ - F;o;)\,a + FSAFZU - FSO'FZ)\ (337>

1

%, sean las componentes de un tensor (3), cual supla con los

Buv
argumentos de V, da€, y obe,, construyendo en definitiva 6V, la componente del

cambio en V sobre el transporte paralelo alrededor de un laso dado por da€, y dbe,.

De tal manera que R

3.3.4. Tensor Curvatura y la métrica

[[ Planitud Local

En breve, se pueden encontrar unas coordenadas localmente lorentzianas o local-
mente inerciales:

& = (ZEO,J} . ,:133) oyl — (xIO’xll’:L,IQ:L,/?))

Cuando existe:

o (&™) = g + o ((2")?)
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ello implica que en un punto P se puede presentar lo siguiente:

1) 9ap(P) = Nag

09ap(P)
2) Bl
9 gap(P)
3) oY OxH 70

Por ejemplo, la funcién f(z) = 22, cuando se evaltia sus derivadas en el punto P = z =
0. Por otra parte, aplicando el concepto de planitud local a los simbolos de Christoffel
y tensor métrico, se tiene:

2, =0 : I'g, , #0
B Bu,v 3.38
{ Yopr =0 Gapuw # 0 (3.38)

1

Considérese la aplicacién del criterio I'}, = 0 de la ecuacién (3.38) sobre el tensor

curvatura (3.37):
Do = an,)\ - i/\,o (339)

UANT

Anélogamente, utilizando la filosofia de la expresién (3.38]), considérese la derivada
covariante sobre el simbolo de Christoffel ([3.29))

) 10 10
T — 1o
9 Fﬁu = (5 O N(Gabu + Jops — 9oua) + 59 7@(9&6# + Gop.s — IBua)
1, 1
Iun = 5973(%5# + Gap = 9ppa) + 59 "(Gapur T Gappr — Gpuar)
1 (0%
Chin = 597 (Gapur + Gausn = Isuar)

luego, reemplazando en (3.39)), se obtiene en un punto P: (por comodidad, se cambiara la
combinacién de indices mudos)

(o3 1 oo
Buv — 59 (9801 + Gov,8u — 98vion = YoByw — You,bv + Iguov) (3.40)

Ahora, si la simetria de g,s para con derivadas mixtas concede

Gop,uv = YaBvp (341)
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entonces, aplicando sobre la expresién (3.40)):

(6% 1 oo
R = 59 (Govpn = Gonpw + Ipuov =~ 9ovon) (3.42)

Por otra parte, el indice contravariante o de la expresion (3.42|) puede escribirse,
por definicién, como: (recuérdese 67)

1
Rosyur = 9oRyu = 5 0o = Sorso & G = G0 (3.43)

Ademéds, la anterior expresién cumple las siguientes identidades: [21]

Raﬁ,m/ = _Rﬁamx = _Raﬁu,u = R,Lwaﬁ
(3.44)
Raﬁuu + Roa/ﬁu + Rawjﬁ =0

en conclusion, el tensor R,g,,, es asimétrico sobre los primeros pares y segundos pares
de indices; y es simétrico sobre la permutacion de éstos dos pares.

Finalmente, si se refiere a una variedad plana ella posee una definicién global de
paralelismo: un vector puede ser movido paralelamente alrededor de si mismo sobre
una curva arbitraria y regresar a su punto de partida sin cambio alguno. Luego:

RS, =0 (3.45)

3.4 Identidades de Bianchi, Tensor y Escalar de Ricci

Permitase regresar a la ecuacion (3.43); de alli, diferenciando parcialmente con re-
specto a 2 y evaluando el resultado en coordenadas localmente inerciales:

1
Raﬁ,uu,)\ = é(gal/,ﬁ,u)\ — Gau,Bur + 9Bu,owX — gBl/,a,u)\) (346)

analogamente, como sucedié con las ecuaciones (3.43)) y (3.44)), para la ecuacién (|3.46))
existe: (obsérvese que se presenta la simetria g,s = gs, y conmutacién de derivadas
parciales)

Raﬁul/,)\ + Raﬁ)\p,y + Ra,@l//\,u =0 (347)
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En inferencia, bajo la filosoffa de la seccién 3.2.2, (ecuacién (3.19)) con I'); = 0 se
obtiene: (traslacién a cualquier sistema , — ;)

Raﬁuu,)\ - Raﬂ,uz/;)\ (348>

implicando que la expresion (3.47)) sea equivalente a:

Ra,@uu;)\ + Raﬁ)\u;u + Roz,Bl//\;u =0 (349)

ésta ultima ecuacién tensorial es véalida en cualquier sistema y se conoce como Identi-
dades de Bianchi.

m m—1
n

Ademas, si se tiene un tensor (') por contraccién resulta (]'~;). En efecto, si se
tiene el tensor de Riemann que € (3), su respectiva contraccién hard que € (5). Por
consiguiente, se obtiene el Tensor de Ricci:[21]

\Raﬁ =R s = Rsa (3.50)

El tensor de Ricci es un tensor simétrico bivalente obtenido como una traza del tensor
de curvatura, que, como aquel, puede definirse en cualquier variedad dotada de una
conexion afin. El tensor de Ricci determina totalmente al tensor de curvatura, si la
variedad de Riemann correspondiente tiene dimension n < 4. Por lo tanto, el tensor de
Ricci es esencialmente la tinica contraccion del tensor de Riemann.

Finalmente, si se aplica la métrica al tensor (3.50]), se obtiene el escalar de curvatura
de Ricci:[21]

R — gNVRMV — gﬂVgOé/BRa'uﬁV (351)

3.5 ‘Tensory ecuacion de campo de Einstein

Obsérvese el tercer miembro de la ecuacién (3.51]), implica que puede obtenerse la
contraccién de Ricci si se aplica la métrica g®” a las identidades de Bianchi (3.49)):

ga“ [Raﬁﬂl/?\ + Roéﬁ)\#;l/ + Raﬁl/)\;,u] =
g [Rocﬁw;/\ + (_Rab’u/\w) + Raﬁvk;u] =
R5V§>\ - RBA?V + RZVA;/J,

0
0
0 (3.52)
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para derivar éste resultado se requiere dos hechos. Primero, recuérdese la ecuacién ((3.26))
para cualquier sistema:

Gap;u = 0 (353)

y siempre que g™ sea una funcién de sélo de gng, se cumple que: (recuérdese también
(3-20)))

g* =0 (3.54)

Por lo tanto, un primer hecho es que g** y gz, pueden ser tomados dentro y fuera
de las derivadas covariantes (indices superiores e inferiores conmutan con diferenciacién
covariante). Y un segundo hecho radica en la condicién:

gauRaﬁ/\,u;V = _gauRaﬁuA;u = _R,B/\;V

lo cual concuerda con el segundo término de la ecuacién (3.52)), conocido como la
contraccién de las identidades de Bianchi.

Ahora, una ecuaciéon mas 1til se obtiene de una nueva contraccién sobre los indices
By v: (aplicando la métrica y utilizando la asimetria de R)

gBV[RBW)\ - RBAQV + Rgl/)\;u]
RQ)\ - Rﬁ;p, + (_Ri,p,)
Ry —2R%

0
0
0

siempre que R sea un escalar, R., = R en todas las coordenadas. Adicionalmente, ésta
ultima ecuacién (3.55)) puede escribirse de la forma:

(2R", — 6"\ R),, = 0 (3.55)

ello define las identidades de Bianchi dos veces contraidas. En efecto, si se define el
tensor simétrico:[21]

1
G = R — 5gaﬁR =GP (3.56)

entonces se observa que en la ecuacién (3.55)) se cumple:

G =0 (3.57)

El tensor G*? es obtenido tinicamente desde el tensor de Riemann y la métrica, y
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se conoce como tensor de Einstein. Aqui, para las ecuaciones de campo de Einstein, se
sabe que:

G*¥ = 8nT*"
donde T define el tensor energia-esfuerzos. Cuyas identidades de Bianchi, implican:
af _
Ly =0

cual es la ecuacién de la conservacion local de la energia y momentum.

En conclusién, resultando la ecuaciéon de campo de Einstein como:

1
R — §g°‘BR = 871"

donde ¢* = 1. No obstante, dicha ecuacién suele escribirse de una forma generalizada: [32]

G

1
RMV + Aglﬂ/ — ERQMV = c—4ij (358)

donde A es la constante cosmoldgica, G es la constante gravitacional de Newton, ¢ la
velocidad de la luz.

3.6  Métrica y su determinante

Finalmente, para culminar el presente capitulo, se hace necesario analizar la ob-
tencion del determinante de la métrica. Por ejemplo, cuando se posee un intervalo
espacio-tiempo de la forma:

ds® = g"dz,dx, = —dxy + da? + dry + da

cuya métrica es

0 si u#v;
Juv = 1 st pu=v=1,5=1223;
—1 si p=v=>0

Obsérvese que si dos eventos son simultdneos en un sistema de coordenadas x,,
implica que su incremento infinitesimal dzy = 0 (puntos adyacentes por ejemplo); en
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efecto, ellos no deberfan ser conectados por una senal alguna, luego es evidente que:

q" dx;dz; > 0

g"dx,dx, >0 & drg=0

ésta desigualdad particular, ahora ha de mantener arbitrariedad en dx,, mostrando que
su norma al cuadrado se define como positiva. La necesidad y condicion suficiente para
que ésto sea cierto es que todos sus subdeterminantes g sean positivos. Sin embargo,
ello ocurre para un tratamiento netamente espacial, puesto que:

g2 g3
>0, g2 g2 ¢B | >0, goo<0

g31 g32 g33

i

g" gv

9" >0, I gt gl

siendo asi, al agregar propiamente incrementos temporales (para descripciones causales
razonables), el determinante de la métrica sera:

g=19"]=

g 9~ 9
g 9~ 9

<0 3.99
g2 g2 B ( )
g g

Nota: Por tal motivo, en algunas ecuaciones relativistas, bajo la necesidad de extraer
la norma del determinante de la métrica (g), ella se suele escribir como /—g.






La Geometria es el arte de pensar bien, y dibujar mal
(Poincare)
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Tedéricamente, se ha mantenido el interrogante acerca de qué ideales e hipdtesis
puedan ser compatibles con las limitadas observaciones experimentales que describen
de alguna manera el comportamiento del Universo. De la experiencia, se han descartado
modelamientos desde un punto de vista clasico; insertando ahora curiosos e interesantes
tratamientos modernos, que ya no aplican sélo a tres dimensiones espaciales y a una
dimensién excluyente temporal como solia ser; a partir de los anos de 1900 aproximada-
mente, se han adoptado cuatro y hasta n dimensiones acopladas como un todo para
lograr modelar algunas caracteristicas que presenta el Universo.

Es evidente que el objetivo de la Fisica siempre seré resolver enigmas detras de
la complejidad del Universo. Actualmente, gran nimero de grupos trabajan incans-
ablemente bajo éste propodsito; sin embargo, mas alla de que quizéds existan teorias
aceptables, también se presenta para ellas cierto grado de incertidumbre, puesto que
el Universo es, y pareciera que siempre serd, un tema abierto y lo es mas aun cuan-
do no existen argumentos de tipo absoluto. No obstante, més alld de lo complejo que
pueda ser, tanto la Teoria de la Relatividad como la Mecdnica Cuéntica son y seran
un firme puente para conectar con dichos y tan anhelados modelamientos del Universo.
De acuerdo a ello, como consecuencia de la intensa actividad de investigacién en éste
campo, surgen tratamientos tedricos como lo son: la teoria de cuerdas, membranas, di-
mensiones extras, compactificaciones, orbifolios, teorias antropicas, universos paralelos,
multiverso, etc. Elementos emergentes que brindan la posibilidad de aproximarnos a
conocimientos mas amplios simulados por el Universo. No obstante, de acuerdo a la
ausencia del experimento, es importante tener claro que quizas todos éstos modelos
presentan aspectos y resultados incompletos, por lo que siempre existira la motivacion
para nuevos ideales a futuro.
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Ahora, particularmente, considérese un fenémeno en especifico o curiosidad del
Universo: Desde hace algunos anos e incluso actualmente, a través de observaciones
astronémicas, se halld y se confirmé que el Universo se estd expandiendo de forma
aceleradal2][3]. Al respecto, la Fisica ha tratado de explicar dicho fenémeno con al-
gunas hipétesis, entre ellas resalta la de la Energia Oscura. La realidad del Universo
supera toda logica desde un punto de vista clasico y de alli el por qué se debe recurrir
a otro tipo de pensamientos. No obstante, la razén fuente desde la cual se explique
la expansién del Universo resulta ser aun un delirio; pero mas alla de esto, existen
modelos fisico-matematicos que describen a su manera la mecanica o comportamiento
del Universo sin necesidad de especificar una razén puntual del origen o fuente de ello.
Pareciera que asi sucede con el modelo del Universo o Espacio-tiempo de Sitter.

El presente capitulo desea realizar un estudio del Espacio-tiempo de Sitter, en el cual
se logren cubrir algunas caracteristicas (e interpretacién), concebidas del tratamiento
fisico-matematico de un particular espacio-tiempo, el cual consiste, en breve, de un
acople del espacio-tiempo de Minkowski de geometria d.S; en un nuevo espacio-tiempo
dSs de curvatura constante. Para ello, paso a paso, se ird insertando trabajos tedricos
a priori (dnicamente los necesarios) que dieron fruto en definitiva a la obtencién del
Espacio-tiempo de Sitter.
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4.1  Dimensiones extras tipo Kaluza-Klein

Actualmente, incluso, se percibe un Universo en dependencia de tres dimensiones
espaciales y excluyentemente, se detecta una cuarta dimension abstracta que es la tem-
poral. En antano, ni el propio Newton, mas alla de sus aproximaciones a nivel micro,
logré dar respuestas convincentes a los tantos interrogantes a nivel macro del Universo.
Sin embargo, después de la impresionante publicacion de 1905 de la Teoria Especial de
la Relatividad por Einstein, la mentalidad en la comunidad cientifica cambié consider-
ablemente, tanto asi que surgieron de inmediato dos problemas relevantes en Fisica:

i). Construir una teoria de la gravitacién consistente con la relatividad especial;
i1). Construir una teoria unificada de la gravitacion y la electrodindmica.

Entre algunosf_-] el propio Einstein trabajo en cuerpo y alma para la obtener la solucion
al primer problema con su publicacién de la Teoria General de la Relatividad en 1916, la
cual describe la interaccion gravitacional de manera muy precisa a través de un tensor
métrico.

Ahora, en cuanto al segundo problema, Theodor Kaluza en 1919 y Oskar Klein
en 1926, propusieron una manera de unificar los campos electromagnéticos y gravita-
cionales, considerandoles en un campo gravitatorio de 5 dimensiones. En breve, Kaluza
y Klein consideraron una topologia Espacio-tiempo 5D cual estd descrita por el pro-
ducto directo:

M St (4.1)

donde M es el Espacio-tiempo de Minkowski y define una variedad pseudo-Riemanniana
4D S es una circunferencia de radio R. Es decir, las coordenadas del espacio-tiempo
5D pueden expresarse de la forma:

™ = (2", RO) (4.2)

luego, 2™ define el acople 5D con M = 0,1,2,3,4; =" define las coordenadas 4D con
p = 0,1,2,3; para la quinta dimensién surge la coordenada angular # de S!, cuya

L Gunnar Nordstrom trabajé arduarmente en el primer problema; sin embargo, no logré resolverle puesto que trabajé clasica-
mente al igual que Newton, obteniendo tinicamente una teoria escalar de la gravitacion

2En geometria diferencial, una variedad pseudo-Riemanniana es una cantidad diferenciable equipada con un tensor métrico
(0,2), cantidad simétrica que es NO DEGENERADA en cada punto de [a variedad.
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condicién de periocidad es 0 = 0 + 2.

Al respecto, Oskar Klein partio de la siguiente hipotesis: Si para 4D existe un campo
escalar de la forma

¢ = (") = ¢(a”, x', 2%, 2%) (4.3)
entonces para 5D puede considerarse el campo escalar:
O = Dz y) (4.4)
donde y = S = RO y refiere a la quinta dimensién.

Sucesivamente, a la ecuacién (4.4)) puede aplicdrsele una expansiéon de Fourier:

Baty) = 3 olat)enin

n=—oo

= > lat)e™ (4.5)
n
siendo n € Z.

La representacion topoldgica de Kaluza-Klein (ecuacién (4.5))) define una red 5D,
en la cual a cada nodo de ella no sélo se le asocia un reloj, sino también se le ajusta
una curvatura de la forma S!. Véase la Figura En efecto, a través de la técnica de
mapeo de Fourier, se hace la transiciéon de un espacio-tiempo de 4D a 5D.

Por otra parte, es claro que si n € Z, implica que existe un ntmero infinito de campos.
En efecto, para los modos n # 0 estan asociados con campos masivos; mientras que

aquellos que estén asociados con n = 0 son no masivos.[5] Bajo ésta dltima idea, a
continuacion, considérese la densidad lagrangiana del muelle mésico en 4D:

L = T_V= %(@@aygb* o m2¢2)
1
= 50.00"" (4.6)

donde se aplicé la condicion n = 0 = m = 0. En inferencia, la densidad lagrangiana
5D de un campo no masivo es:

1
£(5D) = §8M<I>8Mc1>* (4.7)
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Figura 4.1: Hipétesis de un Espacio-tiempo 5D segin Kaluza-Klein. La red representa el espacio-tiempo
de MinkowsKi 4D (3 dimensiones espaciales y relojes), donde en cada nodo de la misma se agrega la quinta
dimension S*, la cual representa la cuarta dimension espacial (curvatura).[5]

Por consiguiente, considérese la integral de accién del campo escalar anterior:

Sep) = /(5) Lipyda
1
= —/ Oy POMO*d*xdS*
2 Jis)

1
= — | Oy®oMd*d*zrRdo (4.8)
2 J

Ahora, la signatura que utiliz6 Kaluza-Klein fue —, 4, +, ...+ (ademas, la velocidad
de la luz se ha naturalizado ¢ = 1). En inferencia, el elemento de linea o el intervalo
espacio-tiempo 5D para la situacién es:

ds® = n,, (v)dz"dz” + R*d6? (4.9)

Recuérdese la ecuacion de Klein-Gordon, aplicada en éste caso a 5D:E]

3Véase en el Apéndice D, la demostracion de la ecuacion de Klein-Gordon, la cual se halla a partir de [a ecuacion de
Schrodinger.
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m2c?

h2

(0M 0y + YO (2, y) =0 (4.10)

sobre ella, considerando nuevamente el caso de campos no masivos:
oMoy ®(z*,y) =0 (4.11)

donde el término:

oM = 024+ —

= 0,0" + = (4.12)

Sucesivamente, considérese el reemplazo de (4.12) en (4.11)), de tal manera que en
definitiva, dicho resultado se aplique al campo escalar (4.5)):

(0,0" + 3507 ) u(a#)e™ = 0
(0,0" + (in) (m)%)gbn(x“)eme =0
(0,0" — ) (a#) = 0 (4.13)

Del resultado precedente, en comparacion a la ecuacién de Klein-Gordon , se
observa que cada modo de Kaluza-Klein (KK) se puede interpretar como un campo
escalar 4D de masa fuente m,, = |n|/R, (recuérdese que ¢ = 1 y h = 1). Técnicamente,
al anterior procedimiento de hacer la transicion de una teoria de mayor dimension a
una de menor se le conoce como “compactificacion” E| Finalmente, recuérdese de nuevo
la densidad lagrangiana del muelle mésico, cuya fuente ahora sera sustituida por el

YEn efecto, es claro entonces, que al compatificar una teoria de campo escalar No Masivo 5D, se obtiene una teoria de un
campo escalar no masivo 4D asociado al modo cero del desarrollo de Fourier y un niimero infinito de campos escalares masivos
conocidos como la torre de Kaluza-Klein, asociados a los modos restantes en el desarrollo de las series Fourier.
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resultado obtenido previamente por la compactificacion de Kaluza-Klein:
£ = 5D 0uno] ~ mioh)
= —Z (Dubn 0", — |”| 2) (4.14)
En contraste a la ecuacion , la nueva integral de accion sera:
Sep)y = / £(5D)d5x
= —Z / B, pn0" 0%, — Inl" | 2)d*zRdb
- sz Z/ N L |”| D g2)d's (4.15)

donde el factor 27 R en la accion proviene de integrar en la coordenada R6 y corresponde
al volumen de la dimensién extra. Adicionalmente, es posible truncar de manera consis-
tente en éste caso la torre de Kaluza-Klein, y obtener inicamente con el modo cero del
campo, técnicamente a éste procedimiento se le conoce como reduccion dimensional.

4.2 ‘Espacios Maximamente Simétricos

Las ecuaciones de Einstein definen de la forma maés acertada posible el origen y
comportamiento del Universo; he ahi el por qué surgen teorias que intentan resolver,
a su manera, dichas ecuaciones. No obstante, éstas soluciones algebraicas exactas se
caracterizan por su alto grado de simetria. A continuacién, bajo la anterior filosofia, se
pretende ajustar nociones de los espacios maximamente simétricos, cuales se caracteri-
zan por tener curvatura constante (asi como lo hace el espacio-tiempo de Sitter).
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4.2.1.  Simetrias y Vectores de Killing

“Toda simetria de un sistema fisico da lugar a una cantidad o ley de conservacion ”...
(Teorema de Noether)[]

De acuerdo a la anterior filosofia, surge un interrogante: ;como hallar las simetrias
en la teoria de la relatividad general?. En efecto, se podria decir, por ejemplo, que la
métrica estdndar de una S? esfera o S? esfera tiene simetria de rotacién, ya que son
invariantes bajo rotaciones de la esfera. Por lo tanto, las simetrias puede ser entendida
como una invarianza de la métrica en una familia particular de las transformaciones
de coordenadas. No obstante, méas alla de ésto, existe una forma sistematica de hallar
dichas simetrias a través de vectores, conocidos como vectores de Killing.

En concreto, considérese una métrica que define a su correspondiente sistema coor-
denado:

G > {2t}
En efecto, su respectiva transformacion de coordenadas
N
obedece a la transformacién de la métrica:

gw(@) = AATg,.(2")
ox'? 0z'7

= ! 4.1
Gl (416)

La anterior métrica es “isométrica” cuando resulta invariante bajo una transforma-
cion de coordenadas; es decir, cuando:

G () = g, (") Va (4.17)

54 cada simetria (continua) le corresponde una ley de conservacion y viceversa. Por ejemplo: i) La invarianza con respecto
a la (direccion del eje de) rotacion, otorga la ley de conservacion del momento angular; ii) La invarianza de sistemas fisicos con
respecto a la traslacion (dicho simplemente, las leyes de la fisica no varian con la localizacion en el espacio), otorga la ley de
conservacion del momento lineal; iii) La invarianza con respecto a (la traslacién) el tiempo, otorga la ley de conservacion de la
energia.
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En inferencia, se hace paso a la obtencion de las isometrias de la métrica. Considérese
una transformacién de coordenadas infinitesimal{f]

ot = = a4 e€H(x) (4.18)

donde |e| << 1y &* es un campo vectorial denominado vector de Killing (generador de
isometria). Ahora, a continuacién considérese:

[ Derivada de Lie

Define lo que en topologia diferencial se denomina: “derivacién tensorial”, una apli-
cacién R-lineal sobre el conjunto de tensores tipo (r,s) (indice superior, indice inferior),
que preserva el tipo tensorial (incluyendo conmutaciones y reglas). Para especificar el
concepto de derivada de Lie, en primer lugar, considérese la transformacion que conecta
los puntos p y ¢, (véase la Figura . Es decir, tensorialmente, sean los puntos de
evaluacién:

x?p) — coordenada en el punto p
x’(‘q) — coordenada en el punto ¢

donde p define la dimension. El corrimiento o traslaciéon de un punto a otro satisface la
ecuacion (4.18), a la cual podria agregarsele los subindices para ser més pedagdgicos:
/
Ty = Tip T 6" (2p) (4.19)
De tal forma que &* mantenga su funciéon como campo vectorial, de modo que
todo punto de la variedad sea arrastrado en la direcciéon local de ¢ una cantidad e.
En inferencia, la expresion (4.19)) induce una transformacién que lleva a todo objeto
geométrico ubicado en p, por ejemplo, un tensor general T(,, a su nueva imagen en g,
T;“e. Por lo tanto, puede definirse la derivada de Lie como:

T, | — Tnuevo
LTl = Limey ((’”—‘q’) (4.20)
€
donde T' (’Zl”je”o es el término al cual se le ha hecho el corrimiento infinitesimal. ]

6 La transformacion que se presenta en surge de la simplicidad de variacién, por ejemplo, de campos escalares: d¢p =
@' — ¢ y/o vectores S = 2/ — x.
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Figura 4.2: Traslacion de punto de evaluacion. El punto q se encuentra en la vecindad del puntop a una
distancia infinitesimal € en la direccion £V

En inferencia, regresando a la ecuacion (4.16), surgen dos transformaciones infinites-
imales (4.18]) con el respectivo indice, es decir, para el primer factor de (4.16]) se tiene:

2P = af + £ (x) (4.21)
derivando ésta tultima con respecto a x*:

ox'? oxP  0&P(x)
€

oxH - oxH + oxH
0% 5o er 4,22
0T ) (4.22)

Anélogamente, para el segundo factor de (4.16)) se tiene:

ax/a

ox”

= 0y +e£5,(x) (4.23)

A continuacién, puede considerarse una variacién sobre un tensor de segundo orden
(la métrica por ejemplo), en la cual se pueda aplicar la ecuacién (4.18)). Es decir:

g;’a('r,) = gPU+5gPU

dg

— wZIpPo

= Gpo +0x Do

= + (2" — x“)—agpa
oo oz

= Gpo +€"Gpop (4.24)
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Reemplazando (4.22)), (4.23]) y (4.24]) en (4.16) se halla una nueva métrica bajo trans-
formaciones infinitesimales:

nueva o o gU
g = (0 + €€ (@))(6 + €€ (2)) (o + €5

9Gpv -
= (55 + Egi)(gm’ + €& 8;“ + Egpag,z/ +0)

09y
= G+ e€” aguu + €9uslT, + €9, +0+0 (4.25)

Aplicando la derivada de Lie:

(nuevo)
. g v g v
Eﬁgm/ = Lim.,o %)

OGuv o

— Lim G — G — €8" ai;“u - Eg/wf,u - Ggpvgi

e—0 B
9gpuv o
_Eéu i €g 1/6 — €g ufp
= Li . Ok nvsS,v PYS, 1
tMe—0 .
34 23 e
0 = E G + g0 v +¢ D (4.26)

donde se aplicéd la “Isometria” L¢g,, = 0. Sumando y restando algunos términos; en
segunda instancia agrupando:

0g” OGpo | OE°

ay,ucr_'_gg +m pu+€p

dg
pY9w _
—¢ oxH

09,

oxV
8 8 ag v 89 Q agOéV

_ (% 14 H — H — =
ax” (g,uo'g ) a o (gPVg ) +§ [al’a axu axu ]

dE,, N o€, [8g,w _ O0gua agay]

dzv  Oxk dzv  Oxt

donde se aplicé &, = g,,6".[24] [25]

5‘ng N guag,w ¢o Q9w

=0 (4.27)

+ &

La ecuacién (4.27) es ya un resultado final; no obstante, teniendo en cuenta el
apartado de los simbolos de Christoffel (ecuacién (3.29), el tercer término de dicha
ecuacion puede escribirse como £ O‘[affn“; — 657;5 — %ﬂ“;] = —2&,1",. E incluso, utilizando la
notacién otorgada por la ecuacién ([3.13) se obtiene &, (x) = g% _fAF,/)V =&y —f,\I‘;\W.
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En efecto, la ecuacién (4.27]) puede escribirse en definitiva de forma mas compacta:

08, 0§,
oxY + oz

— 26,1, =0
gu;u + gV;,l,L =0 (428)

A ésta ultima expresion se le conoce como la ecuacién de Killing y cualquier campo
de vectores &,(x) que se satisfacen en dicha ecuacién, se dice que forma un vector de
Killing de la métrica g, .

[[ Propiedades de los vectores de Killing

i) Cualquier combinacién lineal de los vectores de Killing £ y €@)| con coeficientes
constantes a y b, aé™® + b&€®) es un vector de Killing.

ii) El conmutador [¢1),£®)] es un vector de Killing. Este es el algebra de Lie del
grupo de Isometria.

iii) En general, si las componentes de la métrica son todas independientes de una
coordenada particular, por ejemplo, ds* = —dr? + rf(0)dr? 4+ d6?, entonces, & = & es
un vector de Killing, es decir, de la ecuacién (4.28)) se observa:

0 o 0
EQW—O, Vo ouv = {T—E, (4.29)

es un vector de Killing. | |.

4.3  Homogeneidad e Isotropia de un espacio maximamente simétrico

Si un espacio n—dimensional es maximamente simétrico, entonces la curvatura es
la misma en todas las partes; esto quiere decir que el espacio admite n vectores de
Killing de traslacion y es la misma en cualquier direccion; a su vez, esto quiere decir
que admite n(n — 1)/2 vectores de Killing de rotacién; en otras palabras, un espacio
maximamente simétrico debe ser homogéneo e isotrépico sobre todos los puntos del
espacio. Por consiguiente, un espacio maximamente simétrico admite n(n+1)/2 vectores
de Killing. El hecho de tener una variedad n—dimensional maximamente simétrica
implicard tener las siguientes relaciones: [31]

1. Los espacios maximamente simétricos son los unicos que son especificados por un
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escalar de curvatura constante R(,) (escalar de Ricci). Es decir, si se conoce la curvatura
en un punto, entonces se conoce en todas las partes:

Ry =kn(n—1), k= cte. (4.30)

2. El tensor de Ricci es proporcional al tensor métrico:

R

n

Raﬁ = gaﬁ (431)

3. Y/o el tensor de Riemann estd dado por:

n 1
( )R,uzzpo = m(gupguo - guagup)R(n) (432>

4. Finalmente, la constante cosmologica depende de:

_(n-1)(n-2)
A, = o (4.33)

4.4  ‘Espacios de curvatura constante

A continuacion, se estudiara espacios maximamente simétricos con una métrica de
Riemann, R™, S™ y H". El de mayor interés es el espacio hiperbdlico; sin embargo, para
llegar de la mejor forma a él, se hace necesario, a manera introductoria y pedagdgica,
iniciar con el espacio euclideano R".

4.4.1. Espacio euclideo R"

Recuérdese el intervalo espacio-tiempo euclideano aplicado a n dimensiones cuya
métrica se relaciona de la forma:

ds® = (dz")? + (d2?)? + - - + (da™)? = §;ydx’da’? (4.34)
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donde los indices latinos ¢, j, ..., corren de 1 hasta n. De acuerdo al apartado anterior,
éste es un espacio maximamente simétrico, en consecuencia tiene n(n + 1)/2 vectores
de Killing linealmente independientes; es decir, soluciones linealmente independientes
que satisfacen la ecuacién ([4.28)). Dichas soluciones son de la forma: (vector de Killing)

.9

o = — 4.35
S = 5, (4.35)
que corresponden a n traslaciones espaciales.
Sin embargo, también existen soluciones de la forma:[5] [31]
- 0 0
— b a
ab) = — % 4.36
San =2 dze " Orb (4.36)

cuales corresponden a n(n — 1)/2 rotaciones espaciales independientes, (las ecuaciones
y se comprenderan de la mejor manera en el futuro ejemplo). Las soluciones
&ab) son asimétricas en los indices. De tal forma que todas las soluciones n+n(n—1)/2 =
n(n+1)/2 son soluciones linealmente independientes sobre la ecuacién de Killing (4.28)).
En conclusién, los espacios euclideos admiten n(n+1)/2 vectores de Killing linealmente
independientes y por lo tanto son espacios maximamente simétricos. Debe aclararse que
éste espacio tiene escalar de curvatura R = 0.

Ejemplo: espacio euclideo R?

Considérese los vectores de Killing de un espacio plano tridimensional cuyo intervalo
espacio-tiempo en coordenadas cartesianas se escribe:

ds® = 0;dz'dr? = (da')? + (do?)? + (dz®)? (4.37)

En segunda instancia, recuérdese la ecuacién de Killing aplicada a coordenadas
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cartesianas: (% = 0)
0 = &;+&
0 — gizj 1 %i”; — 265,
0 gf; N % (4.38)

Sii,j =at, 2% 2% con i # j, a primera vista se observa que para que la ecuacién (4.38))

se satisfaga debe cumplirse que sus términos sean nulos:
ag:}cl o agmﬂ N (955,;1 _ afo _ 85903

007 T B ort 02  01°

=0 (4.39)

Sin embargo, para las ecuaciones (4.38]) y (4.39) se producen la siguientes soluciones
definidas en primera instancia como:

£t = a17% + apa® + ag = £
oz = brat + boa® + a5 = £ (4.40)
£ = 1ot + cox? 4+ ag = st

Luego, sustituyendo en (4.38) las dos primeras ecuaciones del trio (4.40))

aé-xl o _afﬂ
oxr? Ox!
0 0
@(alxz + a2x3 + (14) = —%(bll'l + bQZES + CL5)
ap=-bp = b=—q (441)

Anélogamente, para las demas combinaciones:

O _ 06
or3  Ox!

C1 = —Q2 (442)

"De acuerdo a la particularidad de manejar inicialmente un espacio plano, implica que los simbolos de Christoffel son todos
cero, acarreando incluso que el tensor de Riemman, Ricci y escalar de curvatura de éste espacio sean nulos. Por lo tanto, en la
presente seccion no se observa la necesidad de calcular dichos parametros; no obstante, éstos calculos se realizarin en el ejemplo
de [a siguiente seccién (esfera S? incrustada en R3).
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agﬂ _ 85.’173

ox3  Ox2

Cy = —bQ = —das (443)

Por lo tanto, el conjunto de soluciones resultan

gxl = CL1372 + CL2$3 + Ay = fxl
E2 = —ay2' + asz® + a5 = £ (4.44)
£3 = —apx! — azz? + ag = £

donde aq, as, as, a4, as, ag son constantes.

El vector de Killing mas general es: (recuérdese la filosoffa V = V)

- L 0 L2 0 w3 0
=8 8$1+€ 8932—'—5 Ox3
0 0 0 0 0 0
2 1 3 1 3 2
= ol ) Tl g el s )
0 0
+a4aw1 + as 2 + ag O3 (445)
Entonces la correspondiente base de vectores de Killing es:
Traslacion:
> 0 > 0 > 0
= = = — 4.46
51 Oxl ) 52 o2 ) 53 O3 ( )
Rotacion:

B 9 o B o - ) 9
G=tpm Vg ST Vg G Tgn T (44D

Ahora, para llevar a cabo el cédlculo de sus conmutaciones se renombrara de una
forma conveniente los 6 vectores de Killing que fueron obtenidos; ésto para facilitar la
notacion en el dlgebra de sus conmutaciones, asi se tendra:

Tres vectores de Killing de traslaciones espaciales

P=1{6,6,6}Y={P, P, P} (4.48)
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Tres vectores de Killing de rotaciones espaciales

E = {51,55,56} = {EhEQa Es} (4-49>

Estos 6 vectores de Killing definen la siguiente dlgebra de Lie
[Ei, Eg] = Eijkik, [Eza 13;] = Eijkﬁk (4-5())

donde los indices 1, j, k corren de 1-3, y €, es el tensor totalmente antisimétrico de
Levi-Civita[21]

1, si 17k tiene una permutacién par;
€ijk = § —1, siijk tiene una permutacién impar; (4.51)
0, si dos indices son los mismos.

4.4.2. ‘Esferan dimensional S"

Uno de los modelos mas simples de un espacio curvo conlleva a una superficie de una
hiperesfera incrustada en un espacio euclideo (n + 1)D. Una forma simple de sustituir
la habitual geometria de los espacios euclideos a un espacio geométrico curvo,
se hace mediante el encaje de ésta hipersuperficie en un espacio euclideo de dimension

mayor a la hipersuperficie a través de una parametrizacion adecuada de coordenadas.
Es decir:

ds? .= S apdr?dz® = (dz)? + - - - + (da")? (4.52)

donde los indices en mayuiscula A, B,..., corren desde 1 hasta n 4+ 1 y la funcién delta
de Kronecker:

1, siA=18B

Oan = { 0, siA+B (4.53)

Recuérdese la ecuacion de la esfera, pero generalizada para n+1 dimensiones y radio
constante:

(x1)2 + ... —|— (l’n+1>2 = 5AB:(7A$B = ’]"2 (454)

Encajando (4.54)) en (4.52)) se obtendra una métrica inducida g;; de la esfera S™. Es decir,
considérese la ecuacion (4.54) con el respectivo procedimiento: (al final se realizard un
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cambio de indices de contravariantes a covariantes)

(@2 @)+ @ =

[5;szx]] + Smaa™ = r?
or'e! = % — Spma ™
s~ r2 — pmar ™
B xiad
T
/ o [}

72 — Opma™a™
luego, una métrica general (agregando el término de correccién) es

95 = 0+ 0
Xy

o= 0y —— 4.55
Gij j+ r2 — 8, g™ ( )

Andalogamente, en comparacién al espacio euclideo R", existen n(n + 1)/2 vectores
de Killing en el espacio de incrustaciéon que emergen de la esfera S™. Nuevamente,
recuérdese los vectores de rotacién , éstos vectores generan un grupo de rotacién
Special Ortonormal SO(n+1). Adicionalmente, para la esfera S™, el escalar de curvatura
de Ricci es:[20]

n(n —1)

R= (4.56)

éste resultado puede demostrarse con simplicidad y ello se haré en el siguiente ejemplo,
particularmente, aplicado a la esfera S? incrustada en R3.

Ejemplo: esfera S? incrustada en R?

Como bien se conoce, una esfera S? puede verse encajada en un espacio R? mediante
la ecuacién: (véase la Figura [4.4.2)

(1) + (2°)* + (2%)? = »? (4.57)

Se puede introducir las coordenadas adecuadas que sean solucion de la ecuacion
(4.57); es decir, parametrizando la esfera S?, con ayuda de las coordenadas esféricas

! =rsinf; cosfy, x°=rsinf;sinfy, z°=rcosb; (4.58)

donde 0 < 0; < 7,0 < 60y < 27. En efecto, al sustituir las transformaciones (4.58) en
el intervalo espacio tiempo R? se obtiene la respectiva relacién para la esfera S?: (radio
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Figura 4.3: Esfera S? incrustada en un espacio euclideo R

constante)
ds®* = (d[rsin6; cosfy])* + (d[rsin 6, sin 65])* + (d[r cos 6;])*
= r%df? 4 r*sin’ 0,d0; (4.59)
donde
2
g G2 96.6:  96.6 r 0
v = = LI = . 4.60
In ( 921 g22 ) ( 90,0, 96265 ) < 0 r2sin®6, ) ( )
y su inversa (componentes contravariantes)
11 12 0161 0102 2
v g9 g g 1/r 0
gu’ = ( g21 g22 ) — ( g9291 g9292 ) — ( O 1/7’2 Sin2 91 ) (461)

A continuacién, recuérdese los simbolos de Christoffel de primer género (3.9); aqui,
en correspondencia a los simbolos de Christoffel obtenidos en el Apéndice E, se tiene,
como inicio, dos ecuaciones diferenciales y, en segunda instancia, una tercera a resolver:

(sustituyendo las expresiones (E.1J) ... (E.2])).
i) cuando o = f§ = b,

98,

. = T'glo, &0, = —Ep, sin 6, cos b (4.62)
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i1) cuando o = f = 6

9,
06,

=006, =0 & &, = f(b) (4.63)

i1i) y por ultimo, agregando la ecuacién de Killing (4.38)), cuando o = 60, 8 = 6

08,  0&,
90, 00,

= 2&p, cot Oy (4.64)

Cuya solucién general esta dada por:[5]

o, = aq cos by + aysin by
(4.65)

&9, = sin’ 01 (ag — cot 01 (a; sin By — ay cos b))

donde aq, as y az son constantes.

Ahora, utilizando la relacién &, = gap€? (junto con la métrica (4.60)) sobre las
soluciones (4.65)) se tiene:

a a
&, = 7«2591 = 591 = —; cos 0 + —; sin 6,
r r
(4.66)
a a a
o, = r? sin? 61592 = 592 = —; — —; cot 6, sin 6y + —; cot 0, cos 05
T T r

En efecto, en analogia al proceso (4.45)), el vector de Killing méas general es:

- 8 02 8
£ = gy 8%,
. as 0 0 0 as 0 0
— 7"2892+ (00892891 C0t9181n92892)+7" (Sln92691+cot91cos92892)
(4.67)

cuya base de vectores es:
5—» _ cosfy 0 _cot@lsinﬁg J 5—» _ sinfs 0 +Cot91(:0802 a0 g 1 0
e 7’2 891 7”2 8027 2T 7"2 801 7”2 802’ T 7"2 892
(4.68)

Los anteriores vectores &1, & v &3 son precisamente los operadores de momento angular,
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los cuales generan rotaciones alrededor de los ejes x!, 22 v 23, respectivamente. El calculo
de sus conmutadores genera el dlgebra de Lie SO(3).

&, f_;] = eijké;c (4.69)

4.4.3.  ‘Espacio de MinKowsKi n -dimensional M,

En contraste, a la métrica plana R" cuyas dimensiones inician de z' hasta z",

considérese la definicién del intervalo espacio-tiempo de Minkowski, para lo cual incluye

la coordenada z° = z"!; adicionalmente, la métrica para éste caso es o5 —  7as,

luego:[25]

ds® = —(d2°)? + - - + (da")? =, datdz” (4.70)
El espacio de Minkowski es un espacio maximamente simétrico, ello implicara que posea
n(n + 1)/2 vectores linealmente independientes de la ecuacién de Killing (4.28). Espe-

cialmente, para éste caso, existe tres clasificaciones de los vectores de Killing:[25][22]

i) abarca n — 1 rotaciones espacio-temporales (boosts)

0
fy =" — + 2% — (4.71)
i

i1) también incluye (n — 1)(n — 2)/2 rotaciones espaciales

- 0 0
N
Slap) =275 2 — 255 (4.72)

i11) finalmente, genera n traslaciones

§) = 73 (4.73)

Ejemplo: Espacio de Minkowski M* (grupo de Poincaré)

En primer lugar, el intervalo espacio-tiempo es:

ds® = —(dz°)* + (dz')? + (d2*)* + (dz*)? = n,, dx"dx” (4.74)
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cuya métrica

-1 0 00
0 1 00

Ny = 0 0 10 (4.75)
0 0 0 1

usando ésta tultima en la ecuacion de Killing (4.28)) se evidencia, en analogia al espacio
euclideo R?, que los sfimbolos de Christoffel son nulos (%’;—“j =0 = Ty, =0),
reduciéndose de la forma:

08, 0&,
oz * OxH

=0 (4.76)

donde p,v :=0,1,2,3. En primera instancia, una de las condiciones iniciales para que
la solucién de (4.76]) prospere, es:

&o = &o(at, 2% 23)

_ 06 _ 06 _ 0& _ 0% & =& (2% 2% 23)
0= o0  Orl  9r2 O3 = £y = 52($0,$1,$3) (477)

€3 = &3(a°, 2", 2?)

Adicionalmente, de la ecuacién (4.76]) puede aceptarse la siguiente distincién: (se
satisfacen seis relaciones)

0% 06 05 0§

0= — ==+ — 4.78
dzt  0x0’ dxt  Oxd (4.78)
siendo 7,7 = 1,2,3 con j # 7. La solucién del anterior sistema de ecuaciones es:
u(®) = apr” + b, (4.79)
donde a,, y b, son constantes, con a,, siendo antisimétrico (a,, = —aw)ﬂ
8 Rdpidamente obsérvese la veracidad de dicha solucién:
N ox” 0 Oxt
D ¥ ) = Gy 8 G O ) = i
Del sequndo resultado, permutando indices, implica la antisimetria a,, = —a,,; luego, se satisface en definitiva que:

oz¥ oz _
O i rr
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Sin embargo, se permite el aspecto matricial de la solucién (4.79)) escrito de la forma:

o 0 apr Qo2 o3 z° bo
&1 —apgr 0 a2 a3 ! by
= 4.
52 —Qp2 —a12 0 23 z? * by ( 80)
&3 —agz —aiz —ax 0 2’ b3

Ahora, las componentes covariantes del vector de Killing £* se obtiene por:
(x) = e, = ahx® + b* (4.81)

donde at = n*a,, y b* = n*b,; en efecto, matricialmente se tiene:

fo 0 —ap1 —ap2 —aop3 ? v°
gl | —an 0 a2 a3 ! bt
52 B —Qp2 —a12 0 23 z? * b? (4'82>
& —ap3 —aig —ag 0 z3 b3

En inferencia, por contraccién de indices, el vector de Killing més general es: (se
utilizard las ecuaciones emergentes del acople matricial (4.82))

fa) = Qe re el
= (—am:c — agex® — agsx® + bo)@ + (—ap12® + a192” + ayzz® + bl)ai
+(—agea’® — ajpx' + agsr® + b%% + (—agsr® — a3z’ — agsr® + b3)8x3
= g gV g
+a12($2% - xla%) + ar3(x 3% — xl%) + agg(afs% — 132%)
_aol(xl% + xo%) — aog(:f% + xo%) - a03<1;36i + Oai3>

Por consiguiente, se posee cuatro vectores de Killing de traslacién: (se agrega un
cambio de notacién en subindices)

.9

0 - 0 - 0
51—@7

52 = %7 63 = @7 64 = % (483>
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tres vectores de Killing de rotaciones espaciales

o = 3 0 o = , 0 0
=" 5 — ! &r=a"———a'== (4.84)

55 =0 ozt O3’ ox! Ox?

Ox? ox3’
y por tltimo, tres vectores de Killing espacio-temporales (tipo boosts)

0 0 0 0
@, 510 = .’1536_ + SL’ al’?’ (485)

- (’) 0 -
f —|—£L’a— 592332%—1-1’0

Ahora, andlogamente al espacio euclideo R?, se renombrara de una forma conveniente
los 10 vectores de Killing que fueron obtenidos, como: (regreso a la nomeclatura inicial
para subindices)

i) Una traslacién temporal

H={&} = {P} (4.86)

i1) Tres traslaciones espaciales

ﬁ = {5;753’51} = {ﬁ17ﬁ27 ﬁ?)} (487>

i1i) Tres rotaciones espaciales

T =A{&. 86,6} = {01, Jo, Jo} (4.88)
iv) Tres boosts
K = {& &, 60} = { K1, Ky, K3} (4.89)

Estos vectores obedecen las siguientes relaciones de conmutacion:

- = —

[T Po) = [P, Po) =0, [Ji, Jj] = eijidis
[J_;’ XJ] = eiij’W [X’HXJ] = _eijkj;c) [(]_;7 P;] = Eijkﬁk;
[Kwﬁj] :5ij1307 [Xmﬁo] :131'

donde 7, j,k corren desde 1,2,3, y €, es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-
Civita. Estas relaciones de conmutacién define el dlgebra de Lie del grupo de Poincaré[25][22).
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4.4.4. ‘Espacios hiperbolicos n -dimensionales H,,

Hiperboloide n -dimensional de escalar de curvatura R > 0

Recuérdese el proceso realizado para la esfera S™, igualmente, un espacio hiperbdlico
puede ser visto como una hipersuperficie en un espacio plano (n + 1)D, pero ahora,
ajustada en un espacio de Minkowski (n + 1)D con intervalo espacio-tiempo:

ds? .= —(dX°)? + - + (dX")? = napdXAdXP (4.90)

donde los indices en mayuscula A, B, ..., corren desde 0 hasta n y representan el espacio
de M, ;. Este espacio hiperbdlico es definido como la hipersuperficie: (en consecuencia
de la dimensién temporal)

— (X0)2 4+ 4 (X”)2 = nABXAXB =%, donde [ = cte (4.91)
cual asegura un hiperboloide de una hoja y de radio [.

Los vectores de Killing pueden ser hallados usando la misma metodologia que se
usé para la esfera S (véase ecuacién (4.55)). Es decir, si se encaja el hiperboloide
(4.91) en la ecuacién (4.90) con ello se obtendra la métrica inducida g, del hiperboloide

n-dimensional H,,:

XX,
2 _ naﬁXaXﬁ

G = N + I (492)

La hipersuperficie (4.91]) encajada en M, define un hiperboloide con una métrica
lorentziana de escalar de curvatura constante y positivo:

n(n —1)

R = 2

(4.93)

Los vectores de Killing para el hiperboloide n-dimensional encajado en M, pueden
ser de dos clases:

i) n boosts

9 W 0
oxa T X v (4.94)

€y = X°
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Figura 4.4: Espacio hiperbélico2D de curvatura positiva incrustado en el espacio-tiempo de MinKowsKi
3D.

i1) y n(n — 1)/2 rotaciones espaciales

- 0 0
— Y8 — Xo__

Entonces, las n+n(n—1)/2 = n(n+1)/2 son soluciones linealmente independientes
de la ecuacion de Killing , y generan el grupo de isometrias SO(n, 1) el cual es el
grupo de isometrias de Poincaré en el espacio encajado. Este es conocido como el espacio
de Sitter dS,, (el presente tan sélo sera una corta introduccién del espacio-tiempo de
Sitter, cual sera generalizado en la siguiente seccién a favor de los objetivos propuestos
de la presente memoria).

Ejemplo: Espacio de Sitter 2D encajado en Minkowski 3D

En primer lugar, considérese el espacio hiperbdlico 2D que se ilustra en la Figura
4.4.4; la construccién algebraica de un hiperboloide es:

— (X2 + (XY +(XH? =1?, donde I[=cte. (4.96)
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Una parametrizacién que es solucién de la expresién (4.96) es
0 T 1 T 2 T\ o
X' = lsmh(T), X = lcosh(j) cosf, X°= lcosh(j) sin 0 (4.97)

donde —oo <7 < o0, 0<6 <27 Porlo tanto, el intervalo espacio-tiempo inducido
debido al hiperboloide es:
ds® = —(dX")*+ (dX")? + (dX?)?
T sinh(%))]Q +[d COSh(%) cos 0))2 + [d(1 cosh(%) sin §)]2

T

ds* = —dr* +1? coshQ(l

)do* (4.98)

La respectiva métrica de la tltima expresién (covariante)

_ 9rr  gré o -1 0
I = ( Gor  Goo ) - ( 0 [2cosh’(%) ) (4.99)
y su inversa (contravariante)
TT 76
! ( 9" 9" ) ( 0 1/1%cosh?(%) (4.100)

Bajo el uso de (3.30)), los simbolos de Christoffel distintos de cero de la anterior

métrica son:

L e 090
29 Tor
1 O(I? cosh?(T)
= (1)
2( ) or
12 T, . . 7.1
= 5[2 COSh(T) smh(j)i]
= lsinh(%)cosh(%) (4.101)

T
FGG_
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y
L 990900
0 L 06
For = 27 Ot
1 1 O 0
= S(— )= w2 (7 /1
2(l2cosh2(r/l))87(l cosh™(7/1))
B 1 9 T, . ., 7.1
SRy I
= 1tamh(T/l) (4.102)

l

Anélogamente, los simbolos de Christoffel de primer orden (3.9) y la ecuacién de
Killing (4.28)), conceden las siguientes ecuaciones diferenciales a resolver:

i) cuando a = 3 = 0

9] )

—;; =176 = lesmh(%) COSh(%) (4.103)
i1) cuando o = B = T:

o€,

S _re=0 = &=10) (4.104)

i11) por ultimo, cuando o =0, [ =T:

859 857
or o0

1
= 26T, = 276 tanh(%) (4.105)

La solucién general del anterior sistema de ecuaciones diferenciales es:[5]

& = cocos + c3sinf
(4.106)
& = Cosh2(§)[l tanh(7)(czsinf — c3cos ) + ¢

donde ¢, ¢g, c3 son constantes. Ahora, las componentes contravariantes son: (utilizando

&t = g€, v los coeficientes de (4.100]))

1 T

& =—¢,, ¢ = l—zsechQ( l )& (4.107)
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En efecto, el vector de Killing es

s ‘rﬁ 02
§ = e +6—

- 12 20 +C2[ tanh( )smG% —008.9a ]+03[—7tanh( )0059%—8111089]
(4.108)

Por lo tanto, la base de vectores es:

G =42, &=1ltanh(7)sinf2 —cosOZ
(4.109)
& = —1 tanh(7) cos 9% — sin 9% :
El célculo de sus conmutadores satisface:
Lo - 1- Lo 1o
(€2, &3] =615 [&1,6] = ——253 ;o [, &) = —252 (4.110)
[ [

Ello define el algebra de Lie del grupo de isometrias de SO(2, 1), que al final viene siendo
un subgrupo de isometrias del grupo de Poincaré (2 + 1)—dimensional. Recuérdese que
el escalar de curvatura para éste caso es R = 2/I?.

Escalar de Curvatura del ‘Espacio de Sitter 2D

En analogia al Apéndice E, recuérdese los simbolos de Christoffel (4.101)) y (4.102);
luego, evaluando dichos resultados en el tensor de Riemann, se obtiene una tnica com-
ponente, es decir: (cuando se desea relacionar a la derivada el simbolo de Christoffel

%)

Ty, OT;
749—7'09 = aﬁe agT +FT FgG FTQF
d[lsinh(%) cosh(Z)] 9]0 , ;
- Dot il OO (o) — (r%,)
_ z%[sth(%) +eost?(T)] — rsinh(7) cosh(%)][% tanh( )

= Slnhz( l )+ cosh2( l) sinhz(g)

- (@gﬁ(§) (4.111)
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puesto que al igual que las demds combinaciones (cuando se desea relacionar a la
derivadas el simbolo de Christoffel T )

6 _ aFZT . arzr

R —
orr or or

0 o 0 o
+FO‘T 9T_FO'7' 07'_0

La correspondiente expresion covariante del coeficiente (4.111]) es:

RTGTQ = Grr 570
- —coshQ(g) (4.112)

luego, el escalar de curvatura es[21]: (recuérdese (3.51)))

Rl — gul/gaﬁRa,uﬁu

geegTTRTOTO
= L]l cos?(7)] (1113)
~ 2cosh®(1)1) ! '
1
= p= k (curvatura de Gauss) (4.114)
Por lo tanto, para éste caso, el escalar de Ricci es:
Ry =2/ (4.115)

siendo coherente con la definicién (4.30) o (4.93) cuando n = 2.] |

4.5  Espacio-tiempo de Sitter (d.S)

Bajo la efimera introduccion que se presenté en el iltimo apartado; a continuacion,
se presentara la configuracion bésica para el estudio de la geometria basica del espacio-
tiempo de Sitter en dimensiones arbitrarias. En general, podria considerarse un espacio-
tiempo de Sitter n—dimensional; sin embargo, en beneficio del proposito para la presente
memoria, se considerara un espacio-tiempo de Sitter 5D.

Sin mas, se desea mostrar la estructura que se requiere para el espacio-tiempo de
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Sitter; para ello, considérese el intervalo espacio-tiempo 5D (M) de la forma:

ds?

—(d2®)? + (dz')? + (do?)? + (d2*)? — (dz®)?
= fudede’ — (da®)? (4.116)

donde se involucré el espacio-tiempo de Minkowski. La expresién (4.116f), en principio,
posee la métrica:

—1

TNab = (4.117)

o O OO
o O O~ O
O O = OO
o= O O O
o O O O

siendo a,b:=0,1,2,3,5y p,v:=0,1,2,3.

Ahora, lo siguiente serd inculcar el método de compactificacién desarrollado por
Penroseﬂ incrustar dentro del espacio multidimensional , una hiperesfera o hiper-
boloide de una hoja H, con radio a (radio del Universo para nuestro interés) descrita
de la forma:[7]

—nats’ + (2°)? = a® (4.118)

Esta hiperesfera H, es llamada el espacio-tiempo de Sitter en su versién estandar, lo
cual implica que es un espacio maximamente simétrico. A propdsito de la ecuacién
(4.118)), su respectiva solucién paramétrica estd definida por las coordenadas globales
(7,61,05,03) de la forma:[5] (cominmente conocido como el diagrama de Penrose)

X0 = [sinh(7/1),
X! =lcosb cosh(r/1),
X? = [sin 6, cos O cosh(7/1), (4.119)
X3 = [sin 0 sin 6 cos O cosh(7/1),
X?® = [sin 0, sin Oy sin 05 cosh(7/1)

9 Recuérdese que dicha técnica consiste en encajar el espacio-tiempo en cuestion en otro que contenga las mismas dimensiones;
de tal forma que las geodésicas nulas completas del espacio-tiempo lorentziano original (M, g), adquieran extremos bien definidos
en el espacio-tiempo ambiente, luego, los puntos al infinito de dichas variedades lorentzianas se conviertan en puntos ordinarios
de la nueva variedad (M ,G).
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cuyos dominios son: —co < 7 < 00,0 < <7, 0<b, <m 0<6b3<2m. Por lo tanto,
el respectivo espacio-tiempo inducido es:[5]

ds? = —dr* + I? cosh?(7/1)[d6? + sin® 0, (dO3 + sin® O,d63)]

Retornando a la idea inicial, si se considera la diferenciacién y cierto proceso a la

ecuacion (4.118)), se obtiene:

= \/(a2 + Ny THz)
1
dz® = d(n,xtz”
2\/(a2 + N z”) e )
N (Hda” + x¥dxt)
2\/(a2 + M xha?)
20t dx”

2/ (a% + nymana™)

(Wux“df”)2

(@2 + T2

(dz®)? = (4.120)

Por lo tanto, el intervalo espacio-tiempo del espacio de Sitter 5D es: (reemplazando
en (|4.116))

5 tdx? 2
d82 - nlu,z/dxﬂdxll — —gr]“ L ar )
a® + Nppx™ax™
%
- I/d Hdx” — o v datdz”
Ny QT AT NopTIx PR T ax
(M — 12y gt (4.121)

a2 + nmnxmxn
luego, la respectiva métrica es

T,uT,

Guv = N (4122)

CL2 + nmnxmxn

Recuérdese que para espacios maximamente simétricos, la curvatura es la misma en
cada punto (el radio se mantiene constante), luego la métrica anterior se reduce a:

Ty

a?

uv = N (4123)



ESPACIO-TIEMPO DE SITTER.

81

donde x# = (=% 2! 2% 23) y p,v := 0,1,2,3. A continuacién, se permitira hallar,
generalizado, los simbolos de Christoffel:

«
FO’Q

1 0
1 o
9% 5.7 (9as)

0 Tl
— afs ava
9% 5 (ap +

2
1
2
1 0 1
2
1
2

)

a?

n™’

[e% na 775” 8 v
)
1 (07 g

= 52" Moy (227)

o __ o
Pp,u - ?‘7" Ny

e (a8 T 3 Nautpa”z")

(4.124)

Ahora, el respectivo tensor curvatura surge desde la ecuacion ([3.39)): (en el proceso

se ingresard la expresién (4.55)) y (4.124]))

o
U

RP#)\U

org,  ors,

oz ox°

1 Oz~ 1 0z~

a2 O T T G2 o A
1 ox®

Q

Mpattyne = ?(npa G Npo — npaﬁnuk)

Rpure = ?(npﬂ?ua - nponu)\)

oxr®

(4.125)

Por ltimo, recuérdese las condiciones que debe cumplir un espacio maximamente
simétrico para que sea homogéneo e isétropo (4.30), (4.31) y (4.32)). Compérese la
ecuacion con la expresion , de alli se puede concluir que si n = 4 entonces
el tensor y escalar de curvatura de Ricci satisfacen:[7]

3
R,uy = ﬁgul/

R=12/a®

(4.126)

(4.127)
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siendo el escalar de curvatura de Gauss k = 1/a?.

Ahora, en agregado a lo que viene realizando en la presente memoria, considérese la
ecuacién de campo de Einstein (4.75)):[32]

1 811G
Ry + A = SR = 5T (4.128)

Obsérvese que al sustituir (4.126)) y (4.127)) en la ecuacién de Einstein se observa que
para generar el cero sobre el miembro izquierdo de la igualdad, la constante cosmologica
debe ajustarse al valor:[5] (recuérdese la ecuacion (4.33))

(n—1)(n—2)
2[2

A, = cuandon =4 = A =3/a’ (4.129)

Finalmente, retornando a la ecuacion de Einstein , a saber, existe tres solu-
ciones algebraicas exactas caracterizadas por su alto grado de simetria, dichas var-
iedades lorentzianas de curvatura constante son: El espacio-tiempo de Minkowski M*
(con curvatura cero)[7} ”el espacio-tiempo de Sitter ds* (con curvatura positiva)“y el
espacio-tiempo anti de Sitter (con curvatura negativa).[41]

YOEL espacio-tiempo de MinkowsKi es la solucion més simple de [a ecuacién de Einstein conT = 0,yA =0,
representando a su vez un espacio-tiempo desprovisto de materia.






La filosofia estd escrita en ese grandisimo libro abierto ante los ojos; quiero decir, el universo, pero no se
puede entender si antes no se aprende a entender la lengua, a conocer los caracteres en [os que estd escrito.
Estd escrito en lengua matemdtica y sus caracteres son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin

las cuales es imposible entender ni una palabra; sin ellos es como girar vanamente en un oscuro laberinto.

(Galileo Galilet)






FUERZA DE CASIMIR ENEL ESPACIO-TIEMPO
DE SITTER

Finalmente, para buen término del presente trabajo, se relacionara el efecto Casimir
cuantico al espacio-tiempo de Sitter, donde se incluira las correspondientes implica-
ciones relativistas. A grueso modo, dicho acople se hara a través del tensor energia-
esfuerzos; para lograrlo se debe realizar una regularizacion de tal modo que se adquiera
un valor esperado del mismo en el vacio de Casimir. La fuerza de Casimir, podré presen-
tarse en sus dos sentidos, repulsiva y/o atractiva, todo en dependencia de condiciones
de frontera aplicada a dos casos especiales. En efecto, podra presentarse una fuerza
efectiva entre placas o contornos, ain mas general que la presentada en el capitulo
(12.23)).
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5.1  Tensor energia-esfuerzos en el vacio de Casimir

5.1.1. Regularizacion del tensor T

La regularizacién es un método para lidiar con resultados infinitos o divergentes
que aparecen en el calculo de algunas cantidades fisicas. En general, ello consiste en
modificar la teoria o férmula en cuestion de manera controlada mediante uno o var-
ios parametros a priori no fisicos, de forma que el resultado sea finito. A propésito,
considerando capitulos anteriores, se puede tomar ventaja para la regularizacién de la
cantidad fisica de interés, para éste caso, el tensor energia-esfuerzos.

En primera instancia, recuérdese la premisa del capitulo 2, la cual define dos placas
paralelas idénticas con drea A y separacion perpendicular d entre placas, cuales son
pardametros propicios. Una placa de ellas ubicada en el origen de coordenadas (0, 0,0)
y la otra en el punto (0,0,d), con vector normal a las placas en la direccién z = .
De alli, se observé que si la polaridad del medio (regién entre placas paralelas) es
extremadamente considerable, el volumen se comporta como un medio superconductor
y la fuerza de Casimir tunicamente puede ser calculada desde la energia del campo
electromagnético, para el cual s6lo existe los dos cuerpos en forma de placas y contornos
laterales[35]. Enfocandose sobre el eje de polarizacién (eje perpendicular a las placas),
dicha dimensién posee vector normal 2# = (0,0,0,1). El eje temporal es especificado
por n* = (1,0,0,0).

Bajo la anterior filosofia, considérese la definicién del Tensor de energia-esfuerzos
T también llamado tensor energia-impulso (o igualmente tensor de energia-momento):
es una cantidad tensorial de la teoria de la relatividad que se usa para describir el flujo
de energia y el momento lineal de una distribucién continua de materia en el contexto
de la cosmologia y/o astrofisica, él es de suma importancia en las ecuaciones de Ein-
stein para el campo gravitacional . Dicho tensor, puede representarse como un
arreglo matricial que posee coeficientes con distintos significados; es decir, una forma
pedagdgica de distinguirle en su designacién de coeficientes se muestra en la Figura

B0

L EL tensor energia-esfuerzos o energia-momentum es definido por una derivacion funcional de la accion con respecto al
tensor metrico gy, :

0S
0w

T (p, ) =2

donde S = % [ pFpd*z, siendo o un campo lineal libre (un campo bosonico o fermionico, por ejemplo) moviéndose en la
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Too) [T T T
To|[Tu T T
T | T T T
(50l By Tay B

Figura 5.1: El tensor energia-esfuerzos escrito matricialmente, define coeficientes clasificados en compo-
nentes de cantidades fisicas vectoriales v/0 escalares.[38]

Es decir, una forma simple de hacerse con el tensor energia-esfuerzos, surge del
conocimiento previo otorgado por la Figura de alli, cuando se observa especifica-
mente a la diagonal principal de la matriz, en sus componentes extremos, el superior,
como bien se clarifica, define a la densidad de energia electromagnética; mientras que la
componente del extremo inferior refiere a la presion ocasionada por el esfuerzo del vacio
de Casimir sobre las placas en la direccion perpendicular a ellas. Luego, favoreciendo el
interés de la presente memoria, se requiere ajustar una estimacién para los elementos
TY v T33; ademds, se garantiza que dicha estimacién sea un valor esperado puesto
que emerge del vacio de Casimir (capitulo 2). En inferencia, recuérdese la variacién en-
ergética ZPE y la fuerza de Casimir ([2.23)); para ellas, a cambio, se tomara tinica-
mente la densidad de energia (energia por unidad de volumen (JE/[L x L x d])) y la
presion (fuerza por unidad de area (F'/[L x LJ)), respectivamente; redefiniendo nome-

clatura, se obtiene:E]

hr?c

- 1
720d* (5.1)

€= (") =

curvatura del espacio-tiempo.[39]
2 Aclirese que las ecuaciones sefialadas a continuacion mantienen las mismas caracteristicas paramétricas concebidas en el
capitulo 2, por ejemplo, se mantiene aiin una temperatura ideal cero.
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hr?c

P=({T")0 = 500

(5.2)
Al respecto, en los resultados (5.1) y (5.2)), se observa el factor comin constante
(definido por la letra griega kappa):

hr?c/180d* = k (5.3)

recuérdese que la distancia de separacién d se encuentra sobre el eje 23 = 2 y a su vez
depende de la cuadri-direccién z#. A dicho factor se le asigna la esencia fisica de una
funcién constante propia del vacio de Casimir. Sucesivamente, puede definirse un arreglo
que contenga todos los coeficientes del tensor energia-esfuerzos, cual evidentemente
satisfaga a las equivalencias y (5.3)); es decir, un primer modelo de tensor energia-
esfuerzos para el vacio de Casimir es:[7][33]

(T") 0y = k(=g — 21'2") (5.4)

El ajuste anterior satisface completamente a los resultados 7% y 733, cuando 2 =
(0,0,0,1) y g = diag(—1,1,1,1). O en mejores términos, la anterior también puede
ser escrita como: [39] (para el vacio de Casimir)

100 0
hin?c 0 10 O
pry o —
o0 =75 | 0 01 0 (5:5)
0 00 -3

donde se acaba de presentar la equivalencia: (recuérdese T = gh*TY)
. o s , : 1 s
diag(—1,1,1,-3) = 4(19“ —zzvy 6 diag(l,1,1,-3) = 4(Zlgl‘f —z"z,)  (5.6)
La ecuacién (5.4) o (5.5)) refiere al valor esperado en el estado |0) para el tensor en-

ergia-esfuerzos; él no incluye interacciones gravitacionales, pues en si, es obtenido desde
el efecto Casimir electromagnéticoﬁ Ademas, en comparacién al capitulo precedente,

3En analogia, al modelamiento realizado por Casimir, se ingresé implicitamente la distincion de un vacio con y sin placas
paralelas aplicado al tensor energia-esfuerzos; es decir, por ejemplo, 0T"" , cuya diferencia es comprendida a ejecutarse modo a
modo.[39]
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obsérvese que se adoptd un espacio-tiempo de Sitter 3+1 dimensional, cuya signatura
€s (_7 +7 +7 _)ﬁ

5.2 Efecto Casimir como una estructura variacional, campo escalar no masivo

Como introduccién al problema, el resultado (5.4) 6 fue interesante; sin em-
bargo, se puede ser atin mas general y detallado. En correspondencia, se desea hacer un
seguimiento en paralelo con el trabajo realizado por [4], el cual, en breve, también hace
referencia a un espacio-tiempo de Sitter 3+1 dimensional, cuyo tensor energia-esfuerzos
entre placas conductoras paralelas se define como:[7][4]

At/ a2
e 4t/a

T = ———diag(1,1,1, -3 x/ dx
(1) 8( ) v

672

3

x)edr — 1

(5.7)

De alli, obsérvese que existe coincidencia con la diagonal ; ello esclarece la razon
de los coeficientes nulos del arreglo , puesto que significa que al interior de las placas
paralelas se considera un acople sin masa (m = 0); es decir, fisicamente compete a la
esencia de un campo escalar no masivo, implicando que los coeficientes correspondientes
al tensor energia-momentum desvanezcan, incluso ello repercute sobre los coeficientes
densidad de momentum, viscosidad y flujo de energia, cuales también desvanecen (véase
Figura . Adicionalmente, el término e4/%* refiere a un factor oscilante (modos
de oscilacién), cuyo exponente dependa de una cota de alta energia (radio a y edad
t del universo por ejemplo);[39][7] los coeficientes ¢;(z) y co(z) refieren a condiciones
de frontera, para las condiciones de frontera de Dirichlet ¢; = 1, mientras que para las
condiciones de frontera de Neumann ¢; = —1 donde i = 1, 2 representando a las placas
1y 2, respectivamente.ﬂ

Por lo tanto, desde ({5.6)), el tensor energia-momentum para un campo escalar sin
masa y conformemente acoplado puede ser escrito como:

(1) = K(30 — #2") (5.8)

Y Espacio-tiempo andlogo al ejemplo: Espacio de Sitter 2D encajado en MinkowsKi 3D, siendo ahora 3D encajado en 49,
respectivamente.

5En matematicas, la condicion de frontera de Dirichlet (o de primera clase) es un tipo de condicion de frontera o contorno;
que se aplica en una ecuacion diferencial ordinaria o en una derivadas parciales, y se hace cuando se le especifican los valores
de [a solucion que necesita la frontera del dominio. Siendo asi, las condiciones de Neumann complementan a las condiciones de
Dirichlet, combinacion mixta.
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donde la letra mayuscula define a:

2
2674t/a 3

K=" 1[4
32 /0 x01<x>02(x)€2d$ -1

(5.9)

Ahora, el campo electromagnético interior D = 3 (dimensiones espaciales) es con-
formemente invariante y simétrico, puesto que el problema de Casimir consta de dos
placas paralelas perfectamente conductoras fronterizas. Dicho sistema fisico, puede ser
reducido, en correspondencia, a un problema de “dos modos escalares” con condiciones
de frontera de Dirichlet y Neumann. Por lo tanto, el tensor energia-esfuerzos para cam-
po electromagnético en el espacio de Sitter, podria doblarse al expresado en la ecuacién
. Es decir, llevando a cabo la respectiva integral parametrizada en términos
de a, ella conduce a las soluciones:

< cuando ¢ (z) = () =1, —1;

Kom = 2K = { 18047 (5.10)

—er— < cuando ¢ (7) = —cp(x) = 1, —1.

, , . ., _ 2
aqui, recuérdese que el factor de normalizacién e=*/%" puede tenderse a ser 1, basta con

evaluar la edad y radio del universo actual (¢t ~ 10" y a ~ 10?°, respectivamente)[7]; de
tal forma que dicho factor pueda ser omitido en el resto de los calculos. En inferencia,
obsérvese que el método utilizado por [4], también conduce, al valor otorgado por el
primer método utilizado (ecuacién , resultado propio del efecto Casimir clésico).

Por lo tanto, el tensor energia-esfuerzos del campo electromagnético para el presente
método sera:

1
(T")em = Kem (79" = 227) (5.11)
ecuacion que mantiene la filosoffa de la expresion ([5.4)) 6 (5.5)), pero resulta ser atin més

general.

5.3 Principio de conservacion del tensor energia-esfuerzos

Adicionalmente, en el contexto de la teoria de la relatividad, cabe aclararse que la
ley de conservacion de la energia y la ley de conservaciéon de la cantidad de movimiento
pueden expresarse de manera muy simple en términos del tensor de energia-esfuerzos.

Concretamente, ambas leyes pueden escribirse en conjunto como una ecuaciéon de con-
tinuidad del tipo Noether:[21][38] (implicitamente se involucra a la ecuacién (C.84) del
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Apéndice C)
vV, T =0 (5.12)

No obstante, en el espacio-tiempo curvo de Sitter, al evaluar el tensor (5.11]) en
(5.12)), se observa la curiosidad:

1

(Vg = VA = SV, £ (5.13)

Repercusion que no es consistente con la conservaciéon del tensor energia-esfuerzos para
un sistema aislado.[7] Fisicamente, podria explicarse la razén de la no divergencia del
término z#Z%, cual en el espacio-tiempo de Minkowski si sucede; para ello, recuérdese
nuevamente la esencia de z#, él o ellos definen el posicionamiento de los contornos con-
ductores, cuando las placas son planas y paralelas entre si en un sistema de referencia
euclideo o Minkowskiano, ello garantiza que dichos cuadrivectores unitarios sean con-
stantes en el tiempo y espacio. Por otra parte, para el espacio-tiempo de Sitter, no lo es
asi, puesto que las placas de contorno son ahora precisamente la curvatura del espacio
tiempo, cual no es uniforme en todos sus puntos, ocasionando varianza en el producto
ZHzY.

Para éste sistema, dicha violacién a la conservacién ((5.12)) induce una funcién de
esfuerzos innata de la curvatura, obteniéndose realmente:

VT = f (5.14)

dependencia ahora de una fuente de esfuerzos. En solvencia, para beneficio del principio
de conservacién , se ve la necesidad de modificar “tnicamente la estructura de
los términos de contorno 2#Z” 7, el fin es desvanecer la divergencia y de esa manera
mantener la conservacién del tensor energia-esfuerzos (ecuacién ) Apuntando a
ello, en primer lugar, permitase realizar el retroceso a un espacio-tiempo de Minkowski,
para conseguirlo se debe renunciar al término general z2#z” y adoptar parcialmente los
respectivos términos minkowskianos basicos ", n#n”, n**n,n" y n*n,n?, donde n* es
un vector unitario. Mientras que el primer término del miembro izquierdo de la ecuaciéon
(.13) se mantiene, puesto que no genera violaciones al principio de conservaciéon o
condicién de compatibilidad:

V.9 =0 (5.15)

En segunda instancia, en cuanto al posicionamiento de las placas (ahora curvas),
debe descartarse la limitacién que les concede el término g" cual podria compararse con
la métrica n* y asi eludir el término zZ#Z” en un efimero espacio-tiempo de Minkowski.
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De esa forma los términos que deben encontrarse, sin perder la generalidad sobre el eje
donde se encuentren las placas (curvas), deben ser g*3¢”® (quedando abierta la posicién
de las placas (curvas) en cualquier dimensién). Facilmente, puede verificarse el anterior
ideal cuando se hace el paralelo con el espacio-tiempo de Minkowski:

g3g — By = sraY (5.16)
si y s6lo si, cuando se transita de un espacio-tiempo curvado general a un espacio-tiempo
plano particular.

Quedando clara la estrategia utilizada de pardgrafo anterior, implica que el nuevo
valor esperado para el tensor energia-esfuerzos es: (recuérdese la expresion (5.11)))

v 1 12 14
(T )em = Kem( 79" = 9"°9") (5.17)
siendo ahora consistente con el principio de conservaciéon V,T"” = 0, todo acorde a la
condicién de compatibilidad mostrada en la ecuacién ([5.15)).[7]

5.4 Métrica de Sitter evaluada en el Tensor energia-esfuerzos

Hasta el momento se ha permitido utilizar una métrica con apariencia general
g" = diag(—1,1,1,1) por no decir minkowskiana; sin embargo, la generalizacién que
realmente se pretende acorde al nuevo espacio-tiempo, adopta resultados del capitulo
anterior, precisamente, la métrica de Sitter cuyo distintivo se agrega con un término de
correccion . Es decir, si n* = diag(—1,1,1,1) y o* = (=2, 2!, 2%, 2*), entonces:

1 (20)2 201 2022 2023
a? a? a? a?
o R PR
W= a? a? a? a? ( )
g 2240 _ a2g! 1— (x2)2 2228 5.18
a2 a2 2 a2
m3x0 _ 3zt _ m3x2 1 (13)2
a? a? a? a?

Siendo asf, incluso el término (netamente contravariante) g"3g”* resulta ser:

0.3

0 0 0 2%z
0 0 0 —za
b3 v _ 2 5.19
9"g 0 0 0 _xigs (5.19)
:ESZEO _mel _1.312 1 . (£B3)2
a? a? a? a?
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Ahora, el objetivo es hallar, propiamente, el tensor energia-esfuerzos en el espacio-
tiempo de Sitter (bajo el orden de aproximacién (z/a)?). En inferencia, sustituyendo
(5.18) v (5.19) en (5.17)) se obtiene:

1
<le>em = ZKem<guy_4gM39V3)

C(14 6y e )
a? a? a? a?
1 2120 1 (181)2 xla? 3zly3
= -K 7 S LE g, 3 (5.20)
4 em 2220 22! 1_ (z2) 3243 .
a? a? a a?
_ 3a82° 3x3z! 3z322 -3 3(z%)?
a? a? a? + a?

De aqui, si a — oo, implica que el tensor energia-esfuerzos retorna al espacio-tiempo
de Minkowski ((5.5)):

Kem

T = 2" diag(—1,1,1 — 3) (5.21)

5.5  Fuerza de Casimir en el espacio-tiempo de Sitter

En primera instancia, recuérdese la filosofia del resultado (3.59)); para el caso re-
querido, el determinante de la métrica de Sitter (5.18) es:

g =det(g") = ((2°)* — (2')? — (2*)? - (*)* —a?)/a* ~ -1 & a>>z" (522)

En segunda instancia, considérese el resultado demostrado por [40] para la densidad
de fluctuacién de fuerza del vacio (fuerza de la curvatura), cual involucra al tensor
energia-esfuerzos de la forma:[40)]

1 0 o 100G,
70 VI g

fu= " (5.23)

La anterior ecuacion define la fuerza neta generada en la curvatura; por lo tanto, si el
fenémeno evidencié dos placas paralelas, en correspondencia, implicaria dos contornos
curvos y dos densidades de fuerza; significa que cada término de la expresiéon ([5.23))
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representa cada una de ellas:[7]

1 0 o 10gs
V=T

donde se reitera que f; y f, refiere al primer y segundo término de (5.23), respectiva-
mente.

fu=f+ 1= T (5.24)

A continuacién, en dependencia de las expresiones (5.18)), (5.20) y (5.22), se ha-
llard cada término: (individualmente)

10
=007

donde sus respectivas componentes disponen:

(=g =~ (5.25)

fl/l &r”

Cuando p = 0: (recuérdese la ecuacién (5.6) cuando la componente 77 cambia de
signo en comparacién a la componente 7%)

, O
fo = _8x”(T0)

. [8T§ Lo O 6T§’]

o0x0 Ozl 0x2  Ox

Ken [ O (20)2 0 xla? o x?zY 9 , 3z%zY
T4 {@(1 a? )+8x1( a? )+8x2( a? >+ax3<_ a? )
 Kem 220 20 20 B 30
B 4 a2 a® a* a?
Kem
T 4a? [’
Cuando p =1
/ O
f1 = _&U” (Tl )
Kepw [ 0,221 9 . (a1 o, a*x! 0 3x3x!

8372( a? )+8m3( a? )
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Idénticamente, cuando p = 2

0 v Kem 2
fo = ~ 5 \(2) = 5[]
Por ultimo, cuando p =3
oTy
r_ 3
f3 - oV
K., [ 0 32%3 0 3z'a? 0 3z%a23 0 3(z?)?
! L‘?xo(_ a? )+8x1( a? )+8x2( a? )+8x3(_3+ a? )
K [ 32% 32 3% 627
B 4 a? a? a? a?
K@m
= e %)

Por lo tanto, coleccionando los anteriores resultados, se halla la densidad de fuerza para

el primer término de ([5.24)):

Kem
f,L,L = Aa2 (_'T()a —x1, —T2, _9‘7“3) <526>
Anélogamente, para el segundo término de ((5.24)), se tiene:
10g
n_ - po Tre
Tu 2 OxH

donde sus respectivas componentes disponen:

Cuando p = 0: (ecuaciones (5.18) y (5.20) donde (2#)*/a* ~ 0)

= a1 = D L+ [ e + i
Hams T+ L T + [ (ST 4.0}

_ Kgm{[_za_f)][—l - %02)2] + [z—:][ifl] + [Z—z][xzf]
I ) (G + - 25
Ko
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De igual forma las componentes restantes resultan: (Cuando p =i =1,2,3)

K K K
"o emr 17. "o emr 27, "o em 3
1 — 4@2 [x ]7 2 40/2 [.',U ]7 3 4@2 [_3.1']
Coleccionando resultados:
10950 110s  Kem
fur = 5%? = S5 (0,1, 22, —32s) (5.27)

En efecto, sustituyendo ambos resultados, (5.26]) y (5.27)), en la expresién ([5.24]) se
observa que todas las componentes de la fuerza se cancelan a excepcién de la ubicada

en el eje z: (densidad de fuerza neta)

3Kem,
f,u = (070707 - CL2 x3) (528>

Finalmente, integrando la densidad de fuerza sobre un diferencial de volumen, se
halla la fuerza sobre la direccién z: (en el proceso se sustituira el resultado ((5.10)))

m2heA
d 9 —IL & x)=c(r)=1,-1
3K,,, Ad 120a2d
F, = A/ V—=gfudz® = — 5 ] (5.29)
0 aht e alr)=—o(@) =1,-1

donde A es el area de cada placa. Se evidencia que la fuerza es atractiva si las condiciones
para las placas se toman individualmente para Dirichlet o0 Neumann (¢;(z) = ca(x) =
1, —1); pero si se toma la condicién mixta: Dirichlet para una placa y Neumann para
la otra (¢1(z) = —co(x) = 1,—1), la fuerza es repulsiva.

Finalmente, aclarece que la anterior hipotesis unicamente tiene relevancia cuando el
volumen del universo se somete a dimensiones extremas asi como lo seria las nanométri-
cas; de lo contrario se observa claramente que si se mantiene el concepto de universo
macroscdpico (a — 00), por lo tanto, la fuerza de Casimir seria totalmente desprecia-

ble.[7]






El cientifico encuentra su recompensa en lo que Henri Poincare
llama: ‘el placer de la compresion”, y no en las posibilidades

de aplicacion que cualquier descubrimiento puede conllevar.
Albert Einstein






CONCLUSIONES

Previo al argumento, permitase citar el aforismo de Schrodinger: “Es un milagro
que a pesar de la sorprendente complejidad del universo, se pueda descubrir en sus
fenémenos determinada irregularidad”. A propdsito, pareciera que dicha filosofia apli-
case perfectamente al efecto Casimir; puesto que se observo una clara manifestacién
de la fisica cuantica cuando se perturba la estabilidad del vacio electromagnético, fluc-
tuacion que como consecuencia repercute sobre objetos materiales ordinarios. El efecto
Casimir, siendo ahora una realidad,[11] ademas de ser un fenémeno novedoso, relativa-
mente; implica que divagar sobre él, es equivalente a caminar sobre campos desconoci-
dos, alli pueden encontrarse incluso derivaciones implicitas sobre fendmenos aparente-
mente comprendidos o por comprender. He ahi la razén del por qué el efecto Casimir
se escogié como punto de partida para la presente memoria, pues resulté ser una fuente
serfa (de fin aplicativo) para intentar simular tedricamente, de la forma més particular
e ideal posible, la expansién de un Universo con limite o caracteristica nanométrica.

Se observd que para lograrlo, a pesar del conflicto de escalas que puede llegar a
presentarse como prejuicio, cuando se intenta superponer un efecto Casimir cuantico con
un problema cosmoldgico asi como lo es la expansion del Universo; en primera instancia,
hubo que partir de una premisa no muy ambiciosa y asi superar dicho inconveniente.
Sin importar la particularidad del caso, ella consistié en interceptar la totalidad del
volumen de cada fenémeno, con limite preferencial impuesto en cualquier instante a
favor del dominio espacial del efecto Casimir. En otras palabras, la esencia de la hipdtesis
planteada simulé un Universo inscrito en el vacio de Casimir, para el cual las placas
conductoras paralelas fueran en tltimas la curvatura de contorno del mismo; de tal
forma que la especialidad de la hipotesis garantizaria el normal funcionamiento de los
dos fenémenos y conservacién de sus parametros estandar.
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Siendo coherente con las circunstancias, el Universo se expande (de manera isétropa
sobre su plano transversal); por consiguiente, hubo necesidad de sustituir el tipico
espacio-tiempo de Minkowski por un espacio-tiempo propicio, el modelo asintético de
Sitter. Las caracteristicas intrinsecas de dicho espacio otorgaron ventajas al momento
de ser aplicadas cuando se considerd una expansién maximamente simétrica; debido
a la uniformidad de la curvatura, se logré reducir un espacio-temporal 5D (definido
inicialmente) a uno 4D; ademds, se logr6é obtener una constante cosmoldgica positiva
A = 3/a* que resulté compatible con la filosoffa natural impuesta.

La prevalencia paramétrica de un vacio de Casimir y un espacio-tiempo de Sitter,
dependié de un acople a través de un tensor energia-esfuerzos efectivo; en la definicion
relativista, basté con insertar resultados obtenidos previamente, como por ejemplo, las
derivaciones de la densidad de energia (§E/V') y presiéon (F/A) entre placas paralelas.
En consecuencia, gran parte de la regularizacién de éste tensor en el espacio-tiempo
de Sitter, fue favorecida por la esencia del efecto Casimir, para el cual ya se habian
eludido cantidades divergentes. No obstante, la fisica tras el efecto Casimir reunié una
serie de condiciones impuestas; inicialmente, la regién entre placas no poseia cargas ni
corrientes eléctricas fuente; pero, la rigurosidad del caso (hablando de vacio, a propésito)
hizo caer en cuenta que cuando se amplia el concepto a un campo no masivo, en la zona,
también satisface dichas condiciones. Por lo tanto, siendo asi, ello di6 a entender que en
el volumen interior al contorno tampoco se presentarian interacciones gravitacionales
hacia un centro de simetria, (aclarando que, mas allé del uso o no de placas, ni siquiera
en el fenémeno real del efecto Casimir se presentan).

Ahora, en términos de una posible version repulsiva para el efecto Casimir, el argu-
mento del ultimo paragrafo posee gran relevancia; puesto que satisface a la expansion
de un Universo, cual, contradictoriamente, se aleja aceleradamente de su centro de
gravedad. Por lo tanto, en términos efectivos y a su vez practicos para la presente
memoria, se vié la facilidad de eliminar interacciones gravitacionales o masas interi-
ores. Sucesivamente, se comparo los trabajos relacionados [4] y [7] que demostraron
coherencia y compatibilidad en los calculos; a su manera, ambos consideraban un ten-
sor energia-esfuerzos para el vacio de Casimir. Por consiguiente, con la particularidad
de un campo no masivo, se logré interceptar dichos tensores, resultando un tensor en-
ergfa-esfuerzos mas general en términos de una métrica de Sitter (ambos, dependientes
de un término de correccién aproximado a segundo orden (z/a)?, siendo a el radio del
universo). Ello conllevé a un nuevo posicionamiento de las placas paralelas de Casimir,
ajustandose intrinsecamente sobre la curvatura, de tal forma que ellas siempre estu-
viesen tangenciales a cada punto de la misma; en consecuencia, ello generé varianza en
los vectores direccionales perpendiculares a las placas, de tal forma que hubo necesidad
de insertar una funcién de esfuerzos propia de la curvatura.
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A partir del tensor energia-esfuerzos T*" y la funcién de esfuerzos innata a la cur-
vatura f*, se aplicé las condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann; logré hallarse
una nueva fuerza de Casimir-Sitter con naturalidad dual (atractiva cuando se somete
a las condiciones de Dirichlet o Neumann y repulsiva cuando se somete a la condicion
mixta Dirichlet-Neumann). Dicha fuerza asocia la distancia d entre placas y el radio
del Universo a. De alli facilmente puede concluirse que la fuerza desaparece cuando
a,d — oo; pero, resulta eficaz cuando el radio del universo coincide con la distancia
de separacion entre placas a = d. Evidentemente, siendo conscientes que la presente
memoria sélo aplica al caso particular: “volumen del universo no masivo reducido a
limites nanométricos”; se espera que en futuros trabajos relacionados se considere el
caso opuesto; es decir, que un efecto Casimir se lleve a limites macroscopicos y aun
asi el fendmeno funcione. Aclarandose que también existe opcion de involucrarse inte-
racciones débiles y fuertes|7]. Sin embargo, mds alld de una simulacién tedérica micro
o macroscopica, para un enfoque como el del presente trabajo, puede presentarse gran
cantidad de hipdtesis, muy particulares de por cierto, pero en tltimas razonables, asi co-
mo lo seria para una expansion del Universo inmediatamente al Big Bang; es decir, mas
alla de la particularidad que se manejo en ésta memoria, éste ideal no deberia descar-
tarse, quizas, posiblemente, sea fuente de la aceleracion transversal del Universo en sus
primeros tiempos de Planck, cuando seriamente el Universo no contaba con una masa
real y justamente se manejaba el dominio microscépico.






CUANTIZACION DEL CAMPO
ELECTROMAGNETICO

A partir de las ecuaciones de Maxwell, reescritas en términos de potenciales electro-
magnéticos, se hallara el Hamiltoniano del vacio clasico. En acople a ello, se hard paso
a una generalizacion en términos de la fisica cuantica; finalmente, se deducira el valor
esperado de la minima energia correspondiente al vacio cuantico.

A.1  Hamiltoniano electromagnético para el vacio clasico

En primer lugar, considérese las ecuaciones de Maxwell para el campo electro-
magnético:[15] [16]

V- E =4mnp (A.1)

- - 10B
V-B=0 (A.3)
G-y LOF (A.4)
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Antes de iniciar con el tratamiento, a las ecuaciones de Maxwell y se
les eliminara la dependencia explicita de los campos electromagnéticos, tal que las mis-
mas resulten tnicamente en términos de potenciales electromagnéticos. Para lograrlo,
considérese la ley de Gauss para el campo eléctrico , en ella se sustituird la de-
pendencia de un potencial electrostatico ¢ y asi simplificar notablemente el calculo de
campos eléctricos. Por otra parte, al considerar campos magnéticos descritos por la ley
de Ampere-Maxwell , se observa claramente que su rotacional no es nulo, pero, la
divergencia del campo magnético si lo es (véase la ley de Gauss para el campo magnético
(A.3)); ello significa que si la divergencia de cualquier rotacional es cero, entonces no
habria ningin problema (siendo razonable ademds) en escribir la induccién magnética
en términos de un potencial vectorial magnético A, es decir:[15][16]

— -

B=VxA (A.5)

hecho que satisface (A.3) puesto que V - (V x A) = 0.[17] Al igual que la definicién
(A.5) puede obtenerse un ajuste similar para el campo eléctrico; basta con sustituir
precisamente ésta expresién en la ley de induccién de Faraday-Henry ((A.2)):

VxE=-12(VxA)
VxE=Vx(-124)
Vx(E+124)=0 (A.6)

[ Teorema A.1:

Sea F' una funcién vectorial tal que su rotacional sea cero VxF= 0, entonces la
funcién F se puede escribir como el gradiente de una funcién escalar 1 (7):[17]

F =YVy(r)
i

Respectivamente, obsérvese el resultado (A.6), al tomar en cuenta el Teorema A.1,
la funcién vectorial E 4+ 0A/cOt resulta ser equivalente a:

L 10A -
E4+ 20— _
+ c Ot Vo
. . 104
E=_-V¢— o (A7)

lo que significa que se ha conseguido una relacion para el campo eléctrico en términos
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de potenciales electromagnéticos]

Ahora, recuérdese nuevamente la expresién (A.1f), al sustituir en ella el resultado
(A.7), se logra resolver la primera parte del objetivo:

V- (~Vé—L124)=drp
—V2p—12V. A=dmp (A.8)

Después de haber obtenido la ley de Gauss en términos de potenciales electro-
magnéticos, considérese la ley de Ampere-Maxwell (A.4]), al sustituirle las definiciones

(A.5) v (A.7) se obtiene:

. oo dr . 10, o 104

en 1dltima instancia, aplicando la idéntidad:[17]
Vx(VxA)=V(V-A)—-V4 (A.9)

se logra resolver el complemento del objetivo inicial, obtener la ley de Ampere-Maxwell
en términos de potenciales electromagnéticos:

Lo L 47 - 1 . 1904
V(V- )—V2A=§J+—2(—V __a_) (A.10)

En conclusién, coleccionando los resultados (A.8)) y (A.10):

V2% - 12V . A = 4mp

(A.11)

2o N w2 A An T 18/ T4 104

V(V-A) = V2A=T]+ 5 (-Vo—25)
del anterior par de ecuaciones dependientes de potenciales electromagnéticos, se puede
comentar que cuando no existen cargas ni corrientes presentes en la regién de interés,

los términos p y J son nulos|I5][16].

L De [a expresion obsérvese que si el potencial vectorial magnético A no es variable en el tiempo, el término OA /Ot es
nulo, obteniéndose de esta manera la cldsica dependencia del campo eléctrico estacionario, donde el signo negativo (—) indica

que el campo I es atractivo.
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Por otra parte, particularizando desde las ecuaciones de Maxwell para la adquisicion
de campos electromagnéticos estacionarios; facilmente, puede considerarse la ley de
Ampere obtenida desde la relacién cuando la corriente inducida dE/cdt se anula.
Ahora, fijese que si en ella se introduce la definicién junto con la idéntidad ,
se halla:

T

VxB=Vx(VxA)=V(V- )—VA:7J (A.12)
aqui, analicese lo siguiente: el concepto de potencial eléctrico estd construido en am-
bigiiedad; en otras palabras, se puede agregar a ¢ cualquier funcién cuyo gradiente
sea cero (es decir, cualquier constante) sin alterar de alguna manera la cantidad fisica
E.[15][16] Igualmente, se puede agregar al potencial vectorial magnético cualquier fun-
cién cuya circulacién 6 rotacional desaparezca (por ejemplo, el gradiente de un escalar),
sin ningun efecto sobre el campo magnético B , tal como lo afirma el Teorema A.1. En
consecuencia, se justifica el hecho de que también se puede explorar esta libertad para

climinar la divergencia de A:[15][16][17]
V-A=0 (A.13)

expresiéon conocida como el Gauge de Coulomb, cuyo sentido fisico asegura la elim-
inacién de grados de libertad redundantes impuestos por el campo; por ejemplo, la
calibracion se justifica al observar la ley de Ampere , donde el vector den-
sidad de corriente .J define circulacién, lo que significa que en contraste al término que
define la divergencia V-A para un valor diferente de cero es incompatible, luego éste
ultimo no deberia considerarse. Bajo esto, la primera ecuacién del par se reduce
a:

Vi = —dmp (A.14)

ajuste que resulta con estructura idéntica a la ecuacion Poisson.|[15][16] Al respecto,
una posible solucién para ella puede ser expresada de la forma:[18§]

o7 1) = /V (1) d*r’ (A.15)

|7 — 1|

definicion que refiere al clasico potencial escalar proveniente de una distribucién de
carga p en electrostatica.

Anélogamente, sin cargas p ni corrientes j, la segunda ecuacién del par 1) para
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el Gauge de Coulomb ({A.13)), se reduce a:

1924 - .

resultado que define a la ecuacion de onda aplicada a campos electromagnéticos, tal
como lo evidencia la velocidad de propagacion c. De la experiencia se conoce que una
solucién especifica para la ecuacién de onda ((A.16]), esta dada por la onda plana:[18§]

A = Ayeikr—en (A.17)

donde w = kc.[15]E|. No obstante, habido analizado las repercusiones desprendidas de
las expresiones , se clarifica que ésta ultima solucién junto con sus condi-
ciones iniciales impuestas, sea la mas apropiada para la continuaciéon del proceso de
cuantizacion del campo electromagnético.

Ahora, de las ecuaciones de Maxwell se requiere dependencia explicita de energia
o densidad de energia, para adquirirlo es necesario recurrir a la siguiente estrategia:
considérese el producto escalar entre el campo eléctrico E y la ley de Ampere-Maxwell

(A-4)

IR - o [V (W IR 1 aE
E. By = E-(Z=N+E-(~= Al
(¥ x B) (TH+E-C5) (A18)
sucesivamente, utilizando la idéntidad:[17]
V- (ExB) = B-(VxE)—E-(VxB) (A.19)

sobre (A.18)]), se obtiene

Lo o - = o 4 - = 10FE?
B-(VXE)-V-(ExB) = %J-E—l—zaa—t (A.20)

incluso, obsérvese que puede sustituirse la ley de Faraday-Henry ((A.2)) en el resultado

2En agregado, la condicién de Coulomb |) impone el constraste: VA =ik Eoei(E'F’Wt) =01lo
que significa que k- Ag = 0, indicando que el frente de onda es transversal a la direccién de propagacion
k. Por esta razén el Gauge de Coulomb es también conocido como el ajuste transversal[Lg]
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(A.20):

L 10B. o s o dm o 10E?
o) TV BB = B
10B* = , = = 4t - -  10FE?
- Ve (ExB)="J FE+-"-
c Ot (E'x B) c / +c ot
ig(E?+B2)+iﬁ (ExB)=—J-E

4 Ot 4am B

- o .

2284V §, = —J- B (A.21)

donde se ha reconocido la esencia fisica de los términos interiores a sus respectivos
operadores: [15] [16] [18]

1 .
(E2 +B2) y Sp=

u=—
8

c
—(E x B A.22

(B x B) (4.22)
aqui, la primera definicién refiere a la densidad de energia electromagnética (energia por
unidad de volumen); mientras que la segunda definicién refiere al vector de Poynting,
cuyo modulo representa la intensidad instantanea de energia electromagnética.

Por el momento, inicamente interesa la primera definicién de ((A.22), cual integrando
con respecto a todo el volumen del universo, logra hallarse el Hamiltoniano para el
campo electromagnético:

1
Hgy = — | (E? 4+ BY)d®r (A.23)
8 v

Obsérvese que al sustituir las expresiones (A.5) y (A.7) en (A.23) se hace depen-
dencia exclusiva de potencial vectorial magnético (pues también se hard ¢ =0 <« p =
0):[13]

Hoy = — ((—la—’z)u(ﬁx *)2> dr (A.24)
1%

Es de notar que hasta la presente se ha realizado un tratamiento desde un punto de
vista clasico; la meta a continuacién es realizar la transicién del campo electromagnético
clasico a una teoria completamente cuantica.
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A.2  Hamiltoniano Electromagnético para el vacio cudntico

Recuérdese la solucion particular , ella puede ser escrita de una forma mas
general y atn asi satisfacer a la ecuacién de onda ; es decir, dicha solucion puede
ser obtenida desde la superposicién de todas las diferentes soluciones en ondas planas.
Luego, para garantizar tal generalidad, la superposicion toma la forma de una integral
sobre todos los posibles valores de k. Sin embargo, las propiedades cuanticas del campo
electromagnético hacen conceptualmente que la situacion sea aun mas manejable; es
decir, el vector nimero de onda k toma valores discretos en lugar de continuos, tal que
la superposicion tome la forma de una sumatoria en vez de una integral. Una manera
conveniente para cumplir lo prometido es trabajar en una caja cuibica de arista L con un
lado sujeto a una condicién de periodicidad (de frontera). Es claro que aleatoriamente
sobre el eje  ésta periodicidad puede escribirse de la forma:[18]

okt ikz(a+L) (A.25)

Al extender la condicién (A.25)) sobre los ejes y y z, para el caso estacionario se
satisface que:(véase Apéndice B)

k,L = 2mn,
ky,L = 2mn, (A.26)
k,L = 2mn,
donde los numeros cuanticos
Mg, Ny, Ny = 0,11, £2, 43, ... (A.27)

luego, la separacién de los modos adyacentes con respecto a x se da por Ak, = 27/L.

Con el vector de onda k tomando valores discretos, implica un ajuste de soluciones
discretas; en efecto, de acuerdo a todo lo precedente, la solucién (A.17)) se generaliza
como una doble sumatoria aplicada sobre dos términos, es decir:[1§]

3 Si desea observar en més detalle el respectivo proceso que deduzca las siguientes definiciones (ecuaciones ), dirijase al
Apéndice B el cual demuestra la cuantizacion energética de una particula dentro del pozo de potencial.
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. —i(k-F—wt)
A=) (CA ) 4 C5 k€N, k;)e—> (A.28)
— VV VV

donde k es el nimero de onda en la direccion de propagacion, cuya magnitud determina
la frecuencia de la onda; el indice X refiere a la polarizacién de ella, polarizacion que
varia desde uno a dos en la sumatoria, puesto que unicamente existen dos clases de
polarizacién, la longitudinal y la transversal; los términos €(\, k) son vectores unitarios
los cuales indican la direccién 6 polarizacion para cada valor de k del vector potencial
magnético; las cantidades C . y C5  refieren a coeficientes que definen la amplitud de
la onda y a su vez dependen de los indices A y k; finalmente, V' refiere al volumen de
la caja, donde se puede dar el caso que L. — oo sin alterar fisicamente los resultados,
dado que el volumen del universo como tal pueda ser limitado, la idea de introducir
un todo en una caja no puede parecer extrano en absoluto, tal que en consecuencia el
factor 1/ VV se conv1erta en un término de normalizacién. Obsérvese que el arreglo de
Aenla expresion satisface el Gauge de Coulomb - (o lo que es lo mismo,

al verificar en la expresién V - A = 0):
k-éM\k) = 0 (A.29)
Por consiguiente, el vector polarizacién €(\, k) es perpendicular a la direccién de k.

Ahora, recuérdese el Hamiltoniano del campo electromagnético , de alli, par-
ticularmente, puede ingresarse la onda electromagnética a través de un polarizador, tal
que como consecuencia se filtre tan solo la onda eléctrica. De ésta forma el término que
representa la energia del campo eléctrico sea:

104 104
& Vc(% cot

—w (E'F—Wt) W e—i(l;-f’—wt)
= T o) e Yo ) )
/VAk: < vV c M

Hp =

iw (15 —wt) e_i(Q.F_wt)
o NP O U ¥ R Tt AR U ¥) R .
)% ( c Nk ( ) \/v c M.k ( ) \/v
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sin embargo, antes de continuar con el respectivo procedimiento, se observa que se tiene
una sumatoria que cubre todos los posibles valores de k y otra sumatoria que cubre dos
unicos valores de A, siempre que el vector potencial magnético tenga dos términos, una
serd independiente de la otra (véase la expresion ((A.28))). En consecuencia, para evaluar
es conveniente primero llevar a cabo una integral sobre todo el universo, donde
debe recordarse que esto significa que L — oo. Para realizarlo debe usarse la siguiente
condicién de normalizacién: (Teorema A.2)

[ Teorema 4.2:
Considérese un conjunto de bases discretas, completas y ortonormales en el espacio
de Hilbert, el cual esta conformado por un ajuste infinito de kets |[¢1),|d2), |d3), ...,

todos ellos abreviados por |¢,)[19]. La condicién de ortonormalidad en base bra-ket se
expresa por:

(@nlom) = [ 6,@)6n(2) do = b
donde 0y, ,,, define a delta de Kronecker:

1, sin=m

Onm ::{ 0, sin#m
J

Por consiguiente, puede utilizarse el Teorema A.2 y adquirir la normalizaciéon de
interés{18]

) d’r = G (A.31)

Regresando a la expresién (A.30) y aplicando la definicién (A.31)), resolviendo se

4 Si desea cerciorarse de la veracidad de la definicion ) dirijase su respectiva demostracion en el Apéndice B.



CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO 114

obtiene:
—i(k-F—wt) iw pi(F-F—wt)
Hy = S0 ) )| a— OO B ——— | @
" /V/\'k' k( ) vV A,k(c ped ) vV
_ w ;o1 —iw — —i(wt—wt)
— _ZZ ( C)\/ kle )\ k )) <_C)\’k€(A, k)) € 6]{;’]{:/
Nk LK
1 w? . oy .
= o SN 5 ChrCi €N k) - €\, k)
ANE N
1 w? .,
- g Z Z C_QCA/JCC/\Jc 6)\7)\/
ANE N

1 w?
_ *
87 Z c? CXnCn
Ak

donde se han evaluado todas las posibles condiciones de ortonormalidad previstas por
los delta de Kronecker. Como se observé del tratamiento anterior se han omitido tres
términos, puesto que segin la expresion son cuatro en total, en los cuales dos
de ellos son dependientes del tiempo. Sin embargo, cuando se agregan los términos que
conforman la energia del campo magnético a los que conforman la energia del campo
electrlco se halla que los términos dependientes del tiempo para la energia de los campos
EyB (cuales serfan cuatro en total) se cancelen entre s En inferencia, la energia
electromagnética total es:[I§]

Hpn = 53 50O (A.32)

Justo como era de esperarse, puesto que el Hamiltoniano para un sistema cerrado puede
ser independiente del tiempo.

Incluso, de la fisica cuantica, puede adoptarse una filosofia fundamental en términos
de las siguientes definiciones:[I§]

. iw i}
(Cae +C3k) 5 Pk = C\/E(C)\,k; - Cr) (A.33)

1
ke = c\/ﬂ

5 Aunque el procedimiento es tedioso, no es dificil observar tal consecuencia, simplemente debe trabajarse desde la expresion
en su totalidad, para conseguirlo debe tenerse en cuenta el fecho que k = w/c,[15] de tal forma que dlgebraicamente se
logre cancelar los términos dependientes del tiempo correspondientes a Hp y Hp.
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de aqui, considérese el siguiente proceso sobre el par ({A.33): al multiplicar la primera
expresion por w y la segunda expresion por 7, resolviendo el sistema de ecuaciones se

halla:
. cVdam cVAan

= — Oy =
Ak 20 (WQA,k ZpA,k) ) Ak %

(W@rk + iPAk) (A.34)

Por consiguiente, al sustituir los resultados ({A.34)) en el Hamiltoniano electromagnético

(A.32) se obtiene:

1 w? [ eAr cVAT
H = — i g .
EM o 2\ T (Wark = iDAk) 2w (wark + ipak)
1
= > 5 (Px 97 0) (A.35)
Ak

En conclusién, del resultado se observa que formalmente el campo electro-
magnético puede ser considerado como una coleccion de osciladores arménicos indepen-
dientesﬂ Véase la Figura A.1. En ese enfoque, la densidad de energia electromagnética
es determinada como un nimero de modos (osciladores) en un rango de frecuencia par-
ticular multiplicado por un promedio de energia correspondiente a cada oscilador. Sin
embargo, cuanticamente, la expresion puede ajustarse a una relaciéon atin mas
conocida. Es decir, en primera instancia, debe reescribirse en términos de operadores:[19]

) 1 )
Hpn = Zg(ﬁi,ﬁrwzqa,k) (A.36)
Nk

[ Teorema A.3:

Un operador A es una regla matemética que al ser aplicada a un ket [¢) transforma
en otro ket [1)") del mismo espacio; andlogamente, si actia sobre un bra (1| le transforma
en otro bra (¢'|:[19]

Alp) =) 5 (olA=(¢|

6 Recuérdese el Hamiltoniano de una “Unica” particula de masa m, la cual oscila con una frecuenciaw bajo la influencia de

, . 2
un potencial arménico unidimensional. Este explicitamente se define como H = 2+ %mw2q2,{19 | donde p y q refieren a co-
ordenadas generalizadas las cuales representan al momentum y a la posicion, respectivamente. En comparacion al Hamiltoniano
Electromagnético , no existe dependencia de la masam, esto se debe a que [a masa en reposo del fotén es nula.
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Figura A.1: Concepto de vacio desde una perspectiva de la fisica cudntica. Representacion de modos de
vibracion para cada frecuencia electromagnética en el espacio; todos los osciladores cudnticos estdn acopla-
dos y generan isotropia, homogeneidad y estabilidad en [a distribucion del campo electromagnético.[13]

El conmutador de dos operadores A y B , denotado por [fl, E], se define como:

N A A

[A,B] = AB — BA

Luego, particularmente, si el operador posicion § = & y el operador momentum

D= —iﬁﬁ,ﬂﬂﬂ la respectiva conmutacion entre ellos sera:
[k Pak] = Dbk — Pakdak
= @A,kz'ﬁa%m + zﬁgii:
= ihl
donde I es el operador unitario. N

Ahora, debe considerarse las definiciones de los operadores de creacién y eliminacién
de la fisica cuédntica:[I8][19]

L w 4 Lot o W A.37
ax e = 2h( A,k+pr,k) oAy = %(q/\,k wp’\’k) (A.37)
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de ellas nétese que:

At oa w . N w o 1.
ay paxe = Q_fi((b\’k - apx,k) ﬁ(%\,k + ;p,\k)

W, 1 5 1. . v, .
= %(‘h,k + 2Pk T kDR — ap)\,k(b\,k)
= %(qf\k + %ﬁik) + QLﬁ[@\,k , Dak]
= @t ) + 5 (R)
= %L(Cf\,k + éﬁi,k) - %

donde se ha utilizado el Teorema A.3. En términos mas précticos:

) A L1
Prrtw'@p = 20wl yane+3) (A.38)

Finalmente, al sustituir el resultado precedente en la relacién ({A.36)), se adquiere el
“Hamiltoniano del campo electromagnético en términos de operadores”:[13]

. o 1
Hey =Y hw(a) s+ 5) (A.39)

2
Mk

donde el término d:f\ykd,\’k = N es conocido como el operador de ocupacion. A través
del uso del operador (A.39)) aplicado sobre una funcién de estado [¢)), puede hallarse
el valor esperado de la energia correspondiente. La filosofia del resultado sigue siendo
la misma a la de la expresién (A.35)), el Hamiltoniano del campo electromagnético de-
pende de multiples osciladores armoénicos independientes; lo que significa que el campo
electromagnético ha sido cuantizado.

A.3  Estado Vacio, Energia del Punto Cero

El estado de méas baja energia para el Hamiltoniano (A.39) es llamado “estado
vacio” y se denota por el ket |0). Ahora, si el operador de eliminacién a (el cual con-
tiene todos los valores de A y k) se aplica sobre el estado vacio, es comprensible que
resulte: [13] [18] [19]

axel0) =0 (A.40)
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lo precedente significa que para este estado ya no sera posible eliminar cuantos de
energia.

De acuerdo al hecho de que los operadores de creacion y eliminacion conmutan sélo
cuando k£ o A son diferentes, favorece la descomposicién del estado vacio |0) como el
producto de cada oscilador independiente para un dado A y k:[13]

10) = [0x,01) @ [Oxg,k0) @ [Oxg5) @ ... (A.41)

donde se han agregado todos los osciladores arménicos independientes. La fisica im-
plicita tras la expresién (A.41) argumenta la existencia de infinidad de frecuencias o
longitudes de onda que interfieren destructivamente, otorgando cierta estabilidad en
todo el espacio y llevando de esta manera al concepto cuantico de estado vacio; concep-
to cual resulta ser muy distante a la definicién de vacio clasico, puesto que para ésta
ultima, carece de sentido hablar de frecuencias integras al vacio como tal.

Clasicamente, se espera que el campo electromagnético en el vacio posea una energia

cero (sin fotones). Sin embargo, en la versién cuantica cuando se toma el valor esperado
del Hamiltoniano (A.39) aplicado sobre el estado vacio |0), se halla que:

OIF10) = (0]'S Rl ins +5)10)

Ak
1
_ N
= > hw(0]al ,ax/0) + 5 > hw(0]0)
Ak Ak
1
— O‘f‘E;ﬁW 50’0

donde se ha aplicado la definicién (A.40) y el Teorema A.2. Luego, la expresién que
define al universo a contener un nimero infinito de modos de radiacién (cada uno con
una energfa finita de fiw/2) es la “Energia del Punto Cero” (ZPE)}H19]

(E)zpp = % YO hw (A.42)

" ZPE: sigla en inglés que simplifica [a frase “zero-point energy”.



POZO DE POTENCIAL, NORMALIZACION DE

FUNCIONES ¥ FORMULA DE
EULER-MACLAURIN

B.1  Pozo de potencial

Considérese una particula de masa m confinada a moverse dentro de un pozo de
potencial definido de la forma: (véase la Figura B.1)

oo, <0
V=<0 0<z<ZL (B.1)
oo, x> 1L

Clasicamente la particula permanece confinada dentro del pozo, moviéndose a mo-
mentum constante p = £v/2mFE hacia atras y hacia adelante como resultado de repeti-
das reflexiones contra las paredes del pozo. Como se observa en la Figura B.1, se definen
tres regiones, cuanticamente se espera que la particula tenga sélo saltos de soluciones
de estado y un espectro de energia discreto no degenerado.

Al tomar la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, se tiene:

—E L1V =Ey
_ 2 0% _ (E -V (B.2)

2m Ox?
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V =0 V=0 V =

Uy Uy Wiy

0 L

Figura B.1: Una particula dentro del pozo de potencial.

Considerando la regién II, V' = 0, luego la ecuacion (B.2)) se reduce a:

— st = BV
Y k=0 (B.3)

donde k* = 2mE/h?, siendo k el nimero de onda. Una posible solucién a la ecuacién
(B.3) puede ser de la forma:[19]

= e (B.4)

donde s refiere a un escalar complejo. En cuanto a la definicién (B.4)) el respectivo valor
de su segunda derivada es:

d? d  d d
_w _ _(_esac) — _(Ses:c) _ 826538
dz?  dr dx dx
Al sustituir este iltimo resultado junto con la definicién (B.4)) en la ecuacién ([B.3])
se obtiene:
s?es? 4 2Eest = ()
2 _ _ 2mE

S

= —m
s = +i/2mE/h? = +ik (B.5)
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en consecuencia, de la solucién se desprenden dos soluciones:
by = €M gy = ek (B.6)
Ahora, considérese la idéntidad:[17]
e = cosf +isinf (B.7)

para este caso 6 = kx. En general, la soluciéon que define a la region II y satisface la

expresion ([B.3]) sera:

Y = B+ Dy
= Be + De™
= DB(cosh +isinf) + D(cosh —isinb)
= () cos(kx) + Cysin(kx) (B.8)

Obsérvese nuevamente la Figura B.1, aplicando las condiciones de frontera, se des-
prende que si en las regiones I y III V' — oo, implica que ¢; y ¥;;; — 0. En efecto, la
funcién ¢ (x) debe ser continua, por lo tanto: (A continuacién se dard paso al uso de
las condiciones de frontera de Dirichlet)

Yr(z =0) =r(z =0)
0 = 4 cos(0) 4+ Cysin(0)
Cl - 0

Al tener en cuenta este tltimo resultado, la solucién (B.8) aminora a:
Y = Csinkzx (B.9)
Sucesivamente

1/111(90 = a) = T/JIH(ﬂC = L)
Csin(kL) =0 (B.10)

de aqui para evitar soluciones triviales Cs no debe ser cero, de lo contrario no existe
onda de Broglie. Luego para que se satisfaga la ecuacién (B.10) debe cumplirse que:

kL = nm; (n=1,2,3,...) (B.11)

En agregado, del anterior resultado puede obtenerse facilmente el espectro de energia
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para una particula en una caja de dimensién L:[19)

2mE mr?
2 L=ntr = E,= oL (n=1,2,3,...) (B.12)

La energia ha sido cuantizada y sélo ciertos valores son permitidos.

B.2  Normalizacion de funciones

Considérese la funcién de onda:

1 i

= "’ B.13

b= (B.13)

donde k = 27n/L con n = +1,42,43,.... Al aplicar el Teorema 2.2, la respectiva
normalizacién para la funcién (B.13)) se da por:

L 6@12.? . 6%’? ,
(Onlow) = / G
L =ikl ik
:/ D @
0
1

= /0 (cos(k'r) —isin(k'r))(cos(kr) + isin(kr)) d°r

ViJo vy
1 /L 2mn 27mn/ 3 /L 2 . 2w/ 3>
= = cos(——r) cos r) d°r + sin(——r) sin r) d°r
v ([ s re [ sin(nsiner)
1 L 2mn 2mn/
= — O+/ sin r) sin r>d3r
v (o [ s
1 /L
(Prlopw) = —/ sin(kr) sin(k'r) d*r = S p (B.14)
Vi Jo vy

del procedimiento anterior nétese que el valor arbitario que adquiera L no influye de
ninguna manera en el analisis del mismo, siempre se podra limitar su valor.
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B.3  Formula de Euler-Maclaurin

Teorema B3.1:

[Considérese las relaciones de Bernoulli definidas como: [17]

d

%Bm(S) =mB,,_1(s)

Bun(1) = (=1)™B,,(0) (B.15)
D i s

n=0

conm = 1,2,3,.... De la tltima expresion del trio de ecuaciones (B.15)) se obtienen los
numeros de Bernoulli definidos como:

(

(B.16)

\

estos ultimos provienen de las funciones de Bernoulli evaluadas en z = 0.[17] |

Considérese la equivalencia:

/f dx—/ F(x)Bo(x (B.17)

donde se permitird que Bj(x) = By(z) = 1. Al sustituir Bj(z) dentro de la expresién
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e integrando por partesﬂ se obtiene:
| s = B0 =150 - [ F@B@w
= —HOBO) = FOB(0)~ [ F)Br(a)ds

=~ = (50 - [ F@ B
= U+ O1- [ F@B@a (B.15)

donde se ha utilizado el Teorema B3.1. De nuevo al utilizar la primera ecuacién del trio
de ecuaciones (B.15)) y tomando a x en vez de s se halla la siguiente relacion:

Bir) = 3Bil)

luego del resultado (B.18)) integrando por partes se encuentra que

| e = S0+ 50 = G0 BD) — F0)B(0)]
by [ 1O B (B.19)

Ahora, al usar las relaciones:|[17]

BQm(l) = Bgm(O) = Bgm, m:O,l,Q,...
(B.20)
Bomy1(1) = Bamy1(0) = 0, m=1223,..

Estas definen que a excepcion de Bj, los niimeros de Bernoulli de subindice impar son

YD es dificil demostrar [a siguiente expresion, para conseguirlo se debe tomar au = By (x) ydv = f'(x)dx, tal que
después se pueda aplicar la integracion por partes [ udv = uwv — [ vdu.
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nulosﬂ En consecuencia, continuando con el proceso se obtiene:

[ s = S0+ 0] = 3 Bl @) - )

b 1(2‘1)1. 2)dx
oo | @B (B.21)

La precedente es la férmula de Euler-Maclaurin, sin embargo, se asume que la funcion
f(z) debe requerir las suficientes derivadas. El rango de integracién en (B.21)) puede ser
variable de [0, 1] a [1, 2] s6lo al reemplazar f(x) por f(x+1). Agregando cada resultado
hasta [m — 1, m], por induccién se obtiene:

1

| e = SO+ 50)+ £2) 4+ fm = 1)+ g m)

=3 o B ) = (0]

N 1 xmil(Qq)x v)dx
+(2q)!/0 By );f (z +v)d (B.22)

de aqui, los términos 3 f(0) + f(1) 4+ f(2) + - - - + 5f(m) aparecen exactamente como
la integracion trapezoidal sobre una cuadraturaﬂ La sumatoria sobre p puede ser in-
terpretada como una correccién de la aproximacion trapezoidal. En general, la férmula
de Euler-Maclaurin para una integral definida, es obtenida por repetidas integraciones
por partes:[17]

| t@dn = SHO) 4 50+ £2) 4+ g m)
(B.23)
By
2

B,

[F/m) ~ £0)] - 5

[f///(m) _ f///(o)] _

donde los B,, representan los nimeros de Bernoulli (véase el Teorema B3.1).

2 Recuérdese que los niimeros de Bernoulli By = Bo () y By ya han sido utilizado en las expresiones y

respectivamente.

3 Recuérdese que la regla del trapecio esta dada por fab f(z)dx ~ (b —a) w .



CINEMATICA RELATIVISTA

Inicialmente, se citaran algunos fundamentos propios de la relatividad especial que
competen a fendmenos mecdanicos, cuales después puedan ser aplicados en una siguiente
seccion correspondientes a fendmenos electromagnéticos.

C.1  Derivacion General de las Transformaciones de Lorentz

La derivacién de las Transformaciones de Lorentz depende exclusivamente de la
velocidad de la luz. La constante ¢ se caracteriza por ser una velocidad invariante
e independiente de observadores inerciales, tal como lo demuestra el experimento de
Michelson y Morley realizado en 1887, la Teoria del Electrén propuesta por Lorentz en
1904 vy los postulados de la Teoria Especial de la Relatividad propuestos por Einstein
en 190523 [27]. Por consiguiente, en primera instancia, se asignara que:[25][15][22]

20 = ¢t
=z
Lot 1
=z

donde se observa una relacién muy interesante; el grupo de ecuaciones vincula
al tiempo dentro del sistema coordenado, otorgandole unidades espaciales, hecho que
se debe al relacionarle con la velocidad limite c¢. Utilizando el convenio de suma de
Einstein, puede definirse las Transformaciones de Lorentz en forma tensorial para un
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Figura C.1: Sistemas de referencia en movimiento relativo. De aqui se observa claramente que el sistema

!/ . . .y . . .
> " se desplaza a velocidad v en la direccion xx’ con respecto al sistema’y , dejando de esta manera fijas
e idénticas las coordenadasy y = de ambos sistemas.

espacio homogéneo:[15][22]

3
't = Z AF ¥ (C.2)
v=0

El objetivo ahora es hallar individualmente los respectivos valores de los elementos
de la matriz de transformacién A¥,. El simbolo p representa el nimero de dimensiones
a utilizar, siguiendo el modelo estandar (Minkowski), momentdneamente se utilizaran
cuatro; y el simbolo v representa la variacion de cierta dimension con respecto a las
cuatro, donde evidentemente se incluye también la variacion con respecto a ella misma.
Lo que significa que para cada dimension se obtendran cuatro elementos de la matriz de
transformacién de Lorentz. Para que el proceso se torne mas académico se iniciara con
las componentes ® = 2 y 2/> = i/, puesto que no son, en particular, coordenadas
relativistas, y progresivamente se concluird con las componentes z'* = 2’ y 20 = ct'.

Para la dimensién z < p = 3, la transformacion (C.2)) se convierte en:
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expandiendo la sumatoria se obtiene
= A% + AP ot + APya® 4 A3 (C.3)

De la Figura , al describir los sistemas de referencia > y Y, particularmente,
no existe movimiento relativo entre las componentes z y z’. Lo que quiere decir que sin
problema alguno puede ajustarse:

(2 =2) = (a"° =27 (C.4)

En consecuencia, para que (C.4) satisfaga (C.3)), debe cumplirse A3 2% + A3 z! +
A3yz? = 0y A% = 23, En términos més précticos éstos tltimos deben ser de la forma:

[gualmente, para y < p = 2 de ((C.2)) se obtiene los elementos:
En segunda instancia, la literatura de la Teoria Especial de la Relatividad induce
las usuales transformaciones de Lorentz: 23] [24][25] [37]

. t—av/c?

= — = (C.7)

V1—v?/c?

, z— vt

¥ = (C.8)

V1—0%)e
Y=y (C.9)

=z (C.10)

éstas resultan de un conjunto de efectos cinematicos (dilatacién del tiempo, contrac-
cién de Lorentz y sincronizacién de relojes), todo bajo el concepto de simultaneidad
de Einstein[23][25]. Ahora, ajustando el factor de contraccion como v = ~(|v]) =
1/4/1 — (2 donde B8 = v/c y recordando las definiciones , puede reescribirse las
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transformaciones de Lorentz en notacion contravariante, es decir:

o't = y(zt — Ba®
e =) (Cn)
JJ/3 — .I3

Continuando con el procedimiento, para x < p = 1, de (C.2)) se obtiene

3
- Z Alyxu
v=0
= Ay + ANt + ALa? + AL2? (C.12)

Al comparar la segunda ecuacién del grupo (C.11) con la expresion (C.12) se halla
facilmente los valores de los correspondientes elementos:

Al0 = -0, Al1 =7 ¥y A12 = A13 =0 (0-13)

Finalmente, cuando p = 0, de ((C.2) se obtiene

3
[B/O _ ZAOVI,V
v=0
— AOOZL‘O _{_Aolxl —|—A021’2 +AO3ZL‘3

lo que significa que al comparar este resultado con la primera transformacion de Lorentz
de (C.11)), se obtiene el valor de los elementos restantes:

Ny=q A=y A=A =0 (€14)

En ultima instancia, reuniendo los 16 elementos agrupados en los resultados (C.5)),
(C.6)), (C.13) y (C.14)), se obtiene en definitiva la matriz de transformacién de Lorentz: [15]

AO0 A01 AOQ A03 Y B 0 0
AL, AL AL Al -5 v 00

po_ |[Ao A Ay Mgl

Mo=1az a2 A%, A% =] 0 0 10 (C.15)
A3, AR A%, A3 0 0 01

Se observa claramente que la matriz de transformaciéon Lorentz (C.15) es simétri-
ca. Luego, la ecuacion general de transformacién de Lorentz se puede escribir como



CINEMATICA RELATIVISTA 130

2’ = Az, donde A representa la matriz de transformacion, ' y = representan coorde-
nadas generalizadas espacio-temporales (R*) para los sistemas de referencia > vy 3,
respectivamente. No esta de mas, escribir las transformaciones de Lorentz homogéneas
matricialmente:

't = A" ¥

O = OO
_ o O O

donde v = (7)) = 1//T=F y B=v/e.

C.2  Reyla de adicion de velocidades de Einstein

Considérese nuevamente el caso del movimiento relativo entre dos sistemas de refe-
rencia; pero con la tinica diferencia de que dentro del sistema de referencia > se localiza
una particula, de sistema de referencia propio Y., moviéndose hacia la derecha. En efec-
to, el sistema Z/ se desplaza con velocidad @' con respecto al sistema »_, y el sistema
S (particula) se desplaza con velocidad @ con respecto al sistema Y. Ademas los
sistemas coordenados (2%, xt, 22, 23), (2, 2, 22, 2") v Y7 (2", 2", 22, 2"3) son
paralelos entre si, con movimiento solamente en la direccién de los ejes x, 2, 2" y co-
inciden en sus origenes en el instante t = ' = t” = 0. Situacién que puede apreciarse
esqueméticamente en la Figura [C.2]

De la presente memoria se conocen las transformaciones de Lorentz , éstas
relacionan las coordenadas de un evento arbitrario medidas por los sistemas de referen-
cia >_ y >°'. Similarmente, las transformaciones que relacionan las coordenadas de un
evento arbitrario medidas por los sistemas de referencia >y >°” claramente equivalen
a:

2 B (Cl6)

donde (|w]) =1/4/1 — B? y 5/ = w/c. De acuerdo a lo anterior surge el interrogante,
entonces, jcudles son las transformaciones que relacionan a los sistemas de referencia » |
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-

™ "
v

Figura C.2: Propiedades de las Transformaciones de Lorentz, adicién de velocidades.

y S°"?. Por simple légica, éstas transformaciones deben tener la misma estructura que
las transformaciones (C.11)) y (C.16)); luego, por definicién, dichas relaciones se deben
ser:

110

S Sy

T g
I”l ol

) (s — ")
AP (c.17)

(
(
T X

:L‘HS — ZES

Sin embargo, no todo es tan simple puesto que como se observa, el resultado depende
de una velocidad u, cual depende a su vez de las velocidades ¢ y w; pero, si es asi,
entonces, jcual es la configuracién de ésta dependencia?.

No es necesario demostrar cada una de las transformaciones ((C.17)) para hallar la
relacién de @ con U y w; con tan sélo sustituir las dos primeras expresiones de las
transformaciones en una unica expresion de las ecuaciones , por ejemplo,
la primera transformacion, se podréd obtener la dependencia de éstas velocidades:
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P = ()" — )
= (@) (|7 (=" = Bz") — By(|e]) (x" — Ba”)]
= (o))’ - Bz’ — Bzt + BB'2"]
1 vw VoW
= (14 =) -2 (= +—
e (el Tt
_ 1+ vw/c? 20— ! (v—i—w)/c]
V1—v2/c2 —w?/c? + v2w?/ct (1+ovw/c?)
_ \/ (1 +vw/c?)? [$0_:r;_1{ v 4w )
B (14 2vw/c? 4+ v2w?/ct) — (vV?/c? + 2vw/c® + w?/c?) c 14ovw/c?
_ (1+wvw/c?)? 20— 1, vtw 21
B \/(1+vw/02)2—(v/c—|—w/c)2[ c{1+vw/02} ]
_ \/ (1+vw/c?)? o0 L vk
B (I+ovw/c?)?[1 — (v+w)?/c2(1 4+ vw/c?)?] c l4+ow/c?
— ! @0 — L0 o
V1= (/v +w)/(1+vw/c)} ¢ 1+ow/e
1 o_ Y1
- Jiaet
2" = y(la))(" - B (C.18)

Como se ve claramente en ((C.18)), se ha demostrado explicitamente la primera trans-
formacion de las ecuaciones ; ademsds, se logro el objetivo principal, adquirir la
expresion de la velocidad @ (obsérvese el cociente que encierra las llaves), es decir, la
velocidad relativa del sistema Y. con respecto al sistema > se da por:[22]

U+ w

= — 1
“ 1+ovw/c? (C-19)

Sorpresivamente, del resultado se observa que las dimensiones espaciales no
son las unicas que se contraen, sino que también lo hacen las velocidades. También, es
muy interesante observar que en esta nueva estructura matematica se supera el problema
de la electrodindmica clasica con la velocidad méaxima de la naturaleza; puesto que si en
dado caso la velocidad v = w = ¢, implica que la velocidad u registrada por un sistema
en reposo relativo serda nada mas que ¢, de modo que se eliminan las inconsistencias
presentadas en las teorias clasicas al adicionar velocidades.
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otra dimension
otra dimension

Figura C.3: Diagrama de Minkowski: movimiento a velocidad constante de un sistema
inercial de referencia Y’ con respecto a un sistema de referencia 3~ en reposo relativo.
Seguimiento de dos eventos Fi(z{) y Es(z§) conectados causalmente hacia futuro en
la linea del universo de una particula especifica.[12]

Brevemente, en este apartado se construira la herramienta de la cinematica rela-
tivista, los cuadri-vectores(c-v).

C.3  Cuadri-Vectores Posicion y Velocidad

Sea el cuadri-vector posicién z € M (Minkowski), cual describe un instante y posi-
ciéon de un evento fisico cualquiera, cuyas coordenadas espacio-temporales con respecto
a un observador inercial ) satisfacen:

2 = (2° 2!, 2%, 2%) = (ct, 2t 2%, 2°) (C.20)

Sobre la linea del universo de cierta particula, cada punto de la trayectoria estd definido
por su respectivo c-v posicion, luego a dicha particula se le asocia una posiciéon en ca-
da instante de tiempo. Se puede relacionar el cuadri-vector posiciéon en funcién de un
pardmetro 7(tiempo propio marcado por un reloj que “viaja con la particula”, tiempo
que es un invariante relativista, lo que implica que es independiente del observador);
es decir, x = z(7). Considérese dos eventos referenciados por un observador dentro del
sistema », cuyos cuadri-vectores posicién se ajustan de la forma z§ y z3. Implica que
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el intervalo espacio-temporal entre los dos eventos es:

(AS)* = (25 — 27)* — (wy —21)" — (25 — 21)" — (25 — 27)°

Téngase en claro que si los dos eventos z§ y 23 son sucesivos (posiciones causales
dirigidas a futuro) implica que AS > 0, entonces existird un intervalo de tiempo propio:

At = /(AS)2/ (C.21)

donde nuevamente se recalca que el tiempo propio es el tiempo marcado por un reloj
que va con la particula, la cual podria, incluso, estar viajando a velocidades cercanas
a la luz. Precisamente, para el caso de fotones u otras particulas cuya masa en reposo
sea nula, se debe considerar que el intervalo espacio-temporal (AS)? entre dos eventos
x{ y x5 siempre es cero, la particula es cono-luz, lo que implica que los ejes de la
coordenada espacial y temporal marcan la misma cantidad; asi como se puede observar
en la figura [C.3} eso si se desea ver matemadticamente, ahora si se quiere un sentido
fisico (relativista) entonces se debe analizar el caso en el que se envia un fotén desde el
primer evento en direccion del segundo, llegara en el mismo instante en que ocurra el
segundo evento, por lo tanto, su diferencia siempre sera nula (AS)? = 0.

Por otra parte, se sabe que, por definicién, la velocidad fisica se da por:

dr
dt

U=

(C.22)

donde 7y t son variables medidas por un observador inercial ) . Al tomar el tiempo
real 7 con ayuda del c-v posicién podremos generalizar este concepto y asi encontrar el
c-v velocidad

= (C.23)

de aqui x = z(7) es el c-v posicién que describe la linea del universo. Para relacionar
la c-v con la velocidad fisica @ medida, basta con partir de la ecuacién (C.21]) y hacer

dr = %\/(de)Q — (dz")2 — (dz2)2 — (da?)2
cdr = /[ = (d[7]?

Se sabe que 2° = ¢t — dx° = cdt, luego sustituyendo y dividiendo por el término
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cdt

dr (cdt)?
dt\ (cdt)? — L (&)

Elevando a la —1

dt 1

ar JT-wje

de aqui, se observa que se logré relacionar “la velocidad fisica @ marcada por un ob-
servador inercial con el tiempo propio marcado por la particula”. Al resultado de la
ecuacion ((C.24)) se le conoce como factor de contraccion.

(1)) (C.24)

Del resultado (C.24]), no serd dificil obtener la relacién entre las componentes del
c-v velocidad

Ua = ([]07 Ul, U2, U3)
tan sélo basta partir de la expresién ((C.23)) y aplicar regla de la cadena
dz®

U:dT

R dz' dx? dx?
= Al T 5 )
= ’Y(lﬁD(C, ul = u:p7u2 - uy,u3 — uz)

= 7(lul) (e, u) (C.25)
Luego, las componentes del c-v velocidad son

Ut = y(|a) (C.26)
Ut = uy(|dl (C.27)
U* = (i) (C.28)
U? = uA(|d] (C.29)
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C.4  Cuadri-vectores Momentum y Fuerza

A continuacién, se hallard el cuadri-vector fuerza con respecto a un sistema de
referencia en reposo relativo ) . De la Mecanica Clasica se sabe que el momentum

P = mov

donde my es masa inercial 6 masa en reposo de la particula (es la masa medida en el
sistema de referencia en reposo de la particula). Para generalizar esta ecuacién se debe
incluir el cuadri-vector velocidad. Por lo tanto el cuadri-vector Momentum sera
dx
P =myU =my— (C.30)
dr
La masa en reposo es un invariante relativista, entonces si se toma el c-v velocidad
para un cuerpo en reposo, la componente tridimensional de la c-v velocidad es cero
de tal manera que la norma al cuadrado de la misma para este caso es (U)? = 2.
Precisamente, bajo ésta condicion, la norma al cuadrado del c-v momentum es:

P? = (moU) - (moU) = m3(U)* = mic®
Ahora, recuérdese que f = dp/dt; andlogamente, a ella se le puede definir su respec-
tivo cuadri-vector, fuerza para ésta ocasion

dP

F=_"_
dr

(C.31)

En inferencia, se debe interpretar la relacion existente entre los cuadri-vectores cita-
dos con las variables dinamicas fisicas. Por lo tanto, si se inicia con el c-v momentum

y se acopla con la expresion ((C.25)), se obtendréa

P* = myU*®
= moy(|dl)(c, @)
= (mo(|dl])e, moy(|ul])i)
= (. p".0" %)
= (E/¢,D) (C.32)

surgiendo como consecuencia la relacién

m = my(|]) (C.33)
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que define la masa relativista (ecuacién que puede ser interpretada como la inercia de
la particula de acuerdo a su dependencia de la velocidad fisica ), por consiguiente
p° = me. Ademds, surge quizés lo més importante que caracteriza a la teoria especial
de la relatividad, la equivalencia masa-energia de Einstein E = mc?[25] de esta tltima
se obtiene el término E/c sefialado en (C.32)). Y por tltimo el término |p] = m|d]| es el

momentum fisicol]

Igualmente, para el c-v fuerza ((C.31]), aplicando la regla de la cadena se tiene

E

dr

ﬂ dP%
dr dt

= () 5 fmay () e, )

F* =

= A(l@)(eom. f) (C.35)

de aqui, curiosamente, sobre la componente espacio-temporal f° = cy(|u|)dm/dt, se
observa variacién de la masa en el tiempo. Sin embargo, para justificar este hecho y
ademas definir el concepto de energia E, al parecer, podria ser 1util la definicién de
ortogonalidad entre los cuadri-vectores velocidad U y aceleracion A; es decir, U- A = 0,
por consiguiente

F-U=n.FU" =0 (C.36)

Recuérdese, la signatura de la métrica de Minkowski
1 0
Ts =\ 0 -1

'Por otra parte, fijese que el término ~(|@]) por expansién de Taylor es aproximadamente igual a

1 1u? ut

V1—u?/c? - 2¢

(lal) =
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donde posicion ny; refiere a la coordenada espacio-temporal y la posicién 199 refiere a
la coordenada tridimensional. Luego, aplicando lo anterior a ((C.36]), se obtiene

F.-U = fOUO_fiUz‘
0 = {V(WI)CC;—T}{V(WI)C}—{V(WI)f}-{v(lﬁDﬁ}

Ly odm I,
0 = Y(a)P— —~>(al)f-a

dt
dmc® -
0 = Ja
T
- dFE
o= (C.37)

dt

donde se utiliz6 nuevamente la ecuacién de energia de Einstein.[25] Sucesivamente, de

la definicién clasica de trabajo dw = f . d;’, se puede hallar de la ecuacién 1} el c-v
que defina al trabajo ejercido sobre la particula, que al ser diferente de cero existira una
variacion de la energia total; simbodlicamente:

—

dE = f-ddt = f-dr = dW (C.38)

Esta tltima explica el sentido fisico que adquiere la componente temporal del c-v
fuerza (C.35)), una variaciéon de la energia total, es decir

Feo=o((af)(e—=

= (@) f-a.f) (C.39)

Cabe resaltar que durante todo el proceso sélo se trabajo con los cuadri-vectores
velocidad y momentum, no se utilizé el c-v aceleracion.
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C.5  Electrodindmica Relativista

El objetivo de ésta seccion es demostrar el tensor electromagnético, para ello, en
primera instancia, debe realizarse la transicion de una escritura comun a una tensori-
al, presentar la transformacion de campos electromagnéticos entre sistemas inerciales
de referencia y, por supuesto, escribir las leyes electrodinamicas cuales satisfagan la
invarianza relativista.

C.5.1. Antecedentes de la electrodindmica

Inicialmente, cuando surgié la filosofia de la relatividad, clasica para ese entonces,
se observd que las ecuaciones de Maxwell se alteraban y carecian de sentido fisico al
aplicarsele las transformaciones galileanas, hecho que concluia que dichas leyes eran
unicamente validas en un sistema de referencia absoluto. Ahora, para solventar éste
inconveniente, surgié un aporte fundamental a favor de la electrodinamica relativista,
el cual fue realizado por Lorentz en 1904 con su teoria del electrén, trabajo que como su
nombre le indica es puramente electromagnético, de alli se derivé las transformaciones
de Lorentz, la invarianza de Lorentz y otras argumentaciones béasicas en la relatividad.
En agregado, sobre 1905, surgen los ideales de Einstein: la velocidad de la luz es con-
stante en el vacio e independiente de fenomenos mecdanicos y electromagnéticos, ello y
demés incluidos en su Teoria Especial de la Relatividad para que hasta el momento se
pueda analizar fenémenos mecénicos relativistas (por ejemplo, regla de adicién de ve-
locidades). Este hecho facilitara el tratamiento relativista de la electrodindmica, puesto
que realmente, a ciencia cierta, es una teoria relativistaﬂ

En primera instancia, recuérdese las ecuaciones de Maxwell (A.1)-(A.4). Hasta
ahi llega en su totalidad las ecuaciones de Maxwell; no obstante, de las ecuaciones de
Maxwell, por conservacién de la carga eléctrica, se deriva la ecuacién de continuidad: [15]

€-j+a—f =0 (C.40)

2Recuérdese nuevamente que Einstein al momento de crear la teoria especial de la relatividad,
prefirié conservar y confiar en la validez de la teoria de Maxwell y reestructurar la mecanica newtoniana.
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Ademés, existe la fuerza de Lorentz:[15]

ﬁzgﬁ—k

oI

ix B (C.41)

Por 1ltimo, de las ecuaciones electromagnéticas se observa que los campos eléctricos
y magnéticos son diferentes pero, provenientes de un mismo fenémeno; particularmente,
dichos campos son independientes cuando no existe variacion de ellos en el tiempo, cuyas
cargas y corrientes son estacionarias, hecho que se puede verificar en las ecuaciones de

Maxwell —:

V-E = 4mp (C.42)
VxE =0 (C.43)
V-B = 0 (C.44)
VxB - 4_% (C.45)

C.5.2.  Campo Electromagnético Relativista

De la seccion anterior se observo que clasicamente los campos electrostaticos y mag-
netostaticos, no establecen ninguna relacién entre ellos ain cuando en ultimas com-
parten fuentes por origen, son conceptual y fenomenolégicamente diferentes. Pero, ésta
afirmacion no es muy cierta del todo, pues la teoria especial de la relatividad demuestra
que existe una estrecha relacion entre los fendmenos eléctricos y magnéticos, atin si son
particularmente independientes del tiempo.

Coulomb fue el primero en describir cudntitativamente la fuerza entre particulas
cargadas estacionarias (en reposo):

- a192

Ji2 = k_TQ r (C.46)
siendo 7 el vector unitario y define la direcciéon del radio-vector que une a la carga 1
con la carga 2; la constante de proporcionalidad eléctrica k = 1 (se naturaliza para éste
capitulo), tal que fi2 es la fuerza que experimenta gs con respecto a g;. Lo que significa
que ¢ a generado un campo eléctrico en su entorno cual detecta a ¢o y le aplica una
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fuerza ya sea repulsiva o atractiva, es decir, la ley de Coulomb es equivalente a
fi2 = @B (7) (C.47)
donde el campo eléctrico producido por la carga ¢; es

B =% (C.48)

Las ecuaciones fuerza eléctrica y campo eléctrico, (C.46) y (C.48)), respectivamente,
son validas para un sistema de referencia en reposo. ciertamente, al marcarse la fuerza
f12 sobre la carga go, no solo se esta midiendo este parametro, sino que también se mide

el momentum py (puesto que fio = %); ademas, las velocidades v1 y v3, la distancia 7

entre q; y @2, entre otras variables cinematicas y dinamicas también son derivadas de
la fuerza de Coulomb.

2.

Y I
G2

r
—

T

2

Figura C.4: Movimiento perpendicular relativo a la direcciéon de dos cargas eléctricas
que interactian.

A continuacion, facilitando calculos pero sin perder generalidad, considérese dos
situaciones en las que intervienen las cargas q; v ¢». En la primera se asignara que la
carga ¢ tiene sistema de referencia propio denotado como », dentro del cual estd ocu-
pando en reposo la coordenada Y _(0,y,0); sucesivamente, la carga ¢, detecta a la carga
q1, cual se dirige en la direccion positiva del eje x con una velocidad ¢ pasando por
el origen de coordenadas en el instante ¢ = 0; mientras que relativamente la carga ¢,
con sistema de referencia propio ', dentro del cual ocupa la coordenada 3_'(0,0,0),
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‘y F. y"‘h

&2

Figura C.5: Movimiento relativo de dos cargas eléctricas en la direccién que interactian.

considera estar en reposo y a su vez, detecta a la carga ¢, desplazandose en la direccion
del eje z' con una velocidad —@, asf como se puede observar en la figura [C.4]

Ahora, obsérvese la figura , a diferencia de la primera situacién, en segundo
lugar, se tiene que la carga ¢» cual se denotara ahora como g3, se encuentra sobre el eje
x cuyas coordenadas en el sistema de referencia propio de g3 son » (x,0,0) tal que la
distancia de separacion 7 entre ¢; y g3 sea paralela al movimiento relativoﬁ De acuerdo
a lo anterior, para un observador dentro del sistema de referencia Y, en todo instante
t', la carga ¢ estara en reposo en el origen de coordenadas >_'(0,0,0), detectando en
las dos situaciones a las cargas ¢u y ¢3, pasando simultdneamente en el instante ¢’ = 0
por los puntos >.'(0,%',0) y >(2/,0,0), respectivamente. Bajo estas condiciones, la
relacién fuerza en Y’ para las cargas g2 v ¢3 deben satisfacer la ley de Coulomb. Luego,
de la definicién se obtiene para la carga g

q19
falclz =0; fg//12 = ﬁ? f;n =0 (C-49>

Igualmente, para la carga g3 en el instante ¢’ = 0 sus respectivas componentes de

. . ! . . .
3Igualmente, el sistema de referencia ', se ha tomado como el sistema inercial que se mueve
relativamente con velocidad v con respecto a un sistema de referencia » | en reposo relativo.
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fuerza son
faz = )2 fs=10; fli3=0 (C.50)

La carga ¢ (que es el sistema ') se mueve con velocidad #' con respecto al sistema
> y lo hace paralelamente a los ejes z,z’; luego, todos los pardmetros cineméticos
y dinamicos de cada sistema de referencia deben relacionarse mediante transformadas
relativistas, donde ahora las cargas ¢; v g2 (6 ¢3) se encuentran en movimiento relativo.
Recuérdese que anteriormente se hallé la expresion que define a las componentes del
c-v fuerza , respecto al sistema de referencia > se tiene:

@) F - f) (C.51)

C

Fe=(f° 11 1% 1)

donde 1 es la velocidad fisica de la particula sobre la cual esta actuando la fuerza fisica
f. Para el respectivo analisis, del c-v fuerza 1} se desprende la componente

fr=(a) f (C.52)

’ . . / .
Andlogamente, para el sistema de referencia » | se obtiene

’ / 12 ’ 12 — 1 — [
e = (f 07 f 17 f 2’ f3> = ’7(|ull)(2f/ - /) <C53>
donde surgen las componentes
/ - 1 — — / . ,
PP =D ) S =D (C.54)

A través de la transformada inversa de Lorentz, se puede relacionar el sistema de
. , . . . !/ .
referencia Y en términos del sistema de referencia » ', es decir

F=v(WDSO + B = A(=a)(f°+ B (C.55)
==+ 8f°) (C.56)
fr=s2 (C.57)

=y (C.58)
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Al sustituir las componentes (C.52)) y (C.54)) en la transformada ((C.56))
_, " w S lm o
Y@ fe = A=A fz + (WD - )]
— W, v 2 —
= (I DIfz + Zf -] (C.59)

Ahora, recuérdese la adicién de velocidades ((C.19)), de alli se observa:

Vg,

y(la']) = y(IFD)y () -

) (C.60)

2
hecho que implica que para el sistema de referencia > se obtiene

vu!

y(lal) = (=3 () (1 + =) (C.61)

c2

donde evidentemente ha cambiado la direccién de la velocidad ¢. Al sustituir en (C.59))
se obtiene finalmente

vu!

YT+ =5 e = 7(—|17|)7(|17|)[f;+§—2f"5’]

02
! + 2 £r . J/
fo = Ltal v qu (C.62)
14 %%

C

Similarmente, de los c-v fuerza (C.51) y (C.53)) se obtienen las componentes

F=Adaf, vy =04y, (C.63)

respectivamente. Utilizando nuevamente la adicién de velocidades por transformacion
de Lorentz se obtiene

f2 _ f/2_)
s, = s,
AN+ 55 f, = @),
e crn
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Luego, también

g = L (C.65)

V(7)) (1 + %)

donde v(—|v]) = ~v(|v]) = m

Por otra parte, la velocidad fisica @ de las cargas qs y g3 observada por la carga ¢
en ', denotadas por 1} y 3, respectivamente; son por ajuste iguales a la velocidad
del sistema de referencia ), es decir

/

iy =Y (~v,0,0) (C.66)

Uqg

/

i3 =iy = Y _(~0,0,0) (C.67)

Insertando el respectivo andlisis de la figura y utilizando ademas las expre-
siones marcadas por ¢; en su propio sistema de referencia Z/, en los resultados
(C.62), (C.64) v (C.65) las componentes de fuerza para la carga ¢, con respecto a su
propio sistema de referencia » son

et S f -
f:cl2 = VUL
1+ 2
0+ fiio - w1
1 + U(C—ZU)
0
1 —v2/c?
Jr2 = fa,512:0 (C-68)
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/
fy12 = = vl VUL
(DA + £2)

;’,12

()1 +52)

c2

@/,12
(1 —v2/c?)~12(1 = v?/c?)
q1492

iz = A =1L (C.69)
— 7{’12
L (O
_ 0
AT+ 5D
fa2 = f;m =0 (C.70)

Anélogamente, insertando el respectivo analisis de la figura y utilizando ademas
las expresiones ((C.50) marcadas por ¢; en su propio sistema de referencia Z/, en los re-
sultados (C.62)), (C.64) y (C.65) las componentes de fuerza para la carga gs con respecto
a su propio sistema de referencia ) son

’ voEr )T
ml3+c_2f tu

f:):13 = 1+ %
_ w13 T 2 farz - Uy
1 + ”(;2”)
/ v2 g1
_ 13 — c_2f113
1—v2/c?
 fas(1 =07/
N 1—v2/c?
4143
for3 = fas= ) (C.71)

fpz = fa3=0 (C.72)
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faz = fla3=0 (C.73)

Se puede también obtener inicamente las componentes de la fuerza no nula dentro
del sistema de referencia . Bajo transformaciones de Lorentz

—

=7’ — 2’ =z/y(d)

y=vy

Por consiguiente, introduciendo estos ultimos resultados en las expresiones (C.69)) y
(C.71)), implica que las cargas ¢» y g3 respecto a »_ se dan por

i 4192
foz = (V)73

) (C.74)

1
Jeiz = b (C.75)

(1)) (z)?

No sera dificil intuir una expresion general para la fuerza eléctrica que aplica en un
instante dado a una carga de prueba ¢, con sistema de referencia propio ocupando la
coordenada  (x,y, z), provocado por una carga ¢; que se desplaza a velocidad constante
U pasando por el origen de coordenadas »(0,0,0) en el mismo instante

Ifl = 2+t

P V(T
[ = Q1q2(’y2(|17])x2—|—y2+22)3/2 (C.76)

donde 7" es el vector posicion instantaneo que une a las cargas ¢; y ¢o, fijese ademas que

los coeficientes de las componentes y y z son el mismo, esto se debe a que ninguna de las
dos componentes es relativista, asi como se coloco aleatoriamente la carga de prueba
g2 sobre el eje y, pudo serlo también en el eje z. Por otra parte, el campo eléctrico
generado por una carga en movimiento es

- A7

E .
N 47 2 e

Noétese que el campo eléctrico E se conserva radial, sin importar que ahora su entorno
es elipsoidal a causa de la contraccion del mismo en uno de sus ejes; hecho que se debe a
causa del factor v(|0]), cual hace que disminuya la intensidad del campo en la direccién
de desplazamiento, mientras que intensidad de los demas ejes no relativistas permanece
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y‘; y rs
q2 v 12
. —
D n }' D; . ,
q1 . i1 xT

Figura C.6: Interaccion entre cargas eléctricas en movimiento

intacta. Hasta éste momento se observa mucho maés sentido fisico la relacién espacio-
tiempo ¢, puesto que obligatoriamente debe contraerse el eje relativista, haciéndose
un punto al tomar la velocidad maxima c. Por experiencia, se sabe con anterioridad
que la velocidad de interaccién de un campo eléctrico es la velocidad de la luz, luego,
implica que para una carga ¢ que se mueve a la velocidad maxima c, la velocidad de
interacciéon 6 su campo eléctrico en la direccion relativista es cero; de lo contrario se
estaria regresando al problema de adicion de velocidades de la electrodinamica clasica
utilizando las transformaciones galileanas.

Comprendido lo anterior, se puede dar paso a un caso mucho mas general en com-
paracion de los dos anteriores, considérese nuevamente las cargas ¢; v ¢o, tal y como se
puede apreciar en la figura . La carga ¢; se mueve con velocidad fisica ¢ a lo largo
del eje x y la carga g, se mueve con velocidad fisica @ = (u,, u,, u,), ambas respecto al
sistema de referencia ), dentro del cual simultdneamente la carga ¢; pasa por el origen
y la carga ¢o pasa por el punto P(z,y, z) en el instante ¢ = 0. Andlogamente, considérese
a la carga ¢; ubicada(en reposo) en el origen de coordenadas de su sistema de referencia
propio ', cual se mueve con una velocidad ¥ paralelamente al eje z de >, e igualmente
la carga g, pasa con velocidad 4’ = (uj,,u,,u}) por el punto P(z',y’,2') en el instante
t = 0. Se observa que a diferencia del sistema Y descrito hace poco, la carga ¢o cambia
de direccién, pero esto lo hace tnicamente respecto al punto de vista del observador
3", donde obviamente la direccién aparente de la carga g, depende de la velocidad del
observador inercial Z/, puesto que la carga ¢, conserva aun las caracteristicas referen-
ciadas por el observador >_. Utilizando la ley de Coulomb, el observador Y. concluye
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que las fuerzas entre las cargas ¢; y ¢o independientes de velocidades fisicas (4 en este
caso) dentro de su propio sistema de referencia se dan por:

fl QIQZT,
xl12 (x/2 + y/2 _'_ 212)3/2
;o G192y’
fy12 - (.Z'/z +y/2 n 212)3/2 <C78>
q1G27"
f;12 =

(x’2 +y’2 _|_Z’2)3/2
Nuevamente, recuérdese la adicién de velocidades ((C.19)), de alli se obtiene:

Uy — U
1 —vu,/c?

8~

Uu —_=

o (DA v /e?)

I (T [y

al aplicar estas tltimas en compania de las ecuaciones y la contraccion de Lorentz
' =~(|9])z (donde ¥ =y y 2/ = 2) a las componentes de transformacién de la fuerza
(C.62), (C.64) y (C.65) se obtienen las componentes de la fuerza sobre la carga g
referenciadas por el observador inercial ) | que marca la velocidad u, = v son:

/ v
ez T = fu

f:v12 ].*I*?JU?B/CZ
_ w12 c%( 12Uy + f;12u; + flipu})
1+ vul /c?
q192 S, v S Uy — U YUy + 2U,

= — y(|v])r + = (y(|v])z + =

G + g+ e e+ GOl s + T = vu )
B (1) g1 g2 v Yuy + 2u,
= i+ + 2Rt T 2=/

’V(WDQNH VUy VU,
A + g2+ 2P e e )
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ahora de la ecuacién (C.64]) se obtiene

!/

fy12 = = y12 )
YT (A + vy /c?)
_ 70192y’ 1
(22 4y + 22)32 (|0])(1 + 0)
_ 4192Y 7(9])
(oD +y* + 22)32 ¥2(|0])
V(1) q192y Vg
e g2+ ) (0
y similarmente se obtiene
B Y(0])q1622 VU,
foz = (2(|7)22 + v + 22)3/2(1 T2 ) (C.81)
Recuérdese la fuerza de Lorentz para dos cargas eléctricas
— — — — /II —
f12 = f12(elec) =+ f12(mag) = QQE + QZE x B (C82)

donde E y B refieren al campo electromagnético generado por una carga q; y u se define
como la velocidad fisica de la carga ¢o. De esta tltima ecuacién se conoce el campo
eléctrico E concluido en ; se requiere definir el campo magnético B producido
por la carga ¢, cual incluso puede expresarse en términos de E, puesto que estan
intimamente relacionados, es decir

B

1 @y (197 1. =
- =-Ux FE C.83
oY X (V2(|T))22 + y2 + 22)3/2 oY X ( )

donde ¥ es la velocidad de la ¢;. Se observa de la fuerza de Lorentz que el
campo eléctrico E es independiente de la velocidad de las cargas; mientras que el campo
magnético B es dependiente de ¥, si las velocidades de las cargas ¢; y g2 son cero(cargas
en reposo), implica que este se anula y como resultado la fuerza de Lorentz se reduce a
las fuerzas expresadas en las ecuaciones (C.79), (C.80) y (C.81]).
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C.5.3.  Tensor electromagnético

Considérese nuevamente la ecuacion de continuidad ((C.40)), de aqui la densidad de
corriente en forma contravariante (c-v corriente) es:

-,

IO = (%55 5°) = (cp. )

la ecuacion de continuidad puede escribirse explicitamente con operadores covariantes
de la siguiente forma[25]]

0aJ® = 0 (C.84)

[gualmente, la naturaleza que presenta el c-v corriente para dos observadores iner-
. ! . s .
ciales > y > relacionados, lo hacen a través de las transformaciones de Lorentz

Jr = ARJe (C.85)

. . . . . ! .

En particular, cuando el sistema de referencia inercial Y se desplaza con veloci-

dad ¥ con respecto al sistema de referencia inercial > en direccién del eje x positivo;
expandiendo (C.85)) utilizando nuevamente la matriz de transformacion

¥y —Bv 00

| B8y ~ 00
T

Na = 0 0 10

0 0 0 1

4Se puede verificar que esta expresién es equivalente a la ecuacién de continuidad, simplemente
expandiendo indices, es decir

007 +0:5° =0
ANep) & = _
pn +V.5=0
op = -

con i = 1,2, 3. Cabe recordar que la componente j° representa la densidad de carga cual por definicién
es un invariante relativista (conservacién de la carga).
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las respectivas ecuaciones de transformacion se dan por

70 = (7)) (5° - 83" (C.86)
it =) G" - 85°) (C.87)
j?=j? (C.88)
jt =7 (C.89)

Al realizar las equivalencias j = cp, j° = ¢o, j' = J = (asurdz) Y J' = J =
(72, j;, Jj.) de las ecuaciones de transformacién se obtienen las expresiones

p =0 (p — &iz) (C.90)
e = 7(0]) (Ja — vp) (C.91)
Jy = Jy (C.92)

Con ayuda de lo estudiado parcialmente del presente capitulo, se observa que 16gi-
camente para describir un campo electromagnético producido por cargas y corrientes
como minimo se requiere conocer seis componentes(i.e. en las coordenadas cartesianas),
tres del campo eléctrico y tres del campo magnético; hecho que da paso a postular
un tratamiento matematico especial, un tensor de segundo orden antisimétrico sera el
mas adecuado para generalizar el fenomeno discutido, puesto que posee seis compo-
nentes independientes. Luego, incluyendo las componentes temporales se puede definir
el tensor campo electromagnético (tensor de esfuerzos) como F*?, con componentes
antisimétricas dadas por[15][22]

F? = _-F? =B,
F3 = —F13 =B,
F» =2 =5,
Fer =0 (C.94)
FOl — _Flo = Ex
F02 — _F20 = Ey

F% = 3 = g,

Va=0,1,2,3. En otros términos el tensor campo electromagnético

FOO F()l FOZ FOS 0 Ex Ey Ez

Foz,B B FlO Fll F12 F13 _ _Ez 0 Bz _By

| F® P oF2 F® | 7Y -E, -B. 0 B,
F30 F31 F32 F33 _Ez By _Bx 0
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Recuérdese la ecuacién de Schrodinger[19] y considérese el siguiente proceso sobre ella:

3 V2O(7) + V(1)0(7) = E(7)
— 4 V2(7) = (B = V)é(7) (D-1)

donde el factor £ —V =T, (energia cinética), puede escribirse en términos del momen-
tum T = p?/2m; es decir, la ecuacién (D.1)) resulta:

2 e =0 (D.2)

2m  2m

Ahora, considérese la expresién relativista del cuadrado de la energia de Einstein:
[23][16] [19]

E? = p2c2 + m2ct

E?/¢® — m2c? = p?

E? _ mc2 __ i
2mc? 2 7 2m
Reemplazando en (D.2)), se obtiene:
E? U

(

2mc? 2 + 2m
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Y, adoptando la equivalencia para la energia F' = ih% en la ecuacién precedente: [19]

(— 3158y — V7 = )6 (7 1) =
(—370° = B2)6(7 1) = 0

T
(DQ + mhzc )¢<F,t

(“sm i =75 + 3, V)9 1) =0
0

m2c?

h2

(09, +

El resultado [D.4] se conoce como la ecuacién de Klein-Gordon en 4D.



TSCALAR DE CURVATURA DE LA ESFERA S?

Rapidamente, considérese un corto paréntesis, en lo cual se logre hallar: los simbolos
de Christoffel, tensor de Riemann, tensor de Ricci y escalar de curvatura. Para obten-
er los simbolos de Christoffel (de segundo género) no nulos, considérese el siguiente

procedimiento: (Recuérdese la expresion ([3.30))
i)
1 99
0 _ 0,8 99628
Lolo. = 397 29,
1 0202 ag9292

2 06,
1 1 A(r?sin? ;)

5(7“2 sin® 0, 00,

[y, = cotf =I5,
F91 _1 6161 8'99292
0262 2 06,
B 1( 1 )8(7"2 sin? )
N 2 72 891
F§§92 = —sinf cosb,

(E.1)

(E.2)

Sucesivamente, recuérdese el tensor de Riemann de segundo género (3.37)), particu-
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larmente, la componente no nula para él, es:

01 01
R91 _ 6F9292 . 8F9201 + F91 e i P91 e
929192 601 802 0'91 9292 0'92 9291

J(—sin# cos;)  O(cotb;)

_ 01 01 01 02 01 01 01 02
= - + (Tgrg, Targ, + Targ, Tong,) — (Tgtg,Tate, + Talg, Toco,)

00, 005
= —(—sin?6; + cos? ;) — [(—sin b, cos 0;)(coth, )]

01 _ s 2
R929192 — S1n 91
cuya componente covariante (primer género) es:

_ 01
Ry,0,000, = 9010, Rol.0,

= r’sin®6,

luego, el escalar de curvatura es[21]: (recuérdese ((3.51)))

R/ — gul/gaﬂRauﬁy
9920290191 R91929192
1 1. 5 . o
= —— || S1n 9
[Tz Sin2 01][7'2][ 1]

1
= — =k (curvatura de Gauss)
”

Por lo tanto, para éste caso, el escalar de Ricci es:

2
Roy=22-1k =3

siendo coherente con la definicién (4.30)) cuando n = 2.

(E.4)

(E.5)

(E.6)

(E.3)
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