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Introduccion

En matemadticas existen funciones que son lo suficientemente importantes que
ameritan que se les dé su propio nombre, éstas se conocen como “funciones espe-
ciales’. Dentro de ellas estdn las bien conocidas funciones logaritmicas, exponen-
ciales y trigonométricas, y se extienden para cubrir las funciones gamma, beta y
la clase de polinomios ortogonales. El vasto campo de aplicacién de estas funcio-
nes en matemadticas puras, asi como en areas aplicadas como actistica, corriente
eléctrica, dindmica de fluidos, ecuaciones de conducciéon de calor, de onda, etc,
(ver [1], [3], [5] ) ameritan su estudio.

Dentro de este amplio espectro de las funciones especiales, se encuentra los
polinomios de Legendre, que constituyen una familia importante de los llamados
polinomios ortogonales cldsicos. Estos polinomios de Legendre y sus funciones
asociadas aparecen frecuentemente en la fisico-matemaéticas, como soluciones de
la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas. Es precisamente sobre estos po-
linomios, el contenido de la presente monografia.

El concepto, polinomios de Legendre, tiene diferentes acepciones; es decir, no
se define de manera estandar en los libros de texto. Por lo anterior, se hizo una
revision preliminar en diferentes libros, sobre la manera de definir éstos polino-
mios. En el capitulo 1, se presentan las diferentes definiciones de los polinomios
de Legendre encontradas en la literatura consultada. En la secciéon 1.2 se calculan
los primeros polinomios de Legendre de orden menor o igual a tres con cada
una de estas definiciones. El principal aporte del autor en este capitulo, queda
plasmado en la tercera seccién, en el cual se demuestra la equivalencia de las seis
definiciones dadas de los polinomios de Legendre.

En las dos primeras secciones del capitulo 2, se presentan algunas propiedades
de los polinomios bajo estudio, como son ciertos valores especiales que asumen
estos polinomios asi como su paridad. En la seccién 2.3 se establece la propiedad
mas importante de los polinomios de Legendre, como es la relacién de ortogo-
nalidad, la cual queda plasmada en el teorema 1. De este resultado se presentan,
debido a su importancia, tres demostraciones diferentes. La primera de ellas, el
autor de la presente monografia la aprendi6 del director del trabajo, quien en su
momento expresé haberla visto en alguna exposicién, pero “su fragil memoria”
no le permite recordar en donde la observé. La relevancia de esta demostracion,
es que no considera por separado, los dos casos, que usualmente se consideran en
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la demostracion de este resultado, y que figura en los libros de texto consultado, y
que se pueden apreciar en las otras dos demostraciones que se presentan en esta
seccion. El capitulo finaliza con algunas aplicaciones de la ortogonalidad de los
polinomios de Legendre, entre las que se destacan la expansiéon de una funcién
de cuadrado integrable en el intervalo [-1,1] en una serie de Fourier-Legendre, y
la aproximacién de funciones por polinomios.

Finalmente, en el capitulo 3, se presentan de manera original, demostraciones
a los resultados de dos articulos, relacionados con la aplicacién de los polinomios
de Legendre. Demostraciones que el autor del trabajo y su director, consideran
mucho més sencillas que las presentadas por los autores de dichos articulos, (ver

8], [7D).

Con el fin de facilitar y hacer autocontenida la lectura del trabajo, se presenta
en la parte final, tres apéndices, que incluyen algunas definiciones, y resultados
con sus respectivas pruebas, que se utilizan a lo largo de la monografia.
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Capitulo 1
NOCIONES GENERALES

1.1. Algunas definiciones.

Los polinomios de Legendre, en honor al matematico Francés Adrien Marie
Legendre (1752-1833), tienen muchas aplicaciones importantes en fisica mate-
matica, por ejemplo en la teoria del potencial gravitacional, en el estudio de la
temperatura de estado estacionario en una esfera, en el estudio del potencial elec-
trostatico dipolar, entre otras.

En esta seccién se presentan algunas definiciones, que usualmente aparecen en
los libros de texto, que dependiendo del contexto puede ser ttil una cierta forma
de estos polinomios.
Sea f,(x) una sucesion de funciones definidas en un dominio A. Una funcién F(x, t)
oo
se llama una funcion generatriz de {f,} si F(x,t)= ). f,(x)t".
n=0
La idea de las funciones generadoras es que éstas “contienen” la sucesion {f,}, asi
estas funciones F(x, t) pueden resultar ttiles para el estudio de las propiedades de
los elementos de la sucesion {f,}.
Con este concepto, informal, de funcién generatriz introducimos nuestra primera
definicién.

1.1.1. Definicion 1, (Ver [1]).
Sea g(x,t) la funcién dada por

1
VI—2xt+ 2

Los polinomios de Legendre, P,(x), corresponden a los coeficientes en la serie de
Taylor de g(x, t) alrededor de t = 0, es decir

g(x, t) =

x| <1, [H<1.

1 o0
e, t) = ————= =) P,(x0)t",
V1 —2xt + 2 WZ::}
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Los polinomios de Legendre, se pueden definir por medio de una expresién
explicita, como se consigna en la siguiente definicién.

1.1.2. Definicion 2, (Ver [2]).

Los polinomios de Legendre P,(x), vienen dados por la férmula:

n
1[5] (~D@n =20

Pu) = k(- b(n - 200
donde "
= si n es par
511
. n-1
5 si 7 es impar .

La siguiente manera de introducir los polinomios de Legendre, es muy usual
en el estudio de los polinomios ortogonales, viene dada por una férmula de
recurrencia de tres términos.

1.1.3. Definicién 3,(ver [3]).
Los polinomios de Legendre, P,(x), son las soluciones de la siguiente relacién
de recurrencia:
(1 +2n)xP,(x) = (n + 1)Py1(x) + nP,_1(x), n=1,2,3,...
Sujeta a las condiciones iniciales
Po(x) =1, Pi(x) = x.

Para A € C, la ecuacion diferencial de Legendre, corresponde a la ecuacion dife-
rencial ordinaria de segundo orden:

(1-x%)y" —2xy + Ay =0.

De la teoria general correspondiente a las ecuaciones diferenciales lineales, se sabe
que la ecuacion anterior admite dos soluciones linealmente independientes.

En el caso A = n(n + 1), n € IN; se demuestra que una de estas soluciones corres-
ponde a un polinomio de grado n.

Lo anterior permite introducir la siguiente definicién:
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1.1.4. Definicion 4,(ver [4]).

Para n € N, el polinomio de Legendre, P,(x), es la solucién polinomial de la
ecuacion de Legendre:

1- xz)y" — ny’ +nn+1)y =0,

con y(1)=1.

Olinde Rodrigues (1794-1851), economista y reformador Francés, introduce una
expresion explicita para P,(x). En 1816, descubri6 la férmula que se menciona en
la siguiente definicién. Una ventaja de la férmula de Rodrigues es su forma cémo
una derivada n-ésima. Esto significa que en una integral, esta puede ser usada de
manera iterada, en una integracién por partes para evaluar la integral.

1.1.5. Definicion 5,(ver [5]).

Los polinomios de Legendre, P, (x), se definen apartir de la férmula de Rodri-
gues:

1 4

Pu(x) = 2! dxn

(x% = 1)

Finalmente, otra representaciéon “curiosa" de los polinomios de Legendre fué
dada por Laplace en 1817. La férmula integral de Laplace para polinomios de
Legendre queda consignada en la préxima definicion.

1.1.6. Definicion 6,(ver [5]).

El n-ésimo polinomio de Legendre, P,(x) viene dado por

271
P,(x) = %f (x+ Vx2—1cos0) do, n=0,1,2,3,...
0

1.2. Polinomios de Legendre de orden inferior.

El objetivo de esta seccidn es calcular los polinomios de Legedre: Py(x), P1(x) y P2(x),
utilizando para ello cada una de las definiciones establecidas en la seccién anterior.



1.2.1. Polinomios de Legendre usando la definicién 1.

Haciendo uso de la serie binomial (ver (A.1.1.1), Apéndice 1)

1=y = i @.y"

|
p— n:

cona =1/2,y = (2xt — t?), se tiene

o (1 _ 42\
[1- Q2xt— )] = Z(Z)"(zx—tt)

n=0

n! (1.2.1.1)
Para los primeros polinomios de Legendre, esto es Py(x), P1(x) y P2(x) se requiere
de los coeficientes de 1, t, t?, estas potencias de t aparecen solo en los términos
correspondientes a n=0, 1y 2.

De esta manera en la expresion (1.2.1.1) fijamos nuestra atencién en los tres pri-
meros términos:

1
(5)2

1 )

I A 2y 4 N2 _2\2 3
o = 1+ T (2xt —t°) + o (2xt — )= + 0(t")
1 3
) 1\(2
= l+xt—5f+ —(2)2(2>(4x2t2 — 248 + 1) + 0(°)

14 xt— %tz + %(4x2t2) +0(+)

1
=1+xt+ (%x2 - 5)t2 +0(P). (1.2.1.2)

De la definiciéon 1,
1
V2 +1 - 2tx

de esta ultima relacién y de (1.2.1.2) se sigue, al igualar coeficientes de las potencias
correspondientes de t.:

= Po(X) + Pl(X)t + Pz(X)tz + ...

Po(x) =1, Pi(x)=x, Py(x)= %xz - =

1.2.2. Polinomios de Legendre usando la definicién 2.

n
1 o (D @n-20)!

Py(x) = Ek:o Kl(n —k)\(n — 2k)!x ’
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Supongase que n=0,

Z( Y20 - CDU20D! o - (DD oy
< k(=R (= 2017 T (0)10)(-2(0)) (1)(1)(1) '

sin=1

(-1)"(2 - 2k)! _1E)°2-0)0 1 (D)
P = ZZk'l (1 - 2k)x =3 0I(1)(1)! x=3 2mmT ="

para n=2

Py(x) =

Iv CDE-200 ,, 1 (D@2 @-2) ,,
?Zk!(z—k)l(z—zk)!x 20 T Ao’

= (60 -2 =3 (32 -1).

1.2.3. Polinomios de Legendre usando la definicion 3.

Despejando P,,1(x), de la relacién de recurrencia dada en la definicién 3, se

obtiene:
(1 + 2n)xP,(x) — nP,_1(x)

(n+1) ’

Py (x) =

con los valores iniciales

Po(x) =1, Pi(x) =%,
hallamos P;(x) al tomar n=1, entonces
(1+ 2Py - Py(x) _ 1

a = 2(3x2 -1).

Py(x) =

1.2.4. Polinomios de Legendre usando la definicién 4.
Los polinomios de Legendre son la soluciéon de la ecuacion diferencial
(1-x¥y —2xy +n(n+1)y =0, con y(1) = 1.
Para n=1, la ecuacién a resolver es:

(1-22)y" —2x +2y =0, (1.2.4.1)
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suponemos que una solucién es un polinomio de grado 1,
y=ax+b;

de donde

y=a y =0
reemplazando v, , y" en (1.2.4.1), resulta

—2ax +2ax +2b=0,

luego,
b=0,
como y(1) = 1, implica que, 1 = a + b, por lo tanto
a=1.

Concluimos que la solucién polinomial a la ecuacién diferencial (1.2.4.1) es

Pi(x) = x.

Para n=2, la ecuacioén a resolver es:
(1-x}y —2xy +6y=0, (1.2.4.2)

suponemos que una solucion de la ecuacién anterior, es un polinomio de grado
2, es decir
y(x) = ax’ + bx + ¢,

de esta manera
y(x)=2ax+b, y (x)=2a,

reemplazamos v, v,y en (1.2.4.2), y agrupando términos semejantes, resulta
4bx + (2a + 6¢) =0,
de donde

—a
b=0 = —.
yc=3

Asi, el polinomio solucién es
_ .2 7

y(x) =ax 3/
. . , 3 .

como y(1) =1, de la expresion anterior para y(x) se obtiene a = 5 Finalmente, la

solucién polinomial de la ecuacion (1.2.4.2) es
1

3
Pz(X) = §x2 - E
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1.2.5. Polinomios de Legendre usando la definicién 5.

1 d"

Pu(x) = 2np! dxn

(x* = 1)".

Supoéngase que n=0,

d° o 1(1)(1)
PQ(X)Z W@(xz—l) = 1(1) =1.
Sin=1,
d

Pi(x) = ﬁa(xz -1) = %(2}() =X.

Para el caso n=2,
d? d
Pa) = g (® -1 = o (%«u)(f - 1))
- %(4@8 —1)+8%) = %(3x2 -1).

1.2.6. Polinomios de Legendre usando la definicion 6.

27T
P,(x) = if (x + Vx%2—1cos0) db.
27t J,
Sin=0

27T 1

1 1
Po(x) = Ef (x + Va2 —1cos 0)°dO = o= do = ZG
0 0

21 1
=—Q2n)=1.
7 (27

0

Supoéngase que n=1

P1(x)

1 271 1 271 271
Ef (x+ Va2 —1cos0)dO = Z(xf do + Vx2 -1 f cos 6d6)
0 0 0

= %[X(ZTC) + Va2 = 1(sin (271) — sin (O)] = %(2713() =x.
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Sin=2

1 27
Py(x) = — (x + Va2 — 1 cos 0)*d6,
27 Jy

al desarrollar el binomio, utilizar la linealidad de la integral y desarrollar las
integrales nos resulta:

P5(x)

! 212 12 2 12
ZX(H)'FE(?T)X—E?T

21t (3 1 1
= E(Exz - E) = E(?)xz — 1).

1.3. Equivalencia de las definiciones.

En esta seccion se va a establecer que, las seis definiciones dadas en la seccién
1.1 resultan equivalentes, para ello se estableceran las implicaciones que figuran
en el siguiente esquema:

Def 6/<—=|Def1]< s [Def3

Def2 [€ Def4

Def5

1.3.1. Proposicion 1. La definicién 1, implica la definicién 2.
Demostracion.

La definicién 1 de los polinomios de Legendre dada por su funcién generatriz es:

[o¢]

1
— = z P, (x)t". (1.3.1.1)
V2 -2tx+1 4o
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Veamos que es posible expandir la funcién que aparece en el lado izquierdo de

(1.3.1.1), usando la serie binomial. Si | x |< 7 con r arbitrario, y | t [< V1+1? -7,
entonces

|2xt =2 1< 2 | x ||t + [ tP<2r(V1+ P2 =)+ 1+ +72 = 2r V1 + 12
<2rV1+12 =22 4+142r2=2rV1+1r2 =1,

[2xt — 2| < 1.

luego

Haciendo uso de la serie binomial, (ver (A.1.1.1), Apéndice 1)

I-y™= Z(a)%!y, cona=1/2, y=(2xt—t?)

n=0
y de la identidad (ver (A.1.2.1), Apéndice 1)
(1) _ (2n)!
2/, 22l

el lado izquierdo de (1.3.1.1) se puede ver como:

1 = (2n)!
Ve “2tx + 1 — 22!

(2xt — t2)".

Aplicando el teorema del binomio y tras organizar términos, la expresiéon
anterior se transforma en:

VE+1-2ix ZJZ‘ zgnnlv)(k(zn () e, (1.3.12)
En (1.3.1.2) se tiene una serie doble de la forma i ian,k,
n=0 k=0
donde:
Qg = %(mﬂtm. (1.3.1.3)

Utilizando la identidad (ver (A.1.3.1), Apéndice 1)

y la expresion (1.3.1.3), la relacién dada en (1.3.1.2) se puede escribir
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3
i 1 (=Dk@n - 2k)!
\/t2+1 2tx 27 kl(n — k)!(n — 2k)!

n—2k n

Teniendo en cuenta la expresion anterior y la expresion dada en (1.3.1.1), se tiene
luego de igualar los coeficientes correspondientes a t", que

3|
21 (DR -20

Py(x) = — 20 kl(n — k)l(n — 2k)!x ’

la anterior expresién corresponde a los polinomios P, (x) dados en la definicién 2.

1.3.2. Proposicion 2. La definicién 2, implica la definicién 5.

Demostracion.

Supongase que el polinomio de Legendre de orden n, P,(x) viene dado por la
sumatoria:

3l
211 (-1)@n - 2k)!
2027 kl(n = k)!(n — 2k)!

P(x) = X2k, (1.3.2.1)

donde [ ] representa el mayor entero menor o igual a n\2 .
Se puede observar que:

(xZn—Zk)(l) — (2n—2k)x2”_2k_1,

()@ = (2n - 2k)(@2n — 2k — D",

continuando de esta manera, se tiene para la j-ésima derivada:

(0D = (2n - 2k)(2n — 2k — 1)...2n — 2k — (j — 1)x**,
_@n-2k)---2n-2k-(j-1)@2n—-2j-j..3-2-1

x2n—2k—j
1-2-3..2n - 2k - j) ’

en particular para j = n,
(2n - 2k)! ok (2n— 2k)!xn_2k

2n-2k\(n) — =
e = T s = (1 — 2K)!

Teniendo en cuenta esta expresién para la n-ésima derivada del monomio x>~

en (1.3.2.1) y utilizando la linealidad de la derivada, se obtiene:
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2

1 a" (_1)k 2n—2k
2 ki - R (1.32.2)

Py(x) =

si [g] < k < n, entonces n < 2k < 2n, luego 2n — 2k < n, asi que para los indices

k € (n,2n] la derivada n-ésima del termino x?*2* es cero, asi, la suma dada en

(1.3.2.2) no cambia si extendemos la suma desde k=0 a k = n; luego
1 da G VT
Pl = 2ndxn Z kl'(n — k)' ’

multiplicando numerador y denominador por n! en el cociente de la expresion

n n! ,
anterior, y recordando que el nimero combinatorio K m, se tiene:

Po(¥) = 5 dan( 1)k( ) 2n-2k (1.3.2.3)

Por el teorema del binomio

(x2 _ 1)n — i (Z) (_1)kx2n—2k’

k=0
y la expresion dada en (1.3.2.3), se concluye:
n

d 2 n
2”n!dx”(x -

Py(x) =

1.3.3. Proposicion 3. La definicién 5, implica la definicién 1.
Demeostracion.

Sea {P,} la sucesion de polinomios definidos por la férmula de Rodrigues:

1 a4
2"n! dxn

P,(x) = (x?-1)", x| <1, (1.3.3.1)

sean x € [-1,1] y C el circulo con centro x y radio 1, como se muestra en la figura:
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Por la férmula integral de Cauchy para derivadas

dTl
dxn

(x2-1)"= o M w
27111 . (w_x)n+1 ’

de esta manera de (1.3.3.1) se tiene,

1 1 (w? —1)"

P = gn [ L,
(x) 212711 c (w_x)n+1 w

por lo tanto,

- 1 = ((w? - 1)) 1
Py(x)t" =— . dw,
Z (0 2nzfcz(2(w—x)) w— X @
n=0 n=0
Lo - N . 2
asi, si se toma | ¢ | suficientemente pequefio, por ejemplo |f| < 5 (ver nota 1.3.1 al

final de la prueba), para que la serie geométrica que figura en la expresion anterior
converja uniformemente para w € C , entonces

- .1 1 1
HZZO‘Pn(X)t —ij;(w_x).l (wz—l)tdw

B 2(w — x)
_1 2 dw
©2mi ) —tw? + 2w + £ — 2x
1 1

T i c—tw? + 2w + (t — 2x) dw. (13:33)
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Sea f(w) = —tw? + 2w + (t — 2x), los ceros de f, se obtienen resolviendo la ecuacion
cuadratica
—tw* + 2w+ (t—2x) =0,

asi,

w_l—Vl—th+t2 y w_1+\/1—2xt+t2
1 — 7 2 — .
t t

Si hacemos g(t) = V1 —2xt + £2, y tomamos | ¢ | suficientemente pequerio se tiene
una aproximacion lineal para g:

8(t) ~ g(0) + g"(0)t,
pero
g't) = ﬁ luego ¢°(0) = —x,
asi
g(t) =~ 1 —xt,
de esta manera,

1—(1—xt)_x_t_x wN?_—xt
P _t_ ’ Y 2~ P s

es decir, si | t | es suficientemente pequefio, w; estd muy cerca de x, miéntras | w; |
es muy grande; en otras palabras w, estd en el interior de ¢, mientras w, esta en el
exterior de c.

w =

Al aplicar el teorema del residuo para evaluar la integral que figura en el lado
derecho de (1.3.3.3) se tiene:

1 dw = 27 res lw
—tw? 4+ 2w+ (- 2x) f’ ty

y como w; es un polo simple de

?1
res(lw)— lim (w - w) _-1 1 = 1
f U™ w— w, (=W —w)(w —w,)  t (w1 —wy) _2\/1—2xt+t2,

por lo tanto:

1 Tt
dw = —,
‘fc—tw2+2w+(t—2x) v V1= 2xt + 2

teniendo en cuenta esta tltima integral en (1.3.3.3), se obtiene
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P,(x)t" = ——— 1.3.34
Z‘ %) \/1—2xt‘+t‘2 ( )

La expresion anterior se ha establecido, suponiendo que | ¢ | es suficientemente
pequetio, pero la serie del lado izquierdo de (1.3.3.4) es la serie de Taylor de la
funcién analitica que figura en el lado derecho de (1.3.3.4), y su radio de
convergencia es la distancia del origen a la singularidad maés cercana de esta
funcioén; esto es

t=x+i1V1—x2
es decir 1. De esta manera (1.3.3.4) es vélida para todoslost € C, con | t |< 1.

Nota 1.3.1 Six € [-1,1] y w es un punto de la circunferencia con centro en x y radio 1,
se tiene que
lw| =lw—x+x| <|w—x|+|x] <2,

asi,
@ - Dt| _ |Hlw* =1 |t , LA 5
== = Ui =1 < 2 (jwP +1) < 2t
2w-0| 2w=a 2 <3 (ko +1) < 1,
w? — 1)t

luego si se quiere que <1, es suficiente tomar t € C, de modo que |t| < 2/5.

2(w — x)

1.3.4. Proposicion 4. La definicién 1, implica la definicién 3.
Demostracion.

La definicién 1, establece que para | x [< 1,[t|< 1

Ty ZP ()", (1.3.4.1)

derivando ambos miembros de (1.3.4.1) con respecto a t:

[Se]

.x - t _ n_l
(1—2xt +£2)"% Lo,

n=0

utilizando (1.3.4.1) la anterior igualdad se puede escribir como,

[o¢]

it L = T

n=0
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[0e]

Z(x — HP, ()" = ZnPn(x)(l —2xt + )L,
n=0

n=0
la cual puede ser reformulada como:

i:Pn(x)t‘”+1 - xipn(x)t” + i:nPn(x)t”‘1 - 2xinPn(x)t”+iPn(x)t”“ =0,
=0 =0 =0 =0

n=0

ZPn(x)t”“ — xPy(x) — xZPn(x)t” +Py(x) + ZnPn(x)t”‘l - ZxZnPn(x)t” + ZnPn(x)t”” =0,
n=0 n=1 n=2 n=0

n=1

agrupando términos y teniendo en cuenta que, Py(x) = 1, Pi(x) = x, se obtie-
ne,

(o8] [o¢] (o]

2(1 + )P, (x)t"! — xZ(l + 2n)Pn(x)t”+ZnPn(x)t”‘1 =0,

n=0 n=1 n=2

si en la primera sumatoria hacemos el cambio de variable k = n +1; en la segunda
k = nyenla tercera k = n — 1, la igualdad anterior se puede escribir como:

(e}

ZkPk_l(x)tk - xZ(l + 2K)Pe()tF + Z(k +1)P () = 0,
k=1 k=1

k=1
utilizando la propiedad de linealidad de las series convergentes, se tiene que:

(o]

D1+ 2000t = Y [k + VP () +kPra @]
k=1

k=1
de donde se concluye qué, para k > 1

(1 + 2k)xPi(x) = (k + 1)Prs1(x) + kPy-1(x),
y como Po(x) =1, Pyi(x)=x,
se obtiene asi que {P,} satisface la definicién 3.

Vemos ahora qué, la reciprocidad de la proposiciéon 4 también es valida.

1.3.5. Proposicion 5. La definicién 3, implica la definicién 1.

Demostracion:
Supongamos que {P,} es una sucesién de polinomios que satisface la definicién 3,
esto es:

(2n + DxP,(x) = (n + 1)Py41(x) + nP,_1(x), (1.3.5.1)
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Po(X) =1 y Pl(X) =1.

Sea g(x,t) la funcién generatriz de P,(x), es decir:

8lx, t) = ZPH(X)t”, (1.3.5.2)
n=0

al derivar con respecto a t la expresion (1.3.5.2) se tiene:
P,(x)t" ! = W ()" 3.5.
= ZO‘n ()t th:O‘nP (x)t (1.3.5.3)

Multiplicando la relacién de recurrencia a tres términos dada en (1.3.5.1) y toman-
do sumatoria resulta:

Z(Zn +1)xP, ()" = Z(n +1)Pa (X)F + ZnPn_l(x)t”. (1.3.5.4)
n=0 n=0 n=0
Examinemos cada una de las series que figuran en (1.3.5.4), comenzando por

oo

. n n . n ag 1
2(271 + 1)xP,t" = ZxZnPn(x)t + xZPn(x)t = 2xt§ +xg, (1)

n=0 n=0 n=0
en donde se ha tenido en cuenta (1.3.5.2) y (1.3.5.3) respectivamente.

[o¢]

Z(n+1>Pn+1 @t = Z<n+1)Pn+1<x)t”“ = Yrpor =%,

n=1
en esta tltima igualdad se ha hecho uso de (1.3.5.3), finalmente

[o¢]

ZnPn_l(x)t” - tinPn_l(x)t”_l = ti(n +1)P, ()",
n=1 n=0

n=0
es decir,
o0 o0 o0 a
;nxpn_lt" = th:;nPn(x)t” + t;Pn(X)tn = tzg_f + g, (i)
Al reemplazar (i), (ii) y (iii) en la expresion (1.3.5.4), se obtiene:
98 98 298
2xt§+xg §+t§+tgl

que se puede ver como una ecuacién diferencial ordinaria de variables separables
(1 —2xt + tz)% = (—t+x)g,
separando las variables e integrando

1 2t - 2x )
ln(g) = —Efmd ——lﬂ(l 2xt +t ) + InC,,
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es decir

C
(X f) = ——,
§ V1 —2xt + 2
parat =0,
g(x,0) =Cy,
de otra parte, atilizando (1.3.5.2), g(x,0) = Py(x) = 1, de donde se tiene
G =1,
asi,
T+ 2

1.3.6. Proposicion 6. La definicién 1, implica la definicién 6.

Demostracion.
La expresion 1 — 2x + ? se puede escribir como la diferencia de dos cuadrados:

2
1-2xt+£2=(1—-x) -t Va2 -1),

de esta manera

1 1
N == N cona=1-xt, b=tVx2-1, (1.3.6.1)
—2xt+t as —

recordando la férmula integral (ver (A.1.4.1), Apéndice 1)

27
f b g2 0> b,
o a—bcosO 2 — 12

entonces (1.3.6.1) se puede escribir

1 1 1
Vi-2xt+£2 2nJ o 1-xt)—tVx2—1cos6

por hipétesis, el lado izquierdo se puede escribir para | x [< 1, |#|<1como

4o, (1.3.6.2)

[oe]

1
— = Y'p,, (1.3.6.3)
V1 —2xt + 2 nzz;‘
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donde P,(x) son los polinomios de Legendre.

No obstante, de (1.3.6.2) se observa que para tener una expansién valida para

x, se debe tener | x | > 1 debido a la presencia del radical Vx? —1,lo que a su vez
requiere una restriccién sobre t, cuando se tome | x | > 1 si se quiere expandir el
integrado que figure en el lado derecho de (1.3.6.2) como una serie de potencias
que pueda ser integrada término a término sobre el intervalo [0, 27] .

Con el fin de expander [1 — (2xt — 2] /> en una serie de potencias, se requie-
re que | 2xt — * | < 1, que serd el caso si | ¢ || 2x — | < 1. Esta ultima desigualdad
serd valida para x, con | x | < 2 si

HE+ 1) < 1,
P+4t+4 < 5
< V5-2,

de esta forma podemos decir que la expansion en (1.3.6.3) es vélida para | x [< 2
y | t |< V5 — 2. Ahora considerando la integral en el lado derecho de (1.3.6.2) y
observando que éste integrando se puede escribir como

1-u)'= [1 — (xt +t) Va2 — 1 cos 9]_1,

con el fin de utilizar la serie geométrica

LI iu”, (1.3.6.4)

se requiere que | u |< 1, asi, debe tenerse

|xt +tVx2—1cosO| <1,
[t |x + Vx2 —1cos 0| <1,

esta tiltima desigualdad serd vélida si se cumple
H( Va2 -1) <1,

pues | cosO |< 1y la desigualdad triangular.
Si se toma x tal que 1 <| x |< 2, se tendra |xt + ¢ Vx?2 — 1 cos 0] < 1, para todos los
valores de ¢ tales que

H2+ V3) <1,

1
It < =2- 3.
2+ 13
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Asi la expansion en serie en la expresiéon (1.3.6.4) donde u = xt +t Vx2 — 1 cos0,
converge uniformemente en [0, 27], cuando x,t son talesque 1 < [x| < 2,y

It <2 - V3, luego la integracién término a término es valida, de (1.3.6.2), (1.3.6.3)
y (1.3.6.4) se tiene

o o0 1 27T
ZPn(x)t” = Z[E f (x + Va2 —1cos 0)'dO|t",
n=0 n=0 0

validaparal <|x| <2, |t < V5-2, por lo tanto, paral <|x | <2,

1 [ n
Pu(x) = 5- j; (x+ Va2 -Tcos6) do, n=0,1,23,.. (1.3.6.5)
si H,(x) representa la integral en el lado derecho de (1.3.6.5), veamos que

H,(x) = P,(x), x € R

En efecto,

n nn-1 2
(x+ Va2 —1cos0) =x"+nx"'Vx2—1cosO + ( )x”‘z( Vx2 —1) cos? 6+

2!
nn-1)mn-2
ot ( 3)'( )x”‘3( Va2 — 1)3 cos’ 0 + ...+ (Vx2 —1)"cos" O,

se observa que cada término que contiene una potencia impar de Vx?—1 también
tiene una potencia impar de cos 6 por lo que

27T
f (Va2 = 1)*"1 (cos 0)*"1d6O = 0, m € N.
0

De otra parte cada término que tiene una potencia par de cos 8, en consecuencia
su integral no se anula, es multiplicada por un polinomio de grado 1 en x; es decir,

271
H,(x) = %f (x+ Vx2—=1cos0) do,
0

es un polinomio de grado n. Puesto que los polinomios, de grado n, P,(x), y H,(x)
son iguales para x € [1,2] se debe tener que H,(x) = P,(x) para x € IR, finalmente

27T
Pn(x):i (x+ Vx2—-1cos0) d0, n=0,1,2,.. x€eR.
271t J,
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1.3.7. Proposicion 7. La definicién 4, implica la definicién 2.

Demostracion.

Sea y = y(x) una solucién, no trivial, de la ecuacién diferencial de Legendre:
1-x¥)y” -2xy +n(n+1)y=0, (1.3.7.1)

se observa que x=0, es un punto ordinario de la ecuacién (1.3.7.1) en efecto, si f,

g son definidas por

— 1
o= s =",

resulta que f, ¢ son analiticas alrededor de x = 0, pues

[S¢]

1
T Zx2”, para | x|< 1,

n=0

luego £, g admiten desarrollos en serie de potencias en el intervalo (-1,1),
de esta manera, usando el método de series de potencias, resolvemos (1.3.7.1)
suponiendo una solucién de la forma

y=) @k, (1.3.7.2)
k

=0

las dos primeras derivadas de (1.3.7.2) nos da
y = Zkakxk‘l, Y’ = Zk(k — Dagx*2; (1.3.7.3)
k=1 k=2

al sustituir (1.3.7.2) y (1.3.7.3) en la ecuacién diferencial (1.3.7.1), se obtiene

Zk(k — Vg2 — Zk(k — D — ZZkakxk + Zn(n + Do = 0,
k=2 k=2 k=1 k=0

la igualdad anterior, se puede escribir como,

[2a, + n(n + 1)ag] + [6as — 2a; + n(n + Va;] x + Zk(k — D2+

k=4
Z [n(n + 1) — 2k — k(k — 1)] agx* = 0, (1.3.7.4)
k=2
de donde
nn+1
a = - ( > )110,
2—-nn+1
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Con el fin de reducir las dos sumatorias que figuran en (1.3.7.4) a una sola, usamos
el cambio de variable k — 2 = j en la primera serie y el cambio k = j en la segunda;
asi se tiene

Y [G+2)G + Dajia =[G + 1) = nr + D]aj] o =0,

j=2
esta atima produce la relacién de recurrencia

_JjG+ 1) -n(n+1)
YT D2

obsérvese que para j=0, y j=1, se obtiene, respectivamente, los valores de a,,a3
obtenidos con anterioridad.

i=0,1,2,.. (1.3.7.5)

De la relacion (1.3.7.5), es claro que cada coeficiente con subindice par es multiplo
de a9 y cada coeficiente con subindice impar es un multiplo de 4;. Lo anterior
significa que ay determina a, el cual determina 4y, y asi sucesivamente, y 2, deter-
mina a; que a su vez determina a as, ay, d...

De esta manera, si se toma ay = 1,4, = 0, se obtiene la solucién

i) =1+ Z@kxzk,
k=1

sisetomaag =0, a; =1, se obtiene la solucién

2k+1
Aok+1X ’

gk

yi(x) =x+

o~
L

1
por lo tanto 1, y» son linealmente independientes, asi que la solucion general de
la ecuacion de Legendre (1.3.7.1) puede escribirse como

y = apy1(x) + a1y2(x), ao, a1, arbitrarios.

Nota 1.3.2 Aplicando el criterio del cociente, se observa que la serie que determina la

solucion a la ecuacion (1.3.7.1) es convergente; en efecto,

Aiern xk+2
agxk

Aje42
Ay

Iim x?

k—o0

= lim

k—o0

7

de la relacion (1.3.7.5)

1o 1%22| — k(k+1)—nn+1) limk2+k—n(n+1) _q
koo | @ | koo (k+1)(k+2)  kow  K+3k+2
luego
lim | 242] 42 = K2,
k—oo | aj

por lo tanto, la serie converge cuando | x |< 1.
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Nota 1.3.3 De la relacion de recurrencia dada en (1.3.7.5) es claro que si n es un entero
positivo par, se tiene a,., = 0y en consecuencia ay 4 = Apse... = 0, asi tenemos que

Y1(x) = ag + ax* + ... + az, x>,

por lo tanto, y1(x) es un polinomio.
De manera similar, y,(x) es un polinomio, en el caso que n sea un niimero natural impar.

A continuacion se encuentra una expresion explicita para los coeficientes ay.

(i) "serie par".
Supongamos que 7 es un entero par. Si n = 2m, la relacién de recurrencia (1.3.7.5)
toma la forma

L _2k@k+1)-2m@m+1)
H2T 0k 1)(2k+2)

observemos que

k=0,1,2,3, .. (1.3.7.6)

X+ —yy+ D)= -y +x-y=@+Yx-Y+@a-y =x-yx+y+1),

usando esta identidad con x = 2k, y = 2m, en el numerador del lado derecho de
(1.3.7.6), se puede escribir como

(2k — 2m)(2k + 2m + 1) (2m — 2k)2m + 2k + 1)

= o nakry T D T nary 2

por lo tanto,

_ m — 2k + 2)2m + 2k — 1)
ay = (-1) 2k = 1)(20 A2k-2,

_ gy @m =2k + 2)(2m + 2k — 1)Q2m — 2k + 4)@m + 2k~ 3)

= D (2k — 1)(2k) Qk—3)(2k—2) *¥

k

= ((;Ii))' 2m =2k +2)2m + 2k — 1)(2m — 2k + 4)2m + 2k — 3) - - - 2m)(2m + 1)ay,

(=D em)l@m -2k - 1!

T @O @m=—201 @m -1
en donde,

Qs = 2-4-6---(2s),
s+ = 1-3-5.--(2s—1).

Luego

2m)!! i(—nk Qm +2k -1 ,,

N = @m - DL @0 @m - 201
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escogiendo ay, de modo que

(2m)!! "
am -0~ U

se tiene k
_ e (=D @m + 2k — 1)1
y1(x) = (-1) ; OO =30 2

Ahora, reservamos el orden de términos en la suma anterior, para ello efectuamos
el cambio de variables k = m — s, entonces

(-1 @m-2s-1)1 ,

= 1.3.7.7
N Liom—25) (@0 (13.7.7)
4m —2s — !
simplifiquemos el cociente de los dobles factoriales (Am ( 25;' ) , con el fin de
simplificar la expresién, hagamos 2m — s = t, asi
(4m-2s-1" @-1!  1-3-5---Q2t-3)2t-1)
(2s)!! @) 2-4-6---(2s) ’

1-2-3-5-4--- (2t —3)(2t — 2)(2t — 1)(21)!!

25(1-2-3---5)2-4-6---(2t-2)(2t) '
(21)! )

255120(1-2-3---4)  2sttgltl

es decir
(4m-2s-1!"  (4m—2s)!

(2s)!! (22m)s!(2m — s)!’
por lo tanto la igualdad (1.3.7.7) se puede escribir

1 v (-1)° (4m—2s)!
22 L (2m — 2s)'s!(2m — s)!

y1(x) = X33, (1.3.7.8)
que corresponde a P,(x) dada en la definicién 2, haciendo n = 2m.

(ii)"serie impar".
Procediendo de manera similar en el caso de que n = 2m + 1, se obtiene

1 v (-1)° (dm-2s5+2)! S
Zs!( *

Y2 = S 2m+1-25)2m+1—s)! ’ (1:3.7.9)

s=0

comparando las expresiones (1.3.7.8) y (1.3.7.9), con la dada definicién 2 se obser-
va que

(/2] 1k Y
P,(x) = 1Y) @n 2k).xn_2k
2" P k'(n — 2k)!(n — k)!

29



1.4. Otras formas para los polinomios de Legendre.

1.4.1. Forma hipergeométrica.

Mediante una sustitucién adecuada se puede transformar la ecuaciéon de Le-
gendre a una ecuacién diferencial hipergeométrica, la solucion de ésta tltima
permitird dar otra expresion para el polinomio de Legendre de orden n.
Consideremos la ecuacion

1= Y 08 e 1y =0 1411
( x)dxz xdx n(n )y_ ’ ()
conn €N,y sea
1-x
z2=— (1.4.1.2)
con lo cual,
x=1-2z (1.4.1.3)
utilizando la regla de la cadena, de (1.4.1.2) se tiene
dy dydz 1dy
E —_ EE —_ _EE, (1.4.1.4)
d? d? d?
y__12ydz _1dy (1.4.1.5)

A2~ 2dz2dx  4dz2’
reemplazando (1.4.1.3), (1.4.1.4) y (1.4.1.5) en la ecuacién (1.4.1.1) se obtiene

@y dy
z(1 - Z)E +(1- ZZ)E +nn+1)y=0, (1.4.1.6)
que corresponde a una ecuacién diferencial hipergeométrica, (ver nota 1.4). Al
realizar las correspondientes identificacionesy =1, a + f+1=2,-ap =n(n +1),
se tieneque y =1, a = —n, f = n + 1, con lo cual una solucién particular de la
ecuacion (1.4.1.6) viene dada por

2,

-n, n+1
]/=2F1( 1
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por lo tanto, teniendo en cuenta (1.4.1.2), una solucién la ecuacién (1.4.1.1), es
decir P,(x) se puede expresar
1-x
2 7
k

= (—n)(n+ 1)k 11 -
kzz;- k(1)k E( 2x)'

Py (x)

-n,n+1
ZPl( 1

Nota 1.4.1 Si a, 8,y son niimeros complejos, la diferencial hipergeométrica

x1-x)y" +[y—-(a+p+1)y]-apy=0,

admite como solucién general

a+l-y B+1-y
2=y

¥ =y1(x) + y2(x) =2 Fy (ay p x) Cy +2F, ( x) Cy x177,

con Cy, C, arbitrarios (ver (A.3.1.8)),
-Siy =1,2,3,4... una solucién partiular de la ecuacion es y;(x).

1.4.2. El polinomio P,(x) como un determinante.

Utilizando cualquiera de las seis definiciones dadas en la seccién 1.1, hallamos
qué, los polinomios de Legendre para n=0,1,2,3, son:

Po(x) = 1, Pi(x) = x,
_ 3.1 _25_3
Py(x) = X T Ps(x) = X~ %

Empezamos, definiendo

Do(x) = 1=Po(x),
Di(x) = |x]=x=Pi(x),

1lx 1 1 3 1
DZ(x) = E 1 3x = 5(33(2 - 1) = Exz - E = PZ(X)/
x 1 0
1 1 x 1 x 1
Di(x) = —=|1 3x 2|= —[5x -2 l,




luego

x 1

1
3D;(x) = (5x)5 1 3x

- %(2)(2;;) = (5x)Da(x) — 2D1(x).

Las observaciones anteriores, permiten conjeturar que si D,(x), representa el de-
terminante

x 1 O 0
1 3x 2 0
0

2 5x ... 0
D,x)=1. . . ) )

0 0 O 0 n—1

0 0 0 n—-1 2n—-1)x
entonces D, (x) = P,(x). En efecto, al expandir por la tltima columna y luego uno
de los dos determinantes, el correspondiente al menor de (n — 1) por su tltima fila

se obtiene
nD,(x) = 2n — 1)xD,_1(x) = (n = 1)D,»(x), n>2.

Asi, con Dy(x) = 1,Dq(x) = x, D,(x) satisface la relacién de recurrencia a tres tér-
minos dada en la definicién 3 para los polinomios de Legendre, por lo tanto se
afirma qué D, (x) = P,(x).

Esta representacion de P,(x) como un determinante, se debe al matematico Stan-
ley Rabinowitz.

1.4.3. El proceso de Gram-Schmidt.

Otra manera de hallar los polinomios de Legendre, salvo una costante, es atra-
vez del metodo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para el producto interno
definido como

1
(f,8)= I 1 (fg)dx, (1.4.3.1)

cuando los vectores son polinomios en el intervalo [-1, 1], la base a este espacio
es B =1{1,xx2 ..}
Al recordar el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, se tiene

k-1 <Vk; u],>

uk=vk—Z

= (U, u)

donde los V se toman de la base f.
Al ortogonalizar por el método de Gram-Schmidt,

u, (1.4.3.2)
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ePara k = 1, en la expresion (1.4.3.2)
U1 = V1 = 1,
al relacionar U, con Py(x) = 1, decimos,

PQ(X) = LI1 =1.

o5i k=2, en la expresion (1.4.3.2), se tiene

(Va, Uy)
u=v,-—Uu,
2T, Uy

al desarrollar la anterior expresion con los valores V, = x, U; = 1, al utilizar la
definicién (1.4.3.1) para los productos (-, -), se tiene

UZ:JC,

P1(X) = UQ = X.

eDe igual forma si k = 3, al reemplazar en (1.4.3.2)

(V3, Uy) (V3, Us)
Uz = V53— U, —
T UL Uy T (U, Uy
con las equivalencias V3 = x2, dado en la base f inicialmente, U; = 1, U, = x, yel
desarrollo de los productos -, -) se tiene

Wty L (Vb
<u1/ ul> 3, <u2/ u2>

qué al reemplazar en (1.4.3.3) se obtiene

U, (1.4.3.3)

0,

1
Us =x* -,
3=X 3

1
asi, al relacionar U3 anterior con P,(x) = E(3x2 —1),sellega a

3
PQ(X) = EU3

e Si k = 4, reemplazando en (1.4.3.2), tenemos

Vi) Vel (Vi Us)

(Uy, Uy) (Up, Uy) (Vy, U3)
como V; = x*>delabase del espaciodelospolinomiosf,U; = 1; U, = x; Uz = x2-2,
hallados anteriormente, se puede hallar que

Uy = V4 — Us,
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(Vy, Uy) (Vy, Us) (Vy, Uy) 3
U, = Us =0, U, = =(x),
WUy, Uy (v, Uy Y, Uy 2 5()

1
Luego Uy = x° — %(x); como P;(x) = 5(5)(3 — 3x), entonces

5
Pg(.X) = ELL;

Las observaciones anteriores permiten conjeturar qué P,(x) = C,U,4+1, con C, € R,
es decir, los polinomios de Legendre son hallados salvo una constante, apartir del
metodo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, atrevéz de la base = {1, x, X2,

con el producto interno (f, g) = f_ 11 (fg)dx, cuando el espacio es el de los polino-
mios.
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Capitulo 2

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS

POLINOMIOS DE LEGENDRE.

2.1. Valores especiales.

De la funcién generatriz

1 (o)
(x,1) = —————=—==) P,(0)",
8 V1 —2xt + 2 nzz;‘

al sustituir x=1 en la anterior expresion, resulta

1 (ee)
— = E P,(1)t",
V1-2t+12 =

al factorizar el trinomio y cancelar con la raiz se tiene

de donde deducimos que
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De manera anédloga al tomar x = -1, en (2.1.1)

1 1 -
= = Y P,(-1)t",
Vi+2t+£2 (1+10) ;{

nuevamente la serie geométrica puesto que | — | < 1, de la expresion anterior
resulta
Z( 10" = ZP (1)t
n=0
P,(-1) = (="
Si, en (2.1.1) se toma x=0, resulta

1+£2)} = an(())t". (2.1.3)
n=0

Al aplicar la siguiente férmula (ver (A.1.1.1), Apéndice 1),

con la identificacion

la espresion (2.1.3), se transforma en

) (_1)n 1 (th) )
Z (;jv)n - Z Pu(O)F,
n=0 : n=0

si, en la anterior expresioén utilizamos (ver (A.1.2.1), Apéndice 1)
(1) _ (2n)!
2/, 22(n)!

 (-1)"@n)! remt,
22n(n|)2 ZP (0

se obtiene,

n=0

de la igualdad anterior se observa: en el lado izquierdo aparecen sélo potencias
pares de t, asi, para subindices impares P,,,1(0) se tiene que

P21(0) =0
Por otro lado, al comparar coeficientes de potencias pares se tiene

=1)"@n)!

PZ?I(O) = 22n(n!)2 .
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La discusién realizada anteriormente queda resumida en el siguiente resultado.

Proposicién 2.1 Si P, (x) es el n—esimo polinomio de Legendre entonces

pP,(1) = 1, P3111(0) = 0,

Pn(_l) = (_1)n’ PZn(O) = %

Nota 2.1.1
Los wvalores especiales encontrados en esta seccion, se pueden encontrar de una manera
mds sencilla, si se hace 1iso de la definicion 6 para los polinomios de Legendre, en efecto si

27T
P.(x) = %f (x + Vx2 —1cos0) do, (2.1.4)
0

al tomar x =1, en la (2.1.4) resulta
P,(1) = 1 fm (1)"do = i(zn) =1
2w ), - 2m -

Sien (2.1.4) se toma x = —1, se obtiene

271
Pi-1) = o fo (1" 0= (-1 5-2m) = (1)

Finalmente, si x = 0, la expresion para P, (x) dada en (2.1.4) se transforma en:

27T
Pn(O):% f i"(cosO)" 4o, (2.1.5)
0

de la expresion (2.1.5) es claro que para subindices impares de n, la integral es cero, es decir

Lo [ o
P5,11(0) = —12”+1f (cos0)™"*' dO = 0.
" 27 0
Para el caso n sea par:

Pyu(0) = —— f N (-1)"(cos6)™" d6 = 0, f . (cos0)™ dO
T om Co2n o ’
al utilizar la expresion (ver (A.2.3.8) del Apéndice 2)

n/2 |
2 f (cos6y> do = T2
0 221 (n!)

se tiene 1))t
P,(0) = W
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2.2. Paridad.

Veamos que los polinomios de Legendre de orden par, son efectivamente
funciones pares y de la misma manera, los polinomios de Legendre de orden
impar corresponden a funciones impares, mostraremos que

Pon(x) = Pau(—x),
Popii(=x) = —Papi(x),

es decir, mostraremos que

P,(x) = (=1)"P,(—x). (2.2.1)
En efecto, al considerar la funcién generatriz

n
8tet) = NI+ HZO‘P A

de igual forma al reemplazar x = —x, t = —t, en la funcién generatriz anterior, se

tiene que

1 [o¢]
—_ ,_t = P?’l - _1 ntnc
) =~ = D P

De las dos igualdades anteriores, se obtiene el resultado (2.2.1).
Nota 2.2.1

En la relacién (1.4.1), se establecio que P,(x) se puede escribir como una funcién hiper-

geomeétrica
1-—x
2 7
si aplicamos en esta férmula, el resultado, (2.2.1)

Py(x) = (=1)"Pu(=2),

-n,n+1
Pn(x)zzFl( 1

decimos que

-n,n+1|1+x
Py(x) = (-1)" 2F1( 1 > ),

es decir, hemos hallado otra forma de expresar P,(x) como una funcion hipergeométrica.
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2.3. Ortogonalidad.

En esta seccion se establecera la propiedad més importante de los polinomios
de Legendre, la cual, queda consignada en los dos teoremas que constituyen la
seccion.

Teorema 1.

0, Si n#m

1
n m dx =
[1P (X)P,,(x)dx 5

oy =M

Demostracion 1.
Para comenzar esta prueba, haremos uso de la funcién generatriz dos veces, es
decir,

Z P, (x)t"

1—2xt+ t2 —

y sea

VI=2xh+ 12 Z Pl

al multiplicar las anteriores expresiones e integrar la variable x entre -1y 1,

-1 . 1 f Z P, ()P, (0) | (2.3.1.1)
VI =-2xt+ 2 V1 —2xh+h2

n,m=0

tomando la parte izquierda, y al hacer las sustituciones

1+ £ b_1+h2
o207 2n

fl 1 1
= . dx
| \2t@a—x) +2h(b - x)

(2.3.1.2)

se tiene:
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multiplicamos y dividimos por va —x +

[ = \/a— + Vb—x 1 dx

1\/11Tm\/aT+

2\/_
2\/_f\/bx Va—x (a—j—bx)dx

\/_ \/_ dx
2\/_ . Va—x+

si sustituimos
1 1
+ ) dx,
Va-x Vb-x

= Va—x+ Vb—x; entonces —2du = (

por lo qué, la integral toma la forma

—ﬁ[ln(\/a—1+ \/b—l)—ln(\/a+1+ \/b+1)]

_ 1 ln(\/a+1+\/b+1)
Vih \Va—1++vVb-1)

Con el fin de aplicar en la relacién anterior, la férmula (ver (A.1.5.1), Apéndice 1)

& 2n+1
2( z ] - zn(lﬁ), (2.3.1.4)
n=0

debemos encontrar una expresion para z, de tal forma que

(2.3.1.3)

1+z  Va+1+ Vb+1 _

= 2.3.1.5
I-z Na-1++Vb-1 ( :

de donde
A-1

S AT
es decir

_NVa+1l-Va-1+Vb+1-Vb-1
Va—1+ Va+1+ Vo—1+ Vo+1
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al reemplazar los valores de a y b, dados en (2.3.12)

a_1+t2 b—1+h2
o2t T 2n

y luego de efectuar las operaciones indicadas, se tiene que

z= Vht.

Ahora, teniendo encuenta el valor z = Vht, y las expresiones (2.3.1.4), (2.3.1.5), la
expresion para I dada en (2.3.1.3) se transforma en

_ (\/_)2n+1
I= [Z 2n+1))

3 (th)
L= Z[nzo 2n+1]'

al comparar la anterior expresion, con (2.3.1.1), se obtiene

. 2 n ni,m
(nzz;‘szrl](th) :I(ZP(x)P x)]th

n,m=0

de lo anterior se observa: en el lado izquierdo para t y h, solo aparecen potencias
de grado n, mientras qué, en el lado derecho aparecen potencias n 'y m, por lo tanto:

paran #m,

1
0= f: 1 P,(x)P,,(x)dx

1
2 = f P, (x)P,,(x)dx

2n+1 1
con lo cual queda demostrado el teorema.

ysi,n=m,

Demostracion 2.

En esta prueba se hara uso de la ecuacién diferencial de Legendre y la funcién
generatriz, puesto que P,,(x), P,(x) son soluciones de la ecuacién de Legendre de
ordenes m y n respectivamente, se tiene

(1 —x*)P/(x) — 2xP/(x) + n(n + 1)P,(x) =
(1 = x*)P\(x) — 2xP., (x) + m(m + 1)P,,(x) = 0

Multiplicando la primera ecuacién por P,,(x), la segunda ecuacién por P,(x) y
sustrayendo, se obtiene

(1=x%) [P, P/ (x) — P,(x)P.:(x)]=2x [P (x)P.,(x) = Po(x)P.,(x)] = [m(m + 1) — n(n + 1)] P, (x)P,(x),
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la anterior ecuacion se puede escribir
d
{0 =) [Pu@P;,@) = Pu@)P,, ]} = [m(m +1) = n(n + D] Pu()Pr(),

integrando ambos miembros de la igualdad anterior, entre -1 y 1 se tiene:

1
= [m(m+ 1) — n(n + 1)] f P,(x)P,,(x)dx,
-1

por lo tanto , si m # n, se debe cumplir que

1
f P,(x)P,(x)dx =0

1

Para establecer la segunda parte del teorema, usamos la funcién generatriz:

n
1—2xt+ t2 Z‘P @,

n=0
elevando al cuadrado ambos miembros
P Pm tn+m
1 th T—2xt+ £ mZ:aZO‘ n(OPn(x)

entonces integrando desde -1 hasta 1, con respecto a x, se tiene:

f 1- 2xt+t2dx - ZZ ( f P (x)Pm(X)dx) g, (2.2.2)

=0n=0

Realizando la integral del lado izquierdo de (2.2.2) y haciendo uso de lo ya de-
mostrado en la primera parte, la igualdad (2.2.2) se escribe como

. 2 2n
Z;(f [P, (x)] dx)t

-1
> In(1 — 2xt + tz)

x=—1

qué, a su vez, se escribe como

%ln (1 * i) i ( f j [Pn(x)]zdx) 2

n=0

teniendo en cuenta la férmula (ver (A.1.5.1) Anexo 1),

1+t
—ln( ) Z'42n+1 !
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se llega a

- 2 on _ - ! 2 2n
:02”+1t —;{Il[Pn(x)] dx}t )

al igualar, para cada n, los coeficientes de t>", se obtienen finalmente

1 ) 2
L [P, = 52

Demostracion 3.

Sea f cualquier funcién de clase C™ sobre [-1,1], es decir, una funcién con, al
menos, 1 derivadas continuas en el intervalo —1 < x < 1. Si I se puede escribir
como

1
1= | fwp,cod,

usando para P,(x) la expresiéon dada por la férmula de Rodrigues, la integral I se

puede escribir como
L d
= 5 1f(x)dx" (x*—1)"dx.

Al aplicar integracion por partes, con

u = f(x), dv = ;nn(x - 1)"dx,
du = f'(x)dx; = ;: 1 (x> -1

1 -1 )
= ml [f ) & -1)

= 1 1 4n-1
— ’ “w > _ n
x:ll 2mp! Ilf (x) dxn-1 (x 1) dx,
por la presencia del término (x*—1)" = (x—1)"(x+1)", las primeras (n—1) derivadas

se anulan en x = +1, el primer término del lado derecho de la igualdad anterior
se anula, asi

-1 1 ) g1 .
= o f f'(x) dxn_l(x2—1) dx,
s J-1

continuando de esta manera, aplicando (n — 1) veces integracién por partes, se
obtiene:
_ =D

= S ff(”) (x)(x? — 1)"dx.

Si f es un polinomio de grado menor que 7, entonces f™(x) = 0, asf [ = 0. En
particular, esto es verdadero para Py, P;..., P,—1, luego
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1
(P, P,) = f P, (x)P,(x)dx = 0, param < n.
-1

Utilizando el mismo razonamiento, intercambiando m y n, se tiene

1
(P, P,) = f P,.(x)P,(x)dx = 0, param > n,
-1

luego {P,,} es un conjunto ortogonal.

De otra parte, si se toma f(x) = P,(x) y teniendo en cuenta que (ver (A.1.6.1),
Apéndice 1)

2n)!t
P,(x) = 2n(n!)zx + ...
se tiene on)!
(n) _ n .
T
luego
-1 !
I = ) (2n).(x2_1)n dx

2! J_; 2"n!

¢ [
" ey )0
2.2n)! (!
_ 2 ”)zf 1-2)" dx.
221(n!)* Jo
Utilizando la sustitucion x = sen0, la integral I se convierte en

| 77/2
I= 2.(2n).2f (cos6)*"™  do
22n(n!)* Jo

haciendo uso de la siguiente identidad (ver (A.2.3.7), Apéndice 1)
77/2 2n 2
il g 2(1))
fo (cosO)™d0 = A =@

2
I= )
2n+1

Nota 2.3.1
La férmula

1 , 5
[ = 2,

se puede tambien establecer con ayuda de la formula de recurrencia a tres términos y de la
relacion de ortogonalidad
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1
f P,(x)P,(x)dx =0, si n#m. (1)
-1

En efecto, consideremos la relacion de recurrencia
(21 + 1)xPy(x) = (1 + 1)Pysa (x) + 1Py (x), (2)

cambiando en (2), n por n — 1, y multiplicando la iqualdad resultante por (2n + 1)P,(x)
se obtiene

(4n? — 1)xP,_1(x)P,(x) = n(2n + 1)P%(x) + (n — 1)2n + 1)P,(x)P,_»(x), (3)
multiplicando, la igualdad (2) por (2n — 1)P,,_1(x) se obtiene:
(4n* — 1)xP,1 (x)Pu(x) = (n + 1)(2n = 1)Py_1 (X) Py (x) + n(2n — 1)P2__ (x). (4)

Al restar (4) de (3), e integrando con respecto a x entre -1 y 1, utilizando la relacion de
ortogonalidad (1) se llega a:

! _ 1
Il [Pn(x)]2dx = EZ " 1 Il [Pn—l(X)]zdx.

Al iterar la identidad anterior

1
By 2n-1)2n-3
[ eora = EoD223 [p oy

_ 2n-12n-32n-5 By
T n+ln—12n- 3f[P”3(x)]dx

2n—12n-— 32n 5 3
_ - [P
m+12n—12n-3 75f 10T dx,

como

1 1 1 2

f(Pl(x))zdx:f xzdx:2f xX’dx = <,

-1 -1 0 3
entonces .

P, ()] dx =
[ PPy = 5

Teorema 2

{P,}}7, es una base ortogonal del espacio L2([-1,1]).

Demostracion: Ver[3].
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2.4. Aplicacién de la ortogonalidad.

2.4.1. Relacion de recurrencia.

En esta secciéon de demostrard la relacién de recurrencia de polinomios de
Legendre a tres terminos dada por la definicién 3,

(2n + 1)xPy(x) = (1 + 1)Pysa (x) + 1Py (),

para esto haremos uso de la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, su-
pongase que los polinomios {P,(x)} satisfacen la siguiente relacion:

Pui(x) = (Aux + By)P,(x) — C,P,—1(x), (24.1.1)
al organizar (2.4.1.1) de manera conveniente tenemos:
P,i1(x) — AxP,(x) = B,P,(x) — C,,P,_1. (2.4.1.2)

De la expresion (2.4.1.2) notamos qué, el lado derecho es un polinomio de grado
n, esta observacion permite afirmar qué, si, el coefciente principal del polinomio
Pj.1 es Kj;1, entonces

K,.1 —A,K, =0, (2.4.1.3)
donde
1@
T (2.4.1.4)

es el coeficiente principal de Pj(x) (ver (A.1.6.1), Apéndice 1), de esta manera, de
(2.4.1.3)
Kiyi 1 (2n+2)! 2”(?1!)2l

A = _
"TK, 27 [(m+ D 2n

al simplificar, resulta
_2n+1

T on+1

Para hallar el valor de C,, se multipla por P,_1(x) la expresién (2.4.1.2), luego de
integrar resulta

1 1 1 1
[ P [ Axp @i = [ BR@P1@- [ CPA@PAw
_ 1 -1

1 -1 -

Al utilizar el resultado de ortogonalizacién dado en la seccién previa, la expresion
anterior, se convierte en

1
2
) —c (2 241,
[ AP, 1Py = C ( - 1) (2.4.1.5)

46



de la expresion (2.4.1.5), queremos analizar xP,_;(x), esto es:

xpn—l(x) = x[Kn—l(x)n_1 + Sn—2(x)]/

donde S,_»(x) es es un polinomio de grado menor o igual a n — 2, al operar de
manera conveniente, tenemos

Kn—l Knsn—Z(x)x

K. x" + ,
Kn * kn—l

XPn—l (X) =

al sumar y restar por a,1x"!, a,_,x"?, ..., 4y los terminos que le faltan a K,x" para
ser P,(x),

K,
1P (¥) = < Py(®) + Qua )], (24.1.6)
K,S,-
donde Q,_i(x) es la suma de KuSi2()x con —a,_1 X", —a,_,x"?, ..., —a,

kn—l
al retomar la expresién dada en (2.4.1.5) y teniendo en cuenta (2.4.1.6)

" Ko ~ 2
A [ TR0+ QP = G577,

Kn—l ! Kn—l ! _ 2
An{ Kn Il Pn(x)Pn(x) + Kn [1 Qn—lpn(x)dx} - Cn (21’1 _ 1)/

al utilizar el resultado de ortogonalizacién, y el hecho de que los polinomios
{P,(x)} son base para todos los polinomios (teorema seccién previa), decimos qué,
Qu-1(x) se expresa como combinacién de polinomios de grado menor o igual a

n -1, luego:
Kpw 2 ( 2 )
A”Kn 2n+1_c” 2n—1)"

al despejar C,, se tiene

2n—-1K,.; 2
Cn =2y 2 K, 2n+1’
. o 2n—1 .
si sustituimos A,, = 5 K,-1, K, dados por (2.4.1.4), tenemos finalmente
n
C,= .
" n+1

Al utilizar, la propiedad P,(1) = 1 en (2.4.1.2), y sustituir los valores encontrados
para A,, C,, se tiene

1-A,=B,-C,,
_2n+1 n

B,=1 + =
n+1 n+1
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Finalmente, al sustituir

2n+1 n
= Bn:0/ Cn: s
n+1 n+1

n

en la ecuacién (2.4.1.1),

2n+1 n
) n( )_ Pn—lx

P,.(x) = (
w1 (%) n+1 +1
de donde se tiene la relacion de recurrencia

(n+ 1)P,y1(x) + nP,_1(x) = (2n + 1)xP,(x).

2.4.2. Serie de Fourier-Legendre.

De acuerdo con el teorema 2 de la seccion 2.3, si f € L?[—1, 1] existen costantes
A € C, tal que,

f6) = ) APu(w),
k=0

en donde Ay, segtn el teorema 1, viene dada por

1
A= 2k 2+ 1 f FOPidx, k=0,1,2,.. (2.32.1)
-1

Ejemplo 1.
Expandir f(x) = x* en una serie de Fourier-Legendre.

Solucion.
Se debe encontrar los coeficientes Ay, k =0,1,2,3, ..., tales que

x2 = Aopo(X) + Alpl(X) + A2P2(X) + A3P3(X) + ...

3. -1 5.-3
Ag(D) + A1(x) + Ay (—xz—) + A; (—x3—x) .

2 2 2 2

puesto que el lado izquierdo, es un polinomio de grado 2, se debe tener que
A3 = A4 = .= O, Asi:

2 _ At At A
xX- = o+ AA1x + ZEXT

1 3
= Ao— EAZ +A1X+ EAQX ,
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1 3
ZKO 21 lz E/ 1&1 [/ 2‘ XZ 1/

entonces

por lo tanto

Ejemplo 2.
Expandir la funcién f(x) = x> en una serie de Fourier-Legendre.

Solucion.
Supoéngase que

3
=Y APy(w),
k=0

entonces de acuerdo a (2.3.2.1)

1
A, = k1 f PP)dx, k=0,1,23,.

2 1
luego,
1 ! 1 !
Ay = §[1x3Po(x)dx=§le3dx=0,
3 1 3 1 1
A = —f x3P1(x)dx:—f x3xdx—3f xtdx = -,
25 2J5 0
5 13 5 ! 53, 1
A, = 5 _1x PZ(x)dx—Eflx Ex -3 dx =0,
7 13 7 13 5, 3 2
Ay = E‘[lx P3(x)dx:§[1x. Ex —Ex dng,
asi

3 3 2
X = A1P1(X) + A3P3(x)x3 = gp1(X) + gpg;(X)

Los dos ejemplos anteriores sugieren que f(x) = x",n € IN, se pueden escribir
como una combinacién lineal de los polinomios de Legendre P,(x), en la cual
aparecen s6lo polinomios de orden par, si 1 es par; y s6lo polinomios de orden
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impar en caso de que 7 lo sea; en efecto, éste es el contenido de las dos siguientes
proposicones.

Proposicion 1.

Para f(x) = x*,k € N, se tiene

_ izZm(sz +1)(2K)!(k + m)!
2k + 2m + 1)l(k — m)!

PZm(x)-

m=0

Demostracion.
Se sabe que

2k
f) =% = Y APy(x),
n=0

donde

1
A, = 2”; L f 2P, (x)dx. (23.2.2)
-1

Si n es impar, la funcién x*P,(x) es impar, de donde la integral que figura en
(2.3.2.2) debe ser cero. Ahora bien, al considerar el caso n par, es decir n de la
forma n = 2m en (2.3.2.2) se tiene

am+1
A= 21 foszmmdx, m=0,12, *k (23.23)
-1

Utilizando la férmula de Rodrigues para polinomios de Legendre, la expresion
para Ay, dada en (2.3.2.3) se escribe como

@m+1) A
S —1)™"d
2 = St ), g 1A%

al integrar por partes 2m-veces, la igualdad anterior se expresa

dm+1 ot o
2 = Do m)] f T (r )0 = 1), (2.3.2.4)
*J0

como la derivada de orden 2m de la funcién f(x) = x* viene dada por

f(2m)(x) — (x2k)(2m) — (znizi();k)!XZk—Zm’

la igualdad (2.3.2.4) se transforma en

_(@m+1) (2K L em .
Ao = 20 m)! @i — 28] fo ()0 — 1y, (23.2.5)
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mediante la sustitucion t = x?, y dado que

_ I)I'(w)
S TG+u)

1
f £71(1 - 1) dt = B(s, u)
0

con ,
s:k—m+(§),u:2m+1,

de la igualdad (2.3.2.5) se obtiene

1R T(k—m+1)
2m = 22m+1(2m _2k)|r(k+ "+ %)/

teniendo presente, la férmula de duplicacién para la funcién gamma (ver (A.2.3.4),
Apéndice 2)

(2.3.2.6)

VrT(2z) =25 T(2)T (z + %J

con
z=k-m, z=r+m,

respectivamente, se tiene

1 1
r(k_m+§)_ r(k_””i) a1 D@k —2m) T(k+m) 1
I’(k+m+§) (k+m+%)1‘(k+m+%) T(k —m) T(2k +2m) (2k + 2m + 1)

Asi, la expresion para Ay, dada en (2.3.2.6) se transforma, teniendo en cuenta la
relacion de recurrencia (ver (A.2.2.2), Apéndice 2)

I'(w+1) = wl'(w),
y el hecho (ver (A.2.2.5), Apéndice 2)
IF'p+1)=p!, peN,

en
224+ 1)(2K)! (K + m)!

C Qk+2m+1) (k—m)’

AZm

obteniendose asi el resultado.

Al seguir un procedimiento similar al del ejemplo anterior, se tiene el siquien-
te resultado.

Proposicion 2.
Para f(x) = x**1, k=0,1,2,,, se obtiene

k
22m+l(4 2k +1)! 1!
=y @+ QK+ DIk +m+ DL,
m=0

(2k + 2m + 3)!(k — m)!
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Proposicion 3. Identidad de Parseval.
Sea f € L*([-1,1]), y {a,} los coeficientes de f en la serie de Fourier-Legendre.
Entonces

1 ) & El%
L[f(x)] dx = 2,12:0‘2”* -

Demostracion.
Por el teorema 2 de la seccién (2.3) se tiene

al elevar al cuadrado
[ = (ianm)) (iampmm),
n=0 m=0
e integrar entre -1 y 1 con respecto a x.
f [f()P = Z . f P, (x)pn(x), dx
n,m=0

y utilizar la propiedad de ortogonalizaciéon dada en la seccién 2.4, la expresion

inicial resulta - ,
an
f[f(x)]2 (2 +1) Z;(2n+1)'

Nota 2.4.1 Es claro de las dos primeras proposiciones anteriores qué, cualquier polinomio
en la variable x, se puede escribir como una combinacion lineal de los polinomios de
Legendre.

2.4.3. Aproximacién de funciones por minimos cuadrados.

Sea f una funcién continua definida en el intervalo [-1, 1], y consideremos el
problema de aproximar a f, en el sentido de los minimos cuadrados por polino-
mios de grado menor o igual a 7, es decir, si

1
= f 1 [f(x) — p(x)]dx, (2.3.3.1)
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el problema consiste en encontrar un polinomio p(x) para el que la integral en
(2.3.3.1) tenga el valor minimo posible. Si p(x) es un polinomio de grado menor o
igual a 1, entonces en virtud de la nota 2.4 de la seccion anterior, se puede expresar
como

p(x) = boPo(x) + b1P1(x) + .. + b,P,(x), (2.3.3.2)

en donde P;(x) es el polinomio de Legendre de orden j. De esta manera, teniendo
en cuenta la expresion para p(x) dada en (2.3.3.2), la integral I de (2.3.3.1) se puede

escribir como ,
1 n
= f fx) - Zkak(x)dx} dx,
-1 k=0

I= f i(f(x»z—z;bk [ f FOOP@)dx | + f gbkmm

debido a la linealidad del producto interno y la ortogonalidad de los polinomios
de Legendre el tércer término del lado derecho de (2.3.3.3) se transforma en

jj ibkpk(x)

k=0

2
dx, (2.3.3.3)

2
dx

I
/\
[1-
S
=
g~
=
=
Nl
[1-
S
=
i~
>
~
=
~
~

= <b0po +b1P1 + .. +bnpn;b0P0+b1P1 + .. +bnpn>

b02 <PQIP0> + b12 <P1,P1> + ..+ an <Pn1 Pn>

Zbkz (Pi,Pr)
k=0

v 2l
S L2k + 17
k=0

(2.3.3.4)

De otra parte, si a; son dos coeficientes en el desarrollo de Fourier-Legendre de la
funcién f, entonces

1
f 1f (X)Pr(x)dx = 2k2+ 7% (2.3.3.5)

de las relaciones dadas en (2.3.3.4) y (2.3.3.5), la integral I de (2.3.3.3) se puede
escribir como

1 n
~ 5 2bk
1= [ ooy

1 n n
2 2
sz (f(x)zdx+§ 2k+1(bk—ak)2—§ 2k+1ak2.
-1 k=0 k=0
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En la expresioén anterior, los a; son fijos, de hecho vienen dados segtn la relacién
(2.3.3.5), asi, que si se quiere que I asuma el valor minimo se debe tener que by = a;
parak =0,1,2..n.

De esta manera, el polinomio p(x) que minimiza la integral.

1
_ 3 2
= f 1) = peof

viene dado por el polinomio

n

p(x) = ) aPi(x),

k=0

con
2k +1

f FOP()x.
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Capitulo 3

COMENTARIOS A DOS
ARTICULOS.

1 1

3.1. Otra mirada para las series de —, —.
ud
2k-1
Calculandolos coeficientes de Fourier-Legendre para la funcién ( A\ azxz) ,
1

1
Levrie [8], hall6 en 2010 las siguientes formulas para 3

4 &yt ()

n - — 2n-1Dn+1) (n")?’ (3.1.1)
4
an+1)  (3)

Z‘ (2n 1)2(n + 1) (n!)*’ (3.1.2)

donde
@p,=a(@+1)---(@@a+n-1).

El objetivo de la presente seccion, es establecer las férmulas (3.1.1) y (3.1.2), usando
para ello, propiedades de los polinomios de Legendre y la funcién hipergeomé-
trica.

De acuerdo con la definicién 1, del capitulo 1, se tiene

P, (x)t", (3.1.3)
V1 —2xt + i,‘2 Z‘
transformando la cantidad subradical del lado izquierdo de (3.1.3)
2 2
1-2x+# = 2t(1 ;rtt - x) =2t(d—-x), con d= L ;rtt p (3.1.4)
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asi de (3.1.3) se tiene

d - ZP(x

Multiplicando ambos miembros de la igualdad anterior por f(x) = (1 - xz)k‘%, e
integrando con respecto a x, se obtiene

_ 1 1 ! NS il 1 red )
_ﬁ‘[l(d—x) (1-x% dx—Zl‘[l(l—x) Pn(x)dx]t. (3.1.5)

n=0

1+
Mediante la sustitucién Tx = s, el lado izquierdo de (3.1.5) se escribe como

I=

: .
% d+1fs’<—%(1—s)k-% (1—dils) ds. (3.1.6)
V 0

Al utilizar la siguiente representacion integral de Euler para una funcién hiper-
geométrica ,F; (ver (A.3.2.1), Apéndice 3),

A, B I'(C) e B _
2F1( C ' ): m . SB 1(1 —S)C B 1(1 —ZS) AdS,

mediante la identificaciéon

1 1 2
B—k+§, C—2k+1, A—E, Z—m,
la integral I en (3.1.6) se transforma en:
2% Tk+3) Lok+1] 2
T VVaiTEk+1) P\ 2%k+1 [d+1)

si en esta dltima igualdad, reemplazamos el valor de d, dado en (3.1.4) y teniendo
en cuenta que I'(p + 1) = p!, p € N (ver (A.2.2.5), Apéndice 2), la relacién para I
de la anterior expresion se escribe como

C2%T(k+ 1)’ 1 oLkl
T+ @ !

i). (3.1.7)

2k +1

Al utilizar la férmula de transformacion (ver (A.3.2.1), Apéndice 3)
4¢ 1_
2P1(A b —):(1+t)2A2F1(A' A+;-B tz),

2B |(1+1)? B+3
aplicada a la funcién hipergeométrica que figura en (3.1.7), con la respectiva
identificacion
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1 1
A=—, B=k+ =,
2

se tiene, luego de simplificar que

22T (k + 1y? L1y

7).

Al usar la definicién de la funcién hipergeométrica ,F; como serie de potencias,
se tiene que la igualdad anterior se escribe como

2T (k+3) i(%)n (2 _k)”tz".

I= (2k)! (k + 1),n!

k+1

(3.1.8)
n=0

Al comparar las expresiones para I, dadas en la parte derecha de (3.1.5) y (3.1.8)
se concluye que

e B d
[1 (1 —xz) Py, (x) dx = o 2 ;!(ki_ T (3.1.9)

Ademés, si Ay, representa los coeficientes de Fourier-Legendre de la funcién

f@) = (1223,

se tiene que

1
S [ - e,

asi que, de la igualdad anterior y de (3.1.9),

Cdn+1 24T+ )P (9)a(G =0
2 (2k)! nl(k +1),

AZn =

Aoy (3.1.10)

Como

(1 - xz)k_% = i Aoy Pon(x),
n=0

tomando x = 0, teniendo en cuenta (3.1.10) y el valor especial dado en la proposi-
cién 2.1 del capitulo 2

(=1)"(2n)!
P2n(0) = W’
se obtiene
0 " 1_ 1) 2n)!
(2k)! - Z(_l) (4n + 1). (2 )n(2)n( " - (3.1.11)
22k—1{r (k + %)} n=0 2 (k+ 1), 220 ()
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De la férmula de duplicacién para la funcién gamma (ver (A.2.3.4), Apéndice 2)

o) 20e

2] 2%k
ademds se tiene la identidad (ver (A.1.2.1), Apéndice 1)

1l (@n)!
2 : 2y

luego la igualdad (3.1.11) se transforma en

22k+1(k!)2 1 ~ © i (% _ k)n > 1
QK ;(_1) (4n+1) k+1), <%)n e (3.1.12)

Ahora, sien (3.1.12) se toma k = 1, y teniendo encuenta la expresion (ver (A.2.1.3),
Apéndice 2)

(3-1)
2 n_ 1 1
2), ( 1)(2)n n—-Dnl(n+1)
tenemos que
3
4 SED T En () g
no@n-1) (n+1) ()

que corresponde a la férmula (3.1.1).

Finalmente, si en la férmula (3.1.10) se toma k = 1, se obtiene luego de simplificar

1 2
_ (@n+Dn (E)n 1
4 ) @n-1m+1)

AZn
por la identidad de Parseval (proposicién 3, seccién (2.4.2))

1 2, x5

en el caso f(x) = (1 - 22)'? se tiene

4
! O 2 (@n+1pe? 1 (2)
f_ (1-2)dx =}, @n+1) 16  (2n-12m+ 12 mht

1 n=0

Finalmente, al desarrolar la integral y al organizar los terminos de la expresion
anterior se tiene la demostracion a la expresion (3.1.2), es decir, se tiene

32y (),

3r L (2n — 1)*(n + 1)* (1)’
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3.2. Acerca del articulo A Legendre Polynomial Inte-
gral.

Si {P,(x)} es la sucesiéon de polinomios de Legendre, el autor en [7], demuestra
la siguiente férmula integral

1 1 _ (_1)71
j; Pn(2x - 1) log[;] dx = m, n>1. (321)

El autor del articulo referenciado considera que la férmula dada en (3.2.1) es apa-
rentemente nueva. El objetivo de esta seccién es presentar otra demostracion de

la férmula (3.2.1), que considero es maés sencilla.

Sea |, la integral a evaluar, es decir,

1 1
I= f P,(2x — l)log(—] dx.
0 X

z=2x-1,

Sea

de modo que

dx = %dz,

cuandox =0, z=-1ycuandox =1, z =1, de esta manera

I ! lP 1 —2 d
_§I1 ”(Z)ng+1 Z.

Teniendo en cuenta la expresién para P,(z) dada por la férmula de Rodrigues, se
tiene

A B n 2
=3 f i 1) oo

Al utilizar integracién por partes n-veces, resulta

! 1”121”dn1 2 d 3.2.2
2”+1n!(_)‘[1(z_)@ 8 z+1 & (3.2.2)
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pero,

d 2 _

2 2 ~
g (1) = 1AM+,
—31 (i) = (-1)’()Q)1 +2)2
508\ = (DDA +2)7

continuando de esta manera, por inducccién matematica, se establece que

dn 2 n -n
T log(m) =-D)'"n-DI1+2)7",

teniendo en cuenta ésta expresion, en el integrando del lado derecho (3.2.2)

—(;ml? f (@ =1+ 1) "z = o f (z - 1)'dz, (3.2.3)

efectuando la integral

f(z 1y = 0

Asi, de la expresion anterior, y la expresion (3.2.3), se tiene

_(_2)n+1 (_1)n2n+1
4 n+1 T T+l

B 1 (_1)n2n+1 B (_1)11
2y n(n+1)  nm+1)

por lo tanto se tiene la demostracion para la proposicién

_ %
I—‘fOP(2x—1)log[ ]dx_n(n+1)'
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Apéndice 1

Algunas férmulas tiles.

1. La serie binomial.

Paraae C,yx € R, con| x |< 1 se tiene

(1-x)"= Z(a)nz—j. (A.1.1.1)
n=0

En efecto, sea f(x) = (1 — x)™, f resulta una funcién analitica en x = 0, luego f se
puede desarrollar en una serie de Taylor alrededor de x = 0; es decir,

=, Fm (0
f) = Z.f nf L, (A.1.1.2)
n=0 :
pero,
D% = —a(l-x)""(=1)=a(l-x)"

A = a@+1)1 -x) "2 = (a),(1 — x)"?
O = (@),@+2)1-x)" " = (a),(1 —x)" @

f(”)(X') = (@),(1-x)""",

en particular,
£(0) = (@),

luego de (A.1.1.2) se obtiene el resultado:

=Y D
n=0 '
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2. Pochhammer (%) .

n

Sin € N, entonces

(%) _ éﬁ”:' , (A12.1)

recordemos que el simbolo de Pochhammer se define por la relacion
(@),=a@+1)@a+2)---(a+n-1),

de esta manera

1 1(1 1 1
(s o
135 21-1 1-3:5---(2n-1)
= Sryg TS o
0 1-2:3-4-5---2n-1)(2n) _ (2n)!
- 21(2 -4 ---(2n)) _2n(1.2)(2.2)...(2.n)
@) (@2n)!
~2n.npl o 22yl

3.Una sumatoria doble.

7 co [n/2]
Zzan,k - nZan_k,k (A.1.3.1)
n=0 k=0 n=0 k=0

Con el fin de establecer la férmula (A.1.3.1), se establece, procediendo de manera
formal, primero las identidades dadas en el siguiente resultado.

Lema 1.
(o] (o] (o] n
Y Yo=Y anix (A.1.3.2)
1n=0 k=0 n=0 k=0
0o 00 oo [n/2]
ZZan,k = Z Ap—2k k, (A133)
n=0 k=0 n=0 k=0
Demostracion.

Para demostrar (A.1.3.2), consideremos la serie de potencias

o (o]
2 ) aut™,

al introducir los nuevos indices de sumacién j y m dados por
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Asi, el exponente (1 + k) de la serie anterior es
m+k)y=(m-j)+j=m.

Puesto que 1 y k son enteros no negativos, entonces j > 0y m — j > 0; es decir
0<j<m.
luego

S © m
RIITEE ) W
n=0 k=0 m=0 j=0

la identidad (A.1.3.2) del lema se obtiene tomando t = 1 y reemplazando los
indices de sumacién m, y j del lado derecho de la igualdad anterior por n y k
respectivamente.

La demostracién de (A.1.3.3) sigue la misma estrategia; consideramos la serie

introduciendo los nuevos indices

k=j n=m-2j

n+2k=m-2j)+2j=m
comon >0yk>0entoncesm—2j>0, j>0
de los cual se tiene 0 < 2j < m,m > 0, de esta manera 0 < j < E,ypuesto que j es

un nimero entero, el indice j recorre desde 0 hasta [m/2]; luego se obtiene

0o 00 oo [m/2]

+2k _
LYot =), ) anat”
n=0 k=0 m=0 j=0

la parte (A.1.3.3) del lema se obtiene tomando t = 1 y efectuando los cambios de
las letras m y j del lado derecho en la igualdad anterior, por m y k respectivamente.
Ahora es claro que de las igualdades (A.1.3.2) y (A.1.3.3) se obtiene (A.1.3.1),pues,

0 n 00 00 oo [n/2]
Z A = E z Antk e = E E An—kk
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 k=0
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4. Una férmula integral.

27T
1 27
——d0 = ——,sia>|b]|. A.13.1
j(: a—bcos0 Va2 — 2 sta>|b] ( )
Demostracion.

Utilizando métodos de integracién que se aprenden en un curso de calculo inte-
gral, es posible establecer (A.1.3.1). No obstante, preferimos el uso de la variable
compleja, en especial el teorema del residuo para calcular esta integral.

Por el cambio de variable

z = ¢, (A.1.3.2)

la integral con respecto a la variable real 0 de 0 a 27, se transforma en una integral
de linea a lo largo de la circunferencia con centro el origen (0,0) y radio 1.
De la férmula de Euler:

ez@

=cosB +isin6,
se obtiene
ef 4o z+1 241
cos O = 5 = = (A.1.3.3)
al derivar (A.1.3.2) con respecto a 0, se tiene
1
do = Edz, (A.1.3.4)

reemplazando (A.1.3.3) y (A.1.3.4) en la integral a evaluar se tiene

2 :
m 1 2z 1
e =,
fo a—DbcosH k=1 20z — bz — b 2

_256 LR (A.1.3.5)
= . Z 1.0,
bi lzl=1 z2 — Zfz +1

. . .. a
Si z1,z5 son las raices de la ecuacion z* — EZ +1=0,

entonces

a

z? — ZEZ +1=(z-21)(z—2),
donde
a+ Va% - b? a— Va? - b?
=7 Ya=—71"—"—",
b b
como a >| b |, ambas raices son reales, y que el tinico punto singular de la funcién
1
z) = ——0,
f@) 2-2z41

en el interior de la curva | z |= 1 es un polo simple en z = z;, ast:
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(z —z1)
—21)(z — 22)

Res (f1,z1) = lim,_;, f(2).(z — z1) = lim,_,, B
1 -b

Z1 — Z2p B 2 Vg2 _bZ.
De esta manera utilizando el teorema del residuo y (A.1.3.5) se obtiene:

o -2 —4dn b
f(; T heosO bcos@de = EZmRes(f,zl) = P

270
f 1 16 = 27 .
o a—bcosO 2 — b2

de donde,

5. Una serie especial.

Si| z |< 1, entonces

1+z 241
( ) ZZn L (A.1.5.1)

Demostracion.

para |z |< 1, se tiene que

- 1

E (-1)'z"=1-z+22-2>+ ... =T1s (A.1.5.2)
. n — 2 3 — 1
E Z'"=14+z+z°+2z°+ .. =15 (A.1.5.3)

n=0
es conocido que la serie geométrica converge uniformemente en su circulo de
convergencia, por lo tanto integrando término a término en (A.1.5.2) y (A.1.5.3)

se obtiene
b n_n+1
Z 1) = In(1 +2),
n=0
e n+1
_Zn+1 In(1 - z)
de donde
In (“ )_z (1+2)—In(l—z) = [Zfl ey (A15.4)

1-—

si en la serie dada en (A.1.5.4), n es 1mpar (-1)"=1=0, luego

1+z L2+
( ) Z2n+1 '
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6.Una expresion para el coeficiente principal de polinomio de Le-
gendre.

El coeficiente principal para el polinomio P,(x) es:

1 (2n)!

"= R (A.1.6.1)

En efecto al considerar la expresion para los polinomios de Legendre dados por
la serie

[5] K
_ Iy (CD'@n =2k
Pu(0) = 2n;;k!(n —k)!(n — 2k)!x B

Notamos qué para k=0, se obtiene el coeficiente principal del polinomio P,(x), al
cual llamaremos K,,, es decir

1(-1°@n)! 1 @n)!

K= 20 pln! 2n ()2
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Apéndice 2

"Funciones especiales."

1. Simbolo de Pochhammer.

paraa € C,n € N, se define («), por

ala+1D)(a+2)---(a+n-1), n>1.
1, a#0, n=0. (A2,1,1)

La funcién (a), es una generalizacién del concepto de factorial de un ntimero
natural, puessia = 1; n € N, se tiene

Dy = DR)E)..(n) = nl.

El simbolo de Pochhammer («),, satisface la férmula de duplicacién:

(a))’l 2 2 ( e )

En efecto, la férmula (A.2.1.2) se cumple sia = 0.
Supongamos qué

a#0.

eParan =0, (A.2.1.2) se cumple trivialmente.

oSin=1
@)y = (@), = a(a + 1),

#(3) (5] e
= = a\x .
21 2 1

de igual forma
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Suponiendo que (A.2.1.2) se cumple para un cierto n € IN, veamos qué también
es valida paran + 1:

@iy = (@2
= ala+1)- - (a+2n+2-3)a+2n+2-2)(a+2n+2-1)
= afa+1)---(a+2n—-1)(a+2n)(a+2n+1)
= (a)y,(a+2n)(a+2n+1),

haciendo uso de la hipétesis de induccion

2 2
S al (a+1 5 o 5 a+1
E 5 E +n 5 +n
n n
S22 o o a+1 a+1
22Tz ) [
2 2 '
n+1 n+1

Otra identidad mediante la funcién Pochhammer es la siguiente

(% - 1)1’[
@

En efecto, haciendo uso de deficion de (A,2,1,2) se tiene

-1, (&) GEE ()
@. @) (@ +n-1) ’

multiplicando el numerador y denominador por (n - %) ,

t-n,_F)E)GE) (G-

2 M@)GB) - (m)(n+1) (n - %)

@)1y = 22"(3) (04 ’ 1] (a+2n)(a+2n+1)

1 1
=D (E) @n—Dul(n+ 1) (A213)

Una nueva aplicacion de la definicién del simbolo de pochhammer, se obtiene:

-, (3)0) - )

(2), nl(n + 1) (n B %) 2), 2n—1nln+1)
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2.Funcion Gamma.

siz € C, con Re(z) > 0 se define

I'(z) = f e ' ldt, (A.2.2.1)
0

ra) = f eldt = —
0 _1

Al utilizar integracién por partes, para evaluar la integral que figura en (A.2.2.1)
se tiene

siz =1, se tiene

* 1.

t=0

u = e’ dv = ¥ ldt

1
du = —e! v=-F,
z

et

= 1 e
L + - e tdt,
t=0 ¢ 0

I'z) = .

1

0 1
- f etV = T(z 4+ 1),
0 z

@) = -

por lo tanto, se tiene que la funcién Gamma I'(z) satisface la relacién de recurrencia
I'z+1)=2zI(2), (A.2.2.2)
al iterar la relacién anterior

I'z+2) = I'(z+1D)+1)=+DI'(z+1) =z(z+ 1DI(2),
[(z+3) = T((z+2)+1)=(z+2)[(z+2) =z(z+ 1)(z + 2)['(2).

Continuando de esta menera, se puede establecer por inducciéon matematica:
I'z+n)=z(z+1)(z+2):---(z+n—-1I(2),
es decir,
I'(z+n) =(2),I(2). (A.2.2.3)

la igualdad anterior establece una relacién entre la funciéon Gamma y el simbolo
de Pochhammer.

Si en la formula de duplicacién (A.2.1.2) se toma a = 1,1 = k, Se tiene
(1
(1) = 2% (5) ),
k
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es decir,

2! (1
2%k |2
De otra parte, de (A.2.2.3) setoman =k, z =
r L k
2) " (1)
k —_

De las dos igualdades anteriores se concluye

N[~ &

1) T(}).@o
Si en la formula (A.2.2.3) se torma z=1 se tiene
I'n+1)=1),I'Q)=n. (A.2.2.5)

3. Funcidén beta.

La integral que define la funcién Gamma en (A.2.2.1) se conoce como integral
de Euler de segunda clase. La integral de Euler de primera clase, es integral si-
guente que define la funcién beta.

Si Re(x) > 0, Re(y) > 0, la funcién beta de Euler es la integral

1
B(x,y) = f FN1 - 1Y, (A.2.3.1)
0

mediante la sustitucion
t = sen®o,

la integral anterior, se transforma

70/2
B(x,y) = f (sin 6)**(cos 6)* *2 sin O cos 6O
0

/2
2 f (sin 6)*!(cos 6)* 140,
0
asi se tiene
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TT/2
f (sin 6)*'(cos B)*'d6 = %B(x, v). (A.2.3.2)
0

En la siguiente férmula se establece la relacién entra la funcion Gamma y la
funcién Beta.
De la definicién de la funcion Gamma dada en (A.2.2.1)

C()T(y) = f e'tt'ldt-f e~5s¥ s
0 0

f f e~ p=lgy=1 gt ds,
o Jo

haciendo el cambio de variable

se tiene,
FEIN(y) = 4 f f ) B g
0o Jo
para evaluar la integral doble anterior, usamos coordenadas polares
p=rcos6, v=rseno,

por lo tanto

/2 00
T(x)T(y) 4 f f e P (c0s0) P (sen0) ¥ dr d6
o Jo

/2 )
4 ( f (cos@)zx'l(sene)zy'lde) ( f e Rl dr) ,
0 0

haciendo uso de la férmula (A.2.3.2), se obtiene

T(x)'(y) = 2B(x, v) ( fo ) e‘rzrz(“y)‘ldr) ,

finalmente si en la integral del lado derecho de la igualdad anterior, se toma

con lo que
2rdr = dt,

entonces o
T(x)T(y) = B(y, x) f e 't
0

que de acuerdo a la definicién (A.2.2.1) se obtiene
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N

(A.2.3.3)

Pl = Tx+y)
Como una primera aplicacién de las férmulas (A.2.3.2) y (A.2.3.3) tomemos en
ellas
1 1
X = E/ ]/ - EI
11 71/2
zB[zfz):fo 46 =7
de donde
B 11
E/ E =TI
utilizando (A.2.3.3)
r L r !
11 2 (2
Blza] = (1 -’
r 0
T = E ,
de donde,
1

Otra aplicacién interesante de la relaciéon (A.2.3.3) es la deduccién de la férmula

de duplicacién para la funcién Gamma.

[(2z) Vrt = 2= 1T (2)T (z + %)

En efecto, si en (A.2.3.3) se toma x = y = z, se obtiene

I'(2)I'(z)
B(z,z) ’

I'2z) =

pero por definicion de la funcién beta

(A.2.3.4)

(A.2.3.5)

1 1 1/2
Bzz) = f FN -t dt = f [t(1 -8 'dt =2 f [tH(1 - O dt,
0 0 0

por la sustituciéon



se tiene

1
H1-1)=Z(1-s),

1 1
1 1 1 1 1
2 1 _ 2—1'_ —1/2d — f —1/2 1 _ Z—]d — B _ .
ﬁ 47-1 ( S) 4S § 22z-1 0 5 ( S) 5 22z-1 2’ z

Una vez més al aplicar (A.2.3.3)

asi

B(z,z)

1 I(Y)r@
221 F(z + %) ’

reemplazando (A.2.3.6) en (A.2.3.5) se obtiene el resultado dado en (A.2.3.4).

B(z,z) = (A.2.3.6)

Acontinuacién veamos que

i 2% (n!)?
2n+1 _
L (cos 0)™dO = m (A.2.3.7)

En efecto, con el fin de aplicar la férmula (A.2.3.2), hacemos la identificacion

2x-1=0, 2y—-1=2n+1,

es decir,
x—1 =n+1
- 2/ y - 7
de esta manera
/2 1_(1
fo (cos 0)*"'dO = EB (E' n+ 1),
mediante la aplicacién de la relaciéon dada en (A.2.3.3)
1
2 ) I’(E)F(n +1)
f (cos0)"'dg == —2L
0 2 r (n +2+ 1)

usando (A.2.2.3), (A.2.2.4) y (A.2.2.5), se obtiene

" 22 ((m)1)”
2n+1 _
fo (cos 010 = = m s

De manera similar, se puede establecer que

71/2
o g, TU(2nN)!
2\[0 (cosO)" dO = 22”(71!)2' (A.2.3.8)

73



Apéndice 3

Elementos de funciones hipergeometricas.

1. La ecuacion hipergeométrica.

La ecuacién hipergeometrica estudiada por Euler y posteriormente por Gauss
es:

x(1=-x)y" +[y—(a+p+1x]y —apy =0. (A3.1.1)

Para esta ecuacion se observa que x = 0, es un punto singular regular de la ecua-
cién; en efecto,

— 1 -
lim[y @+ f+ 1] =y; limx? ap

=0,
=0 x(1 - x) -0 x(1-— x)x

al utilizar el método de Frobenius para buscar una solucién dela ecuacién (A.3.1.1)
en la forma,

y=) ox"™, #0, (A3.1.2)
n=0

las dos primeras derivadas de la expresion anterior son

y = Z(n + s)cnx”+5‘1; y' = Z(n +s)(n+s— 1)cnx”+s_2, (A.3.1.3)
n=0 n=0

sustituyendo (A.3.1.2) y (A.3.1.3) en la ecuacién (A.3.1.1),

[e¢] [e¢]

x5! Z(n +5)(n+s—1)cx" —x°! Z(n +5)(n+s—1)c,x"+
n=0 n=0
x*! Z y(n + s)c,x" — x°7 Z(a + B+ 1)1+ s)c, X" — Z afc,x"*t =0,
n=0 n=0 n=0

suprimiendo el factor comun x°~!, la expresién anterior se escribe como,
& 00
Z(n +s)(n+s—14y)cx" — Z[(n +s)(@+ B +n—s)+aplc,x" =0,
n=0 n=0
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con el fin de reducir las dos sumatorias anteriores a una sola, expandimos el
primer término de la primera serie y en la segunda usamos el cambio de variable
k=n+1,asi,

y(s+y—1)c0+2(n+s)(n+s—1+)/)cnx”—Z[(k—1+s)(a+ﬁ+k—1—s)+aﬁ]ck_1xk =0,

n=1 k=1
y(s+y—1)c0+i ((n+s)(n+s—1+7/)cn[(n—1+s)(a+/3+n—1—s)+aﬁ]cn_1)x” =0.
n=1

La idea es encontrar los coeficientes c, que hacen que cada potencia de x sea cero.
Asi, el término independiente debe anularse,

s(s+y—1)co =0,
y como ¢y # 0, entonces,
s=0 6 s=1-v, (A.3.1.4)
sis =0, la ecuacién que permite determinar los coeficientes es,
nn+y-1c,=[mn-1)(a+p+n-1)+aflc,.1, n=>1,
expresion que se puede escribir como:

=12+ -1)(a+p)+ap

Cn-1, n= 1/

" nmn—-1+vy)
de esta manera, concy =1,
o
n=1, ] = %
_, . _l+a+prap _(l+a+p+apiap) _a(l+a)pE+D)
_ 3 A+ 2a+p+ap a(l+a)2+a)BB+1)(B+2)
TS 8T TTRRey) 2T T 1250+ )y +2)
continuando de esta manera se obtiene,
(@)n(B)n 1
L= =, A3.15
() n! ( :

utilizando (A.3.1.2) y (A.3.1.5) se encuentra que una solucién de la ecuacién hi-
pergeométrica (A.3.1.1) viene dada por,

_ - (a)n(ﬂ)n x"
y‘;; ) 1’

la expresion para y dada anteriormente se llama funcién hipergeométrica y se
acostumbra a notar,
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_ a ﬁ _ - (a)n(ﬁ)nx_n
V1= 2P1( y 'X)— n:O—(V)n E (A.3.3.6)

La expresion para y; tiene sentido si  no es un entero positivo. Con un procedi-
miento similar al anterior, y utilizando s = 1 -y, se puede encontrar una segunda
solucion de la ecuaciéon (A.3.1.1). Sin embargo, preferimos utilizar el siguiente
método.

Sea

y=x"w, (A3.1.7)

de donde,
Y =1-yx7w+x7w,

Y = —y(1—=P)x7 T+ 21 —p)x7w + x 7w,

reemplazando las anteriores derivadas y la expresién (A.3.1.7) en (A.3.1.1), se
obtiene luego de simplificar,

x1-x)w”" +2-y—-(@+p-2y+3)x]Jw' —(a+1-y)B+1-y)w=0,
que se reconoce como una ecuacion hipergeométrica con pardmetros,

a=a+l-vy
p=p+1-y
y'=2-7,

es decir, se puede utilizar la férmula (A.3.1.6),

wZZPl(a+1—;/_)ﬁ/+1—V x),

la expresion para w tiene sentido si y # 2 6 de un entero positivo de donde por la
ecuacion (A.3.1.7), una segunda solucién de la ecuacién diferencial hipergeomé-
trica de Gauss,

a+l-y B+1-y )
x|
2=y

la discusién anterior la podemos resumir en la siguiente proposicion.

Yo =x"7 2F1(

Proposicion.
Sia, B,y son nimeros complejos con y ¢ z, la ecuacién diferencial

x(1-x)y" +[y—-(a+p+1x]ly —apy =0,

admite como solucién general,

_ a p a+l-y B+1-y
y—zFl( y X)Cl + 2F1( 2-y

x)cle‘V,
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con c1,c; complejos arbitrarios.

2. Férmula de representacion de Euler.

A Bl _ I'(C) ' C-B-1 -A
zFl( C 'Z)_m : SP1(1-5) (1-28)"dS. (A.3.2.1)

Demostracién.
Analizamos la expresion

1
= f SP1(1 - 8B - z8)™ds,
0

teniendo en cuenta (ver (A.1.1.1), d&nexo 1)

1-y)"= Z(azzly ,
n=0

en el integrando de la expresion para I,

I_ﬁ SB 1 S)C B- 1[Z(A) Z"S"]

i(A) WL (f SB+n—1(1 _ S)C_B_lds), (A.3.2.2)

n=0

la integral anterior se puede reconocer como funcién Beta,

1
B(x,y) = f s1(1 - Sy,
0

con
x=B+n, y=C-B,

asi, la expresion (A.3.2.2) se transforma en

I=1} Zl [B(B+n,C - B)] (A.3.2.3)
n=0
del apéndice 2, tenemos la relacién entra la funcion Gamma y Beta
_TMT(y),
B(x,y) = Tary)

teniendo en cuenta esta relacién en (A.3.2.3), ademads al multiplicar y dividir por
I'(B), I'(C) se obtiene
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[V ALZ'TB+m) () I(C-B)I(B)
- n  I(B) I(C+n) T

(A3.2.4)

del apéndice 2, tenemos la relacién Pochhammer y funcién Gamma
T(a + n)
(a), =

T(a)

Al sustituir la anterior relacion en (A.3.2.4) y al identificar la ,F; decimos

S (A),(B), 2" T(C - BI(B)
L= 170, W TO

~ A B|,\T(C-B)(B)
- 2F1(C ‘z)T

Con lo cual queda demostrada la férmula integral de Euler para la funcién hiper-
geométrica.

3. Una transformacion cuadratica.

a b‘ 4x o (a a+1-b
F —— | =(1+x)",F 2
21(2b (1+x)2) ( )" 2F1 b+l

xz) : (A.3.3.1)

Demostracion.

Sabemos, de la parte 1 del apéndice 3, que la ecuacién hipergeométrica
x(1-x)y" +[2b-(a+b+1)x]y —aby =0. (A.3.3.2)

tiene por una de sus soluciones, la funcién hipergeométrica
a b
2F1 ( 2b -x) s
4t

(1+1)?

y la aplicacién de la regla de la cadena, se obtiene que la primera derivada y'(x) y
la segunda derivada y”(x) vienen dadas por

mediante la sustitucion

@+

’ 1 _ (1 + t)s
y'(x) = ~aa-p ' VY (x)

—iﬁjgﬂa—fwwﬂ+mz4ww».

Al sustituir en (A.3.3.2) y simplificar, resulta la siguiente ecuacién diferencial
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HL = (1 + )%y +2(1 + £) [b + bt? — 2at — 2] y/(t) — 4ab(1 — t)y =0,  (A.3.3.3)

Asi, una solucidén de ésta ecuacion es

¥ =5 ( g b‘ a ft)z)'
Sea
y(t) = (1 + £y Z(b). (A.3.3.4)
Una nueva aplicacion de la regla de la cadena permite obtener
y() = 2a(1+0)* " [2aZ + (1 +HZ' ()],
y'(H) = Q+0*7{42Z +2a(1 + Z'(t) + (1 + H2a + Z'(H) + 1+ HZ' (1)},

al sustituir las anteriores expresiones y'(t), y”(t), y la dada en (A.3.3.4), la ecuacién
(A.3.3.3) luego de simplificar se transforma en

H1 - )27 (t) +2[b— Qa—b+ 1)2] Z'(t) — 2at(1 + 2ab - 20)Z = 0,  (A.3.3.5)

por lo tanto, una solucién es

—2a —2a a b 4t
Z=0+)*yt) =1+ 2P1( ob ‘(1 " t)z)' (A.3.3.6)

Si
=0,

las dos primeras derivadas de la funcién Z(t), estdn dadas por

oo dz
Z (t) - 2 \/5 d'U 7
dz d’Z

Z"(t) = 2%4'40@,

al reemplazar estas derivadas, y la expresion para Z(t) que figura en (A.3.3.6), la
ecuacion (A.3.3.5), se transforma en

d*Z
ol -0)—5 [(6+31)-(2a-b+3)o]| £ -a(+a-b)Z=0, (A3.1.7)
al identificar estd ecuacion con la ecuaciéon (A.3.1.1) para los valores
1
= b+=
y + 2/
a = a,
1
‘B = E +a->.

Ademds mediante la aplicacion de la proposicién enunciada en la parte final de la
seccion 1 del apéndice 3, se tiene que la solucién general de la ecuacién (A.3.3.7)
es
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a, a—-b+3 a-b+3i a-b+1
Z(t) :2F1( b+12 ‘tz)C1+2F1( 2 §_b2
2 2

t2) Cot™2+1. (A.3.3.8)

Puesto que Z(t) dada en (A.3.3.6) es una solucién particular de (A.3.3.7) debe
existir valores adecuados de C; y C, para los cuales

_on b| 4t ; a—-b+1
(1+t)22F1( a2b ‘ )zzpl(a ab 12

(1 + 1) +3

-b+i a-b+1
tZ)C1+2F1 (ﬂ 2 Q—b 2
2

El lado izquierdo de la igualdad anterior es una funcién analitica en t = 0, de esta
manera, se debe tener C, = 0, luego

iy a bl 4 \_ (s a-b+1
(1+t) ZFl( ob ‘(1+t)2)—21:1( b+l

t2) Ci. (A.3.3.9)
2

Finalmente el valor de C; = 1 se obtiene de la igualdad anterior tomando ¢t = 0,
de esta manera, se obtiene el resultado.
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