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RESUMEN

Se realiza un desarrollo para encontrar la expresión matemática que permite el cálculo
del coeficiente electro-óptico lineal en un cristal fotorrefractivo, en este caso, el óxido
de bismuto de titanio (BTO), por medio de un montaje experimental de incidencia
oblicua. Con la expresión matemática se calcula la variación de intensidad transmitida,
inducida por un campo eléctrico externo, lo cual permite hallar el coeficiente
electro-óptico, para una determinada longitud de onda y parámetros propios del cristal
BTO. En la variación de intensidad transmitida se tienen en cuenta indirectamente los
coeficientes de transmisión paralelo y perpendicular al plano de incidencia y también
la birrefringencia inducida por un campo eléctrico externo. Esta expresión es válida
para diferentes longitudes de onda y para otros materiales birrefringentes inducidos
eléctricamente. Se presenta un análisis de la variación de intensidad transmitida versus
campo eléctrico aplicado.

Palabras claves: Coeficiente electro-óptico, fotorrefractivo, cristales silenitas,
birrefringencia inducida.
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4.3. Gráfica de VIT versus ángulo de polarización con una longitud de onda
de ≈ 632, 9nm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

V



Contenido

5. Conclusiones y perspectivas 74

5.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.2. Perspectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Referencias bibliográficas 75
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2.17. Ilustración de un medio anisotrópico en el que viaja una onda plana. . . . . 38
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incidencia oblicua. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.7. Ilustración de un rayo incidente formando un ángulo θp con la dirección
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óptica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

X



Caṕıtulo 1

Introducción

Los materiales fotorrefractivos poseen múltiples propiedades; entre ellas resaltan
la fotoconductividad, birrefringencia, que son electro-ópticos y además, ópticamente
activos. Dichas propiedades implican que el material produce conductividad eléctrica
debido a la absorción de radiación electromagnética, posee más de un ı́ndice de
refracción, al aplicarle un campo eléctrico externo el ı́ndice de refracción lineal vaŕıa
y además pueden rotar su plano de polarización, respectivamente [7]. Recientemente
estos materiales han sido objeto de estudio debido a su gran variedad de aplicaciones en
los campos de la holograf́ıa, interferometŕıa y procesamiento de información óptica [8].

Son de gran interés, en los materiales fotorrefractivos, la familia de los silenitas,
los cuales han sido estudiados extensamente [9–15]; de ellos hacen parte el silicato
de bismuto u óxido de bismuto de silicio (BSO), el titanato de bismuto u óxido de
bismuto (BTO) y el germanato de bismuto u óxido de bismuto de germanio (BGO).
Todos los mencionados son cristales con estructura cúbica centrada en el cuerpo
(BCC ), perteneciendo además al grupo I-23 [5, 7, 16]. Las caracteŕısticas que hacen a
estos cristales tan atractivos son su tiempo de respuesta relativamente corto y buena
sensibilidad para la excitación con fotones de baja enerǵıa [6, 16].

Uno de los parámetros más importante para la aplicación de cristales silenitas
es la magnitud de los elementos del tensor electro-óptico, como se discutirá más
adelante; en general se determina el coeficiente electro-óptico efectivo (ref ), resaltando
que la técnica más empleada para calcularlo es la desarrollada por Henry et al [10]; de
forma similar, se encuentra la propuesta por Papazoglou y colaboradores et al [17], la
cual consiste en encontrar el valor del campo eléctrico en donde la elipticidad del haz,
después de atravesar el cristal, es nula, también se analiza la propuesta de Laguado [16]
quien emplea polarimetŕıa Mueller-Stokes; Por último, se hace referencia al método
Moura et al [6], donde se usa configuración de incidencia oblicua con un desarrollo
teórico y experimental para calcular ref .

1



El propósito de este trabajo es encontrar una expresión matemática que permita
el cálculo del coeficiente electro-óptico efectivo de un cristal BTO; para esto se emplea
una configuración de incidencia oblicua y se tiene en cuenta una longitud de onda del
orden de los 632,9 nm y un ángulo de incidencia (θI) de 32.5◦. En el análisis realizado
para el cálculo de la expresión de variación de intensidad transmitida se tiene en cuenta
los cambios de polarización que sufre el haz al atravesar el cristal; y la diferencia en
los coeficientes de transmisión paralela y perpendicular al plano de incidencia. Esta
expresión puede ser empleada para materiales birrefringentes inducidos eléctricamente
y sobre todo es válida para trabajar el rango espectral de la luz desde el ultravioleta
hasta el infrarrojo.

El presente trabajo se encuentra dividido en cuatros caṕıtulos. el primero, se
hace una breve descripción de todo el proceso llevado a cabo; en el caṕıtulo dos
se presenta una introducción teórica sobre el formalismo de polarización, luego,
sobre la propagación de ondas electromagnética en materiales anisotrópicos y para
finalizar, una breve descripción sobre el cristal BTO; en el tercer caṕıtulo, se hace una
revisión bibliográfica sobre la medición del ref en un cristal BTO, por otro parte, se
hace la deducción de la expresión matemática que permite el cálculo del coeficiente
electro-óptico efectivo y por último, una perspectiva del montaje experimental para
determinar la variación de intensidad transmitida VIT. El cuarto caṕıtulo muestra
los resultados obtenidos en función de la expresión matemática encontrada en el
caṕıtulo anterior; para verificar el desarrollo teórico aqúı presentando, se hizo uso de
datos experimentales, facilitados por el PhD. Andrés de Lima de Moura adscrito a
la universidad Federal Alagoas de Brasil. Finalmente se presentan las conclusiones
generales y las perspectivas del trabajo.
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Caṕıtulo 2

Fundamentación teórica

2.1. Ondas electromagnéticas

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell y ecuación de onda

Las ecuaciones de Maxwell son el conjunto de cuatro ecuaciones que detallan los
fenómenos electromagnéticos en escala macroscópica; en este grupo de ecuaciones se
integran: la ley de Gauss, la divergencia del campo magnético, la ley de Faraday y para
finalizar, la ley de Ampére-Maxwell, donde la contribución de Maxwell fue fundamental
para entender la luz como una onda electromagnética. En forma diferencial, las
ecuaciones de Maxwell se pueden escribir como [18]:

∇⃗ · D⃗ = ρv (2.1)

∇⃗ · B⃗ = 0 (2.2)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

(2.3)

∇⃗ × H⃗ = J⃗f +
∂D⃗

∂t
(2.4)

donde, D⃗ representa el vector desplazamiento eléctrico, ρv es la densidad volumétrica de
carga eléctrica (C/m), B⃗ es el vector inducción magnética, E⃗ el vector campo eléctrico

(V/m), H⃗ el vector campo magnético (A/m) y J⃗f es la densidad de corriente eléctrica

libre (A/m2). Además, el vector D⃗ tiene una relación proporcional con el vector campo
eléctrico y esta dado por la siguiente expresión:

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (2.5)

3



donde ε0 es la permitividad en el vaćıo siendo igual a 8,854×10−12 (F/m); P⃗ es el vector
de polarización eléctrica del medio, estando relacionado con el vector campo eléctrico
por:

P⃗ = ε0χE⃗ (2.6)

donde χ es la susceptibilidad eléctrica e indica la capacidad de los dipolos eléctricos en
el material dieléctrico para alinearse con el vector campo eléctrico, por tanto el vector
desplazamiento, la cual esta dado por:

D⃗ = εE⃗ (2.7)

siendo ε = ε0(1 + χ) y es conocida como la permitividad eléctrica en el medio.

Otra relación es la existente entre el vector inducción magnética (B⃗) y vector campo
magnético viene dado por:

B⃗ = µ0H⃗ + M⃗ (2.8)

donde µ0 es la permeabilidad en el vaćıo y su valor es de 4π×10−7 (H/m); M⃗ es el vector
de polarización magnética y se aplica en un medio lineal; para este caso se expresa el
vector polarización magnética como M⃗=χmH⃗, en tanto al vector inducción magnética
presenta una relación con el vector campo magnético y se expresa como:

B⃗ = µH⃗ → H⃗ =
1

µ
B⃗ (2.9)

µ=µ0(1 + χm) es la permeabilidad magnética en el medio. La caracteŕıstica principal
de las constantes µ y ε es que son tensores de rango dos, siempre y cuando el medio
no sea isotrópico, pero si ocurre lo contrario, entonces µ y ε serán valores escalares [1].
Ahora considerando que no hay carga, ni corriente en el medio y que los vectores
campos eléctricos e inducción magnética tienen respuesta lineal en medios homogéneos,
las ecuaciones de Maxwell se pueden reescribir como:

∇⃗ · E⃗ = 0 (2.10)

∇⃗ · B⃗ = 0 (2.11)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

(2.12)

∇⃗ × B⃗ = µε
∂E⃗

∂t
(2.13)

Se deducirá la ecuación de onda que describe la propagación de los campos eléctricos y
magnéticos. En primera instancia, se aplica rotacional a la ecuación (2.12), teniendo:

∇⃗ × ∇⃗ × E⃗ = ∇⃗ ×

(
−∂B⃗
∂t

)
(2.14)

4



∇⃗ × ∇⃗ × E⃗ = − ∂

∂t

(
∇⃗ × B⃗

)
(2.15)

Se reemplaza (2.13) en (2.15) y se tiene

∇⃗ × ∇⃗ × E⃗ = −

(
µε
∂2E⃗

∂t2

)
(2.16)

Ahora se empleará la siguiente relación del álgebra vectorial: ∇⃗ × ∇⃗× A⃗ = ∇⃗(∇⃗ · A⃗)−
∇2A⃗, en la expresión (2.16). Por último se aplica la expresión (2.10) para obtener la
ecuación (2.17) ésta se reduce a una ecuación de onda homogénea:

∇2E⃗ = µε
∂2E⃗

∂t2
(2.17)

Se pueden deducir expresiones similares para el vector campo magnético y vector
inducción magnética

∇2H⃗ = µε
∂2H⃗

∂t2
(2.18)

∇2B⃗ = µε
∂2B⃗

∂t2
(2.19)

Se tiene en cuenta que la cantidad µε tiene unidades de (1/velocidad)2, y se denota
esta velocidad de propagación v, definida como:

v2 =
1

µε
(2.20)

En el espacio libre, µ=µ0, ε=ε0, y v=c donde c es la velocidad de la luz y se puede
calcular a partir de los valores de µ0 y ε0; este valor equivale aproximadamente
a 3 × 108(m/s). Por estas ecuaciones Maxwell concluyó que la luz es una
perturbación electromagnética en formas de ondas que se propagan a través del campo
electromagnético, a la cual denominó ”ondas electromagnéticas ”. Las ecuaciones (2.18)
y (2.17) se soluciona a partir de ondas planas monocromáticas, expresadas como:{

E⃗(r⃗, t) = E⃗0 exp [−i(k⃗ · r⃗ − ωt)]

H⃗(r⃗, t) = H⃗0 exp [−i(k⃗ · r⃗ − ωt)]
(2.21)

Se entiende que la parte real de estas ecuaciones, son las que representan los respectivos
campos, y se expresan matemáticamente como:{

E⃗(r⃗, t) = E⃗0 cos (k⃗ · r⃗ − ωt)

H⃗(r⃗, t) = H⃗0 cos (k⃗ · r⃗ − ωt)
(2.22)

donde k⃗ es el vector de onda y esta orientado en la dirección de propagación, r⃗ es el
vector de posición, ω es la frecuencia angular de las oscilaciones; t es el tiempo, E⃗0 y
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H⃗0 son los vectores de amplitud de los vectores campo eléctrico y campo magnético,
respectivamente; además, estas amplitudes vienen dadas por valores complejos y se
representan como: {

E⃗0 = E⃗01e
iδ1û+ E⃗02e

iδ2 v̂

H⃗0 = H⃗01e
iδ1û+ H⃗02e

iδ2 v̂
(2.23)

donde E⃗01, E⃗02, H⃗01 y H⃗02 son valores positivos, û y v̂, son vectores unitarios, y δ1
y δ2, son los respectivos ángulos de fase. En la figura (2.1) se representa una onda
electromagnética viajando dirección positiva del eje x, con los vectores campos eléctrico
y magnético oscilando en la dirección y y z, respectivamente.

Si se reemplazan las ecuaciones (2.21) en las ecuaciones de Maxwell (2.1-2.4), se
demuestra que:

☛ Los vectores E⃗ y H⃗ se propagan con idéntica velocidad y fase.

☛ La onda electromagnética presenta carácter transversal, o sea, E⃗ y H⃗ son
perpendiculares a la dirección de propagación, (ver figura 2.1)

Figura 2.1: Representación de una onda electromagnética.

Fuente: adaptado de Torrijos [19].
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☛ 
(i).⃗k · E⃗ = 0 → E⃗ ⊥ k⃗

(ii).⃗k · H⃗ = 0 → H⃗ ⊥ k⃗

(iii).⃗k × E⃗ = ωµH⃗

(iv).⃗k × H⃗ = −εωE⃗

(2.24)

estas relaciones nos implican que los vectores k⃗, E⃗ y H⃗ son mutuamente
perpendiculares. En la figura (2.1) se resumen las expresiones halladas
previamente para ondas electromagnéticas.

☛ Si la onda electromagnética viaja en el vaćıo, lo hará con una velocidad definida
como c; por el contrario, si la onda electromagnética se encuentra un medio
material su velocidad de propagación (v) se veŕıa afectada, es por eso que se
define una relación que identifica al medio material; esta propiedad se conoce
como el ı́ndice de refracción n

n =
c

v
(2.25)

☛ Los vectores E⃗ y H⃗ se encuentran vinculados por su velocidad de propagación;
para el caso del vaćıo, se da la siguiente relación:

E⃗ = c · H⃗ (2.26)

2.1.2. Densidad de enerǵıa y vector de Poynting

El campo electromagnético tiene la capacidad de producir calor y realizar un
trabajo en contra de las fuerzas mecánicas y qúımicas, esto significa que la luz puede
transportar enerǵıa y en si es una forma de radiación electromagnética [1]. Se multiplica

escalarmente por E⃗ a cada uno de los miembros de la ley de Ampére-Maxwell (ecuación
2.4)

E⃗ ·
(
∇⃗ × H⃗

)
= E⃗ · J⃗f + E⃗ · ∂D⃗

∂t
(2.27)

Ahora se aplica una identidad vectorial1 y se obtiene

− ∇⃗ · (E⃗ × H⃗) + H⃗ · (∇⃗ × E⃗) = E⃗ · J⃗f + E⃗ · ∂D⃗
∂t

(2.28)

Se reemplazan la ecuaciones (2.3), (2.7) y (2.9) en la ecuación (2.28) y se obtiene:

∇⃗ · (E⃗ × H⃗) + H⃗ · ∂H⃗
∂t

+ E⃗ · ε∂E⃗
∂t

= −E⃗ · J⃗f (2.29)

1∇⃗ · (E⃗ × H⃗) = H⃗ · (∇⃗ × E⃗)− E⃗ · (∇⃗ × H⃗)
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Según una propiedad de las derivadas parciales 2, la ecuación (2.29) queda como:

∇⃗ · S⃗ +
∂U

∂t
= −E⃗ · J⃗f (2.30)

La expresión (2.30) se conoce como la ecuación de continuidad o teorema de Poynting, su
interpretación f́ısica es la ley de conservación de la enerǵıa del campo electromagnético
[20]. En si S⃗ y U están definidos como:S⃗ = E⃗ × H⃗

U =
1

2
(εE2 +H2)

(2.31)

el escalar U representa la densidad de enerǵıa del campo electromagnético y tiene
unidades de Joules por metro cúbico. El vector S⃗ o vector de Poynting representa el
flujo de enerǵıa o la intensidad de la onda y tiene dimensiones de Joules por metro
cuadrado por segundo [18], cabe agregar que ∇⃗ · S⃗ representa el flujo de salida de

potencia electromagnética neta por unidad de volumen,
∂U

∂t
exhibe la variación en el

tiempo de la enerǵıa del campo electromagnético en un volumen dado, y E⃗ · J⃗ expone
las pérdidas de enerǵıa por unidad de volumen [1].

Para determinar la densidad de enerǵıa U que relaciona los vectores campos
eléctrico y magnético, se asocia con sus respectivas soluciones de ondas planas
monocromáticas y se obtiene:

U =
1

2
(εc2H2

0 cos
2(k⃗ · r⃗ − ωt) +H2

0 cos
2(k⃗ · r⃗ − ωt)) (2.32)

Cabe mencionar que
1

µ
= c2ε, lo cual se tiene en cuenta para cuando se trabaja el

espacio libre o un medio totalmente vaćıo. Por lo tanto, la ecuación (2.32) viene dada
por

U =
1

µ
H2

0 cos
2(k⃗ · r⃗ − ωt) (2.33)

Para el caso del vector Poynting en términos de campo eléctrico y magnético, se utiliza
la expresión (2.31) y lo sustituimos en la expresión (2.24) (iii).

S⃗ =
1

ωµ

(
E⃗ × k⃗ × E⃗

)
(2.34)

Se aplica el producto triple vectorial a esta expresión y se utiliza la expresión (2.24)(i),
y se obtiene la siguiente ecuación:

S⃗ =
1

ωµ

(
k⃗E2

)
(2.35)

2 ∂(E⃗ · E⃗)

∂t
= E⃗ · ∂E⃗

∂t
+ E⃗ · ∂E⃗

∂t
= 2E⃗ · ∂E⃗

∂t
,→ E⃗ · ∂E⃗

∂t
=

1

2

∂(E⃗ · E⃗)

∂t
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Se tiene en cuenta las soluciones de las ecuaciones de ondas (Ecuación, 2.22) cumplen
la ecuación de dispersión,1 la cual esta asociada con medios isótropos homogéneos [20].

S⃗ =
1

vµ
E2k̂ (2.36)

donde k̂ es un vector unitario en la dirección de propagación de la onda. Se aplica la
ecuación (2.22) en la ecuación (2.36) y se obtiene:

S⃗ =
1

vµ
E2

0 cos
2(k⃗ · r⃗ − ωt)k̂ (2.37)

∴
S⃗ =

n

Z0

E2
0 cos

2(k⃗ · r⃗ − ωt)k̂ (2.38)

donde n es el ı́ndice de refracción y Z0 es la impedancia de espacio libre y presenta un
valor de 377 Ω2. En medios isótropos S⃗ va en la dirección del vector de onda, pero,
para medios anisótropos los vectores S⃗ y k⃗ va en direcciones perpendiculares [18].

Dado que el valor promedio del coseno al cuadrado es 1
2
, entonces el valor promedio

del modulo para el vector de Poynting (⟨S⃗⟩) se escribe como:

⟨S⃗⟩ = n

2Z0

E2
0 (2.39)

Por último, la intensidad es la magnitud del vector Poynting o irradiancia se define como
la potencia promedio por unidad de área de transportada de la onda electromagnética.

I =
1

2

n

Z0

E2
0 (2.40)

2.2. Formalismo de polarización

El estudio de la polarización de un material se basa en el análisis de la dirección
de oscilación de un campo eléctrico de una onda electromagnética, este fenómeno de
la polarización ocurre con el movimiento de los electrones de un material, producido
principalmente por el campo eléctrico y la estructura molecular de este, el cual se
ve afectado por la separación de los electrones de sus posiciones de equilibrio [21].
Antes de mencionar los tipos de polarización, se hará un estudio del tratamiento del
vector campo eléctrico de una onda electromagnética, se tienen en cuenta las siguientes
consideraciones:

1Es la relación del módulo del vector de onda con la frecuencia de angular y la velocidad de

propagación de la onda en el medio (v), y viene dado por: |k| = ω

v
2Z0 es un valor que viene dado por la ráız que encierra la relación entre la permeabilidad en el vaćıo

y la permitividad en en el vaćıo
√

µ0

ε0
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☞ Las componentes del campo eléctrico serán divididas en una base cartesiana en las
direcciones x e y, haciendo aśı que el vector de onda se encuentre en la dirección
z. Se denota la dirección z como la dirección de propagación.

☞ Las componentes del vector campo eléctrico, se expresan de la siguiente manera:
Ex = E0x cos(kz − ωt+ δx)

Ey = E0y cos(kz − ωt+ δy)

Ez = 0

(2.41)

donde, k es el modulo del vector de onda, ω es la frecuencia angular de las
oscilaciones, t el tiempo, E0x e E0y son las respectivas amplitudes del vector
campo eléctrico. Por otra parte, δx y δy son las respectivas fases.

☞ El desfase entre las ondas anteriores es el que define los tipos de polarización.

δ = δy − δx

2.2.1. Estados de polarización de la luz

Polarización lineal

Este estado de polarización ocurre cuando el vector campo eléctrico resultante vibra
en una dirección constante aunque su magnitud y signo depende en gran medida de una
función del tiempo y de la posición. Para que se establezca este tipo de polarización,
el desfase entre las componentes x e y del vector campo eléctrico han de ser nulo, π o
múltiplo entero de 2π, es decir:{

δ = δy − δx = 0 = ±2nπ

δ = δy − δx = π = π ± 2nπ
(2.42)

donde n = 0, 1, 2, 3.....

Una representación de una onda polarizada linealmente se aprecia en la figura
(2.2), en esta ilustración, se aprecia un desfase nulo y la geometŕıa de la proyección
que estará dada por la ecuación (2.43); la importancia del signo en la expresión, es que
da información del desfase: el signo positivo corresponde a un desfase nulo o múltiplo
entero de 2π, mientras que el negativo hace referencia a un desfase igual a π [1].

Ey

Ex

= ±E0y

E0x

= ± tan(θ) → Ey = ± tan(θ)Ex (2.43)
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Figura 2.2: Representación de la polarización lineal.

Fuente: Torrijos, 2014, modificado [19].

Polarización circular

Este tipo de polarización sucede cuando el vector campo eléctrico resultante
experimenta una trayectoria circular y totalmente uniforme, que se confina en el plano
xy, a lo que es equivalente a la superposición de ondas electromagnéticas de la misma
frecuencias con vectores de campo eléctrico ortogonales entre si y con amplitud de igual
estimación. Cabe recalcar que el desfase (δ) entre las componentes x e y del campo
eléctrico es ±π/2. Las caracteŕısticas que describen la polarización circular son:

• La proyección geométrica se ilustra en la figura (2.3) describe el vector campo
eléctrico como una circunferencia de radio igual a E0, que se deduce de la siguiente
manera.

E2
0 = (Ex)

2 + (Ey)
2

Lo que se define es que el módulo del vector campo eléctrico es constante

• Si el observador se encuentra en el eje z, se presentarán dos tipos de rotación: una
a la derecha o sentido dextrógiro, que se presenta cuando el desfase es positivo
(δ = π/2) y otra rotación es a la izquierda o levógira, con un desfase negativo
(δ = −π/2 = 3π/2) [1].
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Figura 2.3: Representación de la polarización circular.

Fuente: Torrijos, 2014, modificado [19].

Polarización eĺıptica

Este tipo de polarización tiene lugar cuando el vector campo eléctrico resultante
describe una trayectoria eĺıptica, esta es trazada por el extremo del vector campo
eléctrico resultante en un plano fijo perpendicular al vector k⃗, como se ilustra en la figura
(2.4). La polarización eĺıptica presenta el mismo desfase que la polarización circular,
pero con las amplitudes del campo eléctrico diferente, es decir: E0x y E0y toman valores
distintos, dando como consecuencia que la circunferencia se transforme en una elipse
cuyos semiejes encajan con las direcciones x e y.

Figura 2.4: Ilustración de la polarización eĺıptica.

Fuente: Torrijos, 2014, modificado [19].

Este tipo de modelo puede abordar la polarización lineal y circular, para describir esta
situación de manera más general, se utiliza la expresión (2.44), denominada elipse de
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polarización y se utiliza para describir la curva que traza el vector campo eléctrico
resultante [21,22].(

Ex

E0x

)2

+

(
Ey

E0y

)2

− 2

(
Ex

E0x

)(
Ey

E0y

)
cos δ = sin2 δ (2.44)

Esta expresión depende de la fase o la diferencia de fase y las amplitudes de la onda que
se sobreponen. Los ejes principales de esta elipse forman un ángulo α con la dirección
horizontal de un sistema coordenado (Ex, Ey), como se ilustra en la figura (2.5) y esta
dada por:

α =
1

2
tan−1

(
2E0xE0y

E2
0x − E2

0y

)
(2.45)

Figura 2.5: Representación geométrica de la polarización eĺıptica dada por la ecuación
(2.44).

Fuente: autor, adaptado de Hecht, 2002 [22].

La polarización circular se puede deducir de la ecuación (2.44), aplicando una
diferencia de fase de δ = −π/2+2nπ donde n ∈ Z y que las amplitudes tenga el mismo
valor (E0x = E0y = E0), por lo tanto la ecuación (2.44) se reduce a

E2
x + E2

y = 1 (2.46)

Para el caso de la polarización lineal, ya estudiada anteriormente, se puede deducir
aplicando δ = ±nπ en la ecuación de la elipse de polarización, obteniendo:

Ex = ±E0x

E0y

Ey (2.47)
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En la figura (2.6) se ilustran los distintos estados de polarización, teniendo múltiples
valores para δ .

Figura 2.6: Ilustración de los estados de polarización con diferencia de fase peculiares.

Fuente: adaptado de Hecht, 2002 [22].

2.2.2. Modelos para describir los estado de polarización para
la luz

Vectores de Jones

En la rama de la óptica, el concepto de vectores de Jones fue introducido en el año
1941 por R.C. Jones [23], examinando el estudio de los distintos tipos de polarización
para una onda plana monocromática, pero, omitiendo el análisis de la luz no polarizada,
o como también conocida luz natural y luz parcialmente polarizada. Además esta
formulación no se centra en analizar el espacio f́ısico real más bien se concentra en el
espacio matemático abstracto [1]. Este tema se limita en un análisis matricial confinado
en la luz polarizada que consta de un vector columna expresado con dimensiones
matricial de (2x1), que involucran las componentes del vector campo eléctrico. Una
onda electromagnética que se propaga a lo largo del eje z en un sistema de coordenadas
ortogonales (x, y, z) y con vectores unitarios ı̂ e ȷ̂ en la dirección positiva en los ejes
coordenados (x, y) y puede ser escrita en función de la ecuación (2.21) para el campo
eléctrico:

E⃗ = E⃗0e
i(kz−ωt) (2.48)

Una forma general de expresar el vector E⃗0 de una onda plana es:

E⃗0 = Exı̂+ Ey ȷ̂ (2.49)

14



donde Ex y Ey son cantidades imaginarias y son expresadas de la siguiente manera [18]:

Ex = E0xe
iδx

Ey = E0ye
iδy

Se reemplazan las expresiones anteriores en la expresión (2.49)

E⃗0 = E0xe
iδx ı̂+ E0ye

iδy ȷ̂ (2.50)

Por último, se sustituyen la ecuación (2.50) en la expresión (2.48) obteniendo la siguiente
expresión:

E⃗ = E0xe
i(kz−ωt)eiδx ı̂+ E0ye

i(kz−ωt)eiδy ȷ̂ (2.51)

donde E0x y E0y son cantidades reales. Si se considera que la onda plana monocromática
se encuentra en reposo, en este caso z = 0 y t=0, el propagador kz − ωt = 0.

E⃗ = E0xe
iδx ı̂+ E0ye

iδy ȷ̂ (2.52)

Se lleva a la forma de una matriz de (2x1) o un vector columna:

E⃗ =

(
Ex

Ey

)
=

(
E0xe

iδx

E0ye
iδy

)
(2.53)

La expresión obtenida se le conoce con el nombre de vector de Jones; dicho vector
da información de la amplitud y fase de la onda polarizada. Una importante operación
en este concepto es determinar la intensidad total (I):

I = ExE
∗
x + EyE

∗
y (2.54)

O bien de forma matricial es:

I =
(
E∗

x E∗
y

)(Ex

Ey

)
= E⃗†E⃗ (2.55)

donde, E⃗† es el complejo conjugado de E⃗ y se obtiene la condición de normalización
definida por:

ExE
∗
x + EyE

∗
y = 1 (2.56)

La forma normalizada del vector de Jones se puede expresar de la siguiente manera:

E⃗n =

(
cos θeiδx

sin θeiδy

)
(2.57)

El cual:

cos θ =
E0x√

E2
0x + E2

0y

, sin θ =
E0y√

E2
0x + E2

0y
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E⃗n es la forma normalizada del vector de Jones que se obtiene dividiendo el vector
Jones sobre la ráız cuadrada de la suma de sus amplitudes al cuadrado, θ es el ángulo
que se forma con la dirección de polarización y el eje horizontal. Si se desea determinar
el estado polarización conviene utilizar la expresión (2.57).

Los vectores de Jones normalizados que describen los respectivos estados de
polarización son representado en la siguiente tabla:

Estados de Polarización Forma vectorial δ, θ Descripción

Polarización lineal horizontal

(
1
0

)
(2nπ, 0) E0y = 0

Polarización lineal vertical

(
0
1

) (
2nπ,

π

2

)
E0x = 0

Polarización lineal a +45◦
1√
2

(
1
1

) (
2nπ, π

4

)
Ninguna

Polarización lineal a −45◦
1√
2

(
1
−1

) (
π,−π

4

)
Ninguna

Polarización circular a la derecha
1√
2

(
1
i

) (π
2
,
π

4

)
E0x = E0y

Polarización circular a la izquierda
1√
2

(
1
−i

) (
−π
2
,
π

4

)
E0x = E0y

Tabla 2.1: Tabla de representación de los vectores de Jones, donde n = 0, 1, 2, 3.. [1].

Al considerar los siguientes vectores E⃗i y E⃗j, estos son ortogonales, si:

E⃗i

†
· E⃗j = 0 (2.58)

Las ecuaciones (2.56) y (2.58) se pueden describir en la siguiente ecuación [2, 24]

E⃗i

†
· E⃗j = δij (2.59)

donde, δij es el delta de Kronecker, que nos indica lo siguiente:

δij = 1 si i = j

δij = 0 si i ̸= j

La ecuación (2.59) es conocida como “condición de ortonormalidad” [24].

Vectores de Stokes

La elipse de polarización (ecuación, 2.44) presenta muchos obstáculos para su
análisis, entre esos inconvenientes se encuentra la descripción de la luz natural y luz
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parcialmente polarizada [2, 4, 24], algo que el formalismo de Jones no establece en el
espacio matricial; estas limitaciones obliga a formular una descripción alternativa de la
polarización en términos de observables basados en medidas de intensidad. Para eso se
aplica los parámetros de Stokes para una onda plana [1,2,4,24], que son asequibles para
trabajar con flujo de enerǵıa a través de una superficie. Los parámetros de Stokes de
una onda plana, tienen dimensiones de intensidad y se le atribuyen valores reales, sin
embargo, estos parámetros analizan los siguientes tipos de luz natural, luz polarizada
parcialmente y luz polarizada totalmente.

Las parámetros de Stokes están definidos como:

S0 = ExE
∗
x + EyE

∗
y = E2

0x + E2
0y (2.60)

S1 = ExE
∗
x − EyE

∗
y = E2

0x − E2
0y (2.61)

S2 = ExE
∗
y + EyE

∗
x = 2E0xE0y cos δ (2.62)

S3 = i(ExE
∗
y − EyE

∗
x) = 2E0xE0y sin δ (2.63)

Se observa que: S0 indica la intensidad total del haz de luz, mientras que el resto de
parámetros describen los diferentes estados de polarización, S1 describe la cantidad de
luz polarizada linealmente, que puede ser horizontal si (S1 > 0) o vertical si (S1 < 0); S2

indica la cantidad de luz polarizada linealmente a +45◦; si (S2 > 0) ó −45◦ si (S2 < 0)
y finalmente S3 que es la cantidad de luz que pasa a través del medio polarizada
circularmente a la derecha si (S3 > 0) ó luz polarizada circularmente a la izquierda
si (S3 < 0). Además, las expresiones (2.60 a 2.63) se obtienen considerando dos ondas
ortogonales entre si; tomando un punto en el espacio z = 0 y los factores como amplitud
y fases van a cambiar con el tiempo, en si no serán constante con el tiempo. Los cuatro
parámetros de Stokes pueden ser arreglados en forma de una matriz columna:

S =


S0

S1

S2

S3

 (2.64)

La expresión (2.64), se denomina “vector de Stokes”para una onda plana. El vector
de Stokes para luz polarizada eĺıpticamente es:

S =


E2

0x + E2
0y

E2
0x − E2

0y

2E0xE0y cos δ
2E0xE0y sin δ

 (2.65)
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Si, δ = 0◦ o δ = 180◦, en la ecuación (2.65), esta se reduce a una representación para
describir luz polarizada linealmente.

S =


E2

0x + E2
0y

E2
0x − E2

0y

2E0xE0y

0

 (2.66)

Hay otro tipo de representación para la luz polarizada linealmente y eĺıpticamente,
expresada en las amplitudes E0x y E0y, y sobre todo, en términos de un ángulo auxiliar
θ, éste ángulo comparte información de la orientación del campo eléctrico, como se
indica en la figura (2.7).

E0x = E0 cos θ (2.67)

E0y = E0 sin θ (2.68)

donde:

0 ≤ θ ≤ π

2

Figura 2.7: Representación de las componentes horizontales y verticales del vector
campo eléctrico sujeta a un ángulo θ.

Fuente: autor.

Se reescribe la intensidad total S0 en términos de la ecuaciones (2.67) y (2.68).

S0 = E2
0x + E2

0y = E2
0 (2.69)

En la tabla (2.2) se muestran los vectores de Stokes para algunos estados de polarización
habituales que provienen de la ecuación (2.65).
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Estados de Polarización Forma vectorial Descripción

Polarización lineal horizontal I0


1
1
0
0

 E0y = 0 y I0 = E2
0x

Polarización lineal vertical I0


1
−1
0
0

 E0x = 0 y I0 = E2
0y

Polarización lineal a +45◦ I0


1
0
1
0

 E0x = E0y = E0, δ = 0◦ y I0 = 2E2
0

Polarización lineal a −45◦ I0


1
0
−1
0

 δ = 180◦ y I0 = 2E2
0

Polarización circular a la derecha I0


1
0
0
1

 δ = 90◦ y I0 = 2E2
0

Polarización circular a la izquierda I0


1
0
0
−1

 δ = −90◦ y I0 = 2E2
0

Luz no polarizada I0


1
0
0
0

 Ninguna

Tabla 2.2: Tabla de representación de los vectores de Stokes [2].

Se sustituyen las ecuaciones (2.67) y (2.68) en la expresión (2.66) y se presenta el
siguiente vector de Stokes para describir luz polarizada linealmente:

S = I0


1

cos 2θ
sin 2θ
0

 (2.70)

donde I0 = E2
0 es la intensidad total. Para la polarización eĺıptica se reemplazan las

19



expresiones (2.67) y (2.68) en la ecuación (2.65).

S = I0


1

cos 2θ
sin 2θ cos δ
sin 2θ sin δ

 (2.71)

Teniendo claro que la luz puede estar totalmente polarizada o no polarizada, al incidir
en un medio, es importante definir que tan polarizada se encuentra un punto estable ,
estableciendo aśı el grado de polarización (P) [4].

P =

√
S2
1 + S2

2 + S2
3

S0

(2.72)

donde, P=1 indica luz totalmente polarizada y P=0 describe luz no polarizada; sin
embargo, si se presenta un resultado entre 0 <P< 1 corresponde a luz parcialmente
polarizada. Los vectores de Stokes se pueden tratar como una suma matricial; para aśı
obtener un vector de Stokes final.

S =
∑
i

Si (2.73)

2.2.3. Modelos de polarización para la interacción luz-materia

En esta sección se discute un estudio sobre la luz al interactuar con materiales
polarizantes y como resultado se obtiene un estado de polarización único [1, 21]. Por
ultimo se anexa un aporte teórico-matemáticos a los que son las matrices de Jones y
matrices de Mueller que describen matemáticamente los instrumentos ópticos.

Birrefringencia

En la naturaleza existen ciertos materiales cristalinos que presentan anisotroṕıa
óptica, lo que nos da a entender que sus caracteŕısticas ópticas son distintas en
todas las direcciones de la muestra cristalina. Ciertos materiales cristalinos como el
cuarzo, calcita, hielo y turmalina exhiben “birrefringencia”, fenómeno que consiste
en producir una doble refracción. Los materiales cristalinos exhiben dos ejes de
transmisión: uno denominado eje rápido conocido como el eje óptico y el eje lento
en dirección perpendicular al eje óptico, en donde los átomos del material se sitúan
asimétricamente. Cuando el haz incide sobre un material birrefringente, este se divide
en dos ondas designadas como onda extraordinaria “e”, y onda ordinaria “o” (ver figura
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2.8). Estas dos ondas se propagan por los ejes rápido y lento, y se producen dos ı́ndices
de refracción en el material llamados ı́ndice ordinario no e ı́ndice extraordinario ne,
respectivamente.

Figura 2.8: Representación del comportamiento de un material birrefringente.

Fuente: autor, adaptado de Gutierrez, 2008 [25].

La onda “o” cumple las leyes de Snell y sobre todo es ortogonal al eje óptico,
mientras que la onda “e” se refractará con un ángulo diferente al ángulo de incidencia.

Las láminas birrefringentes o placas retardadoras, son fabricados de materiales
minerales como por ejemplo el calcita; su función es generar distintos estados de
polarización dependiendo del diseño de la lámina y el mineral empleado. Las láminas
retardadoras son cortadas de tal forma que en la superficie se incorpore el eje óptico o
el eje de simetŕıa del cristal.

Las placas retardadoras incluyen una diferencia de fase o un retardo de fase al
haz óptico, debido a la propagación de las ondas ordinarias y extraordinaria. sin
embargo, este retardo es causado por el rayo que viaja en la dirección del eje lento en
semejanza con el haz que viaja en dirección del eje rápido y en conjunto con el grosor
del cristal o la distancia que recorre el haz dentro del cristal. Una lámina retardadora
presenta un retardo de fase Γ [2] definido como:

Γ = |k|Λ (2.74)

donde |k|=2π
λ
es el modulo del vector de onda y Λ es la diferencia de camino óptico que

se define como la diferencia en distancia que recorre la luz que viaja en dirección del
eje rápido respecto al eje lento. Para un cristal birrefringente con ı́ndices de refracción
ns e nf

3 y la distancia que recorre el haz de luz dentro del cristal es (L), entonces, la

3s y f, hacen referencias a los ejes lento y rápido por su siglas en ingles slow y fast

21



diferencia de camino óptico es Λ=(ns − nf )L. Por lo tanto, el retardo de fase para una
lámina retardadora se expresa en la siguiente ecuación:

Γ =
2π

λ
(ns − nf )L (2.75)

Se puede identificar varios tipos de placas birrefringentes en función de su retardo, las
más habituales para trabajar en escenarios experimentales son:

☛ Lámina retardadora de media onda (Γ = 180◦ = π[rad])

Establece un retardo de fase de π radianes o 180◦ entre las ondas o y e.
Se considera que incide un haz polarizado linealmente en una lámina que forma
un ángulo γ con respecto al eje lento (ver figura 2.9).

Figura 2.9: Ilustración de una lámina de λ
2 .

Fuente: autor, adaptado de Torrijos, 2014 [19].

La lámina de media onda, ocasiona que un estado de polarización presente
una rotación de 2γ, debido a que la onda e tendrá una velocidad de propagación
y una longitud de onda mayor que la onda o. Un caso de los cambios que ocasiona
una lámina de media onda es modificar un haz de luz polarizado circularmente a
la derecha (dextrógira), este al incidir por la lámina, obtendrá el mismo estado
de polarización pero con una rotación a la izquierda (levógira). Otro ejemplo
seria con los estados de polarización eĺıptica levógira y polarización lineal a
+45◦, donde al incidir sobre esta lámina se obtendrá luz polarizada eĺıpticamente
dextrógira y polarización lineal a −45◦.
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☛ Lámina retardadora cuarto onda (Γ = 90◦ = π/2[rad])

Este tipo de instrumento óptico ocasiona un retardo de fase de 90◦ o π/2[rad],
entre las componentes ortogonales de las ondas o y e. La lámina retardadora
puede convertir luz polarizada linealmente en luz polarizada eĺıpticamente y
viceversa.

Figura 2.10: Ilustración del funcionamiento de una lámina de λ
4 .

Fuente: autor, adaptado de Hecht,2002 [22].

Amplitud de ondas transmitidas

Se estudia la influencia de la polarización de la luz a través de dos medios lineales
no conductores con ı́ndices de refracción n1 y n2 que estan presentes en una interfaz.
En particular, se quiere analizar la relación de la polarización con respecto a las leyes
de reflexión, refracción y la amplitud de las ondas transmitida.

En primer lugar, para encontrar las leyes de reflexión y refracción, y la amplitud de
las ondas transmitidas se aplican las condiciones de frontera o contorno, pudiendo aśı
calcular las componentes tangenciales y normales de los vectores E⃗ y H⃗, aśı mismo,
estas componentes deben presentar continuidad al pasar de un medio al otro [26, 27].
Las condiciones de contorno son extráıdas de las ecuaciones de Maxwell escritas en
forma integral [26] y son denotadas aśı:
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☛ Para la forma integral de la ley de Gauss con ausencia de cargas libres dentro del
cristal fotorrefractivo, se obtiene: ∮

S

D⃗ · dA⃗ = 0 (2.76)

Se aplica esta ecuación a una superficie gausiana que se sitúa en una superficie de
contacto entre dos medios lineales, en este caso, un cilindro. Considerando que su
altura tiende a cero y que las bases de esta superficie coinciden con la frontera.
El flujo eléctrico es calculado con las bases del cilindro que se encuentran en la
frontera, de esta manera, como no hay presencia de cargas en la interfaz, no hay
flujo eléctrico. Es posible afirmar que las componentes del vector desplazamiento
en el medio uno es igual a las componentes del medio dos [26].

D⃗⊥
1 = D⃗⊥

2 = ε1E⃗
⊥
1 = ε2E⃗

⊥
2 (2.77)

Esta ecuación implica que las componentes normales en cada lado de la interfaz
son iguales.

☛ Para el campo inducción magnética (B⃗) se aplica la ley de Gauss para magnetismo
de forma integral. ∮

S

B⃗ · dA⃗ = 0 (2.78)

Se aplica la lógica anterior, en este caso, las componentes presente en los dos
medios se conserva lo que quiere decir que no sufren alteraciones, implicando que:

B⃗⊥
1 = B⃗⊥

2 (2.79)

☛ Para la ley de Ampere de forma integral:∮
P

H⃗ · d⃗l = I⃗enc (2.80)

donde I⃗enc es la corriente encerrada dentro de la interfaz. Para resolver esta
integral se considera un contorno rectangular, en el cual sus lados largos son
paralelos a la superficie frontera y sus lados cortos perpendiculares, la solución de
la integral se expresa como:

H⃗q
1 − H⃗q

2 = I⃗enc (2.81)

Se desprecia la presencia de esta corriente dentro la interfaz, por lo tanto:

H⃗q
1 = H⃗q

2 (2.82)

Se puede afirmar que las componentes del vector campo magnético se conservan
a medida que interactúa con la superficie de contorno.
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☛ Se emplea la ley de Faraday de forma integral.∮
P

E⃗ · d⃗l = − d

dt

∮
S

B⃗ · dA⃗ (2.83)

Se reemplaza (2.78) en (2.83) y se obtiene:∮
P

E⃗ · d⃗l = 0 (2.84)

En este caso, se hace el mismo razonamiento que se aplicó al campo magnético,
obteniendo:

E⃗q
1 = E⃗q

2 (2.85)

En consecuencia, las componentes tangenciales de los vectores H⃗ y E⃗ son
continuas a través de la interfaz. Hay que dejar claro que las ecuaciones (2.77,
2.79, 2.82) y (2.85) se adaptan para obtener las amplitudes o componentes de las
ondas transmitidas y reflejadas en términos de la onda incidente.

Figura 2.11: Ilustración de una onda de luz que incide oblicuamente en una interfaz.

Fuente: autor, adaptado de Zilio, 2009 [27].

Se considera una onda plana polarizada que incide de manera oblicua en la
interfaz que separa dos medios de diferentes ı́ndices de refracción. El haz incidente se
propaga en un medio con ı́ndice de refracción (n1) y presenta un vector de onda k⃗i
(con campos E⃗i y H⃗i) estableciendo un ángulo θI como se muestra en la figura (2.11);

el haz reflejado se propaga en el mismo medio, con un vector de onda k⃗r(con campos

correspondiente E⃗r y H⃗r) en dirección θr. Además, el rayo transmitido que se propaga
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por todo el segundo medio (n2), como se registra en la figura (2.11), presenta un vector

de onda k⃗t ( campos respectivos E⃗t y H⃗t), con un ángulo θt.

Los campos eléctricos presentes en esta interfaz son:

E⃗i = E⃗0i exp i(k⃗i · r⃗ − ωit) (2.86)

E⃗r = E⃗0r exp i(k⃗r · r⃗ − ωrt) (2.87)

E⃗t = E⃗0t exp i(k⃗t · r⃗ − ωtt) (2.88)

Los campos magnéticos se relacionan con los campos eléctricos (ecuación, 2.29 iii), por
lo tanto, los campos magnéticos incidente, reflejado y el transmitido son representados
a través de las siguientes expresiones:

H⃗i =
k⃗i × E⃗i

µωi

(2.89)

H⃗r =
k⃗r × E⃗r

µωr

(2.90)

H⃗t =
k⃗t × E⃗t

µωt

(2.91)

Se contempló que la permeabilidad magnética en los medios presentan igual valor, esto
se atribuye principalmente a que los dos medios son isótropos, homogéneos, lineales y
dieléctricos. Para los vectores campos eléctricos y magnéticos en los medios con ı́ndices
de refracción n1 y n2 se imponen las siguientes condiciones de frontera:

E⃗i + E⃗r e H⃗i + H⃗r Para n1 (2.92)

E⃗t e H⃗t Para n2 (2.93)

En la interfaz, las condiciones de frontera o contorno estan dadas:

() exp i(k⃗i · r⃗ − ωit) + () exp i(k⃗r · r⃗ − ωrt) = () exp i(k⃗t · r⃗ − ωtt) (2.94)

Cabe resaltar que las condiciones de frontera se deben mantener constante en todos los
puntos de la interfaz y en todo tiempo t, además, es indispensable que los argumentos
de las exponenciales sean iguales [18], implicando que:

ωi = ωr = ωt (2.95)

k⃗i · r⃗ = k⃗r · r⃗ = k⃗t · r⃗ (2.96)

De la ecuación (2.94), se deduce que k⃗i, k⃗r y k⃗t son coplanares ya que sus proyecciones
sobre el plano de la interfaz son todas iguales; aśı mismo, los vectores de onda indicados
en la figura (2.11) integran un plano de incidencia:

ki sin θi = kr sin θr = kt sin θt (2.97)
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El modulo del vector de onda esta vinculado con la velocidad de propagación de la onda
con el medio, por lo que se puede inferir que ki = kr, entonces con base en la ecuación
(2.96):

θi = θr (2.98)

Esta expresión es conocida como la ley de reflexión [18]. El ángulo del haz transmitido
o refractado se puede encontrar usando la expresión k = ωn

c
, usando la ecuación (2.96),

se tiene kt
ki

= n2
n1
, reemplazando en la ecuación (2.95), obteniendo la ya conocida ley de

Snell para la refracción [18, 27].:

n1 sin(θi) = n2 sin θt (2.99)

Para saber el comportamiento de la luz polarizada cuando interactúa con dos medios, se
determinan los coeficientes de reflexión (relación entre la amplitud de la onda reflejada
y la amplitud de la onda incidente) y transmisión (relación entre la amplitud de la onda
transmitida con respecto a la onda incidente). Estos parámetros dan una descripción
completa y detallada de los cambios que sufren las ondas reflejadas y transmitida debido
a la presencia de una interfaz. Para calcular estos coeficientes, se tomarán como bases
dos casos espećıficos:

☛ Caso 1: E⃗ perpendicular al plano de incidencia.

Figura 2.12: Representación del caso uno.

Fuente: autor, adaptado de Zilio,2009 [27]

• Este caso indica que E⃗ es paralelo a la interfaz o perpendicular al plano de
incidencia. Las direcciones de los vectores campos eléctricos y magnéticos
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para este proceso, se muestran en la figura (2.12) y de hecho, con base a
estas direcciones, se aplican las condiciones de fronteras (ecuaciones, 2.82 y
2.85).

Ei + Er = Et (2.100)

−Hi cos θi +Hr cos θr = −Ht cos θt (2.101)

Se usan las ecuaciones (2.89 2.90 y 2.91) para eliminar H y trabajar en
función del campo eléctrico. La expresión (2.101) se expresa:

− kiEi cos θi + krEr cos θr = −ktEt cos θt (2.102)

• Los coeficientes de transmisión y reflexión, para este caso, se expresan con
las variables t⊥ y r⊥.

t⊥ =

[
Et

Ei

]
(2.103)

r⊥ =

[
Er

Ei

]
(2.104)

☛ Caso 2: E⃗ paralelo al plano de incidencia.

Figura 2.13: Ilustración para el caso dos.

Fuente: autor, adaptado de Zilio,2009 [27]

• Este caso, nos indica que E⃗ es perpendicular a la interfaz o paralelo al plano
de incidencia, en la figura (2.13) se muestran la direcciones de los campos
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eléctricos y magnéticos. Con base a esta figura, se deducen las condiciones
de frontera.

Hi −Hr = Ht (2.105)

Ei cos θi + Er cos θr = Et cos θt (2.106)

Se usan las ecuaciones (2.89 2.90 y 2.91) para eliminar H y trabajar en
función del campo eléctrico, la expresión (2.105) nos queda:

− kiEi + ktEr = −ktEt (2.107)

• tq y rq representan los coeficientes de transmisión y reflexión.

tq =

[
Et

Ei

]
(2.108)

rq =

[
Er

Ei

]
(2.109)

Para calcular los respectivos coeficientes de transmisión y reflexión para los casos uno
y dos, se hace un extenso procedimiento algebraico resolviendo las ecuaciones (2.100,
2.102, 2.106 y 2.107) y empleando las leyes de Snell (2.98 y 2.99)4.

☛ Caso 1:

t⊥ =
2n1 cos θi

n1 cos θi +
√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(2.110)

r⊥ =
n1 cos θi −

√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

n1 cos θi +
√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(2.111)

☛ Caso 2:

tq =
2n1n2 cos θi

n2
2 cos θi + n1

√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(2.112)

rq =
n2
2 cos θi − n1

√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

n2
2 cos θi + n1

√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(2.113)

Las expresiones anteriores son empleadas para configuración de incidencia oblicua [18,
26]. Los coeficientes de transmisión y reflexión en cada caso presentan valores distintos
para un ángulo de incidencia (θi ̸= 0), si θi = 0, los coeficientes de transmisión y
reflexión se expresan como:

r⊥ = rq =
n2 − n1

n2 + n1

(2.114)

t⊥ = tq =
2n1

n2 + n1

(2.115)

4Los coeficientes de transmisión y reflexión son resueltos en el apéndice A.

29



Actividad óptica

Es un rasgo existente en algunos materiales, que permite rotar el plano de
polarización de un haz de luz polarizado linealmente, ilustrado en la figura (2.14).
El ángulo de rotación φ del plano de polarización esta subordinado a una distancia
(L) recorrida por la luz dentro del material, este fenómeno lo conocemos como “poder
rotatorio”. La expresión matemática para el poder rotatorio se expresa como el ángulo
girado por unidad de longitud [27].

ρ0 =
φ

L
(2.116)

Figura 2.14: Ilustración de la actividad óptica.

Fuente: autor, adaptado de Zilio,2009 [27].

La actividad óptica es causada por una diferencia de ı́ndices de refracción de la
luz polarizada circularmente, esto se debe principalmente a la simetŕıa de las moléculas
que compone los materiales [27]. El ángulo φ esta dado por:

φ =
πL

λ
(nD − nI) (2.117)

donde nD y nI son los ı́ndices de refracción para la polarización circular derecha e
izquierda, respectivamente, de modo que el poder rotatorio especifico viene dado por:

ρ0 =
π

λ
(nD − nI) (2.118)
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Matrices de Jones

En la sección (2.2.2), se discutió sobre formalismo matricial de los diferentes estados
de polarización en función de una diferencia de fase (δ). Se estudiará las matrices de
Jones con dimensiones 2x2, que describen las componentes de dispositivos ópticos
lineales como los retardadores y polarizadores.

Las componentes de un haz emergente de un elemento óptico están conectados
linealmente con las componentes del haz incidente, esta relación se escribe como:

E
′

x = J11Ex + J12Ey (2.119)

E
′

y = J21Ex + J22Ey (2.120)

donde E
′
x y E

′
y son las componentes del haz emergente y Ex e Ey son las componentes

del haz de salida; las cantidades Jij, i, j = 1, 2 son los factores transformadores.

(
E

′
x

E
′
y

)
=

[
J11 J12
J21 J22

](
Ex

Ey

)
(2.121)

o

E⃗ ′ = JE⃗ (2.122)

donde J es la matriz de Jones para un elemento óptico y generalmente presenta
magnitud compleja. Si la luz atravesara un tren de elementos ópticos, entonces el
resultado estaŕıa dado por la multiplicación de matrices:

(
E

′
x

E
′
y

)
=

[
N11 N12

N21 N22

]
.......

[
B11 B12

B21 B22

] [
J11 J12
J21 J22

](
Ex

Ey

)
(2.123)

Al expresar la matriz para un polarizador lineal (Mp) con su eje de transmisión
orientando con un ángulo ψ a la dirección horizontal como se representa en la figura
(2.15.a), este se denota de la siguiente manera [1]:

Mp =

[
cos2 ψ cosψ sinψ

sinψ cosψ sin2 ψ

]
(2.124)
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Figura 2.15: Elementos ópticos: a) polarizador; b) lámina retardadora.

Fuente: autor, adaptado de Yariv, 2007 [1].

Para una placa birrefringente o lámina retardadora, el cual, su eje lento (s) forma un
ángulo ψ con el eje horizontal como se ilustra en la figura (2.15.b). La matriz de una
lámina retardadora 5 se puede denotar como [1]:

MR =

[
e−iΓ

2 cos2 ψ + ei
Γ
2 sin2 ψ −i sin Γ

2
sin 2ψ

−i sin Γ
2
sin 2ψ e−iΓ

2 sin2 ψ + ei
Γ
2 cos2

]
(2.125)

donde Γ es el retardo de fase para una placa birrefringente (ver ecuación 2.75) tema
discutido anteriormente en el concepto de birrefringencia. Los cristales silenitas son
materiales ópticamente activos que provocan una rotación al vector polarización o al
plano de polarización, por lo tanto, la actividad óptica puede ser expresada en forma
de matriz de Jones, a través de una matriz de rotación que tiene un ángulo φ [28]:

R =

[
cosφ ∓ sinφ
± sinφ cosφ

]
(2.126)

donde los signos que están fuera de la diagonal indican el tipo de rotación, si es en
sentido horario o anti-horario. Las matrices de Jones son aplicables a la polarización por

5La ecuación 2.125 se demostró en el apéndice B

32



transmisión (ver sección 2.2.3) en función de los coeficientes de reflexión y transmisión, y
son utilizados para las dos situaciones. La matriz de transmisión es expresada como [3]:

T =

[
tq 0
0 t⊥

]
(2.127)

(2.128)

Para el caso de la reflexión

R =

[
−rq 0
0 r⊥

]
(2.129)

donde tq y t⊥ son los coeficientes de transmisión paralelo y perpendicular al plano de
incidencia. Aśı mismo, rq es el coeficiente de reflexión paralelo al plano de incidencia
y r⊥ es el coeficiente de reflexión perpendicular a este mismo plano. Para resaltar, los
elementos nulos fuera de la diagonal, son aplicables a materiales dieléctricos isotrópicos
[18]. En la tabla (2.3), se muestra una generalidad sobre los distintos elementos ópticos.
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Elementos ópticos Matriz de Jones

Polarizador lineal con eje de transmisión horizontal →
[
1 0
0 0

]

Polarizador lineal con eje de transmisión vertical →
[
0 0
0 1

]

Polarizador lineal con eje de transmisión ±45◦ → 1
2

[
1 ±1
±1 1

]

Placa de onda λ
4
con su eje rápido situado horizontal o vertical →

[
1 0
0 ±i

]

Placa de onda λ
4
con su eje rápido situado ±45◦ → 1√

2

[
1 ±i
±i 1

]

Placa de onda λ
2
con su eje rápido ya sea vertical o horizontal →

[
1 0
0 −1

]

Polarizador circular a la derecha o a la izquierda → 1
2

[
1 ∓i
±i 1

]

Tabla 2.3: Tabla de elementos ópticos con sus respectivas matrices de Jones [3].

Matrices de Mueller

La interacción de la luz con los elementos ópticos se pueden ser describir por medio
de este método, que consta de matrices de dimensiones de 4x4 denominadas “ Matrices
Mueller”. La funcionalidad principal de estas matrices es trabajar con los vectores de
Stokes (tema ya discutido en la sección 2.2.2). Unas de las ventajas que presenta este
método matricial con respecto al formalismo Jones es trabajar con los efectos de la
luz no polarizada. La relación entre las matrices de Mueller y los vectores de Stokes se
establece [2] como:

Ssalida =MSentrante →


S

′
0

S
′
1

S
′
2

S
′
3

 =


m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

m41 m42 m43 m44



S0

S1

S2

S3

 (2.130)
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Este tipo de matriz presenta valores reales y por ende medibles; una de las caracteŕısticas
que expresa este formalismo es que la diferencia de fase no se preserva y trabajan
espećıficamente con valores de intensidad transmitida [25]. Ahora, si la luz interactúa
con un tren de dispositivos ópticos, cada parte de este sistema se puede describir por
una matriz individual, con base a la ecuación (2.130), se denota como [24]:

Ssalida =Mn.....M2M1Sentrante (2.131)

Las matrices de Mueller para los diferentes dispositivos ópticos son representados en la
tabla (2.4).

Elementos ópticos Matriz de Mueller

Polarizador lineal con eje de transmisión horizontal o vertical → 1
2


1 ±1 0 0
1 ±1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Polarizador lineal con eje de transmisión ±45◦ → 1
2


1 0 ±1 0
0 0 0 0
±1 0 1 0
0 0 0 0



Placa de onda λ
4
con su eje rápido situado vertical o horizontal →


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 ∓1
0 0 ±1 0



Placa de onda λ
2
con su eje rápido ya sea vertical o horizontal →


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



Polarizador circular a la izquierda o al derecha → 1
2


1 0 0 ∓1
0 0 0 0
0 0 0 0
∓1 0 0 1


Tabla 2.4: Representación de las matrices de Mueller para los elementos ópticos [4].
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2.3. Propagación de ondas electromagnéticas en
medios anisotrópicos

Con respecto al vector de polarización P⃗ (ecuación, 2.6), su magnitud y dirección
dependen de la dirección de aplicación de un campo eléctrico externo. Con base a la
ecuación (2.6), la susceptibilidad eléctrica lineal es descrita por medio de un tensor
rango dos.

P⃗i = ε0

3∑
j=1

χijE⃗j (2.132)

los ı́ndices (1, 2 y 3) representan los ejes x, y e z, respectivamente. De acuerdo con esta
ecuación, las relaciones entre las componentes del vector polarización y las componentes
del vector campo eléctrico se expresan como:

Px = ε0(χ11Ex + χ12Ey + χ13Ez)

Py = ε0(χ21Ex + χ22Ey + χ23Ez)

Pz = ε0(χ31Ex + χ32Ey + χ33Ez)

(2.133)

Se aplica el campo eléctrico en la dirección x, el vector polarización se induce en las
direcciones y z. Al tensor de susceptibilidad se le aplica una rotación en base al sistema
de coordenadas, de manera que los elementos fuera de la diagonal sean nulos, estos ejes
los conocemos como los ejes principales dieléctricos del cristal [21]. Las relaciones entre
el vector polarización y el vector campo eléctrico son:

Px = ε0χ11Ex

Py = ε0χ22Ey

Pz = ε0χ33Ez

(2.134)

La respuesta dieléctrica del cristal se describe por medio del tensor de permitividad
eléctrica del medio “εij”, que se define por [21]:

D⃗i =
3∑

j=1

εijE⃗j (2.135)

o 
Dx = ε11Ex + ε12Ey + ε13Ez

Dy = ε21Ex + ε22Ey + ε23Ez

Dz = ε31Ex + ε32Ey + ε33Ez

(2.136)

Con base a la ecuación (2.5), la relación de las componentes de la susceptibilidad y la
permitividad eléctrica del medio es:

εij = ε0(1 + χij) (2.137)
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La conservación de la enerǵıa electromagnética implica que este tensor es hermitiano,
es decir, εij = ε†ji. Sin embargo, este tensor sufre variaciones debido a la dirección de
propagación y solo seis de los nueve elementos del tensor de permitividad dieléctrica
son independientes [27].

2.3.1. Elipsoide de ı́ndices

En los cristales anisotrópicos, el ı́ndice de refracción lineal establece una dependencia
con respecto a la dirección de polarización y a la dirección de propagación s⃗; para deducir
este comportamiento, se utiliza la expresión del elipsoide de ı́ndices de dónde se extrae la
densidad de enerǵıa Ue almacenada en el campo eléctrico en un medio anisotrópico [21].

Ue =
1

2

(
E⃗ · D⃗

)
(2.138)

La superficie de densidad de enerǵıa Ue es constante en el espacio, en este caso D⃗ esta
dada por:

D2
x

εx
+
D2

y

εy
+
D2

z

εz
= 2Ue (2.139)

donde εx, εy y εz son las permitividades dieléctricas principales. Si se asocia un vector

posición r⃗ =
D⃗√
2Ue

y haciendo unas series de pasos algebraicos a la ecuación (2.139) se

transforma en:
x2

εx/ε0
+

y2

εy/ε0
+

z2

εz/ε0
= 1 (2.140)

esta expresión se puede reescribir en términos de los ı́ndices de refracción.

n2
x = εx/ε0

n2
y = εy/ε0

n2
z = εz/ε0

Por lo tanto, la ecuación (2.140) se expresa de la siguiente manera:

x2

n2
x

+
y2

n2
y

+
z2

n2
z

= 1 (2.141)

donde nx, ny y nz son los ı́ndices de refracción principales a lo largo de las coordenadas x,
y e z, respectivamente, como se representa en la figura (2.16). Para determinar o analizar
la dirección de polarización y la velocidad de fase para una dirección de propagación
dada, simplemente se empalma la indicatriz con un plano ortogonal al vector de s⃗,
obtener aśı una figura eĺıptica donde los ı́ndices extraordinario ne y ordinario n0 se
interceptan con la dirección de propagación del campo eléctrico (ver figura 2.17).
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Figura 2.16: Ilustración sobre la elipsoide de ı́ndice de refracción.

Fuente: adaptado de Frejlich, 2007 [7].

Figura 2.17: Ilustración de un medio anisotrópico en el que viaja una onda plana.

Fuente: adaptado de frejlich [7]

Ya que el cristal fotorrefractivo que se emplea es uniaxial es decir, presenta un
solo eje óptico, como se ilustra en la figura (2.17), la expresión para el elipsoide de
ı́ndices viene dada por [21].

x2

n2
0

+
y2

n2
0

+
z2

n2
e

= 1 (2.142)

38



Las direcciones de los ı́ndices ordinario y extraordinario se encuentran paralelos a los ejes
principales de la elipse como se muestra en la figura (2.17). Por simetŕıa del problema,
se emplea coordenadas esféricas para determinar la posición de los ı́ndices ordinarios y
extraordinario en el elipsoide de ı́ndices, en este caso, las coordenadas se expresan de
la siguiente manera:

x = r sin θ cosϕ (2.143)

y = r sin θ sinϕ (2.144)

z = r cos θ (2.145)

donde r es el radio, θ es el ángulo polar y ϕ es el ángulo azimutal. Estas relaciones se
comprenden teniendo en cuenta que: 0 ≤ θ ≤ 180◦ y 0 ≤ ϕ ≤ 360◦.

Sustituyendo estas ecuaciones en la (2.142) y despejando a r, se obtiene:

r(θ, ϕ) =

(
sin2 θ

n2
0

+
cos2 θ

n2
e

)− 1
2

(2.146)

Esta elipsoide se encuentra alrededor del eje z y vaŕıa con el ángulo θ, los ı́ndices de
refracción presentes en el material son independientes de ϕ debido a la simetŕıa. Se
calcula r(π/2, 0) y r(π/2 + θ, π/2) y se obtiene:

r(π/2, 0) = n0 (2.147)

r(π/2 + θ, π/2) =

(
cos2 θ

n2
0

+
sin2 θ

n2
e

)− 1
2

= ne(θ) (2.148)

donde 0 ≤ ne(θ) ≤ ne. Cabe destacar que los argumentos de θ y ϕ son aplicados al s⃗
cuando este incide de manera normal al material, no en incidencia oblicua.

2.3.2. Efecto electro-óptico-lineal (Pockels)

Es un efecto óptico no lineal de segundo orden que provoca cambios en la red
cristalina de los cristales anisotrópicos, como consecuencia hay una alteración al
ı́ndice de refracción, esta alteración es producida, ya sea por un campo eléctrico
aplicado externamente o un campo de cargas espaciales [12]. Para que sea abordado
este fenómeno experimentalmente, el medio en estudio no debe exhibir simetŕıa de
inversión [5, 7, 21].

Como se discutió anteriormente, este efecto provoca cambios en el ı́ndice de
refracción; para describir este fenómeno matemáticamente, se inicia por describir la
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relación entre el tensor de impermeabilidad dieléctrica o el tensor de ı́ndices y el campo
eléctrico aplicado.

∆

(
1

n2

)
i

= rijEap,j (2.149)

Escrito de manera expĺıcita como:

∆

(
1

n2

)
1

∆

(
1

n2

)
2

...

∆

(
1

n2

)
6


=


r11 r12 r13
r21 r22 r23
... ... ...
r61 r62 r63


Eap,1

Eap,2

Eap,3



donde, Eap,j son las componentes del campo eléctrico aplicado y rij es un tensor de
rango tres denominado tensor de coeficiente electro-óptico [5],que da información sobre
el material en respuesta de un campo eléctrico aplicado. Un material con simetŕıa I-23,
los elementos del tensor electro-óptico presentan magnitud nula, excepto los coeficiente
r41, r52 y r63, por lo que el tensor para materiales I-23 se expresa como:

rij =


0 0 0
0 0 0
0 0 0
r41 0 0
0 r52 0
0 0 r63

 (2.150)

Las consecuencias que provoca aplicar este campo eléctrico causa una deformación al
cristal; este efecto es conocido como piezoeléctrico inverso (d14) y a su vez provoca
cambio en el ı́ndice de refracción por el efecto elasto-óptico (p44) [29]. El efecto
electro-óptico lineal efectivo (ref ), es la suma del efecto primario, que se obtendŕıa
si no ocurre deformación en el cristal, y el efecto electro-óptico secundario, influencia
dada por la combinación del efecto piezoeléctrico inverso y elasto-óptico, por lo tanto,
el (ref ) se define como:

ref = r41 + d14p44 (2.151)

En experimentos aplicados al BTO con campo eléctrico estático, el valor de d14p44 se
estima igual a 0,21pm/V [30], siendo un valor mucho menor que r41.

2.3.3. Efecto electro-giratorio

Este efecto aparece por la alteración de la actividad óptica bajo la presencia de un
campo eléctrico externo [15]. Este efecto es un pseudo-tensor de rango tres y se exhibe
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en la simetŕıa I-23, pero no en las simetŕıas 432,m3m y 43m [15]. Este tensor presenta
las mismas cualidades que el tensor del coeficiente electro-óptico [31].

ζij =


ζ11 ζ12 ζ13
ζ11 ζ12 ζ13
... ... ...
ζ61 ζ62 ζ63

 (2.152)

Los elementos ζ41, ζ52 y ζ63 son distintos de cero si se emplea un material con grupo de
simetŕıa I-23. La intervención del efecto electro-giratorio al cambio en la rotación del
plano de polarización o la dirección de polarización, está dada por la expresión [15]:

∆ρ = − 2√
3

π

λncr

ζ41Eap (2.153)

donde λ es la longitud de onda que incide en el material y ζ41 es el coeficiente
electro-giratorio. De esta manera, la actividad óptica incluido el poder rotatorio
(ecuación, 2.116).

ρ = ρo −
2√
3

π

λncr

ζ41Eap (2.154)

ρo es la actividad óptica por unidad de longitud sin presencia de un campo eléctrico
externo. Esta expresión es muy importante para el aporte del cálculo del coeficiente
electro-óptico efectivo.

2.4. Materiales fotorrefractivos

Estos tipos de materiales son explicado con base en la f́ısica de los semiconductores,
que describe particularmente el mecanismo de conducción eléctrica. Los materiales
fotorrefractivos presentan una banda de conducción separada de la banda de valencia
por una brecha t́ıpica de materiales aislantes, sin embargo, presentan defectos
intŕınsecos, los cuales se le atribuyen a procesos de fabricación dentro del material.
Tales discrepancias pueden ser átomos ausentes en las redes cristalinas o átomos que
ocupan la posición de otros en la estructura [7]. En este caso, los defectos extŕınsecos
se crean deliberadamente al dopar el cristal. Los materiales fotorrefractivos se dividen
en tres tipos, como son:

☛ Óxidos Ferroeléctricos entre ellos se comparecen:

• Titanato de Bario (BaTiO3)

• Niobatio de Litio(LiNbO3)
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• Tantalato de Litio (LiTaO3)

• Niobatio de Potasio (KNbO3)

☛ Semiconductores entre ellos se presentan: Arseniuro de Galio (GaAs), Fosfito de
indio (LnP ) y CdTe (Telururo de cadmio).

☛ Cristales silenitas: pertenecen a la clase cristalograf́ıa cúbica no centro simétrico
I-23 son fotoconductores, electro-giratorios, piezoeléctricos, electro-ópticos,
elasto-ópticos y ópticamente activos, exhiben resistencia a la oscuridad entre ellos
se identifica:

• óxido de bismuto de germanio o germanato de bismuto Bi12GeO20 (BGO)

• óxido de bismuto de silicio o silicato de bismuto Bi12SiO20 (BSO)

• óxido de bismuto de titanio o titananto de bismuto Bi12TiO20 (BTO)

En este trabajo, se emplea un cristal de óxido de bismuto de titanio que presentan varias
aplicaciones en memorias holográficas, procesamiento óptico en señales, interferometŕıa,
conjugación de fase y moduladores de luz, entre muchas otras [16,31,32]

2.4.1. Cristal de óxido de bismuto Bi12TiO20

Este componente presenta una estructura cubica centrada en el cuerpo (BCC). La
estructura cristalina del Bi12TiO20 esta formado por poliedros Bi-O, los cuales los iones
de Bi están unidos a 5 iones de ox́ıgeno, formando una estructura octaédrica, la red
poliédrica esta conectada a tetraedros Ti O4, cada tetraedro esta formado por 4 aniones
de ox́ıgeno y un catión de titanio (Ti) [33]. El cristal BTO es crecido por la técnica
de “Czochralski”, fundiendo BiO3 + TiO2 a una temperatura de 950◦C [34], aunque
existen otras técnicas para el crecimiento de este cristal, entre esas están el método de
solución de fusión [9].
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Figura 2.18: Ejes cristalográficos del cristal de Bi12TiO20.

Fuente: adaptado de Jerez, 2011 [34].

Las caracteŕısticas que presentan este cristal, es su alta sensibilidad para la luz
roja y su elevada fotoconductividad eléctrica [32], En la tabla (2.5) se presentan las
propiedades ópticas y f́ısicas del cristal de Bi12TiO20.

Propiedades Valores

Índice de refracción 2.56
Permeabilidad
dieléctrica

ϵ = 47 a frecuencia 1KHz

Actividad óptica 6,3◦/mm
Simetŕıa 23
Coeficiente electro-óptico ≈ 5,5× 10−12 m/V
Coeficiente
electro-giratorio

Menor 0,30× 10−12 m/V

Temperatura de Fundido 950◦C
Densidad 9,1g/cm3

Tabla 2.5: Propiedades ópticas especificadas con λ = 633nm y propiedades f́ısicas del
cristal de Bi12TiO20 [5].
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Caṕıtulo 3

Técnicas para determinar el coeficiente
electro-óptico efectivo

3.1. Antecedentes sobre la medida del coeficiente
electro-óptico en el BTO

El coeficiente electro-óptico es uno de los parámetros más importante para
la aplicación de los cristales silenitas. sin embargo, la medición del coeficiente
electro-óptico implica una dependencia con la longitud de onda, según estudios
informan que la medición del ref para el Bi12TiO20, difieren significativamente con
distintas longitudes de onda [6, 8, 12, 13,17,35].

Según lo reportado por Fox y Bruton et al [13], la primera medición del coeficiente
electro-óptico en el BTO, utilizando una longitud de onda de 633 nm y empleando un
soleil-babinet (retardador de orden cero, continuamente variable) fue de r41 ∽ 5,17
pm/V. Este valor se midió sin tener en cuenta la deformación producida por
el campo eléctrico externo aplicado al BTO. Años más tarde Wilde, Lemaire,
Prokofiev, Papazoglou y Riehemann hacen aportes relevantes a la medida del
coeficiente electro-óptico en BTO, tanto con el valor efectivo, como con la técnica de
medición [8,17,35,36] y utilizando otros cristales silenitas para dicha medición [10,11,14].

Investigadores como Wilde et al [35] con un trabajo de gran magnitud para la
medición del coeficiente electro-óptico efectivo, empleando las conocidas configuraciones
holográficas del campo eléctrico como es: transversal y longitudinal con base a distribuir
corriente; tanto alterna (ac), como directa (dc), entregando un valor promedio del
coeficiente electro-óptico es igual r41 = 5,75±0.10 pm/V para corriente directa y para
corriente alterna un coeficiente electro-óptico de r41 = 5,2 ± 1,0 pm/V, disponiendo
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un haz de luz de 633nm. Papazoglou y colaboradores et al [17] en el año 1997, hacen
un aporte de la medición del coeficiente electro-óptico efectivo de ref = 5,5 pm/V,
teniendo en cuenta la influencia del llamado efecto electro-óptico secundario que
combina el efecto piezoeléctrico inverso y el efecto elasto-óptico, empleando una región
espectral de 575nm a 700nm como se muestra en la figura (3.1) donde los puntos son
los datos experimentales, las barras de error simbolizan la desviación estándar de cada
conjunto de medida y la linea de puntos representa el valor medio de todos los datos
medidos. Papazoglou, resta la contribución piezoeléctrica para aśı obtener un valor del
coeficiente electro-óptico r41 = 5,3 pm/V, este valor cumple con lo reportado por Fox
y Bruton. Una contribución fundamental que hace papazoglou, es afirmar que en el
rango espectral visible no se presenta dispersión del coeficiente electro-óptico para el
BTO.

Figura 3.1: Gráfica experimental de ref vs λ.

Fuente: Papazoglou Y colaboradores, 1997 [17].

Otros autores como es Lemaire que empleó una longitud de onda de 650 nm, y
reporta un valor de ref ≈ 2,1 pm/V [36] y por último se encuentra a Prokofiev et
al [37] obtuvo un r41 ≈ 5,3 pm/V empleando el concepto de eficiencia de difracción
para un cristal BTO. En el año 1997, se hace un estudio del r41 en relación al BTO
con distintos dopajes con elementos representativos en la tabla periódica como son el
calcio, vanadio, galio y cadmio, reportando un valor de coeficiente electro-óptico lineal
sin dopar de r41 = 5,66 pm/V [8], este valor en si muestra diferencias con los valores
obtenidos con los cristales BTO dopados.

En la actualidad el investigador Efremidis y colaboradores [31], emplean un
rango espectral 520 nm-800 nm, informando una variación de ref ∽ 3,0 pm/V a 5,7
pm/V; como se muestra en la figura (3.2a), se puede observar en esta ilustración una
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considerable dispersión del coeficiente electro-óptico en el cristal BTO. Por otro lado,
en 2011 De Oliveira et al [12], empleó un rango espectral de ∽500nm y ∽650nm, y
obtiene un ref promedio cercano a 5,5 pm/V reafirmando aśı el trabajo de Papazoglou,
como se muestra en la figura (3.2b).

Figura 3.2: Gráficas experimentales sobre la medida del coeficiente electro-óptico en
función de la longitud de onda.

(a) Gráfica de resultados de Efremidis.

(b) Gráfica de resultados De Oliveira en cristales
BTO en estados puro y dopados.

Fuentes: Efremidis y De Oliveira [12, 31]

Por último, el cálculo de Coeficiente electro-óptico para el cristal BTO más reciente es
reportado por Moura et al [6] en el año 2013, empleando un procedimiento alternativo
de incidencia oblicua, que es un técnica llamativa; que procede de un método tanto
experimental y teórico empleando una longitud de onda en la región del infrarrojo y
reporta un valor de ref = 5,5 ± 0,2 pm/V, este valor mencionado concuerda con los
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valores reportados de Papazoglou y De Olivera; para una longitud de onda 780nm.
Además, los trabajos de Moura y De Olivera ratifican la no presencia de la dispersión
del coeficiente electro-óptico lineal en cristal de óxido de bismuto de titanio empleando
el espectro visible, las causas de esta dispersión que exhibe las mediciones de efremidis
puede estar relacionado con dos factores entre ellos se encuentran los inadecuados
polarizadores para medir el rango de longitud de onda que él trabaja y la creación
de un campo de carga espaciales que es opuesto al campo aplicado causado por la
intensidad del haz incidente que puede inducir una alta densidad de electrones en la
banda de conducción [6, 12].

3.1.1. Modelos experimentales para la medida del coeficiente
electro-óptico en cristales silenitas

Se hizo una revisión literaria sobre los modelos experimentales para medir coeficiente
electro-óptico en cristales silenitas. Para eso se dividió en dos modelos experimentales
uno en incidencia normal o en linea (Su principal caracteŕıstica es que el haz de luz
incide perpendicular a unas de las caras del cristal silenita) y el otro en incidencia
oblicua o fuera de linea( su principal caracteŕıstica es precisamente que el haz incide con
respecto a un ángulo de incidencia que se forma entre una recta normal a la superficie
de contacto):

Modelos experimentales en incidencia normal o en linea

En este modelo se abordo en el año 1986 con el estudio de Henry et al [10],
planteó una teoŕıa fundamentada en el cambio de polarización de un haz polarizado
linealmente sobre un cristal, este cambio se lo atribuyó a la birrefringencia inducida y
a la birrefringencia circular. El estado de polarización del haz que sale del cristal suele
ser eĺıptico y señalo lo anterior por medio de una expresión matemática que se lo asoció
con el ref , para eso empleó un procedimiento experimental como se indica en la (3.3).

Figura 3.3: Ilustración del experimento de Henry.
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Fuente: Henry y colaboradores, 1986 [10]

El arreglo experimental se conformó por una fuente de luz (S), un monocromador
(M), dispositivo óptico que sirvió para medir la composición de la luz según su
distribución de longitudes de onda, una lente (L), un diafragma (D) que se empleó
para controlar el área iluminada del cristal, un polarizador (P1) que controlaba la
dirección de polarización del haz incidente, el cristal silenita que estuvo bajo la acción
de un campo eléctrico aplicado, un analizador (P2) y un foto-multiplicador (PM) que
estaba conectado a un sistema de registros de datos.

El procedimiento consistió en rotar el analizador (P2), para aśı determinar las
intensidades máximas y mı́nimas con respecto al campo eléctrico aplicado, sin
embargo, para encontrar esas medidas de intensidad, el polarizador P1 se orienta a un
ángulo de θα arbitrario; por lo que el grado de polarización o la visibilidad para esta
orientación viene dada por [2, 24]:

Vθα =
IM − Im
IM + Im

(3.1)

donde IM es la intensidad transmitida máxima y Im es la intensidad transmitida mı́nima.
Ya obtenidas esas mediciones, se hizo un segundo procedimiento, para eso el polarizador
P1 se giró a una orientación π/4 con respecto a la anterior; por lo que la posición angular
es ahora θα + π/4 y se determinó Vθα+π/4, una vez que se hallan determinados Vθα y
Vθα+π/4, estos valores de intensidad se reemplazaron en la siguiente ecuación [10]:

Vθα + Vθα+π/4 = 1 +

[
1− δ2

2

(
sin(ϕ/2)

ϕ/2

)]
(3.2)

donde:

δ =
2π

λ
n3r41Eapd, ϕ2 = ρ′2 + δ2 (3.3)

ϕ es la diferencia de fase debido a la birrefringencia inducida y la actividad óptica,
n es el ı́ndice de refracción lineal del material con respecto a la longitud de onda
del haz incidente, Eap es el campo aplicado y d es la distancia que recorre el haz
dentro del material. Realmente este experimento mostró ciertas discrepancias, ya
que el haz incidente entró en incidencia normal a la cara del cristal, y se presentó el
fenómeno de múltiples reflejos en el cristal y no solo es el único obstáculo, también se
presentó un campo eléctrico interno que esta relacionado con el transporte de cargas
no homogéneas [6].

Otra técnica fue la propuesta por Papazoglou et al [17]. Este método experimental,
consistió en encontrar el valor del campo eléctrico aplicado para el cual la elipticidad
(relación entre el eje menor y el eje mayor de la elipse) que emerge del cristal debe ser
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0. Considerando que en el cristal se propagan dos ondas eĺıpticas en diferentes sentidos
(derecha y izquierda) por las direcciones de polarización del material birrefringente, el
ref se determinó por medio de unas expresiones anaĺıticas que deducen la elipticidad
del haz de luz que emerge del cristal, el cual se relacionó con la dirección de polarización
del haz incidente y las caracteŕısticas del cristal [17].

Figura 3.4: Ilustración del arreglo experimental de Papazoglou y colaboradores

Fuente: Papazoglou y colaboradores [17].

Sin embargo, debido a la figura (3.4), dentro del cristal se producen estados de
polarización eĺıptico debido a la birrefringencia lineal; que es originado por un campo
eléctrico aplicado. Internamente en el cristal se exhiben una diferencia de fase ϕ entre
las dos ondas eĺıpticas, que se propagan por los ejes del cristal birrefringente. ϕ se
expresa como:

ϕ =
√
(2ρ0)2 + (δ)2 (3.4)

donde ρ0 es el poder rotatorio por unidad de longitud y δ es el retardo de fase por
unidad de longitud, respectivamente. Por lo tanto, δ esta dado por:

δ = 2k0∆n =
2π

λ
refn

3E0 (3.5)

donde k0 es la magnitud del vector de onda, n es el ı́ndice de refracción del material, E0

es el campo eléctrico aplicado. La medición del ref se fundamentó en el que la elipticidad
sea cero y para encontrar esta magnitud se registran grandes valores de voltaje, cabe
resaltar que la intensidad que salió del analizador es luz polarizada linealmente, en total
ϕl es igual a mπ. Por lo tanto, ref es:

ref =

√(mπ
l

)2
− (2ρ)2(

2π

λ
n3E0

) , m = 1, 2... (3.6)

Experimentalmente, lo que se calculó fueron los altos valores de voltaje aplicado, para
que aśı la elipticidad se convirtiera en cero y que en el fotomultiplicador se registraran

49



valores de intensidad mı́nima, como consecuencia, estos voltajes se reemplazan en la
ecuación (3.6).

Para destacar un ultimo estudio sobre la medida del coeficiente electro-óptico en
cristales silenitas en especial del BSO, se lo atribuyen a William Laguado et al [16];
Esta técnica se baso en un análisis de Mueller-Stokes (temas ya discutido en las
secciones 2.2.2, 2.2.3), la técnica que implementó, tiene la ventaja de determinar de
manera simultanea el coeficientes electro-óptico lineal y el poder rotatorio. Esta técnica
consistió en obtener la matriz de Mueller del arreglo experimental, que exhibe 16
elementos de intensidad [2, 4, 24]. El montaje experimental como se ilustra en la figura
(3.5) estuvo compuesto de un haz de luz de He-Ne de 633 nm, un pinhole, una lente
(L), polarizador (P), una retardador (R1) de λ/4. La muestra de BSO estuvo anclada
con una fuente de voltaje, para que aśı suministrara un campo eléctrico externo.
Un retardador (R2), un analizador (A) y por ultimo, un sensor que se conecto a un
medidor de intensidad.

Figura 3.5: Ilustración del montaje experimental propuesto por Laguado.

Fuente: Laguado, 2019 [16].

El funcionamiento del montaje experimental consistió en generar estados de polarización
eĺıpticos por medio del primer tramo denominado “sistema generador” conformado
por un polarizador lineal y un retardador de cuarto de onda (λ/4) este se rotó en
paso de 40◦ hasta dar el giro completo, estos estados de polarización incidieron en el
material, ya en el interior del cristal fotorrefractivo estos estados de polarización se
vieron alterado por la birrefringencia circular y lineal, al salir del cristal, los estados
de polarización pasaron por un “sistema analizador”que tuvo la función de analizar
los estados de polarización que emergieron del cristal. Este sistema estuvo conformado
por una lámina retardadora de cuarto de onda, el cual es girado a razón de 40◦ hasta
dar el giro completo y por último un polarizador lineal, y finalizó en el sensor donde
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se registró los valores de intensidad, de esta manera se obtuvo una matriz de 9x9 de
intensidades.

Para determinar coeficiente electro-óptico lineal se utilizó la matriz de Mueller
teórica (MT ) del material que cobijo la diferencia de fase debido a la birrefringencia
inducida y la birrefringencia circular, esta matriz se denota de la siguiente manera:

MT =


1 0 0 0
0 cos2∆− sin2∆cos 2Θ − cosΘ sin 2∆ − sin2∆sin2Θ
0 cosΘ sin 2∆ cos 2∆ sin 2∆ sinΘ
0 − sin2∆sin2Θ − sin 2∆ sinΘ cos2∆− sin2∆cos 2Θ

 (3.7)

donde, ∆ y Θ se expresan como:

∆2 = ρ2 + δ2 (3.8)

tanΘ =
δ

ρ
(3.9)

donde ρ es el poder rotatorio y δ es el retardo de fase debido a la birrefringencia lineal.
sin embargo, δ se expresa como:

δ =
π

λ
r41n

3Eap

Θ es una posición angular que se forma entre los dos fenómenos; este ángulo se calculó
empleando el teorema de Pitagoras en referencia a la ecuación (3.9). Para determinar
la matriz de Mueller experimental (Me) de la muestra se empleó la polarimetŕıa
Mueller-Stokes [16,38], la construcción de la matriz experimental se necesito de algunos
parámetros entre ellos el desfase que presentan los retardadores, y el número de medidas
que se relaciona con la rotación de los retardadores. En este caso, la matriz de Mueller
experimental se expresa de la siguiente manera:

Me =


m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

m41 m42 m43 m44

 (3.10)

Para encontrar r41, igualaron los elementos de la matriz teórica (ecuación, 3.7) con la
matriz experimental (ecuación, 3.10) por ende, se determinaron los valores de ∆ y Θ,
por consecuencia, estos dos parámetros se asocian con el r41. Este método es sencillo y se
puede emplear para cualquier otro cristal que exhiba actividad óptica y birrefringencia
inducida.
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Modelo experimental en incidencia oblicua o fuera de ĺınea

El modelo experimental que se reporta sobre incidencia oblicua es presentado por
Moura et al [6]. En esta técnica experimental consistió en un estudio experimental como
teórico sobre la medida del coeficiente electro-óptico lineal empleando el espectro del
infrarrojo. Este trabajo se fundamenta en un modelo teórico que relaciona el cálculo
del coeficiente electro-óptico con la variación de la intensidad transmitida (VIT ), que
es provocado por la presencia de los coeficientes de transmisión y la birrefringencia
inducida.

Figura 3.6: Esquema experimental para determinar el coeficiente electro-óptico, con
incidencia oblicua.

Fuente: Moura, 2013 [6].

El montaje experimental que se observa en la figura (3.6), el cual, consistió en
un fuente de luz de 780nm, incluidos un filtro de densidad neutra (DN), un polarizador
y una fuente de voltaje que se conecta con la muestra, y para finalizar, un detector que
tuvo la función de convertir los datos analógicos en digital. El arreglo experimental se
relaciona con el modelo teórico, el cual, hace una descripción del comportamiento de la
polarización a medida que recorre la luz por el montaje. Moura, emplea en el montaje
un ángulo de incidencia de 34,5◦ para abordar el problema.

El modelo teórico que plantea Moura, es un estudio f́ısico-matemático que aborda los
criterios del formalismo de Jones [23], coeficientes de transmisión [3], birrefringencia,
coeficiente de electro-óptico y coeficiente de electro-giratorio. Lo que se discute en la
técnica es encontrar el estado de polarización que recorre el haz dentro del cristal BTO.
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3.2. Deducción de la expresión que permite el cálculo
del coeficiente electro-óptico en BTO

El coeficiente electro-óptico es un parámetro óptico muy importante en los
cristales silenitas, esa dependencia va de la mano con el grupo de simetŕıa, y la
actividad óptica. En este trabajo, se realiza una deducción f́ısico-matemática de la
expresión para el cálculo de la variación de intensidad transmitida, que permite hallar
indirectamente el coeficiente electro-óptico de un cristal silenita en configuración
oblicua. En dicha configuración el haz polarizado linealmente cae oblicuamente sobre
el cristal fotorrefractivo con simetŕıa I-23 y en presencia de un campo eléctrico externo
aplicado se genera birrefringencia lineal en el cristal. Esta birrefringencia actúa sobre
las componentes del vector de polarización del haz incidente y genera en este un cambio
en su propagación dentro del cristal. El objetivo de la deducción f́ısico-matemática
de la variación de intensidad transmitida es describir teóricamente el comportamiento
del haz de luz durante su propagación en las interfaces involucradas en el modelo
experimental propuesto en la figura (3.6) y hallar una expresión para el retardo de
fase generado por el cristal y una expresión de intensidad que describa el haz una vez
emerge del cristal fotorrefractivo que se encuentra en presencia de un campo eléctrico
externo aplicado (Eap).

Este modelo consta de cuatro fases que se distribuyen de la siguiente manera:

1. Determinar el estado de polarización del haz antes de entrar al cristal y después
de entrar al cristal, lo que designaremos el estado de polarización en la interfaz
aire-cristal.

2. Hallar una expresión para el estado de polarización en la interfaz cristal-aire, que
encierra el estado de polarización dentro del cristal y fuera del cristal, que sufre
cambios a la hora de aplicar un campo eléctrico externo.

3. Hallar una expresión para calcular la variación de intensidad del haz transmitido
que emerge del cristal. Esta variación se debe a la birrefringencia inducida y a los
coeficientes de transmisión en la configuración oblicua.

4. Por último, hallar una expresión para el retardo de fase en dependencia de los
ı́ndices principales del cristal que se torna birrefringente en presencia de un campo
eléctrico aplicado.

Las fases uno y dos dependen de los coeficientes de transmisión. Sin embargo, dentro de
estas cuatro fases se aplican los conocimientos discutidos en las secciones (2.2.2 y 2.2.3)
sobre la descripción de la polarización en forma matricial para determinar los estados
de polarización.
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3.2.1. Estado de polarización en la interfaz aire-cristal

El comportamiento de un haz polarizado linealmente, antes de incidir oblicuamente
en el cristal BTO, el cual, se expresa como el estado de polarización inicial (E⃗i) por
medio de formalismo de Jones. Este estado de polarización se describe por un ángulo
de polarización θp, que se forma con la dirección de polarización del (E⃗i) y plano de
incidencia, (ver figura 3.7). De acuerdo con la ecuación (2.57), el estado de polarización
inicial para el haz esta dado por:

E⃗i =

[
cos θpe

iδx

sin θpe
iδy

]
(3.11)

Recordando los conceptos discutidos en la sección (2.2), las fases presentes en la
polarización lineal son 2nπ, donde (n = 0, 1, 2, 3), por lo tanto, el estado de polarización
inicial se expresa como:

E⃗i =

[
cos θp
sin θp

]
(3.12)

Figura 3.7: Ilustración de un rayo incidente formando un ángulo θp con la dirección
horizontal.

Fuente: autor.

En la figura (3.8) se muestra la trayectoria de un haz incidente polarizado linealmente
que incide oblicuamente sobre un cristal fotorrefractivo sometido a una diferencia de
voltaje. Los ángulos presentes en la interfaz aire-cristal son θI y θr, respectivamente, y
para la interfaz cristal-aire el ángulo de incidencia es θr y el ángulo transmitido es θI ,
respectivamente. Esta configuración es vista desde la cara (001). Hay que hacer una
salvedad que la luz incide en la cara (1̄1̄0).

54



Figura 3.8: Trayectoria de un haz de luz al atravesar las interfaces aire-cristal y
cristal-aire.

Fuente: autor.

Por tratarse de incidencia oblicua, la distancia que recorre el haz no es precisamente
el grosor del cristal L, sino, una distancia que depende del ángulo transmitido que
llamaremos como lef . Para encontrar la distancia recorrida por el haz dentro del cristal,
se observa la figura (3.9), se obtiene:

lef =
L

cos θr
(3.13)

Teniendo en cuenta la ley de Snell ecuación (2.99), se expresa de la siguiente manera:

naire sin θI = nBTO sin θr (3.14)

Por lo tanto, lef esta dado por:

lef =
L√

1−
(
naire sin θI
nBTO

)2
(3.15)
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Figura 3.9: Descripción gráfica para determinar lef por medio de relaciones
trigonométricas.

Fuente: autor.

En la interfaz aire-cristal, la luz incide oblicuamente en el cristal fotorrefractivo
BTO, esta a su vez lleva un tipo de polarización establecido, y se vera modificado
por la interfaz. La matriz de transmisión que involucra los coeficientes de transmisión
tanto paralelo como perpendicular al plano de incidencia se representa de acuerdo con
la expresión (2.128):

Ta→c =

[
tq,a→c 0
0 t⊥,a→c

]
(3.16)

donde los elementos presentes en la diagonal principal se denotan en virtud a las
ecuaciones (2.110, 2.112), haciendo claridad que n1 = naire, n2 = nBTO y el ángulo
θi = θI , por lo tanto, los coeficientes de transmisión en la interfaz se indican como:

tq,a→c =
2nairenBTO cos θI

n2
BTO cos θI + naire

√
n2
BTO − n2

aire sin
2 θI

(3.17)

t⊥,a→c =
2naire cos θI

naire cos θI +
√
n2
BTO − n2

aire sin
2 θI

(3.18)

Aplicando el formalismo de Jones, el estado de polarización en la interfaz aire-cristal
(E⃗a→c) esta dado por:

E⃗a→c = Ta→cE⃗i (3.19)

3.2.2. Estado de polarización en la interfaz cristal-aire

Se analizará el cambio de polarización en presencia de un campo eléctrico aplicado,
y la polarización del haz transmitido que emerge del cristal BTO, como se ilustra
en la figura (3.8). Sin embargo, para determinar la estructura matricial del estado
de polarización del haz dentro del cristal, se sabe por definición que el cristal de
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Bi12TiO20 presentan actividad óptica y birrefringencia inducida debido a un campo
eléctrico externo y provocan que se desencadene alteraciones en la polarización [6, 16].

Figura 3.10: El cristal BTO dividido en N-láminas con una longitud d.

Fuente: autor, adaptado de Yariv, 1984 [21].

El cristal se divide en N-Láminas delgadas (N → ∞) de espesor ∆L = d/N
como se muestra en la figura (3.10), donde d es la distancia que recorre la luz en
el material. La m-ésima capa esta localizada a una distancia Lm = m∆L, para
(m = 1,2,3....N). Entonces, se analiza la rotación del plano de polarización de las
N-láminas con respecto a uno de los ejes fijos del laboratorio, por lo que el ángulo de
rotación de la m-ésima capa esta dado por φm = m∆φ, donde ∆φ = ρ∆L. El retardo
de fase para la m-ésima capa se expresa como Γm = mΓ/2N . Los efectos simultáneos
de la birrefringencia inducida y la actividad óptica bajo la presencia de un campo
eléctrico aplicado en la m-ésima lámina esta dada por el producto matricial de las
matrices (2.125 y 2.126), por lo tanto, la matriz de Jones de la m-ésima lámina seŕıa:

Mm =Mr0R(φm) (3.20)

donde, Mr0 es la matriz de Jones de la birrefringencia para la m-ésima lámina y se
denota como:

Mr0 =

[
e−i( Γ

2N ) cos2 ψ + ei(
Γ
2N ) sin2 ψ −i sin 2ψ sin

(
Γ
2N

)
−i sin 2ψ sin

(
Γ
2N

)
ei(

Γ
2N ) cos2 ψ + e−i( Γ

2N ) sin2 ψ

]
(3.21)

y R(φm) es la matriz de la actividad óptica para la m-ésima lámina, se expresa como:

R(φm) = R

(
ρd

N

)
=

[
cos
(
ρd
N

)
− sin

(
ρd
N

)
sin
(
ρd
N

)
cos
(
ρd
N

) ] (3.22)
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ρ es la actividad óptica por unidad de longitud donde se incluye el efecto
electro-giratorio, (ecuación 2.154). La matriz de Jones para describir los efectos de
la birrefringencia y la actividad óptica (MT ) para las N láminas del cristal se expresa
como:

MT =
N∏

m=1

Mm =

[
Mr0R

(
ρd

N

)]N
(3.23)

La expresión (3.23) es calculada anaĺıticamente aplicando la identidad de Chebyshev
[21], que se expresa de la siguiente forma:

J =

[
A B
C D

]N
=


A sin (NKΛ)− sin [(N − 1)KΛ]

sin (KΛ)
B
sin (NKΛ)

sin (KΛ)

C
sinNKΛ

sin (KΛ)

D sin (NKΛ)− sin [(N − 1)KΛ]

sin (KΛ)


(3.24)

con:

KΛ = cos−1

(
1

2
A+D

)
(3.25)

La solución de la ecuación (3.23) con respecto a la identidad de Chebyshev, se calcula
en el apéndice C.

MT =

[
cos∆− i sinΨ cos 2ψ sin∆ − (cosΨ + i sinΨ sin 2ψ) sin∆
(cosΨ− i sinΨ sin 2ψ) sin∆ cos∆− i sinΨ cos 2ψ sin∆

]
(3.26)

Los ejes lento y rápido del cristal se encuentra a 45◦(ψ = 45◦) con respecto a los ejes
fijos del laboratorio o la dirección horizontal, por lo que la ecuación (3.26) nos queda:

MT =

[
cos∆ −eiΨ sin∆

e−iΨ sin∆ cos∆

]
(3.27)

donde:

∆ =

√
(ρlef )2 +

(
Γ

2

)2

tanΨ =
Γ

2ρlef

∆ es el desfase total introducido por el producto del poder rotatorio por la distancia
efectiva y el retardo de fase. Por último, se examina el comportamiento del haz
transmitido en la frontera o la interfaz, (ver figura 3.11), empleando los coeficientes
de transmisión, la matriz de transmisión para está interfaz está dada por:

Tc→a =

[
tq,c→a 0
0 t⊥,c→a

]
(3.28)
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donde los elementos de esta matriz, se representan como:

tq,c→a =
2nairenBTO cos θr

n2
aire cos θr + nBTO

√
n2
aire − n2

BTO sin2 θr
(3.29)

t⊥,c→a =
2nBTO cos θr

nBTO cos θr +
√
n2
aire − n2

BTO sin2 θr
(3.30)

Las ecuaciones (3.29) y (3.30) se infieren de las ecuaciones (2.110 y 2.112), para este caso
n1 y n2 son los ı́ndices de refracción del cristal (nBTO) y del aire (naire), respectivamente.
Conforme a la figura (3.11), el ángulo de incidencia en la interfaz cristal-aire es igual al
ángulo de refracción (θi = θr) determinado en la interfaz aire-cristal.

Figura 3.11: Ilustración de la interfaz cristal-aire, n1=nBTO y n2=naire.

Fuente: autor.

El estado de polarización del haz que emerge del cristal BTO (E⃗ec), se expresa
por medio del formalismo de Jones como:

E⃗ec = Tc→aMT E⃗a→c (3.31)

Se sustituye la ecuación (3.19) en la expresión (3.31), obteniendo:

E⃗ec = Tc→aMTTa→cE⃗i (3.32)

Se opera matricialmente la ecuación (3.32), para obtener aśı la expresión del estado de

polarización que emerge del cristal (E⃗ec):

Eec =

[
cos∆tq,c→atq,a→c cos θp − eiΨ sin∆tq,c→at⊥,a→c sin θp
e−iΨ sin∆t⊥,c→atq,a→c cos θp + cos∆t⊥,c→at⊥,a→c sin θp

]
(3.33)
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3.2.3. Variación de intensidad transmitida (VIT)

Para conocer la variación de intensidad transmitida (VIT ), se necesita conocer la
intensidad transmitida que se define como la magnitud de la componente del vector de
Poynting normal a la interfaz cristal-aire, la intensidad que mide el detector en base a
la ecuación (2.40), se expresa como:

ITrans =
1

2

nBTO

Z0

|E⃗ec|2 cos θr (3.34)

donde, Z0 = 377Ω se define como la impedancia en el espacio libre. La expresión
(3.34), es la intensidad transmitida que llega al detector en forma oblicua con relación
al ángulo de refracción (θr) determinado en la interfaz aire-cristal. El coseno presente
en esta expresión hace referencia a la potencia promedio por unidad de área de la
interfaz cristal-aire.

La VIT vaŕıa con el campo eléctrico aplicado que produce la birrefringencia
lineal y la diferencia de los coeficientes de transmisión debido a la incidencia oblicua.
Esta variación de intensidad transmitida por el cristal; se define como la relación entre
la intensidad del haz con un campo eléctrico aplicado diferente de cero [ITrans(Eap ̸= 0)]
y la intensidad del haz sin existencia de un campo eléctrico aplicado [ITrans(Eap = 0)],
por lo que se obtiene [6] :

V IT =

[
ITrans(Eap ̸= 0)

ITrans(Eap = 0)
− 1

]
∗ 100 (3.35)

Se sustituye la ecuación (3.34) en la ecuación (3.35), encontrando una expresión para
la VIT en términos del estado de polarización del haz que emerge del cristal de BTO.

V IT =

[
|E⃗ec(Eap ̸= 0)|2

|E⃗ec(Eap = 0)|2
− 1

]
∗ 100 (3.36)

La variación de intensidad transmitida requiere de los parámetros controlados
experimentales como son el campo eléctrico aplicado, ángulo de incidencia, ángulo de
polarización de entrada y la longitud de onda, estos parámetros dan un aporte muy
importante en el cálculo del coeficiente electro-óptico efectivo. La VIT presenta una
proporcionalidad con el ángulo de incidencia ofreciendo aśı un crecimiento monótono
que se observará en el caṕıtulo 4.

3.2.4. Expresión del retardo de fase con dependencia con los
ı́ndices lento y rápido para incidencia oblicua

Para emplear la expresión de la VIT, se tiene que conocer el retardo de fase,
expresión (2.75); que requiere calcular la posición de los ejes lento y rápido del cristal
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birrefringente. Para determinar esta orientación se emplea el concepto del elipsoide de
ı́ndices, ya discutida en la sección (2.3.1). Se entiende que el cristal BTO es isotrópico
cuando no se aplica una fuerza externa, en este caso un campo eléctrico externo
(Eap = 0), reflejando un único ı́ndice de refracción en todas direcciones, por lo que
el elipsoide de ı́ndices muestra simetŕıa de esfera, y cuya expresión se representa como:

x21
n2
BTO

+
x22

n2
BTO

+
x23

n2
BTO

= 1 (3.37)

donde nBTO es el ı́ndice de refracción del cristal con Eap = 0. Por otro lado, si se
aplica un campo eléctrico externo dentro del cristal BTO, éste exhibe birrefringencia
lineal. Los planos cristalográficos que se emplean en el cristal BTO se relacionan con
el campo eléctrico aplicado y el haz incidente, y se denotan de la siguiente manera: la
luz incide en el plano (1̄1̄0) y el campo eléctrico se aplica en el plano (11̄0),y el plano
(001) es perpendicular al plano de incidencia como se muestra en la figura (3.12). En la
ilustración se indican los ejes cristalográficos (x1, x2 y x3) y el campo eléctrico aplicado
se transmite por el plano x1x2.

Figura 3.12: Orientación del campo eléctrico aplicado (E⃗ap) con relación a los ejes
cristalográficos (x1, x2 y x3)

Fuente: autor, adaptado de papazoglou [17].

El E⃗ap se representa vectorial como:

E⃗ap =
Eap√
2
(x̂1 + x̂2) (3.38)
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De este trabajo se sigue el enfoque que nos explican las referencias [1,7,21] en relación
al comportamiento del elipsoide de ı́ndices con respecto a la presencia de un Eap, por
lo que el elipsoide de ı́ndices en presencia de un campo eléctrico aplicado se expresa en
términos de los ejes cristalográficos como:(

1

n2
BTO

+∆

(
1

n2

)
1

)
x21 +

(
1

n2
BTO

+∆

(
1

n2

)
2

)
x22+(

1

n2
BTO

+∆

(
1

n2

)
3

)
x23 + 2x2x3∆

(
1

n2

)
4

+ 2x1x3∆

(
1

n2

)
5

+ 2x2x1∆

(
1

n2

)
6

= 1 (3.39)

El cambio de ı́ndice debido al campo eléctrico aplicado y asociando el efecto
electro-óptico lineal, se expresa de la siguiente manera:

∆

(
1

n2

)
1

∆

(
1

n2

)
2

∆

(
1

n2

)
3

∆

(
1

n2

)
4

∆

(
1

n2

)
5

∆

(
1

n2

)
6



=


0 0 0
0 0 0
0 0 0
r41 0 0
0 r41 0
0 0 r41



Eap√
2

Eap√
2
0

 (3.40)

Se obtiene la siguiente expresión que asocia el elipsoide de ı́ndices con el campo eléctrico
y el efecto electro-óptico lineal:

x21
n2
BTO

+
x22

n2
BTO

+
x23

n2
BTO

+ 2
Eap√
2
r41x2x3 + 2

Eap√
2
r41x1x3 = 1 (3.41)

Ahora, se aplica una rotación a los ejes x1, x2 y x3 para los ejes x′,y′ y z′ en torno a x3,
a 45◦, mostrado en la figura (3.13). De esta forma, la transformaciones estan dada por:

x1 =
1√
2
(y′ − z′)

x2 =
1√
2
(y′ + z′)

x3 = x′

(3.42)

Se reemplazan las ecuaciones (3.42) en (3.41), se obtiene:

x
′2

n2
BTO

+
y

′2

n2
BTO

+
z
′2

n2
BTO

+ 2r41Eapx
′
y

′
= 1 (3.43)
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Figura 3.13: Sistema de coordenadas rotadas a 45◦, configuración vista desde la cara
(11̄0)

Fuente: autor.

Se hace una rotación del sistema de coordenadas a 45◦ con respecto a z’como se
ilustra en la figura (3.14), esta configuración es vista en la cara (1̄1̄0) cara opuesta a la
cara (110). Se tienen las siguientes transformaciones:


x′ =

1√
2
(x+ y)

y′ =
1√
2
(y − x)

z′ = z

(3.44)

se sustituye la ecuación (3.44) en la expresión (3.43), y se obtiene:(
1

n2
BTO

− r41Eap

)
x2 +

(
1

n2
BTO

+ r41Eap

)
y2 +

z2

n2
BTO

= 1 (3.45)
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Se compara la ecuación (3.14) con la ecuación (2.141), para obtener:
1
n2
x
=
(

1
n2
BTO

− r41Eap

)
1
n2
y
=
(

1
n2
BTO

+ r41Eap

)
z2

n2
z
= 1

n2
BTO

(3.46)

Figura 3.14: Sistema de coordenadas rotadas a 45◦, configuración vista desde la cara
(1̄1̄0)

Fuente: autor.

Se aplica álgebra básica y los ı́ndices de refracción para las nuevas coordenadas
son: 

nx = nBTO(1− n2
BTOr41Eap)

− 1
2

ny = nBTO(1 + n2
BTOr41Eap)

− 1
2

nz = nBTO

(3.47)

Para el cristal BTO, se tiene que r41 oscila en valores de 5 × 10−12pm/V , por lo que
el termino n2

BTOr41Eap es del orden de 10−5, por ende es mucho menor que 1, esto fue
comprobado numéricamente y experimentalmente [6]. Luego, se aplica una expansión
de primer orden a la expresión dentro de los paréntesis presentes en la ecuación (3.47),
por lo tanto, la ecuación (3.47) se expresa de la siguiente manera:

nx = nBTO + 1
2
n3
BTOr41Eap

ny = nBTO − 1
2
n3
BTOr41Eap

nz = nBTO

(3.48)

Se denota 1
2
n3
BTOr41Eap.

∆n =
1

2
n3
BTOr41Eap (3.49)
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La expresión (3.49), nos indica la variación del ı́ndice de refracción debido al campo
eléctrico externo aplicado. Por lo tanto, los ı́ndices (nx, ny y nz) con respecto a esta
variación se expresan: 

nx = (nBTO +∆n)

ny = (nBTO −∆n)

nz = nBTO

(3.50)

Un cristal BTO se comporta como una placa birrefringente bajo la acción de un campo
eléctrico externo, en este caso, sus ı́ndices de refracción principales (nf y ns) o (ne y no)
se exhiben en la figura (3.15). En esta figura, la cara [1̄1̄0] es paralela a los ejes x e y,
acorde a la ecuación (3.50). Por el eje x se propaga el rayo lento debido a que presenta
un ı́ndice de refracción mayor que en el eje y, por consecuencia, nx = ns y ny = nf ,
respectivamente. En la figura (3.15) los ejes lento y rápido del cristal birrefringente
forman un ángulo ψ = 45◦ con la dirección [11̄0].

Figura 3.15: Orientación de los ejes lento y rápido del cristal BTO.

Fuente: autor.

La ecuación del elipsoide de ı́ndices del BTO con relación a la ecuación (3.45),
y teniendo en cuenta la variación del ı́ndice del BTO (∆n) con respecto a los ejes x e
y, se convierte en:

x2

(nBTO +∆n)2
+

y2

(nBTO −∆n)2
+

z2

n2
BTO

= 1 (3.51)

Teniendo presente lo estudiado en la sección (2.3.1), los ı́ndices de refracción del cristal
anisotrópico se sitúan paralelamente a los ejes principales de la elipse. Se emplean
coordenadas esféricas para determinar la posición de los ı́ndices lento o rápido en la
elipse. Por lo tanto, la ecuación (3.51) en términos de coordenadas esféricas se expresa
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como:

r2 sin2 θ cos2 ϕ

(nBTO +∆n)2
+
r2 sin2 θ sin2 ϕ

(nBTO −∆n)2
+
r2 cos2 θ

n2
BTO

= 1 (3.52)

donde r es una distancia desde el centro hasta un punto cualquiera de la elipsoide, θ es
el ángulo polar que va 0 ≤ θ ≤ 180◦ y ϕ es el ángulo azimutal que va 0 ≤ ϕ ≤ 360◦. Se
despeja r y se obtiene:

r(θ, ϕ) =

[
sin2 θ cos2 ϕ

(nBTO +∆n)2
+

sin2 θ sin2 ϕ

(nBTO −∆n)2
+

cos2 θ

n2
BTO

]− 1
2

(3.53)

En este caso, θ es el ángulo de refracción (θr) en la interfaz aire-cristal. Por geometŕıa
del problema la dirección de propagación del haz en incidencia oblicua esta entre ϕ = 0
y ϕ = 135◦, debido a la posición de los ı́ndices de refracción del cristal birrefringente
en la elipsoide.

En este trabajo por ser una configuración de incidencia oblicua, el retardo de
fase (ecuación 2.75) para cualquier ángulo de incidencia (θI), y teniendo presente los
ı́ndices de refracción para las direcciones de polarización paralelas a los ejes lento y
rápido del cristal birrefringente, se expresan como:

Γ =
2πl

λ
[r(θ = 90◦ − θr, ϕ = 0)− r(θ = 90◦ + θr, ϕ = 90◦)] (3.54)

Para este caso, l es igual a lef , definida en la ecuación (3.15). Por último, se hace uso de
identidades trigonométricas básicas y el resultado del retardo de fase se expresa como:

Γ =
2πlef
λ

{[
cos2 θr

(nBTO +∆n)2
+

sin2 θr
n2
BTO

]− 1
2

−
[

cos2 θr
(nBTO −∆n)2

+
sin2 θr
n2
BTO

]− 1
2

}
(3.55)

Si se quiere estudiar para un ángulo de refracción θr = 0, el retardo de fase se denota
como:

Γ =
2πlef
λ

[(nBTO +∆n)− (nBTO −∆n)] (3.56)

En el caso que se desea trabajar con incidencia normal, la distancia que recorre el haz
es el mismo espesor del material, por lo tanto, el retardo de fase para incidencia normal
es:

Γ =
4πL

λ
∆n Donde ∆n = 0,5n3

BTOrefEap (3.57)
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3.3. Montaje experimental para determinar la VIT

Figura 3.16: Esquema experimental con incidencia oblicua, para medir la VIT.

Fuente: autor.

El montaje experimental que se muestra en la figura (3.16); se utiliza para medir la
variación de intensidad transmitida y por consecuencia el coeficiente electro-óptico
efectivo. El arreglo experimental se compone de un láser de He-Ne con una longitud de
onda de 632.9nm que se encuentra polarizado linealmente, este incide sobre un filtro
atenuador o filtro de densidad neutra (DN) que permite controlar la intensidad del
haz incidente, luego, interactúa con un polarizador fijo que controla la dirección de
polarización del haz incidente, también, el haz que emerge del polarizador incide sobre
una de las caras del cristal silenita formando un ángulo θI con respecto a la normal
de la cara incidente del cristal. Cabe señalar, que para producir el campo eléctrico
externo se hace uso de una fuente de voltaje que viene conectado al cristal BTO, y
para finalizar, un sensor que esta conectado a un detector que muestra los valores de
intensidad transmitida.

Este montaje tiene como ventaja la no detección de haces reflejados. Para hacer
la medición de la intensidad transmitida se inicia con la fuente de voltaje apagada
Vap = 0 y permanece aśı durante un intervalo de tiempo, se registra esta intensidad
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transmitida para voltaje cero. Seguidamente de este intervalo de tiempo; se enciende
la fuente de voltaje y se aplica una diferencia de potenciales durante un transcurso
de tiempo, este intervalo de tiempo es crucial para que la intensidad alcance una
condición de estabilidad y no muestre discrepancias a la hora de determinar la VIT,
estas discrepancias son ocasionadas por un campo eléctrico de carga espacial [6, 12].
De igual manera se sensa la intensidad transmitida en presencia de un campo eléctrico
constante. Una vez se tienen los dos valores ITrans(Eap ̸= 0) y ITrans(Eap = 0) se evalúa
la VIT para dicho voltaje aplicado, según la ecuación (3.36).
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Caṕıtulo 4

Análisis gráfico de la expresión que
permite el cálculo del coeficiente
electro-óptico en incidencia oblicua

4.1. Gráfica teórica de la VIT versus campo eléctrico
aplicado para una longitud de onda de 780nm

Para evaluar el procedimiento establecido en la sección (3.2), se realiza una réplica
de la curva teórica del trabajo de Moura et al [6], sobre el cálculo del coeficiente
electro-óptico lineal en un cristal BTO con respecto a la variación de intensidad
transmitida en función del campo eléctrico aplicado para λ = 780nm. Los parámetros
ópticos utilizados son los de la tabla (4.1).

Parámetro Śımbolo Valor del parámetro

Índice de refra. del BTO nBTO 2.52
Coef. electro-giratorio ξ41 0,5pm/V

Actividad óptica sin campo ρ0 4.3 ◦/mm
Coef. electro-óptico ref 5,5pm/V
Grosor de la muestra L 3.6 mm

Tabla 4.1: Parámetros del BTO para una longitud de onda de 780nm [6].

La curva teórica de la figura (4.1), es obtenida implementando un algoritmo en la
herramienta computacional Python, fundamentada en la ecuación (3.35). Los ćırculos
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en negro son los datos experimentales (ver tabla, 4.2), obtenidos en la medición de la
VIT versus campo eléctrico aplicado en configuración de incidencia oblicua, facilitados
por el Ph.D Andrés de Lima Moura. Para obtener la curva teórica en la figura (4.1) y
ajustarla con los datos experimentales, se estableció un ref = 5,5 pm/V, magnitud que
corrobora lo establecido por el modelo tanto experimental y teórico de Moura.

Variación de int. transmitida (%) Campo eléctrico aplicado (kV/cm)
0 0

-0.16 0.597
-0.450 1.19
-0.758 1.792
-1.06746 2.3894
-1.57264 2.98685
-1.79211 3.584
-3.0956 4.18
-3.98296 4.77
-4.93 5.37
-5.471 5.97371

Tabla 4.2: Datos experimentales que relacionan la variación de intensidad transmitida
con respecto al campo eléctrico aplicado, empleando una longitud de onda de 780nm.

Figura 4.1: Variación de intensidad transmitida en función del campo eléctrico aplicado,
con un θp=0◦ y ref=5,5pm/V .

Fuente: autor
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Para esta gráfica, se implementó teóricamente un rango mensurable de campo
eléctrico de 0 kV/cm a 6 kV/cm. Esta gráfica muestra que la VIT presenta una
variación decreciente debido a la birrefringencia lineal y a la diferencia de los
coeficientes transmisión. El valor de ref = 5,5 pm/V para λ = 780 nm se encuentra
dentro del valor del coeficiente electro-óptico lineal para un cristal BTO.

4.2. Gráfica teórica de la VIT versus campo eléctrico
aplicado para una longitud de onda de ≈ 632,9nm

Ya demostrada la eficacia del procedimiento de la sección (3.2) y del algoritmo
implementado, se procedió aplicar el cálculo del ref , para el cristal BTO con el que
cuenta el laboratorio de metroloǵıa óptica de la universidad de Pamplona. Se dispuso
de los siguientes datos como: un láser de 632,9 nm polarizado linealmente y un cristal
BTO de dimensiones (3x10x10)mm3 en que se configuran las siguientes direcciones
cristalográficos denotados como [1̄1̄0] dirección donde incide la luz, [11̄0] dirección donde
se aplica el campo eléctrico y la dirección [001], el cual, es perpendicular al plano de
incidencia. Sin embargo, los parámetros ópticos que se abordaron en la figura (4.2) se
exhiben en la tabla (4.3), todos estos factores proceden de estudios y publicaciones en
relación al cristal de óxido de bismuto de titanio con λ = 632,9nm.

Parámetros Śımbolo Valor del parámetro Referencia

Índice de refra. del BTO nBTO 2.56 [32,35]
Coef electro-giratorio ξ41 0,35pm/V [35]

Actividad óptica sin campo ρ0 6.3 ◦/mm [5, 32, 37]
Coeficiente Electro-óptico ref 5,5pm/V [17, 37]

Tabla 4.3: Parámetros ópticos del BTO para una longitud de onda de 632,9 nm.

En la figura (4.2) se exhibe el comportamiento de la VIT en relación con el
campo eléctrico externo aplicado. El ángulo de incidencia es θI=32,5◦, un ángulo de
polarización θp = 0◦ y un ref = 5,5pm/V, valor promedio reportado por las referencias
[12, 17]. En este caso, la VIT decrece a medida que se aumenta el campo eléctrico
aplicado. La variación de intensidad transmitida oscila entre valores de 0 a ≈ 4,5% con
un rango de campo eléctrico aplicado mensurable entre 0kV/cm y 5kV/cm.
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Figura 4.2: Variación de intensidad transmitida en función del campo eléctrico aplicado,
para una λ = 632, 9nm.

Fuente: autor.

4.3. Gráfica de VIT versus ángulo de polarización con
una longitud de onda de ≈ 632, 9nm

En la figura (4.3), se muestra el comportamiento de laVIT con respecto al ángulo de
polarización, variando de 0◦ hasta 180◦ y empleando campos eléctricos aplicado entre
3,5kV/cm y 5,0 kV/cm. Para esta figura se fija un θI = 32,5◦ y ref = 5,5 pm/V, y
se observa que la variación de intensidad transmitida depende en gran medida de la
dirección del ángulo de polarización (θp), y sobre todo vaŕıa desde −4% a 4%. Además
los valores de la VIT que son cercanos a cero son independientes del campo eléctrico
aplicado.
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Figura 4.3: Variación de intensidad transmitida en función del ángulo de polarización.

Fuente: autor.

En la figura (4.3), las curvas son las predicciones deducidas de la ecuación (3.36)
empleando el valor de ref = 5,5pm/V .
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

5.1. Conclusiones

☞ Teniendo en cuenta la birrefringencia inducida generada en un cristal
fotorrefractivo debido a la aplicación de un campo eléctrico externo y la diferencia
en los coeficientes de transmisión para polarización paralela y perpendicular
al plano de incidencia, se desarrolló un procedimiento que permite determinar
el coeficiente electro-óptico efectivo ref en un material fotorrefractivo. Este
procedimiento busca medir la variación de la intensidad transmitida debido al
campo eléctrico externo aplicado al cristal. Este método se puede aplicar a
cualquier material fotorrefractivo que presente birrefringencia inducida producto
de un campo eléctrico externo.

☞ El procedimiento propuesto se aplicó a un BTO para longitudes de onda de 780
nm y 632,9 nm. Los resultados mostrados en la figura (4.1) proponen un ref = 5,5
pm/V para el ajuste de la curva teórica con los datos experimentales suministrados
por el Ph.D. Andrés de Lima Moura de la Universidad Federal Alagoas de Brasil,
al cual expresamos nuestro agradecimiento.

☞ Para el cálculo indirecto del ref a través de la VIT vs campo eléctrico aplicado,
mostrado en las figuras (4.1) y (4.2), se tuvieron en cuenta los efectos piezoeléctrico
inverso y foto-elástico, los cuales provocan deformaciones en la muestra, por causa
del campo eléctrico aplicado, el cual a su vez genera alteraciones en el ı́ndice de
refracción del material. Teniendo lo anterior presente, es notable que la curva
teórica se ajusta de manera aproximada a la curva de los datos experimentales,
en el caso de la figura (4.1).

☞ El valor obtenido ref para el cristal BTO, para λ = 632,9nm, se obtuvo utilizando
parámetros f́ısicos del cristal reportados en [12,17]
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☞ Para la medición del ref , se puede utilizar cualquier ángulo de incidencia (θI ̸= 0).

5.2. Perspectivas

☛ Revisar el comportamiento del VIT de manera experimental para el cristal BTO
con una longitud de onda de 632.9nm y comparar con el desarrollo teórico.

☛ Se sugiere continuar el estudio con otros cristales silenitas como el BSO y BGO.

☛ Se propone un análisis tanto experimental como teórico, para comprobar si existen
alteraciones en el ref al variar el ángulo de incidencia.
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[27] S. C. Źılio, Óptica moderna: fundamentos e aplicações. Instituto de F́ısica de São
Carlos, 2009.

[28] P. Dennery and A. Krzywicki, Mathematics for physicists. Courier Corporation,
2012.

[29] J. F. Nye et al., Physical properties of crystals: their representation by tensors and
matrices. Oxford university press, 1985.

[30] S. Stepanov, S. M. Shandarov, and N. D. Khatkov, “Photoelastic contribution to
the photorefractive effect in cubic crystals,” Soviet Physics, Solid State, vol. 29,
no. 10, pp. 1754–1756, 1987.

[31] A. Efremidis, N. Deliolanis, C. Manolikas, and E. Vanidhis, “Dispersion of
electro-optic coefficients in sillenite crystals,” Applied Physics B, vol. 95, no. 3,
pp. 467–473, 2009.

[32] F. Mersch, K. Buse, W. Sauf, H. Hesse, and E. Krätzig, “Growth and
characterization of undoped and doped Bi12TiO20 crystals,” physica status solidi
(a), vol. 140, no. 1, pp. 273–281, 1993.

[33] S. M. Efendiev, T. Kulieva, V. Lomonov, M. Chiragov, M. Grandolfo, and
P. Vecchia, “Crystal structure of bismuth titanium oxide Bi12TiO20,” physica
status solidi (a), vol. 74, no. 1, pp. K17–K21, 1982.

[34] V. A. Jerez, Grabado de hologramas fotorrefractivos a alta temperatura. PhD thesis,
Facultad de ciencias,Escuela de f́ısica, Universidad industrial de Santander, 2011.

[35] J. Wilde, L. Hesselink, S. McCahon, M. Klein, D. Rytz, and B. Wechsler,
“Measurement of electro-optic and electrogyratory effects in Bi12TiO20,” Journal
of applied physics, vol. 67, no. 5, pp. 2245–2252, 1990.

[36] P. C. Lemaire and M. Georges, “Local measurement system for optical and
electro-optic characterization and homogeneity analysis of photorefractive sillenite
crystals,” Optical Materials, vol. 4, no. 2-3, pp. 182–187, 1995.

78



[37] V. Prokofiev, J. Carvalho, J. Andreeta, N. Gallo, A. Hernandes, J. Frejlich,
A. Freschi, P. Garcia, J. Maracaiba, A. Kamshilin, et al., “Growth and
characterization of photorefractive Bi12TiO20 single crystals,” Crystal Research
and Technology, vol. 30, no. 2, pp. 171–176, 1995.

[38] A. G. Vanegas, “Implementación de un procesador óptico-virtual de encriptación
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Apéndice A

Deducción de los coeficientes de
transmisión y reflexión

En las siguientes secciones, se demostrarán los coeficientes de transmisión y reflexión
para los casos que el vector de campo eléctrico incide tanto perpendicular como
paralelamente al plano de incidencia.

A.1. Expresiones para los coeficientes de transmisión

t⊥ y reflexión r⊥ para el caso 1: donde E⃗ es
perpendicular al plano de incidencia

Para determinar t⊥ y r⊥ (ecuaciones 2.110 y 2.111), se determinan las ecuaciones
de contorno o de frontera (ver ecuaciones 2.100 y 2.102):

Ei + Er = Et (A.1)

− kiEi cos θi + krEr cos θr = −ktEt cos θt (A.2)

Se procede a multiplicar por ambos lados de la igualdad por el factor
1

Ei

en las

ecuaciones anteriores.
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1 +
Er

Ei

=
Et

Ei

(A.3)

− ki cos θi + kr
Er

Ei

cos θr = −kt
Et

Ei

cos θt (A.4)

Se escribe en función de t⊥ y r⊥ (ecuaciones 2.103 y 2.104).

1 + r⊥ = t⊥ (A.5)

− ki cos θi + krr⊥ cos θr = −ktt⊥ cos θt (A.6)

Ahora, la ecuación (A.6) se multiplica por c
ω
y queda

− ki
c

ω
cos θi + kr

c

ω
r⊥ cos θr = −kt

c

ω
t⊥ cos θt (A.7)

De acuerdo con la ley de reflexión de Snell, ki = kr y θi = θr.

− ki
c

ω
cos θi + ki

c

ω
r⊥ cos θi = −kt

c

ω
t⊥ cos θt (A.8)

Sabemos que n = kc
ω
, por lo tanto:

n1 =
cki
ω

(A.9)

n2 =
ckt
ω

(A.10)

donde n1 y n2 son los ı́ndices de refracción del medio uno y medio dos. Ahora (A.8) en
términos de los ı́ndices de refracción se expresa:

− n1 cos θi + n1r⊥ cos θi = −n2t⊥ cos θt (A.11)

Se simplifica algebraicamente:

n1 cos θi(r⊥ − 1) = −n2t⊥ cos θt (A.12)

Se reemplaza la expresión (A.5) en la expresión (A.12), por lo tanto, (A.13) queda en
función del coeficiente de reflexión:

n1 cos θi(r⊥ − 1) = −n2(1 + r⊥) cos θt (A.13)
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Se operan variables semejantes y se despeja r⊥, para obtener la siguiente expresión:

r⊥ =
n1 cos θi − n2 cos θt

n1 cos θi + n2 cos θt
(A.14)

Hay que dejar claro que como se trabaja una configuración de incidencia oblicua, θi
es un parámetro que es controlado experimentalmente, por lo que el ángulo θt va
tener dependencia con respecto al ángulo de incidencia. El paso a seguir es dejar el
ángulo transmitido en términos del ángulo de incidencia; luego se aplica identidad
trigonométrica básica a la ecuación (A.14), para obtener la expresión (A.15):

r⊥ =
n1 cos θi − n2

√
1− sin2 θt

n1 cos θi + n2

√
1− sin2 θt

(A.15)

Luego se aplica la ley de Snell para la refracción (ver ecuación, 2.99 ). r⊥ en dependencia
θi viene dada por:

r⊥ =
n1 cos θi −

√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

n1 cos θi +
√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(A.16)

Se reemplaza la expresión (A.16) en la expresión (A.5) y se opera algebraicamente, para
obtener t⊥ [3, 26]:

t⊥ =
2n1 cos θi

n1 cos θi +
√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(A.17)

A.2. Expresiones para los coeficientes de transmisión

tq y reflexión rq en el caso 2: donde E⃗ es paralelo
al plano de incidencia

Se inicia por las condiciones de contorno, (ecuaciones 2.106 y 2.107), que se denotan
de la siguiente manera:

Ei cos θi + Er cos θr = Et cos θt (A.18)

− kiEi + ktEr = −ktEt (A.19)
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Se multiplica estas dos expresiones por el factor

(
1

Ei

)
, para dejarla en función de tq y

rq (ver ecuaciones, 2.103 y 2.104).

cos θi + rq cos θr = tq cos θt (A.20)

− ki + ktrq = −kttq (A.21)

Se multiplica (A.21) por el factor ( c
ω
) y se obtiene:

− ki
c

ω
+ kt

c

ω
rq = −kt

c

ω
tq (A.22)

De acuerdo con la ley de reflexión de Snell, ki = kr y θi = θr, las ecuaciones (A.20) y
(A.21).

− ki
c

ω
+ ki

c

ω
rq = −kt

c

ω
tq (A.23)

cos θi + rq cos θi = tq cos θt (A.24)

Se sustituyen las ecuaciones presentes en (A.10) en la expresión (A.23) y nos queda:

− n1 + n1rq = −n2tq (A.25)

De (A.25), se despeja tq y se sustituye en (A.24), y se obtiene de manera algebraica a
rq

rq =
− n2 cos θi + n1 cos θt

n2 cos θi + n1 cos θt
(A.26)

Ya determinado rq, se procede a determinar tq, para eso, se reemplaza (A.26) en (A.25)
y se procede hacer un cálculos algebraicos.

tq =
2n1n2 cos θi

n2
2 cos θi + n1

√
n2
2 − n2

1 sin
2 θi

(A.27)
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Apéndice B

Matriz de Jones para una placa
retardadora rotada

Se asume un haz incidente descrito por el siguiente vector de Jones:

V⃗ =

(
Vx
Vy

)
(B.1)

donde, Vx y Vy, son las componentes descrito en los ejes del laboratorio (x, y). Para
determinar como se propaga la luz en una placa birrefringente, se necesita descomponer
la luz en una combinación lineal en términos de los ejes lento (s) y rápido (f), por lo
que se aplica una transformación de coordenadas:(

Vs
Vf

)
=

[
cosψ sinψ
− sinψ cosψ

](
Vx
Vy

)
(B.2)

donde ψ es el ángulo de rotación con respecto a los ejes del laboratorio y los ejes
fundamentales de la placa birrefringente. Ahora se asume que las componentes de un haz
de luz que emerge de un retardador, están relacionadas linealmente con las componentes
del haz incidente, está relación se denota como:

V
′

s = e−iβsVs (B.3)

V
′

f = e−iβfVf (B.4)

donde: βs y βf , son las diferencias de fase de cada onda, que se propaga por los
respectivos ejes de la placa birrefringente.

βs =
2π

λ
nsl (B.5)

βf =
2π

λ
nf l (B.6)
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Además, nf y ns son los ı́ndices de refracción con respecto a los ejes de la placa
retardadora y l es la distancia recorrida del haz en el material. Las expresiones
anteriores, se puede escribir en términos matriciales:(

V
′
s

V
′

f

)
=

[
e−i( 2π

λ
nsl) 0

0 e−i( 2π
λ
nf l)

](
Vs
Vf

)
(B.7)

(
V

′
s

V
′

f

)
=M

(
Vs
Vf

)
A la expresión (B.7), se multiplica la matriz por e−i( 2π∆l

λ )( 1
2
ns+

1
2
nf− 1

2
ns− 1

2
nf), y se obtiene:

M = e−i( 2π∆l
λ )( 1

2
ns+

1
2
nf− 1

2
ns− 1

2
ns)

[
e−i( 2π

λ
nsl) 0

0 e−i( 2π
λ
nsl)

]
(B.8)

Se opera matemáticamente en el exponencial, y queda

M = e−i( 2π
λ
l) 1

2
(ns+Nf )

[
e−i[ 2πl

λ ]( 1
2
(nL−nR)) 0

0 e−i[ 2πl
λ ](− 1

2
(nL−nR))

]
(B.9)

donde se define las siguientes variables:

ϕ =

(
2π

λ
l

)
1

2
(ns + nf ) → Cambio de fase absoluto

Γ =
2πl

λ
(ns − nf ) → Retardo de fase

En la birrefringencia, ϕ es causado por la placa birrefringente; como los efectos de
interferencia. Sin embargo, ϕ es cien veces mayor que Γ, además, |ns−nf | ≪ ns, nf [1].
Por lo tanto la expresión (B.9) queda:

M = e−iϕ

[
e−iΓ

2 0

0 ei
Γ
2

]
(B.10)

Se desprecia el factor eiϕ, esto debido a que no se observa los efectos interferencia
causado por múltiples reflexiones. La ecuación (B.10) nos queda.

M =

[
e−iΓ

2 0

0 ei
Γ
2

]
(B.11)

La expresión anterior es conocida como la matriz de Jones para un retardador de forma
general. Ahora la expresión para el estado de polarización saliente de la placa, ecuación
(B.7), queda: (

V
′
s

V
′

f

)
=

[
e−iΓ

2 0

0 ei
Γ
2

](
Vs
Vf

)
(B.12)
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Se procede a cambiar la expresión (B.12) de coordenadas sf a xy, se aplica la siguiente
transformación: (

V
′
x

V
′
y

)
=

[
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

](
V

′
s

V
′

f

)
(B.13)

Se combina las ecuaciones (B.2) y (B.12) en la ecuación (B.13) y se obtiene:(
V

′
x

V
′
y

)
= R(−ψ)

[
e−iΓ

2 0

0 ei
Γ
2

]
R(ψ)

(
Vx
Vy

)
(B.14)

donde R(ψ) es la matriz de rotación en sentido anti-horario y R(−ψ) es la matriz de
rotación en sentido horario.

La expresión (B.14) reescrita nos queda:[
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

][
e−iΓ

2 0

0 ei
Γ
2

][
cosψ sinψ
− sinψ cosψ

]
(B.15)

Se opera matricialmente[
e−iΓ

2 cosψ −eiΓ2 sinψ
e−iΓ

2 sinψ ei
Γ
2 cosψ

][
cosψ sinψ
− sinψ cosψ

]
(B.16)

Entonces [
e−iΓ

2 cos2 ψ + ei
Γ
2 sin2 ψ cosψ sinψ(e−iΓ

2 − ei
Γ
2 )

cosψ sinψ(e−iΓ
2 − ei

Γ
2 ) ei

Γ
2 cos2 ψ + e−iΓ

2 sin2 ψ

]
(B.17)

Ahora

ei
Γ
2 − e−iΓ

2

2i
= sin

Γ

2

Entonces [
e−iΓ

2 cos2 ψ + ei
Γ
2 sin2 ψ − cosψ sinψ(2i sin Γ

2
)

− cosψ sinψ(2i sin Γ
2
) ei

Γ
2 cos2 ψ + e−iΓ

2 sin2 ψ

]
(B.18)

simplificando y se aplica la siguiente identidad trigonométrica:

2 cosψ sinψ = sin 2ψ

Por lo tanto, la matriz de Jones para un retardador rotado en términos de ψ y Γ es:[
e−iΓ

2 cos2 ψ + ei
Γ
2 sin2 ψ −i sin 2ψ sin Γ

2

−i sin 2ψ sin Γ
2

ei
Γ
2 cos2 ψ + e−iΓ

2 sin2 ψ

]
(B.19)
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Apéndice C

Deducción de la matriz que calcula
los efectos simultáneos debido a la
birrefringencia inducida y circular

La matriz de Jones para N placas retardadoras rotadas viene dada por:

MrO =

[
e−i( Γ

2N ) cos2 ψ + ei(
Γ
2N ) sin2 ψ −i sin 2ψ sin

(
Γ
2N

)
−i sin 2ψ sin

(
Γ
2N

)
ei(

Γ
2N ) cos2 ψ + e−i( Γ

2N ) sin2 ψ

]
(C.1)

Analizando N-placas ópticamente activas, con rotación horaria y donde lef es la
distancia recorrida por el haz:

RN =

cos(ρlef
N

)
− sin

(
ρlef
N

)
sin
(

ρlef
N

)
cos
(

ρlef
N

)  (C.2)

La matriz de Jones que asocia la birrefringencia inducida y la actividad óptica en el
BTO es:

MT = [MrORN ]
N (C.3)

O

MT =

X cos
(

ρlef
N

)
+ L sin

(
ρlef
N

)
−X sin

(
ρlef
N

)
+ L cos

(
ρlef
N

)
L cos

(
ρlef
N

)
+ Y sin

(
ρlef
N

)
−L sin

(
ρlef
N

)
+ Y cos

(
ρlef
N

)N

(C.4)
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donde:

X = e−i( Γ
2N ) cos2 ψ + ei(

Γ
2N ) sin2 ψ = cos

(
Γ

2N

)
− i sin

(
Γ

2N

)
cos 2ψ (C.5)

Y = ei(
Γ
2N ) cos2 ψ + e−i( Γ

2N ) sin2 ψ = cos

(
Γ

2N

)
+ i sin

(
Γ

2N

)
cos 2ψ (C.6)

L = −i sin 2ψ sin

(
Γ

2N

)
(C.7)

La ecuación (C.4), se determina anaĺıticamente aplicando la identidad de Chebyshev
[21], que se expresa de la siguiente manera:

MT =

[
A B
C D

]N
=

A sin (NKΛ)− sin [(N − 1)KΛ]

sinKΛ
B
sin (NKΛ)

sinKΛ

C
sinNKΛ

sin (KΛ)

D sin (NKΛ)− sin [(N − 1)KΛ]

sin (KΛ)


(C.8)

Con:

KΛ = cos−1

[
1

2
(A+D)

]
(C.9)

Se define a A,B,C y D con respecto a la matriz (C.4)

A = X cos
(

ρlef
N

)
+ L sin

(
ρlef
N

)
B = −X sin

(
ρlef
N

)
+ L cos

(
ρlef
N

)
C = L cos

(
ρlef
N

)
+ Y sin

(
ρlef
N

)
D = −L sin

(
ρlef
N

)
+ Y cos

(
ρlef
N

) (C.10)

De la ecuación (C.9) se sustituye A y D, se simplifica y se obtiene la siguiente expresión:

KΛ = cos−1

[
1

2

(
2 cos

(
Γ

2N

)
cos

(
ρlef
N

))]
(C.11)

Se simplifica.

cosKΛ = cos

(
Γ

2N

)
cos

(
ρlef
N

)
(C.12)
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A la ecuación (C.12), se le aplica la expansión de segundo orden para el coseno en los
argumentos KΛ, Γ/2N y lef/N .[

1

1!
− 1

2!
(KΛ)2

]
=

[
1

1!
− 1

2!

(
Γ

2N

)2
][

1

1!
− 1

2!

(
ρlef
N

)2
]

(C.13)

Se aplica álgebra básica:

1− 1

2
(KΛ)2 = 1− 1

2

(
Γ

2N

)2

− 1

2

(
ρlef
N

)2

+
1

4

(
Γ

2N

)2(
lef
N

)2

(C.14)

Cuando N → ∞, Los argumentos Γ
2N

y
lef
N

son pequeños a uno.

(KΛ)2 =

(
ρlef
N

)2

+

(
Γ

2N

)2

(C.15)

∴

KΛ =

√(
ρlef
N

)2

+

(
Γ

2N

)2

=
1

N
∆ (C.16)

donde:

∆ =

√
(ρlef )

2 +

(
Γ

2

)2

(C.17)

∆ es el desfase total introducidos por el retardo de fase y la actividad óptica.
Sin embargo, ∆, ρlef y Γ/2 se relacionan con el siguiente triangulo rectángulo:

Figura C.1: Ilustración del desfase total producido por el retardo de fase y la actividad
óptica.
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y

Ψ = arctan

(
Γ

2ρlef

)
(C.18)

Ahora se implementan aproximaciones de primer orden para A,B,C y D, en la ecuación
(C.10) para las expresiones trigonométricas, excepto a las expresiones cosψ y sinψ, por
lo que se obtienen: 

A = 1− i Γ
2N

cos 2ψ

B = − 1

N

(
ρlef + iΓ

2
sin 2ψ

)
C =

1

N

(
ρlef − iΓ

2
sin 2ψ

)
D = 1 + i Γ

2N
cos 2ψ

(C.19)

Se reemplazan las ecuaciones (C.16) y (C.19) en (C.8) y se tiene:

MT =


(
1− i Γ

2N
cos 2ψ

)
sin (∆)− sin (∆− ∆

N
)

sin ∆
N

− 1

N

(
ρlef + iΓ

2
sin 2ψ

) sin (∆)

sin ∆
N

1

N

(
ρlef − iΓ

2
sin 2ψ

) sin∆

sin (KΛ)

(
1 + i Γ

2N
cos 2ψ

)
sin (∆)− sin (∆− ∆

N
)

sin ∆
N


(C.20)

Se aplica una aproximación de primer orden a sin ∆
n
.

sin
∆

N
∼=

∆

N
(C.21)

Se simplifica la componente MT1 de la ecuación (C.20).

(
1− i Γ

2N
cos 2ψ

)
sin (∆)− sin (∆− ∆

N
)

∆
N

=
−i Γ

2N
cos 2ψ sin (∆) + sin (∆)− sin (∆− ∆

N
)

∆
N

(C.22)
Con respecto (C.22), Se determina la expresión sin (∆)−sin (∆− ∆

N
), para eso se aplica

la siguiente identidad trigonométrica:

sinE − sinF = 2 sin

[
1

2
(E − F )

]
cos

[
1

2
(E + F )

]
(C.23)

Se emplea la identidad y queda:

sin (∆)− sin

(
∆− ∆

N

)
= 2 sin

[
1

2

(
∆−∆+

∆

N

)]
cos

[
1

2

(
∆+∆− ∆

N

)]
(C.24)
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∴

sin (∆)− sin

(
∆− ∆

N

)
= 2 sin

(
∆

2N

)
cos

(
∆− ∆

N

)
(C.25)

Se utilizan aproximaciones de primer orden y luego operaciones algebraicas, para
obtener la siguiente expresión:

2 sin

(
∆

2N

)
cos

(
∆− ∆

N

)
=

∆

N
cos∆ (C.26)

Ahora se reemplaza (C.26), en (C.22) para obtener:

(
1− i Γ

2N
cos 2ψ

)
sin (∆)− sin (∆− ∆

N
)

∆
N

=
−i Γ

2N
cos 2ψ sin∆ + ∆

N
cos∆

∆
N

(C.27)

Entonces
−i Γ

2N
cos 2ψ sin∆ + ∆

N
cos∆

∆
N

= cos∆− i
Γ

2∆
cos 2ψ sin∆ (C.28)

Se hace el mismo procedimiento anterior que se empleo para determinar MT1, ahora a
la componente MT4 y queda:

(
1 + i Γ

2N
cos 2ψ

)
sin (∆)− sin (∆− ∆

N
)

∆
N

= cos∆ + i
Γ

2∆
cos 2ψ sin∆ (C.29)

Ahora, se reemplazan (C.21), (C.28) y (C.29) en (C.20).

MT =

 cos∆− i Γ
2∆

cos 2ψ sin∆ − 1

N

(
ρlef + iΓ

2
sin 2ψ

) sin∆
∆

N

1

N

(
ρlef − iΓ

2
sin 2ψ

) sin∆
∆

N cos∆ + i Γ
2∆

cos 2ψ sin∆

 (C.30)

Se simplifica para obtener:

MT =

cos∆− i
Γ

2∆
cos 2ψ sin∆ −

(
ρlef + iΓ

2
sin 2ψ

) sin∆
∆(

ρlef − iΓ
2
sin 2ψ

) sin∆
∆

cos∆ + i Γ
2∆

cos 2ψ sin∆

 (C.31)

En base a la figura (C.1), Γ
2
y ρlef , se define de la siguiente manera:
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Γ

2∆
= sinΨ (C.32)

ρlef
∆

= cosΨ (C.33)

Por lo tanto, la matriz de transferencia producida por el retardo de fase y la actividad
óptica con respecto a ψ, donde ψ es el ángulo de rotación con respecto a los ejes del
laboratorio y los ejes fundamentales de la placa birrefringente.

MT =

[
cos∆− i sinΨ cos 2ψ sin∆ − (cosΨ + i sinΨ sin 2ψ) sin∆
(cosΨ− i sinΨ sin 2ψ) sin∆ cos∆− i sinΨ cos 2ψ sin∆

]
(C.34)

La expresión (C.34), se le conoce como la matriz de Jones para calcular los efectos
simultáneos de la birrefringencia inducida y actividad óptica en un cristal silenita. Esta
matriz es calculada en las referencias [13,16].
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