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Resumen

Resumen

Un patron de luz no homogénea, como el producido por la interferencia de dos haces, genera
en un cristal fotorrefractivo una variacion local del indice de refraccion o red de indice. Esto
permite que los dos haces se acoplen intercambiando energia, fendmeno que se conoce como
mezcla de ondas. En el mezclado de dos ondas, los haces se difractaran sobre la red que ellos
mismos generaron en el cristal, haciendo que el intercambio energético que se produce
cambie continuamente las condiciones de difraccion. De esta forma aparece en el material
fotorrefractivo un efecto dinamico conocido como auto difraccion, lo cual permite que la
modulacién del patron de intensidad producido por los haces a la entrada del cristal, cambie
a medida que los haces se propagan dentro de este, y que se modifique de acuerdo con las
condiciones de mezclado a lo largo de la longitud de interaccion. En este trabajo se lleva a
cabo un estudio computacional desde la expresion analitica hallada tanto para la
configuracion <001> como <110>, en aras de analizar como influye el cambio del estado de
polarizacion de la luz incidente sobre la modulacion o acoplamiento energético en cristales
silenitas BTO, BSO y BGO. A partir de este andlisis, se presentan algunas conclusiones sobre
los efectos en cada una de las configuraciones. En los calculos realizados se puede observar
que para el caso de configuracion <001>, se aprecia que el fendmeno de transferencia de
energia a pesar de no ser muy fuerte en comparacion con la intensidad de los haces incidentes,

es mas notorio para cristales de mayor espesor.
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Capitulo 1. Introduccion

1 INTRODUCCION

El efecto fotorrefractivo se conoce como la variacion del valor del indice de refraccion, el

cual experimentan algunos materiales al estar en presencia de un haz de luz no uniforme.

Este fenomeno se descubri6 en el aiio 1966 de manera accidental por Ashkin y colaboradores,
cuando se iba a generar el segundo armonico en LiNbO; (Niobato de litio), en donde se
utilizaron intensidades altas de radiacion [1]. Ashkin y colaboradores, observaron que existia
una dispersion del haz incidente al pasar por el cristal, a este efecto lo dieron a conocer
principalmente como un dafio dptico no deseado en cristales con caracteristicas no lineales,
ya que este impedia las condiciones de acoplamiento las cuales no generaban el segundo
armonico. Luego, este mismo efecto fue observado en otro tipo de materiales, asociandolo
con un cambio local en el indice de refraccion [2]. A partir de este descubrimiento, muchos
investigadores se dieron a la tarea de estudiar dicho fendémeno y los efectos internos que
ocurrian en el cristal. Sin embargo, habia muchas brechas, las cuales fueron resueltas mas
adelante por un grupo de investigadores de Kiev en el ano 1976[3,4]. El modelo planteado
para describir el fenomeno fue aprobado y recibié el nombre de transporte de bandas o
modelo de Kuktharev, el cual describe la interaccion no lineal con el medio fotorrefractivo.
En el modelo mencionado, aparecen varios procesos internos como: la foto-generacion y la

recombinacion de las cargas libres a partir las impurezas pertenecientes al medio.

El modelo de Kuktharev consiste en analizar el campo de carga espacial formado al interior

del cristal partiendo de las ecuaciones del material.

Para generar el efecto fotorrefractivo es necesario iluminar el cristal con intensidades de luz
no uniforme, esta radiacion electromagnética no homogénea provoca transiciones
electronicas hacia la banda de conduccion, de esta manera, se crea una distribucion de carga
espacial que genera un campo interno en el material denominado campo de cargas espaciales.
Dicho campo origina un cambio local en el indice de refraccion modulado por efecto electro-
optico [5]. Este efecto ha sido observado en distintos materiales como:

Bi;,Si0,, Bi;,Ge0,,, LiNbO3, Bi;; TiO,, los cuales presentan fotorrefractividad y son
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apropiados para holografia entre otras aplicaciones. En el registro de un holograma puede
ocurrir acoplamiento energético entre los haces incidentes en el cristal fotorrefractivo; esta

condicion experimental se conoce como mezcla de ondas [1,6].

En este documento se realiza un estudio tedrico sobre la amplitud de difraccion a partir del
acoplamiento de las ondas en un cristal fotorrefractivo Bi;, TiO,,, teniendo en cuenta la teoria

de Kogelnik, para el caso de redes dindmicas y bajo la condicién de Bragg, en la

configuracion cristalografica transversal cuando I_()G < 001>y I_()G I< 110 >, en funcion
de factores fisicos pertenecientes al material fotorrefractivo como el coeficiente electro-
optico, actividad Optica y externos como el campo aplicado al cristal, las radiaciones de los

haces a la entrada del material, la periodicidad de la red, entre otros[23,24].

En el capitulo 2, se muestra el modelo de transporte de bandas con las respectivas ecuaciones
que lo conforman, la forma del campo de cargas espaciales y como factor principal todo
acerca del fenomeno fotorrefractivo como resefia, generalidades y los elementos que lo
componen; como el comportamiento electromagnético de las ondas y las modificaciones de

las propiedades del cristal incluyendo el analisis del registro holografico.

En el capitulo 3, se presenta el anélisis matematico a partir de las ecuaciones de Maxwell
para el comportamiento de la luz, donde se obtiene la ecuacion de onda para ser aplicada
sobre una onda plana. También, se presenta la relacion del angulo de polarizacion mediante
los vectores de Jones para una polarizacion lineal, la birrefringencia circular sobre la

difraccion de los haces incidentes y la birrefringencia lineal con dicha amplitud.

En el capitulo 4, se estudia el mezclado de ondas y se hace el respectivo desarrollo
matematico para la obtencion de las ecuaciones acopladas las cuales se modificaron a partir

de la teoria de redes dinamicas.

En el capitulo 5 y 6, se presenta el desarrollo fisico matematico del calculo de la modulacion
en funcion del espesor del cristal, a partir de las amplitudes de difraccion en la configuracion
transversal para K;; ll< 110 >y K, < 001 >. Se realiza un analisis grafico para la modulacién
en términos del angulo de polarizacion para diferentes espesores del cristal fotorrefractivo

BTO.
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Capitulo 2. Efecto fotorrefractivo

2  EFECTO FOTORREFRACTIVO

El efecto fotorrefractivo es el fendmeno que produce la variacion interna del indice de
refraccion, la cual ocurre por la iluminacion de luz no uniforme en cristales o materiales
electro-opticos y fotoconductores. Igualmente, se puede traducir como variaciones del indice
de refracciéon y como un flujo luminoso a través del medio fotorrefractivo, donde para
producir dicho efecto en el material, este debe tener ciertas caracteristicas, como lo son; las
impurezas donores y aceptores de electrones también llamados huecos, los cuales se
encuentran en los niveles de energia medios dentro del gap. Es por ello, que cuando el
material se encuentra en presencia de intensidades de luz no uniforme, los donores se foto-
ionizan y desplazan los electrones a la banda de conduccion mediante algin mecanismo de
transporte, los cuales pueden ser:

Difusion

La intensidad de luz incidente sobre el material excita las regiones donores de carga, para asi
crear una densidad no uniforme de fotoelectrones, los cuales son desplazados hasta las

regiones aceptoras de carga, generando un campo interno llamado campo de carga espacial

[7].

"Drift" o arrastre
En este caso, el desplazamiento de electrones se debe a la aplicacion de un campo eléctrico
externo, el cual arrastra los electrones hasta que llegan a sitios vacios en la region oscura

llamados aceptores, formando de esta manera un campo de cargas espaciales interno, el cual

se ve influenciado por el campo externo [8].

Efecto fotovoltaico de volumen

Se produce en algunos materiales ferroeléctricos con simetria no ctbica, como el niobato de
litio (LiNbO3), donde una foto-corriente se puede generar en ausencia de un campo eléctrico
externo. Dicho efecto fotovoltaico es bastante intenso en el cristal ya antes mencionado,
produciendo asi cambios de indices de refraccion muy elevados sin estar en presencia de un

campo eléctrico externo [9].
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Los materiales fotorrefractivos se pueden clasificar en diferentes grupos segin sus

caracteristicas internas como se muestran en la tabla 2.1.

Tabla 2.1. Materiales fotorrefractivos

Grupo Definicion Materiales
LiNbO4
) ) ) LiTaO5
Los materiales ferroeléctricos se caracterizan por
Ferroelectricos presentar polarizabilidad eléctrica muy alta y un BaTiO3
maximo en la constante dieléctrica. KNbO,
SBN
Bi;,Si0,,(BSO)
Silenitas Son una mezcla estequiométrica de 6xidos. Bi;;Ge0,o(BGO)
Bi;, TiO,¢(BTO)
GaAs:Cr
Semiconductores Permiten conducir y modular la cor-riente de inP: Fe
acuerdo a los patrones necesarios.
CdTe
Ceramicas Son los 6xidos con estructura perovskita Pb (Zr, tipo PLZT
. o Ti) O3(PZT), con composiciones alrededor de la
piezoeléctricas ) L .
denominada frontera de fase morfotropica entre
los polimorfos, ferroeléctricos, romboédrico y
tetragonal.
Organicos No hay niveles de valencia o conduccion bien | poly(N
definidos, €l transporte de cargas ocurre .
. P gas — vinylcarbazole)o PVI
mediante saltos entre estados localizados.

2.1 Reseia historica y generalidades

El efecto fotorrefractivo se caracteriza por exhibir el cambio de indice de un medio debido a

una fuente de luz no uniforme que incide sobre el material fotorrefractivo. Este efecto se ha

observado a través de los afos en distintos materiales con caracteristicas electro-opticas como

los mencionados en la tabla 2.1.
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Este fenomeno no permite la generacion del segundo armoénico el cual era el objetivo en su
momento de Ashkin [1]. Sin embargo, el fendmeno resultéd de interés como medio de registro

alternativo.

En los afios 60 ya casi culminando dicha década, Chen y sus colaboradores observaron que,
a partir de los tiempos largos de respuesta debido a estos cristales, ellos se podian utilizar
como memorias Opticas de alta densidad, donde, el primer modelo de migracion de cargas
fue publicado por Chen en el afio 1969[10]. Dicho modelo, explica que el arrastre de los
electrones debido al campo eléctrico interno, podria generar una redistribucion de carga
espacial. Ademas, este campo crea una red de indices de refraccion, la cual tendra el mismo
periodo espacial que la distribucion luminosa original. Pero, al iluminar el medio
fotorrefractivo, sé re-excitan los portadores de cargas lo cual ocasiona que la red de indice

desaparezca.

Teniendo como base el modelo planteado por Chen; Thaxter [2], Johnson [11], Glass [12] y
Kim [13]. Mejoraron el modelo de cargas por efecto "Drift" para analizar los siguientes
efectos: influencia de un campo eléctrico aplicado, aparicion de un campo de carga espacial
interno, difusion de cargas, efecto fotovoltaico de volumen, mecanismo de retroalimentacion

entre un campo foto-inducido y la densidad de electrones libres, entre otros.

Por otro lado, en el afio 1979, Kuktharev et al. [4]. Publican el modelo tedrico de transporte
de bandas. Este modelo tiene en cuenta distintos efectos como los son: campo eléctrico
aplicado, fotovoltaico de volumen y recursivo del campo de carga espacial en la misma

distribucion de la carga.

2.2 Modelo de transporte de bandas

En el modelo de transporte de banda, se considera que los electrones de los donores son foto-
excitados hacia la banda de conduccion tal como se muestra en la figura 2.1, donde, las cargas
se mueven antes de ser atrapadas por lugares vacios y si el tiempo en el que ocurre la
recombinacion es largo, dichas cargas se mueven por algiin mecanismo, ya sea de difusion o

arrastradas por el campo interno del material fotorrefractivo utilizado, en donde el sitio en el
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cual fueron ionizadas dichas cargas es diferente al de recombinacion. Por ende, se origina un
campo de cargas espaciales que produce variaciones en el indice de refraccion debido al

efecto Pockels o efecto electro-optico lineal.

e_ - F
‘ —pl Banda de conduccion
. - Donaores

- — — e — = — - — - —

Banda de valencia

Figura 2.1. Esquema del fenomeno fotorrefractivo

2.2.1 Ecuaciones del material

El conjunto de ecuaciones que se utilizan para observar el comportamiento de la distribucion
espacial de campo eléctrico, el cual produce el cambio en el indice de refraccion cuando
sobre el cristal se hace incidir un haz de luz no uniforme, se da a partir del siguiente supuesto:
Se supone que hay una presencia de atomos en el cristal llamados donores Nj, y aceptores de
carga Ny, donde existe una parte de atomos donores que se encuentra ionizada Nj, = N,. Se
definen que los aceptores son muy profundos energéticamente y por eso no pueden ser
ionizados por el haz incidente, entonces en el proceso de ionizacioén y captura, se consideran
solo los donores que no han sido ionizados N, — Ny, asi como Nj,. El conjunto de ecuaciones

que describen el fendmeno se muestra a continuacion.
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2.2.1.1 Ecuacion de centros ionizados

El atrapamiento se ocasiona en sitios de impurezas que estan vacios los cuales atrapan las
cargas. Es por ello, que se dice que la migracién de electrones en cada nivel se da por las
siguientes ecuaciones. A continuacion, se muestra la siguiente ecuacion, que recibe el nombre

de razén de cambio de donores ionizados.

N, , , 2.1
a—tD= (Np = Np)(sI + B) —yNNp @b

Donde, s es la probabilidad (seccion transversal) de foto-ionizacién debida a la radiacion
incidente, f es la taza de generacion debido a la excitacion térmica, y es la constante de

recombinacion e [ es la intensidad luminosa incidente.

2.2.1.2 Ecuacion de conductividad

Existen dos procesos de migracion que se generan en los cristales silenitas:

Difusion: es debido a la agitacion térmica. El conduce a una densidad de corriente de difusion

isotropica.

J = uKzTVN (2.2)

Donde, u es el valor absoluto de la movilidad de la carga g, T es la temperatura absoluta, Kz

la constante de Boltzmann y N es la densidad electronica foto inducida.

Arrastre: transporte de cargas debido a un campo eléctrico E que produce una densidad de

corriente de arrastre:

f=quE 2.3)

El campo eléctrico microscopico interno del material tiene dos componentes, una proviene

del campo de cargas espaciales Eg. foto-inducido en el material y la otra componente se
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o . . . = , .y .« .
origina del campo aplicado en el material E,. Asi la ecuacién de conductividad se expresa

como:

J = uNgE + kg TPN (2.4)

2.2.1.3 Ecuacion de continuidad

La razon de generacion de electrones, es la misma que la razon de ionizacion de donores, sin
embargo, los electrones en la banda de conduccidn son cargas moviles, en tanto las impurezas
ionizadas permanecen en una posicion fija respecto a la red cristalina. En consecuencia, el
flujo de electrones afecta localmente la densidad de carga. Si J representa la densidad de

corriente y (—q) es la carga del electron, entonces la ecuacion de continuidad sera [21]:

N N}

1o > (2. 5)
ot at_qV]

2.2.14 Ecuacion de Poisson

La ecuacion de Poisson relaciona el campo eléctrico con la redistribucion de carga en el
cristal. Teniendo en cuenta que la densidad de carga local es —q(N + N, + N}), entonces la

ecuacion de Poisson se puede expresar como:

V-eE =—q(N + Ny + Np) = p(r) (2.6)

Estas cuatro ecuaciones son conocidas como ecuaciones del material o ecuaciones de

Kuktharev y describen el modelo de transporte de banda en un material fotorrefractivo [21].
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2.2.2 Solucion al modelo de transporte de bandas en estado

estacionario

Se considera la incidencia de los haces y su propagacion en el cristal fotorrefractivo, donde,

las zonas brillantes se representan por la ecuacion cosk-F=1el= 21y donde I es la
intensidad en el medio fotorrefractivo e I es la intensidad inicial. Debido a la absorcion de
fotones existente en el material, las cargas foto-ionizadas se desplazan desde las zonas
brillantes, dejando atras a las impurezas donoras ionizadas con carga positiva; en el llegado
caso donde no hubiese luz para excitar las cargas, ellas permanecerian en las regiones
oscuras, lo cual conduciria a una division de carga. Como respuesta a la propagacion del haz
de luz en el material fotorrefractivo, debido a la acumulacion de carga espacial en el medio,
se origina, a partir de las regiones brillantes y oscuras que estan cargadas positiva y

negativamente un campo de carga espacial [5].

Lo que se desea obtener, es la expresion del campo de cargas espaciales para el caso
estacionario, utilizando las ecuaciones del material, donde las derivadas con respecto al

tiempo son cero.

(Np — NL)sI — yNN}, = 0 2.7)
= uNgE + uKy TVN (2.8)
15.720 2.9)
q
V-eE=—q(N+N, — Np) = p(r) (2.10)
Las ecuaciones que son solucion para el caso estacionario se pueden escribir como:
N(r) = Ny + Re(N,e~7) @11
2.12)

N} = N}, + Re(Nje~*7)
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J@) =], + Re(Joe~ ) @.13)

E(r) = E, + Re(E e~ 7) (2. 14)

Donde Ny, Ny, fo, fl, Npo, Np1, Eo, El, son constantes, siendo Eo el campo externo y El el

campo de cargas espaciales.

Se considera el caso donde hay iluminacion periddica. Reemplazando las ecuaciones (2.11)

y (2.12) en la ecuaciodn (2.7) se obtiene:

(No = Npo — Re(Npye™*7)) (s(ly + Re(lye~%7)))

—y (NO + Re (Nle—iw» (Nl’)o + Re (ngle—i%'f)) =0

Realizando los respectivos productos resulta:
Npsly — Nj,sly — sIgNp e K7 + Npslie k7 — N sl e 7T — sNp ;e 2%T — yNyN),

- -

- VNL’)oN1e_ik'F - VNoNzl)le_ik'f - VNL')1N13_2i§'F =0

3
—ikr

Agrupando los términos con igual exponencial e y despreciando los demads términos, ya

que su contribucion es pequefia, casi nula, por tanto, se reescribiria la ecuacién como:

(=sIgNpy + NpsI; — Nposly — yNpoNy — yNoNp e 7 = (2.15)
Factorizando se tiene:

Sustituyendo la ecuacion (2.8) en (2.9) resulta:

1 — - —
p V- (uNgE + uKg TVN) = 0
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Reemplazando las ecuaciones (2.11) y (2.14) en la ecuacion anterior, estd se modifica

directamente como:
V- (u (NO + Re(Nle—iE'?)) q (Eo + Re (Ele—i?'F)) + uKy TV (1v0 + Re(Nle—i?'F))> =0

Haciendo la respectiva distribucion de cada uno de los términos de la ecuacion anterior:
7 - (uNoqEo + uNogEre %7 + uqEoN,e =7 + uqEy Nye 2%7 + Ky TN, + pukeg TFNye™%7) = 0
Realizando la derivada con respecto a r:

(—ik - EyuNoge™®7—ik - EuqoNye %7 — 2ik - EyuqNye 27 + (i~ 1)k - KKy TN,e 7)) = 0

—2ik-#

Los términos acompaiiados por e son ondas que su contribucion es practicamente nula,

por lo tanto, no son tenidos en cuenta tal que:
(—ik - EyuNoq — ik - EougNy — k - kuKy TNy))e 7 =
Dividiendo la ecuacion anterior entre g, sé obtiene:

P —)HkB TNl _

Tomando la ecuacion (2.10) y reemplazando las soluciones (2.11) (2.12) y (2.14) esta queda

como:

- —

V- &(Eo + Re(Ere ™)) = —q (No + Re (Nle—“f'f) + Ny — Np, — Re(ngle—ik'f))

—ik-7

Igualando términos con exponencial e se tiene:

-

V- e(Re(E,e k7)) = —q (Re (Nle‘i%'F) - Re(NL’)le‘”"F))
Derivando la relacion anterior resulta:

= , 2.18
iek-E; = q(Ny — Npy) ( )

Las ecuaciones (2.7) y (2.10) se pueden escribir como:
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(Np — Npo)(sl,) —yN,Np, =0 (2. 19)
(N, + Ny — Nj,) =0 (2. 20)

Donde Np, Ny y E ,», son constantes. Despejando de la ecuacion (2.19) Nj, se llega a:

= Npslo (2.21)
YNo+si,

De la ecuacion (2.20) se despeja N, tal que:

Njpo = Ny + Ny (2.22)

Igualando las ecuaciones (2.21) y (2.22) se obtiene:

Npsl,

N, + Ny =—2"°
° A7 YN, + sl,

Donde se considera que N, < N4y sl, < N,y. Realizando el respectivo despeje de N, se
llega a:
N = Sop=Na) (2.23)
0 Nay

Reemplazando la ecuacion (2.18) en (2.17) tal que:

_(Hq go 1>+<Hq z Dl)_ik’quNl_k.k%zo (2.24)

Despejando Ny, de la ecuacion (2.24) como:

Ny N/, - o - >ukp TN Ny N
<,uq 0 D1>=ikuE0N1+k-ku B 1+(Hq 0 1)
£ q £
ikeEoN, - —ckg TN, (2. 25)
=———+k-k——+N, '
P qNo q%N, !
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Despejando N; de la ecuacion (2.16) se llega a:

_ sloNpy — (Np — Npo)sly + yNoNp, (2. 26)
1 _le’)o

2.2.3 Campo de cargas espaciales

A partir de las ecuaciones halladas en la seccion 2.2.2, se puede obtener el campo de cargas
espaciales reemplazando las ecuaciones (2.25) y (2.26) en (2.18) y de ahi despejando Ej,

donde, después de un desarrollo matematico extenso resulta:

Eq

1= E E 1.
1+22|11+4+i—2—|%
E, E; +E,

E; representa el campo de cargas espaciales. Reescribiendo la ecuacidn anterior se obtiene:

E; +iE I
E, = iE, B (2.27)
Ed + Eq + lEo IO
El campo de saturacion se define como:
_ Nag (2.28)
T egoK,
El campo de difusion esta dado por:
E; = KGI;BT (2.29)

Donde K; es la magnitud del vector de red.

2.2.4 Técnica de registro holografico

Una de las caracteristicas mas importantes de la holografia es el registro total del frente de

onda en fase y en amplitud, donde los medios mas utilizados para dicho proceso son
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denominados cristales fotorrefractivos, los cuales son utilizados en el registro de hologramas,
ya que son sensibles a la luz y debido a ello se genera una respuesta del medio fotorrefractivo,
ya sea rapida o lenta, lo cual implica que es necesario pasar la informacion de fase a
variaciones de intensidad. Lo anterior se puede realizar iluminando el cristal con un haces de
luz (ver figura 2.2), formando un interferograma que contiene la informacion de ambos
frentes de onda, donde la intensidad dependera tanto de la amplitud de la onda de sefial como

de su fase.

Figura 2.2. Registro hologrdfico con un haz serial So y un haz de referencia Ro

en el cristal fotorrefractivo

En la figura 2.2 se puede observar el registro holografico, donde ES y ER son los respectivos
vectores de onda para el haz de referencia y el haz sefial. 65 y 8z son los angulos de registro

de cada uno de los haces incidentes.

La distribucion de amplitud en el plano del holograma vendrad dada por la suma de las

amplitudes complejas de las ondas mediante:

1=150) + RO’ (2-30)

Donde, S(0) y R(0) son las intensidades incidentes de los haces y estan dadas por:
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c _ 3 Li(ksF+p-wt)
S(0) = Sye (2.31)
ﬁ(O) — R’Oei(ﬁR.y—mt)

Reemplazando las ecuaciones mostradas en (2.31) en la ecuacion (2.30) tal que:

= §Oei@s.37+<p—wt) n R’Oei(ﬁR.y—wt) 2 2.32)

Se realiza el respectivo producto por su complejo conjugado como:
| = (§Oei(§s.37+(p—wt) + R’Oei(zR.i—wt))(§Oe—i(ﬁs.37+(p—wt) + ﬁoe—i(zR.f/—wt))
Factorizando la expresion anterior se llega a:

I = |§0|2 + |}_€0|2 + §0 i ﬁoei(ER.i—wt)—i(ﬁs.f/ﬂp—wt) + §0 ) R’Oei(ﬁs.iﬂp—wt)—i(ﬁlg.i—wt)

Operando los términos de los exponenciales, la intensidad resulta en:

| = |§0|2 + |1§0|2 + 8, Ry[el(Rr-ks)Y=9) 4 o=il(kr—Eks)¥=¢)) (2.33)

Como se logra apreciar en la ecuacion (2.33), el factor por el cual se estd realizando el

producto toma la forma de un coseno de la siguiente manera:

> 2 - 2 - - - — N (2 34)
1=So|” +[Ro|” + So - Rol2 cos((kr — ks) - 7 — ¢)]
El vector de onda esta dado por:
I_{) - ER - ES

Entonces teniendo en cuenta la anterior relacion para el vector de onda, la ecuacion (2.34)
cambia como:

- 2 - 2 - - =
I=|SO| +|R0| +50R0[2COS(K'y_(p)]
Multiplicando y dividiendo la ecuacion (2.34) por (|§0 |2 + |§0 |2) se obtiene:
So- R

+m[2 COS(I_()')_; — (p)]
0 0

1=13]" + B |1 (2.35)

Donde:
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_ §0 'ﬁo (2. 36)
155" +|Rs)’

Reemplazando la ecuacion (2.36) en la ecuacion (2.35) la modulacion del patron de
intensidad es:

I = (|§0|2 + |§0|2) [1 + |m|[cos(l_{)-5/’ — (p)]]

Siendo el modulo del vector de red :

. 21 (2.37)
K|=— '
7 =2
El espaciado entre franjas esta dado por:
A= _* (2. 38)
2nsin(0)

Donde A es la longitud de onda de los haces, 8 es el angulo de registro y » es el indice de

refraccion del medio.
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3 ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN CRISTALES
BTO

El cambio de las propiedades Opticas al estar sometido a un campo eléctrico, se describe de
manera interna en el cristal como una variacion del indice de refraccion. El cristal BTO
pertenece al sistema cuibico y a la simetria de clase 23. Dicho cristal en estado imperturbable
es isotropo; poseen una actividad Optica caracteristica de cada cristal y no son centros
simétricos. La gran incognita es analizar la variacion de la isotropia del medio y como esta

se relaciona con la actividad Optica bajo la accion de una onda electromagnética.

Lo anterior se puede abordar analizando separadamente la birrefringencia lineal inducida por

efecto electro-optico y la birrefringencia circular debida a la actividad optica.

La siguiente ecuacion se conoce como la ecuacion de onda, la cual se deduce a partir de las
ecuaciones de Maxwell como:
. 02E (3. 1)
V2E —ppe=—=10 '
Ho atz

Donde la ecuacion (3.1), satisface la onda plana monocromatica incidente en el medio

homogéneo e isotropo la cual estd dada por:

B = Eoei(wt—z?-?) (3.2)

Donde la frecuencia angular se representa por w y K que es el vector de onda; los cuales se
relacionan mediante la siguiente expresion:
K=|I_()|=w Uo€ 3.3)

La velocidad de una onda plana es:

w
_w_ (3. 4)
V%

=
o
M
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El indice de refraccion en un medio homogéneo e isotropo se define como:

< 3.5)
v

n=
Donde la velocidad de la luz esta determinada por:

1

v Ho€o

Reemplazando las ecuaciones (3.4) y (3.6) en (3.5) se obtiene:

c= (3. 6)

)
n= [—
£

Donde el indice de refraccion depende de la frecuencia de la onda, es decir que las ondas se

propagan por el cristal con una velocidad de fase diferente si sus frecuencias son diferentes.
Reemplazando la ecuacion (3.2) en (3.1) resulta en:

. d(iwEoe @Ky

V2E — 0
Uo€ ot

La ecuacion anterior se modifica teniendo en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.6) como:

—_ & —_
V2E + 2 w’E = 0 (3-7)
Cc

Donde ¢, es la permitividad relativa.

3.1 Propagacion de las ondas en medios anisotropos

En medios anisotropos, la velocidad de fase de las ondas depende tanto de su direccion de
propagacién como de su estado de polarizacion, en donde el estado de polarizacion varia
debido a la anisotropia del cristal. Existen muchos cristales fotorrefractivos los cuales tienen
caracteristicas anisotropicas como BTO, BSO, BGO entre otros. La permitividad dieléctrica
para estos cristales puede plantearse como un tensor de rango 2. En los ejes cristalograficos,

el tensor dieléctrico diagonalizado se puede expresar como:
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™
8

0 0 nz 0 0
gy O0l=g|0 ni 0 (3.8)
0 ¢ 0 0 n2

(e e]

Las constantes dieléctricas en los ejes cristalograficos estan representadas por &, €, €, y los

indices de refraccion como ny, n,, n,.

3.1.1 Clasificacion de cristales anisotropos

Los cristales pueden clasificarse de acuerdo a su simetria o elementos pertenecientes a ella,
donde el comportamiento optico depende de dicha simetria. Se presentan tres casos a

continuacion:

+» En el primer caso, nq,n, y ny son diferentes. A este cristal se le denomina

como biaxial.

¢ En el segundo caso, dos de los indices de refraccion principales son iguales
n,; = n, = n, (donde n, es el indice ordinario) y n; = n,(donde n, representa
al indice extraordinario). Cuando esto se da, a los cristales se les denomina
uniaxiales. Dichos cristales se caracterizan por tener una simetria tetragonal,

hexagonal o trigonal.

+» Para el tercer caso los cristales tienen un solo valor para el indice de refraccion

y se les denomina medios amorfos o isotropos (n; = n, = nz; = n)

3.1.2 Elipsoide de indices

El elipsoide de indices para una superficie tridimensional, esta dado por:

xmiéigi=1 Lj=123. (3-9)
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Donde §; representa la coordenada i-esima de un sistema de coordenadas, 7;; son las

componentes del tensor de impermeabilidad, donde este se define como el inverso del tensor

dieléctrico como:

ne = ¢, (3. 10)

La ecuacion (3.10) puede escribirse en notacion tensorial segun:
Nij€jx = €00ik

En las coordenadas principales el tensor de impermeabilidad se puede escribir de la siguiente

forma:

2 2 2

y VA
St ot 5=1
ng ny  ng

X

Donde los indices principales del medio estan representados por 1y, ny, y n,.

Con el elipsoide de indices, se puede describir como varian los indices en un medio

transparente, cuando este estd sometido a un campo eléctrico externo.

La ecuacion del elipsoide de indices de forma general esta dada por:
z Nij S;i‘a;j = Nux XX + Nyy VY + N322Z + NyyXY + NyzXZ + NpZX + Ny ZY 3. 11)

+ NyxyX + 1y, ¥z = 1

La ecuacion (3.11) puede reescribirse como:

Z Mij $i€j = MoxX” +1yyy* +0222° + Oy + )%y + (z +112)2x 55
+ (nzy + nyz)yz =1
Por el principio de conservacion de energia se permite establecer que el tensor 1 es simétrico,

es decir que:

Nxy = Nyx Nxz = Nzx ; Nyz = Nzy
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Como un resultado de esta simetria, es necesario abreviar notaciones, donde estan definidas

por [19]:

1=(x)=11
2= (yy) = (22)
3 =(zz) = (33)

3. 13)
4 = (yz) = (zy) = (23) = (32)

5=(zx) = (xz) = (31) = (13)
6 = (xy) = (yx) = (12) = (21)

Teniendo en cuenta (3.13) la ecuacion del elipsoide de indices se modifica directamente en:

Mmx? +1,y2 + 1322 + 21,7 + 2ns2x + 2nexy = 1 (3. 14)

Las componentes 171, 15, M3, N4, N Y N S€ presentan como una variacion del elipsoide de

indices, debido a la accion de un campo eléctrico externo tal como se muestra en la figura
3.1.

N =n+A4An

Nz =1+ An,

N3 =1+ An; (3. 15)
Ny = Any

Ns = Ang

Ne = Ang

Cuando el cristal no estd sometido a un campo eléctrico externo, el elipsoide de indices se

reduce a una esfera y las componentes principales del tensor son:

n=mnN=nN=n
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Retomando la consideracion para el campo externo, el elipsoide de indices cambiaria de la

siguiente forma:
(m + An)x? + (n + Any)y? + (n + An3)z? + 2An,yz + 2Anszx + 2Angxy = 1

La ecuacion que describe la interseccion entre el plano normal al vector U y el elipsoide se

obtiene cuando y=0 como se muestra en la ecuacion (3.16).

(m + Any)x? + (1 + Anz)z? + 2Anszx = 1 (3. 16)

= b)

Figura 3.1. Elipsoide de indices (a) Cuando no hay campo eléctrico externo (b) En presencia

del campo externo aplicado

3.2 M¢étodo del calculo de Jones para los estados de polarizacion

El método matricial del calculo propuesto en el afio 1941 por Jones [20], permite determinar

el estado de polarizacion de la luz al atravesar todo el sistema 6ptico. Cuando se habla de
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sistemas Opticos se hace referencia a polarizadores, laminas retardadoras y filtros, los cuales

pueden estar orientados a un dngulo diferente cada uno.

En el método de Jones, el estado de polarizacion se puede representar como un vector de dos
componentes y cada elemento Optico que forma al sistema por una matriz 2x2. Donde la
matriz resultante se obtiene multiplicando las diferentes matrices de los elementos Opticos
que lo componen en el orden en el cual va avanzando el haz de luz. El estado de polarizacion
de la luz transmitida o que atraviesa el medio se puede obtener al multiplicar el vector que
representa la luz incidente, ya sea lineal, circular o eliptica por la matriz obtenida de los

elementos opticos [21].

3.2.1 Estados de polarizacion de una onda plana

La polarizacién de la luz debe tener en cuenta la direccion del campo eléctrico E (r,t), el cual
varia sinusoidalmente con el tiempo, cuyas amplitudes y fases son ligeramente diferentes.
Cada vez que r cambia, el extremo del campo eléctrico va trazando una elipse a medida que
se mueve por el plano, donde el estado de polarizacion se determina mediante la elipticidad

y orientacion de la elipse y su tamaio se determina por su intensidad 6ptica.

Se considera una onda monocromatica de frecuencia w que viaja en direccion r, el campo

eléctrico esta en el plano x, z mediante:

E = Re{goei(wt—ﬁ-f)} (3.17)

Donde Eo es la amplitud de la onda.

Las componentes para la amplitud de la onda son EO = EyxX + Ey,Z el cual es un vector con
componentes complejas Ey, y Ey,. El estado de polarizacion para esta onda puede ser escrito

en forma de un vector de Jones como:
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[

Este vector contiene informacion de fase y amplitud de cada una de las componentes del
campo. Cuando se requiere saber cudl es el estado de polarizacion de la onda es conveniente

normalizarlo, donde al normalizarlo resulta:

=1 (3. 19)

A continuacion, se mostraran algunos estados de polarizacion mediante los vectores de Jones.

Tabla 3.1. Representacion de los estados de polarizacion [21]

Estado de polarizacion Vectores de Jones Representacion de las
polarizaciones
Linealmente polarizada en 17
. ., [ M
direccion x 0.
Linealmente polarizada en [0-
direccién y 1

Linealmente polarizada, y
plano de polarizacion [COS Oy
haciendo un angulo 6,, con sin 8, A
el eje x ! N
Circularmente polarizado i 0]
hacia la derecha vzl
Circularmente polarizado 10
hacia la izquierda ﬁ [—1]
Elipticamente polarizado i [ 1 ]
hacia la derecha V5iai
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Elipticamente polarizado 1 [ 2 ]

hacia la izquierda V5 i

3.2.2 Representacion matricial de dispositivos de polarizacion

Al transmitirse la onda plana a través de un elemento Optico lineal, este altera la polarizacion

de la onda y cumple con el principio de superposicion de los campos Opticos transmitidos.

Las amplitudes de los campos pertenecientes a las ondas de entrada y transmitidas en las
distintas coordenadas se representan por E;, , E;, (incidentes) y E,, , E,, (transmitidos).

Estas componentes estan relacionadas mediante:

sz] _ [Tll le] [Elx] (3. 20)
E;, To1 Ta2llEy,

Al desarrollar los vectores de Jones escritos en la ecuacion (3.20) donde J, = TJ; es esta
matriz la que describe el sistema, el cual se puede escribir como:

Eyx = T11E1x + T12E1,

Ezz = To1E1x + To2E1,

Donde Ty4, Ty, T51 v T,5 son constantes que caracterizan el sistema.

Los elementos que componen los vectores y matrices de Jones, tienen que estar acordes al
sistema coordenado elegido, puesto que, mediante la matriz de transformacion ellos pueden
ser determinados en otro sistema coordenado.

Se toma el sistema cartesiano x-z; al mover este sistema a uno nuevo este se denota como
primado, donde la direccion primada forma un angulo ¢ con respecto a la no primada. El

vector de Jones en el sistema primado puede ser escrito de la siguiente manera.

J' =R(@)]
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Donde R(¢) representa la matriz de rotacion:
_ () —sento) G.21)
R(p) = (sen(go) cos(¢)

3.3 Efecto electrooptico

En estado normal, sin presencia de factores externos o contracciones mecanicas, el cristal
BTO es isotropo debido a su simetria cubica, pero, cuando este es sometido a un campo
eléctrico externo, se provoca en ¢l una anisotropia por efecto electro-optico lineal (Pockels)
o una birrefringencia lineal, la cual es directamente proporcional a la intensidad del campo

eléctrico aplicado.

Lo principal, es analizar el comportamiento de las ondas propagdndose por el medio
fotorrefractivo, cuando este se somete a un campo eléctrico externo, el cual esta orientado
con respecto a los ejes cristalograficos. Mediante el elipsoide de indices se permite
determinar el comportamiento de los modos normales de vibracion en el medio. Cuando el
medio esta en presencia de un campo eléctrico externo, se produce una variacion en el tensor
de permitividad o lo que es lo mismo, un cambio en el tamafio y direccion del elipsoide de
indices, donde a dicha variacion en las componentes pertenecientes al elipsoide de indices se

le denomina efecto Pockels o electro-optico lineal.

El efecto electro-Optico, se define en términos del cambio del tensor impermeabilidad o

tensor de indices como:

Any; = 1ijkEx + SijkmExEm
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Las constantes 7y y Sijkm son llamadas coeficientes Pockels (electro-opticos lineales) y

coeficientes Kerr (electro-Opticos cuadraticos) respectivamente. Para este caso el efecto Kerr
no se tiene en cuenta, por lo tanto:
— 3.22
An;j = rijkEx (3.22)
La simetria cubica permite realizar el intercambio de los dos primeros indices, esto se hace

con el fin de reducir la notacion y escribir la matriz de coeficientes electro-opticos.
Tijk = Tjik

Entonces de acuerdo a esta simetria y a la contraccion de indices, el tensor de coeficientes

electro-opticos se puede reescribir de la siguiente manera:
ik = Tijk

De forma general la anterior relacion, teniendo en cuenta la ecuacion (3.13) resulta en:

Nk = N1k
T2k = T22k
T3k = 133k

Tar = 123k = 132k
Tsk = 31k = T3k
Tex = T2k = T21k
Donde £ varia de (1 a 3) estos numeros representan cada una de las coordenadas.

De acuerdo a la notacion contraida, los coeficientes para el factor electro-optico se pueden
escribir en una matriz 6x3. Entonces se puede deducir que existen 18 componentes
pertenecientes al tensor electro-Optico, donde conforme al grupo de simetria del cristal,
algunas componentes del tensor son cero. Debido a la simetria cubica, el nimero de
componentes independientes decrece, este supuesto lo que da entender es que a medida que
hay mayor simetria en la estructura del cristal van a existir menos componentes electro-

oOpticas en la matriz.
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La ecuacion (3.22) se puede escribir solo teniendo en cuenta la aproximacion lineal como:

An, = ZrlkEk (3.23)

k

Donde k variadexazy/de / a6.

Escribiendo la ecuacion (3.23) en su forma matricial tal que:

A1 e Ty Tz

An, Tax T2y Tez|[p
Ans| |m3x T3y T3 Ex
A?]4 B Tay Taz Ey
Ans Tsx Tsy Ts5z|L7Z
[Angl Lex Tey 7ozl

Se debe tener en cuenta que:
1) La ausencia de centro de simetria permite la existencia de un efecto electro-optico de

primer orden.

2) La actividad Optica no varia por accion de un campo eléctrico.

Por definicion se conoce que para cristales ctibicos como el BTO con simetria 23 los tnicos

coeficientes electro-opticos no nulos son: 741, 755 , 7s3, tal como se muestra en (3.24), los

cuales toman un mismo valor 74:

0 0 01
0 0 0 (3.24)
0 0 0

7 O 0
0 52 0

L0 0 7163
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3.3.1 Configuracion cristalografica transversal.

El cristal BTO tiene sus caras paralelas a los planos (001) y (110). Existen diferentes tipos

de configuraciones, pero en la presente investigacion se hara énfasis en la configuracion

transversal cuando I_()G Il alos ejes <001>y <110>.

Se define un sistema coordenado para la propagacion de la luz, donde I_()G es paralelo a la

direccion <001>, y el segundo caso se cumple cuando I_()G [l <110> donde la propagacion de

la luz ocurre en el eje y.

Para esto se hacen una serie de rotaciones de los ejes cristalograficos hacia los ejes del

laboratorio.

X; = ayX; (3. 25)
Donde a;; es la matriz de transformacion, X; representa el sistema cristalografico y X; el

sistema coordenado de propagacion.

= =
4+ y + v
(001}
01
(001) 7| S
o x s
(1Ta) ]
]
- Ka
L
— ]
Kas
I
x
v, Vo
o
a) b)

Figura 3.2. Configuracion transversal. a) ﬁ(; <110> y b) R)G <001 >
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Partiendo de la premisa, en la cual el campo aplicado sobre el cristal estd en la direccion
cristalografica <110> y el plano de incidencia esta determinado por (x,z). Donde los ejes de
laboratorio estan dados por las componentes primadas y los cristalograficos por las
componentes no primadas. Lo que nos indica lo anterior es que existe un angulo entre los dos
tipos de coordenadas, para ello se debe realizar una respectiva rotacion de los ejes no

primados a los de laboratorio como se muestra en la figura 3.3.

Z =Z

o AT [ooD) 2
/ y a5’ o
. “/450 .

Ke

X

(110}

Figura 3.3. Cristal bajo dos sistemas coordenados, ejes de laboratorio (rojo) y ejes
cristalogrdficos (verde)

La matriz de cofactores o cosenos directores se puede escribir como:

xx) (*hy) &',2)
A=0x) OLy) (0)2)
%) (zy) (Z.,2)
Las componentes primadas dan informacion acerca de la posicion final de los ejes

cristalograficos. Donde la rotacion se hace alrededor del eje z y es de 45°.

1 1
— = 0
cos45 cos45 co0s90 [\/E V2 ] ,
A =|cos135 cos45 cos90| = 1 1 | (3.26)
cos90 c¢co0s90 cos0 _ﬁ ﬁ 0
0 0 1J

La matriz de transformacion esta definida por [21]:

lay] = {4}
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-1

1 1 0
V2. V2
] =4 1 1 o
V2 V2
0 0 1
La inversa de una matriz estad determinada por:
_y _ adj(T) (3. 28)
IT|

Haciendo el respectivo proceso matematico descrito en el apéndice A, se llega a que la matriz

de transformacion es:

1 1,
I o
— — 0
RERRE
0 0 1

Al orientar los ejes cristalograficos hacia los ejes de propagacion se condicionara la
birrefringencia lineal. Por lo cual es necesario escribir el tensor de coeficientes electro-

opticos en esta nueva direccion, lo anterior se da a través de la siguiente ecuacion.

Tijk = Z Z Z A1 Ay ApenTimn (3. 30)
I m n

Los cosenos directores, al pasar de un sistema coordenado (cristalografico) al otro sistema
coordenado (laboratorio) estan representados por a;j, djm, Y i, y los coeficientes eletro-

oOpticos en su forma tensorial como 7y, ¥ 7;jx respectivamente [21].
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Abriendo la sumatoria, donde /, m y n varian de / hasta 3, la ecuaciéon (3.30) cambiaria

directamente como:

Tijk = Ai10j10k17111 T Qi1 Aj10g1T112 T Q1310537113 T Aj10j2Ak17121 T Q102 Q21122
+ Aj10j20,37123 T Qj1Aj30k1T131 T Aj14j3AK2T132 + Aj10j30k37133
T Q20117211 T 281 k27212 T Aj2Aj1 037213 T Aj20j2 k17221
T Aj20j2Ak27222 T Aj20j2Ax37223 T Aj2Aj30k1 7231 T Aj20j3AK27232
+ Q2043037233 T Q30117311 T Aj30j1 021312 T A30j1AK37313
+ Aj30j2Ak17321 T Q302 k27322 T Aj30j2 k37323 + A;30j30K17331

+ Aj30j30K27332 T Ai30j30;37333

Para cristales con simetria ctibica como el cristal BTO las componentes que no son cero estan

dadas por:

T41 = 1231 = 1321

Ts2 = 1312 = T132 (3.31)
Tez = T123 = 1213

De la consideracion (3.31), el tensor de coeficientes electro-Opticos adquiere la siguiente

forma:

(3.32)

Tijk = (ailajzakS + ;10302 t Q2051 gz + 030y + Q30410 + ai3aj2ak1)r41

Al aplicar la matriz de transformacion obtenida en (3.29) sobre la ecuacion (3.32) cuyo

procedimiento se muestra en el apéndice A se obtiene:

0 0 T

0 0 141

0 0 0 (3. 33)
0 1y 0

[_7’41 0 0 J
0 0 0
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3.3.2 Birrefringencia

Retomando la expresion (3.16) para el elipsoide de indices:

(M + Any)x? + (1 + Anz)z? + 2Anszx = 1 (3. 34)

Teniendo en cuenta la matriz (3.33) para los coeficientes electropticos y el campo eléctrico

con tres componentes, la ecuacion (3.23) se modifica directamente en:

[AnN ] 0 0 Ty [—T41E,

An, 0 0 Ta1 E, 1 E,

Azl _{ o o O [|lg|_] © (3.35)
An, 0 n, O Ey mEy

Ans [_r‘ll 0 0 J ? —7141Ex

nys 0 0 0 L o

Reemplazando los valores hallados en la ecuacion (3.35) para la impermeabilidad en la

ecuacion (3.34) para el elipsoide de indices, se obtiene:

(1 — 141E)x* + nz? — 211 Exxz = 1 (3. 36)

Realizando la transformacion del sistema cristalografico al sistema de laboratorio a través

de:
1= L5mg cosy | L3

— ! — ! 1
X = X COSQ — Z' Sing (3.37)

z = x'sing + z'cose
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Reemplazando las relaciones (3.37) en la ecuacion (3.36), la ecuacion para el elipsoide

quedaria como:

(m — 11 E,) (X cosp — z'sing)? + n(x'sing + z'cos@)? — 21y E, (x' cosgp —
z'sing)(x'sing + z'cosp) = 1

Realizando el producto del tercer término resulta en:

(n — 11 E;)(x"%cos?@ — 2z'x' cospsing + z'*sin*@) + n(x'?sin@ + 2z'x'sinpcose +

z'2cos?@) — 2 141 E,(x"*cospsing — z'x'sin’¢ + z'x' cos?¢ — z"?sinpcosp) = 1
Distribuyendo términos de la ecuacion anterior:

x'"?ncos?@ — 2nz'x'cospsing + z'*nsin’@ — 1y E;x'*cos? @ + ry, E,22'x' cospsing —
141 E,z"%sin’@ + x'?nsin?@ + 2z'x'nsinpcos@ + z'*ncos?p — 2 ry Exx"*cospsing +

2131 Ez'x"sin?@ — 2 1y, Ez'x'cos?@ + 2 ry E z"* sinpcosp =1
Agrupado y cancelando algunos términos se obtiene:

x"2n + z2'"%n — 141 E;x'?cos? @ + 14, E, 22 x' cos@sing — 141 E,z'*sin?@ — 2 141 Exx"*cospsing +

211 Exz'x'sin@ — 2 1y Exz'x' cos?@ + 2 ry1 Ey 2" singcosp = 1
a1Ex a1Ex a1Ex
Factorizando los términos que tienen x'2, z'2 y z'x'se llega a:

x'2(n — 141 Eyc05% @ — 2 141 Excos@sing) + z'?(n — 1y, E,sin?o + (3. 38)

2 1 Exsinpcos) + z'x' (141 E;2cos@sing + 2 141 Eysin? — 2 1y Excos?@) = 1

Donde el factor que multiplica a z'x’, se hace cero cuando ¢ cumple que:

2 Ey (3.39)
E

Z

tan2¢ =

Para demostrar la ecuacion (3.39) se toma el factor que estd multiplicando a z'x" de la
siguiente forma:

741 E;2c0s@sing + 2 141 Eysin® — 2 141 Excos?gp = 0 (3. 40)

Por identidades trigonomeétricas se conoce que:

2cos@sing = sin2¢@
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cos?p — sin?p = cos2¢

Reemplazando las identidades mostradas anteriormente en la ecuacion (3.40) estd se

modificaria directamente como:

E,sin2¢ — 2 E,cos2¢ =0 (3. 41)

De la ecuacion (3.41) se deduce la expresion (3.39). Teniendo en cuenta la condicion (3.39),

la expresion (3.38) resulta:
x'2(n — 141 E,c05%@ — 2 14, E,.cOs@sing) (3.42)

+ z'2(n — 141 E;sin®@ + 2 ry Esinpcosg)) = 1

Por identidades trigonométricas se conoce que:

1 cos2 1 cos2
cosz<pzz+ 2<p sinp == — L

Por geometria, a partir de la expresion (3.39) se deduce lo siguiente:

2E, E,

—_— COS2¢ = ———
/4 E.2+ E,? /4 E. >+ E,*

Reemplazando las respectivas identidades trigonométricas y las deducidas a partir de la

sin2¢ =

ecuacion (3.39) en la ecuacion (3.42) se obtiene:

2| gk, | S+ L - / +2%| n—ryE, ! / L +r41E/
el i)l

( . V.,
" \efemrea)) s / Jreee) )

/45 + E,?

Multiplicando 4 E, por cada uno de los términos dentro de los paréntesis tal que:

X2 _ TnE, " T41 Ezz _ 21 Exz g _ TnE, _ T41 Ezz " 2 r“ExZ -1
" 2 2 2 2 2 n 2 2 2 2 2 -
2./4E* + E, JAEZ + E, 2J4E2+ E, VAEZ+ E,
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Operando los valores internos para las raices:

R nuE <r41 /415 + E 2+ 41, E /415 +E2> nuE (r“ 4E2+ E,* + 41 E° /415 +EZ>
2z =1

* z 24 E2 + E) 24 EZ + E7)

Sacando factor comun de las respectivas raices y los valores para el campo en x y en z se

obtiene:

, I/ riE, 11 (4 Ex* + E?) [4E’ + E° \I , I/ riE, (4 Ex* + E?) [4E° + E°
x' - - +z' - +
= 24 E2 + E7) / T 24 E2 + E2)

N—

Cancelando términos de la expresion anterior se llega a:

2 2 2 2

172 ; 172 ;
o n_T41Ez_(T41 4E," + Ez> e n_r41Ez+(7’41 4E."+ Ez) -1 (3.43)

La ecuaciodn para una elipse se define como:

x'? y? z
T2 T
ny n; nj

. g . 1
Se tiene que los indices principales son n; y n3, y que n = =

Relacionando la ecuacion (3.43) con la ecuacion para una elipse se obtiene:
1 ) 2 1 3. 44
F—7<EZ+ /4Ex +E )= (3. 44)
1 2 2 1 3.45
ﬁ—7<EZ— [4E2 + E, e (3.45)

De forma experimental segun [5] se tiene que:

Any = [ny —n| (3. 46)

Ang = |nz —n|
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Ya que An; y An, son muy pequefias (3.46) puede reescribir como:

m =n-—A4n (3.47)
n3 =n-—Ang
A partir de las relaciones mostradas en (3.47) se puede afirmar que An, y An, no afectan en

nada, ya sean positivas o negativas.

Reemplazando las relaciones (3.47) en la ecuacion (3.44) y desarrollando mateméaticamente

mediante:

1 1 n?—(n-A4n)?
(n—An))?2 n?2 n2(n-—An,)?
n? —n? + 2nAn, — An,? B 2nAn, — An,*

n2(n? — 2nAn, + An,?) Cn? (n2 — 2nAn, + An,?)

2nlAny
n3(n — An; — An,)

Reemplazando n — An, en la ecuacion anterior:

2nAn,
n3(n, — Any)

Reemplazando Any:

2nlAny

n®(ny — |ny —nl)

2nAn, 2nAn, 2An,

B —nh) | @ 0

T31 2An,
—7<EZ + /4 E + E22> =—3
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De la anterior relacion se deduce el factor para An;. Donde realizando el mismo

procedimiento para Ans se obtiene que las variaciones estan dadas por:

1 n3

— ‘“4 (EZ+ /4 EZ+ E22> = An,
1yan’ 2 2

— B = 4B+ B2 ) = o

Escrito de otra forma para la configuracion transversal, resulta:

T4 n3 T4 n3
An = |An, — Ang| = ‘— 42 <EZ + /4 EZ+ EZZ> - (— 42 <EZ - /4 E + Ezz>>

(3. 48)

3.3.3 Tensor dieléctrico

El indice de refraccion se relaciona con la permitividad del medio dieléctrico. Donde, la

permitividad es un tensor de rango 2, que esta determinado por:

nf 0 0 e 0 0
E=g|0 nZ 0|-g=[0 £ 0 (3.49)
0 0 n? 0 0 ¢

&o se conoce como la permitividad dieléctrica en el vacio; representa los valores para el indice
de refraccion en las distintas direcciones dentro del cristal. Cuando los tres valores para el
indice de refraccion son diferentes, el material es anisotropico. En la ecuacion (3.49) se

muestra como la permitividad depende de la anisotropia del cristal.
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3.4 Actividad optica

La actividad optica, es también conocida como birrefringencia circular, la cual se asocia con
la rotacion del plano de polarizacion cuando la luz incide sobre el medio, donde la onda esta
linealmente polarizada de manera vertical u horizontal. El cristal fotorrefractivo en este caso

el BTO puede presentar cualquiera de los dos tipos de rotacion ya sea levogiro o dextrogiro.

E "
e Sty
ol
&
P
@
&

Figura 3.4. Actividad optica en un cristal fotorrefractivo [22]

3.4.1 Actividad optica en cristales con caracteristicas isotropicas

Cuando se propagan ondas luminosas de tipo monocromaticas en medios fotorrefractivos
i1sotropos, se aprecia que su plano de polarizacion se rota un angulo el cual es proporcional
al espesor atravesado, este fenomeno es llamado actividad optica. La primera vez que fue
apreciado fue en el cuarzo, y ademas de presentarse en el BTO también se presenta en otros
cristales cubicos como el BSO y BGO, y en algunos cristales uniaxiales o biaxiales donde la

direccion de la luz debe estar en direccion del eje optico.

El primero en observar dicho fenémeno fue el francés Dominique R.F en el afo de 1811.

Dominique descubrié que el plano de polarizacién o vibracion del haz de luz lineal era
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afectado por una rotacion a medida que se propagaba por el cuarzo. En el mismo periodo de
tiempo Jean Batiste Biot observo el mismo efecto en sustancias transparentes. Los
investigadores mencionados anteriormente, plantearon que el material que haga girar el
campo de una onda plana lineal se le conoceria como un material 6pticamente activo.

En el afo de 1825 Fresnel propuso que el fenomeno de la actividad dptica se da por la division
de onda del haz incidente, el cual tiene que estar linealmente polarizado, donde esta onda se
divide en dos ondas circularmente polarizadas, una de las ondas dirigida hacia la derecha y
la otra hacia la izquierda. Estas ondas producidas por la division del haz tienen diferente
velocidad donde para cada una de ellas se establece un indice de refraccion diferente ny y

n_.

Una onda polarizada en un plano horizontal que se propaga por un medio dpticamente activo
se divide en dos ondas circulares, una dextrogira y otra levogira. A medida estas ondas se
propagan por el medio, se produce una resultante cuyo plano de polarizacion rota un angulo
1. La rotacion del plano de polarizacion es por consiguiente igual a la mitad de la diferencia

de fase que separa las dos componentes circulares.

A continuacion, se escribe el &ngulo de rotacion del plano de polarizacion teniendo en cuenta

la diferencia de fase de las ondas circulares como:

2rL

El poder rotatorio se define por unidad de longitud como:

)

Vs

En la figura 3.5 se ilustra el giro del plano de polarizacion cuando el haz de luz se propaga
en el medio. El angulo 1 es proporcional al espesor del medio atravesado. En este caso se

tomara que la onda gira hacia la derecha.
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Figura 3.5. Rotacion del plano de polarizacion de un haz de luz propagdandose en un medio
Opticamente activo [19]

En la figura 3.5 se representa la propagacion de la onda incidente con un angulo de
polarizacion 6p, este dependera del angulo de giro pl y, por lo tanto, la amplitud de difraccion

se modificara debido a la rotacion del plano de polarizacion [19,23,24].
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4 MEZCLA DE DOS ONDAS

La interseccion de dos haces en un medio fotorrefractivo genera un patrén de franjas de

interferencia, donde la variacion de intensidad inducira una red de indices en el cristal. El

vector de onda de la red esta dado como I_()G = EC — I_c)l-. Esta red influye en la propagacion de
los haces y debido a ella las ondas son difractadas, por causa de las dispersiones de Bragg

por ello se trabaja de acuerdo a dicha condicion.

Figura 4.1. Interferencia de dos haces en el medio fotorrefractivo, donde EC :]_{)2 y Ei = l_c)l

4.1 Mezclado de dos ondas para el caso degenerado

Para este caso se toma como consideracion que las frecuencias de las ondas que se propagan
por el medio sean iguales, dichas ondas producen un patrén de intensidad, el cual produce la

variacion del indice de refraccion o constante dieléctrica por causa del campo interno
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generado en el medio o campo de carga espacial. A continuacion, se mostrara a partir de la
teoria propuesta por Kogelnik las ecuaciones acopladas relacionadas con el fenémeno fisico

mencionado.

4.1.1 Teoria de ondas acopladas propuesta por Kogelnik para el
caso degenerado

La teoria de acoplamiento propuesta por Kogelnik tiene como base la solucion de las
ecuaciones de Maxwell para dar solucion a la forma en como se propagan las ondas en una
estructura periddica en el interior del cristal, en el cual existe una variacion periddica de las
propiedades Opticas de este. Esta teoria es valida para redes de volumen. Se considera que
solo dos ondas se propagan por la red, la cuales son denominadas como: onda sefal S la y
onda de referencia R. Dichas ondas obedecen la condicion de Bragg, por lo tanto, los 6rdenes
superiores que no cumplen con esta condicion no son tomados en cuenta, ya que no

contribuyen energéticamente.

Holograma

0y

ﬁ (0) patron r 1}
de luz d K = 2IT/A

Figura 4.2. Acoplamiento interno de las ondas de referencia y senial al interior del cristal
fotorrefractivo[17]
El proceso de reconstruccion en la red holografica se muestra en la figura 4.2, cuando sobre
la muestra est4 presente la onda de reconstruccion Raun angulo de incidencia 6. El eje de
propagacion y es perpendicular a la superficie de registro (x,z). Los planos de las franjas se
forman perpendiculares al plano de incidencia. El vector de red es K o de otra forma I_()(;, el

cual esta orientado perpendicular a los planos de las franjas tal como se ilustra en la figura
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4.3 los cuales estan separados una distancia 4, la cual esta dada por la ecuacion (2.38), donde

el vector de red forma un angulo ® = ¢,, con el eje de propagacion.

La direccion de propagacion de las ondas incidentes dentro del medio viene dada por el vector

EC y Ei y forman un angulo 8.y 6; respecto al eje de propagacion como se muestra en la

figura 4.3.
Suponiendo que las ondas incidentes tienen la forma:

F = R(y, z)el(wtkc) 4 $(y,2) pi(@t—; ) 4. 1)

La ecuacion para la propagacion de una onda electromagnética en una red de difraccion esta

dada por:

V2B +y2E =0 4.2)

Donde E (y,z) es la amplitud compleja de la componente del campo eléctrico que se supone
es independiente de x, y oscila con una frecuencia angular w. La constante de propagacion

¥ (v,z) se modula espacialmente y se relaciona con la constante dieléctrica relativa &, (, z) a

través de:

2 _ W 4.3)

Donde ¢ es la velocidad de la luz en el espacio vacio. Ahora se supone una rejilla
unidimensional que se extiende desde y=0 hasta y=/. La permitividad relativa también se

supone que varia dentro de la rejilla de acuerdo con la siguiente ley[17]:

& = &0 + &1c08(K - 7 + ¢p) (4.4)

Donde ¢4, es la amplitud de la modulacion espacial y &, es la constante dieléctrica
promedio. El patron se desplaza por ¢,, con respecto al patron de registro de la luz como se

representa en la figura 4.2.

Para el factor y2 se tiene que:
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w? S 4.5
y? = C—2(er + &4 cos(K 7+ ¢)p)) (4.3)

2
Escribiendo el coseno en su forma exponencial y multiplicando — por cada uno de los

términos se tiene: ) 2

2
w w ey w Lo
2 — KT+ —i(K-T+
Yo = > &ro =+ 202 &€ ( ¢p) =+ 202 &€ ( ¢p)
Donde: 2
w
p?=—¢
2 €r0

Separando los exponenciales, queda que la constante de propagacion es:

(0]

y:=p*+ 2/3[ srle("‘l’v)] eiRT 4 2/3[ @ srle_(i‘pp)] e miK-F (4.6)
4 4,/eo

€o €o

Donde An estd dado como sigue[17]:

Las constantes de acoplamiento se deducen a partir de la ecuacion (4.6) como:

K+ = @ grle(i‘l’p) = % <An—w e(i¢p))

/ c
e 4.7)
) . 1/Anw .
= -(i¢p) = = (_ —“Pp))
K_ = Er1€ = e
4 e 2\ ¢
Luego la ecuacion (4.6) resulta:
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La constante k_ y k, son el pardmetro central para el acoplamiento, los cuales describen la

interaccion entre las ondas Ry S. Si k, ¥y k_ = 0 no existe acoplamiento entre las ondas R

-

yS.

4.2 Solucion a la ecuacion de ondas acopladas

Las ondas R y S que se propagan a través de la red formada dentro del cristal, se pueden
describir en funcion de sus respectivas amplitudes, las cuales varian a lo largo del eje y,

cediendo parte de la energia al cristal si este presenta absorcion.

Z

R

S

Figura 4.3. Propagacion de los vectores de onda dentro del cristal

Por simplicidad en el andlisis del acoplamiento, se asumird que la red es infinita en la

direccion z tal que las funciones para R y S son funciones de V.

E = ﬁ(y)ei(wt—ﬁc?) + §(y)ei(wt—7ci.?) (4.9)
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Donde los vectores de propagacion EC y l_c)l- representados en la figura 4.3, llevan informacion
de las constantes de propagacion de las ondas de referencia R y de sefial S. Ec y Ei estan

=2 . . .«
relacionados con el vector de la red K a través de la siguiente expresion:

Ei _ zc _R (4. 10)

Ahora para las componentes de los vectores Ei y EC se descomponen de acuerdo al angulo

que forma cada uno de ellas con respecto al eje y teniendo en cuenta la relacion (4.10) se

tiene que las componentes son:

key = B cos 6, (4. 11)

k., = B sin6, (4. 12)

ki, = B cos 6. — zll—ncos ) (4.13)
(4. 14)

. 2m .
ki, =psinf, — 75171(1)
Donde ¢ es el angulo formado por el vector de red con respecto a la direccion de propagacion.

Reemplazando (4.9) en la ecuacion (4.2) se llega a:
72 (R’(y)ei(wt—ﬁcf) + §(y)ei(wt—§i.F)) + yz(ﬁ(y)ei(wt—ﬁcf) + 4. 15)
§(y)ei(wt—7€i.?)) =0

Realizando la primera derivada de la ecuacion (4.9) con respecto a y se llega a:

0E _ (dRO) i(wi—Fer) _ ., iwt—Fed)5 ASO) i(wt—FF) _ .1 e i(wt—FiF)
@—<7e —ikcye R(y) + We —ikiyS(y)e

De igual manera se halla la segunda derivada con respecto a y de la expresion anterior como:

O’E _ (@*RO) i(wt-kes) _ ; (wt—ke#) GRO) _ 12 i(wt-ke) B ; i(wt—k,.7) 4R

5 = (d_yzel(w o) — lkcyel(w cr)7 - kcyel(w R(y) — lkcyel(w cr)7 +
A2800) i(wit-F:7) - i(wt—F:7) dS@) (wt—F:7) 2 3 (wt—F:.7) dS)
pre el(wt kl.r) _ lkiyel(wt kl.r) 2 _kIZyel(wt kl'r)S(y) _ lkiys(y)el(wt kl.r) 2 )

Factorizando los exponenciales, la ecuacion anterior resulta en:
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O’E _ i(wt-k.7) (_dzﬁ(w_- dR(Y) 2By _ dﬁ(y)) i(wt—F7) (dzﬁ(y)_
52 = ¢ e ike, > kéR(y) — ikcy ™ +e R

., dS(y) > 2 ds(
ikiy 2 — kESO) - ik, S0) Z2)

De forma similar se halla la primera y segunda derivada de la ecuacion (4.9) con respecto a

z lo cual da como resultado:

aE) . M Y=g - . T o
= = (~ike e @ FENR) - ik, S(p)et @)
aZE . 72\ = . 72\ 2

— — (—kgze‘(“’t"‘c’)R(y) _ kizzel(wt—ki.r)s(y)>

Reemplazando las segundas derivadas tanto de y, z y la ecuacion (4.8) en la ecuacion (4.15)

se obtiene:

(wt—Red) [ 2RO _ dR(¥) o i(wt—Tp7) [42SO) _ . aS) _ ;22
e‘(“’t r) (7 - lkcyz ay - kgR(y)) + el(“’t T) (d—yz - lkiyz dy - kI S(y)) +
(_kgei(wt—})c.f')ﬁ(y) _ klzei(wt—})i.F)g’(y)) + ( ﬁz +28 [}c_'_ei(%c_%i)'f)) +

K_e—i(ﬁc—ﬁi)-F)]) (ﬁ(y)ei(wt—ﬁcf) + §(y)ei(wt—ﬁi.17)) =0

Abriendo los paréntesis del cuarto término como:

o

i(wt—k.7) [ CROY _ . dR(y) = i(wt—F,7) [ 250D _ . a$)
ei(wt r)<d—yz—1kcy2 & —kgR(y)>+el(wt r)<F_lkiy2 -

- kfﬁ(w) +
(_kgei(wtfﬁc.?)ﬁ(y) _ kiZei(wt—Ei.F)g(y)) + Bzﬁ(y)ei((utfféc.?) + Bzg(y)ez(wtiﬁ) + 2K+‘8§(y)ei(wtfﬁi.?) +
2K+‘8§(y)ei(wt—(zﬁi—ﬁc)-?) + ZK_Bﬁ(y)ei(wt—(zﬁc—%i)~?) + ZK_‘BS’(y)ei(wt—EC-F) =0

Reorganizando la expresion anterior de la siguiente forma:

) 7o dZ_) i d_> - =g = b4
o) (ER2 - 1 2 50— 13, R) - KERO) + BRO) + 26,6500 ) +

i(wt—Fed) [5) _  5d5®)
e <—dy2 iKiy2 &

— k2, S() — k&S + B2S(y) + 2k_BR (y)) +

2k_BR(y)ei(@t-Ckekd ™) 4 25 BS(y)ei(wt=(2ki=ke)™) = 0 Los dos Gltimos términos de
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esta expresion son ondas que viajan en otras direcciones, por lo tanto, no son tenidas en

cuenta y debido a que son funciones variables se desprecian las derivadas de segundo orden

. - - . ,
sobre la premisa de que R y S son funciones que varian lentamente.

(o) <—ikcyzd’;(yy) v, ﬁg(y)> i) <—ikiy2dfi(yy) . ﬁﬁ(y)> Lo (16

De la ecuacion (4.16) se obtienen las dos ecuaciones acopladas para el cristal fotorrefractivo

como:
dR(Y) . 4.17
kcyW + lﬁK+S(y) =0 ( )
' dS(») (4.18)

ki & +ifk_R(y) =0

La amplitud difractada R (y) escrita en términos de la variacion del angulo de polarizacion

. ., .y g
en la direccion de propagacion R(l), se puede plantear como un vector con dos componentes

segun (3.18) como se muestra en la figura 4.4:

RI) =R\ % +RW),2 (4.19)

Figura 4.4. Polarizacion horizontal con un dngulo de polarizacion 0y, y en sentido antihorario
visto por un observador a la entrada del cristal
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Se considera que la onda est4 polarizada linealmente de forma horizontal con un angulo de
polarizacién 6,, como se muestra en la tabla 3.1, pero debido a la actividad optica presente

en el material las componentes difractadas para R se modifican de acuerdo a la figura 3.5 y

figura 4.4 como:
R(),» = Ry cos(6, + pl) (4. 20)

R(), = Ry sin(6, + pl) 4.21)

Por lo tanto, para el caso general de una red dindmica que exhibe al mismo tiempo una
modulacion de fase (con indice de refraccion modulacion de amplitud n) ¢, desplaza al
patron de interferencia de la luz en el cristal, las formulaciones de Kogelnik en las ecuaciones

(4.17) y (4.18) se modifican directamente [17] en:

dR(l - S(

SRD _ _igmieisn S @.22)
dl o

sy 0 (4.23)

T = —lﬁklmle pr

y

Donde:

m = |m|e'®r

La constante de acoplamiento se deduce a partir de:
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Donde T es el periodo y:

2
VET

Combinando las ecuaciones mostradas para la velocidad y para la frecuencia angular con la

ecuacion (4.7) se llega a:

T (4. 24)

4.2.1 Teoria de ondas acopladas dinamicas

En este caso estd presente un mecanismo de retroalimentacion, que relaciona los hologramas
que se registran y la difraccion de los haces que se utilizan para el registro, un fenomeno
llamado ““auto difraccion” (o mezcla de ondas) que no existe para las redes fijas y es, por lo
tanto, que no se tiene en cuenta en la formulacion original de Kogelnik. Para comprender
estas diferencias, es importante recordar las expresiones de la amplitud del indice de

modulacion de refraccion [17], las cuales se pueden generalizar como:

n3741 Eegp (4.25)

An = —
" 2

La amplitud en estado estable del campo eléctrico generado por el registro holografico en un
material fotorrefractivo viene dada por mEgs, como se informa en [17], donde E.g, es
constante, m es la visibilidad del patrén de registro de las franjas de luz que puede variar a

lo largo del espesor del cristal. Por tanto, es necesario escribir la ecuacion (4.25) como:

Jp— (4. 26)
I 5 PV (4.27)
mETT

Donde la ecuacion (4.26) permite mostrar explicitamente la dependencia del indice de

refraccion de la visibilidad de la franja m
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5 ANALISIS FISICO MATEMATICO DE LA
MODULACION PARA LA CONFIGURACION < 110 >

A partir de la ecuacion (3.48) para la configuracion transversal se puede deducir lo siguiente:

Tan

Anyr = -2 (EZ+ [4E2 + Ef) G- 1)
Tan

dny = =4 (EZ— /4 EJZ+ E22> (-2)

Asumiendo que el campo eléctrico solo tiene componente en x, para la configuracion

transversal [figura 3.2 (a)] con E,=0 y E, = 0, las ecuaciones (5.1) y (5.2) se modifican

directamente en:

in

Ang = — 412 E, (5.3)
3
mn

Angr = ——Ex (5.4)

Teniendo en cuenta que S(1) = S(0),&+ S(1),Z es un vector de dos componentes y

reemplazando la ecuacion (4.19) en (4.23) se obtiene:
diSD),x+SW1),2) B

1
= —ifk|lmle™» — (R(D) % + R(D) ;%)
dl kiy

Separando la ecuacidn anterior por componentes vectoriales como:

dSOy) _ . igy L (5.5)
ds,) _ ~byp 1 5.6
= Tibkimle™? e (RW,) ©-)

Reemplazando las expresiones planteadas para la amplitud de difraccion (4.20), (4.21) y

(4.24) en las ecuaciones (5.5) y (5.6) se llega a:
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dS(l), i, WA,

— —ipy, - T 5.7

1l ilm|e~%» 7 ke SRy cos(B, + pl)

ds(l), i TAN,

202 ilmle~9r — 2 - (5.8)
1l ilmle P/l 3 BRy sin( 6, + pl)

ty

Sustituyendo las ecuaciones (5.3) y (5.4) en las expresiones (5.7) y (5.8) resulta:

ds, (1 . 1 [ 1ynd
Zl( ) = —i|m|e“¢p%r<— 412 Ex> BR, cos(6, + pl)
iy
ds, (1 w1 (rnd
cZil( ) = —i|m|e~"%p Ek_< 412 Ex> BRy sin( 6, + pl)
iy

Para valores efectivos del campo eléctrico y el coeficiente electro-Optico se tiene que:

Ty’

[Anmax | = TEesp (5.9

Por lo tanto, las ecuaciones anteriores para dS, (1) y dS, (1) se modifican teniendo en cuenta

ki, y la existencia de un desfase de ¢, = — g como:
as.,() T | A | (5. 10)
i~ M eesg, RocosGy + oD
ds, () T | ANy | , (5. 1)
TR |m| 1 cos 6, Ry sin( 6, + pl)

Las ecuaciones (5.10) y (5.11) son las ecuaciones que representan la amplitud de difraccion
a el haz de sefal para la configuracion transversal en términos de la componente de

birrefringencia lineal maxima.
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s, — ] — dl
-5-'; R:I
| R —'— —| — -
R, s, +au Y

R,

d

Figura 5.1. Amplitud de difraccion en el cristal [24]

Donde se asume U (1) como la amplitud de difraccion dentro del cristal fotorrefractivo como:

Ul) = U+ U, - 12)
En una posicion [ arbitraria en el cristal S, (1) y S,/ (1) estan dadas como[23,24] :
S =S+ U@ y S0 =Sy + Uy

Reemplazando las relaciones anteriores en las ecuaciones (5.10) y (5.11) se obtiene:

d(SO + U, (l)) 3 IAnmaxl (5. 13)
T = —|mlsz0 COS(Qp +pl)
d(SO + Uz'(l)) T |Anmax| (5 14)
= — R, sin( 6 l )
dl Iml/l cos 6, 0 Sin(6p + pI)
Derivando con respecto a / las ecuaciones (5.13) y (5.14) resulta:
d(Ux'(l)) T IAnmaxl (5.15)
— X 7 — _|m|——2R 0 l )
dl Iml A1 cos@, ° cos(8p + p1)
d(UZ’(l)) T IAnmaxl . (5 16)
T_ ImlszO Sln(9p+pl)
Cuando 6, es pequeno se podria deducir que:
(5.17)

cosf.~1
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Cuando 6, es pequetio las ecuaciones (5.15) y (5.16) se modifican como:

d(U, D) i

T = _lmlzlAnmaleO COS(BP +pD) (5.18)
d(U,(l

% - |m|%|Anmax|R0 Sin( 91’ + pl)

Teniendo en cuenta la ecuacidén de la modulacion (2.36) donde R, > S, la modulacién se

modifica como |m| = ZR—O; entonces en una posicion / arbitraria dentro del cristal esta se
0

puede escribir de la siguiente forma [23]:

|_250 +U(D) (5. 19)

Im| = Rg

Derivando con respecto a /, la expresion (5.19) tal que:
dm 2 dU(])
dl R, dl

Realizando el respectivo despeje se llega a:

Ro dm() _ dU(D) (5.20)
2 dl dl

Derivando la ecuacion (5.12) se obtiene:

dUu(l) = dUu(D)z + dU (1), (5.21)

Por geometria se escriben las componentes de dU (1), y dU (1), que vibran paralelo a la

direccion de Sy como se muestra en la figura 5.2.
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Donde

0=8+pl

Figura 5.2. Amplitud de difraccién en términos de la direccion de S
Donde las componentes que vibran paralelas a la direccién de S, figura5.2 geométricamente

estan dados por:

du(Dz _ (5.22)
AU (D = cos(6, + pl)
auvl); . (5.23)
aw, sin( 6, + pl)

Reemplazando (5.21) en la ecuacién (5.20) como:

Ry dm(D) _dU(Dz +dU(D);
2 dl dl

Reemplazando las respectivas amplitudes mostradas en las ecuaciones (5.18) y las

ecuaciones (5.22) y (5.23) en la ecuacion anterior se obtiene:

Ro dm(l) (1M F14nmax|Ry cos (8, + p)? + | T | 8nmax Ro sin(6, + p)?) y (5.24)

dl

2 dl
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Donde:

T
{ = z |Anmax| (5.25)

Teniendo en cuenta la relacion (5.25), la ecuacion (5.24) se modificaria directamente en:

dm(l)

Tl = =2 |Anpmay| cos(0y + p)? + 20| Anygy | sin( 6, + pl)? (5. 26)
Se conoce por identidad que:
sin(6, + pl)? = 1 —cos(6, + pl)* (5.27)
Aplicando la propiedad trigonométrica (5.27) sobre la expresion (5.26) se deduce:
d(m(l
(|m(| ) =2{[1—cos(6, + pl)* — cos(6, + pl)*]dl
Operando la ecuacion anterior se llega a:
d(m(l
(Im(l ) _ 2¢[1 — 2 cos(6, + pl)“]dl (5.28)
Se procede a integrar en ambos lados de la expresion (5.28) como:
d(m(l
f (Im(l ) _ f 2¢(1 - 2 cos(8, + pl)*)dl (5.29)
Se sabe que:
2_1 1 (5. 30)
cos(ep + pl) =3 + Ecos(Z(ep + pl))
Reemplazando la identidad (5.30) en la ecuacion (5.29) resulta:
d(m@) _ 1,1 5 3]
[EEE =201 -2 |5+ cos (2(8, + p1) ) pat (5.31)
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Integrando en ambos lados de la ecuacion anterior con respecto a / se llega a:

Ln(m()) = —g—llsin (z(ep + pz)) +c (5.32)

Se rescribe la expresion sin (Z(Hp + pl)) como:
sin (2(91, + pl)) = 2(sin(6, + pl) cos(6, + pl)
Por identidades trigonomeétricas de dngulos dobles la ecuacion anterior se modifica en:
sin (Z(BP + pl)) = 2(sin(6,) cos(pl) + sin( pl) cos(8))(cos(6,) cos(pl) — sin(6,) sin(pl))
Donde realizando los respectivos productos:

sin (Z(Hp + pl)) = 2sin(6,) cos(8,) cos(pl)® + 2 cos(8,)” cos(pl) sin(pl) —

ZSin(Qp)2 sin(pl) cos(pl) — 2 sin(pl)2 cos(8) sin(6,)
Reagrupando términos de la expresion anterior:
2(sin(9p + pl) cos(Bp + pl) = sin(26,) [cos(pl)? — sin( pl)*] + cos(26,) [2 sin( pl) cos(pD)]

Aplicando la identidad trigonométrica (5.27) en la expresion anterior esta modifica

directamente como:
2sin (Z(Bp + pl)) = sin(26,) [1 — 2 sin(pD)?] + cos(26,) [2 sin( pl) cos(pl)]
Distribuyendo los respectivos productos se llega a:
sin (Z(Hp + pl)) = sin(26,) — 2 sin( pl) (sin(20,) sin( pl) + cos(26,) cos(pl) sin(pl)
Por identidad de angulos dobles se puede escribir la ecuacion anterior como:
sin (Z(Hp + pl)) = sin(ZBp) + 2sin(pl) (cos(26, + pl)

Retomando la expresion (5.32) y teniendo en cuenta las consideraciones anteriores se deduce

que:
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Ln(m)) = - %sin(ZQp) - f)_llz sin(pl) cos(26, + pl) + c

Aplicando exponencial a ambos lados para eliminar el logaritmo natural la ecuacion anterior
resulta:
m(l) = e%[—z sin( pl) cos(26p+pl)—sin(26)]+c (5.33)

Se hizo:

De acuerdo a lo anterior la ecuacion (5.33) cambia de la siguiente forma:

m(l) = ae%[—z sin( pl) cos(26p+pl)—sin(26,)] (5.34)

Cuando /=0 se determina la expresion para la modulacion inicial como:

m(O) _ ae—%sin(zep)

Despejando a de la anterior relacion tal que:

a= m(o)e%sin(zep)

Se hizo m(0) = m,, entonces la expresion para la modulacion en funcion de [ es:

m(l) = moe—(lz sinc(pl) cos(20,+pl) (5.35)

Donde la ecuacion (5.35) representa la modulacion para la configuracion transversal I_()G <

110 >.
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Tabla 5.1. Modulacion y amplitud de difraccion para la configuracion <110>

CONFIGURACION <110>

T
d(er(l)) = —|m| 7 | AN 05 |Ro cOs (8, + pl)dl

Vs
d(U,/(D) = Im| 5 |4nmax|Ro sin(8, + pld

m(l) — moe—Z(l sinc(pl) cos(20p+pl)

Tabla 5.2. Parametros fisicos para el cristal BTO [5,25]
Nomenclatura Nombre Valor

p Poder rotatorio (mm™1) 6.5

Ecfectivo Campo eléctrico de carga 500
espacial (ﬁ)

N indice de refraccion 2.58
Tefectivo Coeficiente electrooptico (%) 5.1x10712

A Longitud de onda (nm) 632

Para la simulacion del calculo de la modulacion en las figuras del capitulo 5 y capitulo 6, se

supuso una relacion entre las amplitudes de los haces de 1:10, lo que corresponde a una

modulacion del patron de intensidad a la entrada del cristal aproximadamente igual a 0.2. Se

utiliz6 un 4An,,,,, dependiente del cristal a ser utilizado y el campo de carga espacial del orden

de 500 ﬁ [23,24]. A continuacion, se mostrard el analisis grafico para cada cristal

fotorrefractivos BTO, BSO y BGO para diferentes espesores del cristal en configuracion

<110>, en el cual se tendréa en cuenta los valores experimentales de las tablas 5.2, 5.3 y 5.4.

Haciendo uso de la ecuacion de la modulacion para la configuracion <110> mostrada en el

tercer renglon en la tabla 5.1 se realizan graficas para analizar el comportamiento de la

modulacion a medida que se varia el espesor del cristal fotorrefractivo. De igual manera

analizar la modulacion en funcion del d&ngulo de polarizacion del haz de registro.
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Modulacion vs angulo de polarizacion en BTO en configuracion <110>
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en cuenta los parametros fisicos del cristal BTO mostrados en la tabla 5.2, en donde se

aprecian una serie de maximos y minimos para la modulacién a medida que se varia el

espesor del cristal. Dichos maximos se dan para angulos comprendidos entre -90 a -50

grados aproximadamente y los minimos estan comprendidos para dngulos entre 10 y

40 grados. La modulacion o transferencia de energia para la configuracion <110>

aumenta en funcion del espesor para angulos de polarizacion entre -90 y -60 grados.

Tabla 5.3. Parametros fisicos para el cristal BSO [5,23,24]

Nomenclatura Nombre Valor
p Poder rotatorio (mm™1) 40
Efectivo Campo eléctrico de carga 500
espacial (%)
n Indice de refraccion 2.6
Tefectivo Coeficiente electroptico (%) 4.5x10712
A Longitud de onda (nm) 532
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Modulacion vs angulo de polarizacion en BSO en configuracion <110>
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Figura 5.4. Modulacion en términos del angulo de polarizacion para diferentes espesores de un

cristal BSO, cuando I?G <110 >

Realizando el anélisis para el comportamiento de la modulacion para el cristal BSO figura
5.4, teniendo en cuenta los parametros caracteristicos del cristal mostrados en la tabla 5.3, se
logr6 apreciar algunos méaximos para la modulacidon en angulos comprendidos entre -90 a -
50 grados y 50 a 90 grados aproximadamente. Para el minimo se determind que se da para
angulos entre -40 a 40 grados aproximadamente. Para este cristal se puede analizar que no es
notoria la variacion de la modulacion tal como se observa en el BTO, ya que graficamente se
puede analizar que el valor méximo de la modulaciéon para el cristal BTO es
aproximadamente 0.237 y para el BSO es 0.207. Aclarando que experimentalmente el cristal
BSO es sensible a la longitud de onda del verde y el cristal BTO a la longitud de onda del

rojo, por ende, se trabaja bajo estos parametros, para el analisis de la transferencia de energia.
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Tabla 5.4. Parametros fisicos para el cristal BGO [26,27]

Nomenclatura Nombre Valor
p Poder rotatorio (mm™1) 38
Efectivo Campo eléctrico de carga 500
espacial (ﬁ)
n Indice de refraccion 2.15
Tefectivo Coeficiente electroptico (%) 3.8x10712
A Longitud de onda (nm) 514

Modulacion vs angulo de polarizacion en BGO en configuracion <110>
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Figura 5.5. Modulacion en términos del angulo de polarizacion para diferentes espesores de un
cristal BGO, cuando I?G <110 >

La modulacion en el cristal BGO para la configuracion I_()G I< 110 > depende de los

Angulo de polarizacion

espesores planteados para el cristal y de sus parametros fisicos, los cuales se muestran en la

tabla 5.4, se logra apreciar la variacion de los maximos para la modulacién la cual no aumenta

proporcionalmente cuando se aumenta el espesor del cristal, esto se puede ver claramente en

los minimos para la modulacion comprendidos entre -40 y 50 grados aproximadamente. Si,
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se comparan los resultados para los tres cristales BTO, BSO y BGO en configuracion <110>

se podria establecer que la mayor transferencia de energia se presenta para el cristal BTO.
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6 ANALISIS FiSICO MATEMATICO DE LA
MODULACION PARA LA CONFIGURACION < 001 >

= . .
En la configuracion transversal K; I< 001 > se asume que el campo eléctrico solo tiene
componente en z, lo anterior hace referencia a las componentes para el campo eléctrico E, =

0y E, = 0 son nulas, por lo tanto, las ecuaciones (5.1) y (5.2) toman la siguiente forma:

1n
2 7 (6. 1)
In, =0

Anxr = —

Las variaciones mostradas en (6.1) al ser reemplazadas en las ecuaciones (5.7) y (5.8) esta se

modificarian directamente como:

ds..(1 o1 T4n3
:il( ) = —i|m|e » zk—<— 412 Ex> PRy cos(6, + pl) (6.2)
iy
dSZI(l) i —igp T 1 i
T —ilm|e~"%p Ik_-(o)’gRO sin( 6, + pl) (6.3)
iy
Recordando que:
1403
|Anmax| =2 Eesp

Las ecuaciones (6.2) y (6.3) se modifican al reemplazar k;,, y teniendo en cuenta la existencia

s
de un desfase de ¢ = 5 como:

de’(l) _ [ Mnmaxl

_x 7 _ = 6.4
i F) |m| cos 6. R, cos(6, + pl) (6. 4)
as; M _ 5

dl

Para el célculo de la modulacion para la configuracion I_()G < 001 >, se tendran en cuenta

las expresiones (6.4) y (6.5) para encontrar d(U(1),) y d(U(l),’) como:
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T
d(U,n) = N Im||Anpqx IRy cos (6, + pl)dl

d((U®W,)) =0
dU (1) tendra solo una componente para este caso como:

dU(l) =dU(l)s
De acuerdo a la figura 5.2 se deduce que:

aU(l)s
dU (D)

= cos(6, + pl)
Entonces, teniendo en cuenta la relacion anterior, dU (1) se modifica directamente en:

T
du() = |m| 1 |40 max | (Ro cos (6, + pl)?)dl (6. 6)

Reemplazando la ecuacion (6.6) en la expresion (5.20) se llega a:
T 2 6.7
dm = 2|m|z |40 x| (cos(8, + pl)?)dl (6.7)
Haciendo:
/s
¢ = I IAnmaxl

Despejando |m| y di de la expresion (6.7) se obtiene:

d(m(D)

|m|

= 2{(cos(6, + pl))dl (6. 8)

Por identidad se sabe que:
1 1
cos(0 + pl)? = o + Ecos(Z(Bp +pl))

Reemplazando la anterior identidad en la ecuacion (6.8) esta se modifica en:

d(m()

|m|

= 2((% +%cos(2(9p + pl)))dl (6.9)
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Se procede a integrar la expresion (6.9) como sigue:

f% = j 2(([%+%cos (2(9,, +pl))])dl

Integrando en ambos lados la ecuacion anterior, se llega a:
n(m()) = l+{—lsin 2(0, +pl)) +c
L 2pl

La expresion sin (Z(Hp + pl)) ya se demostré en el capitulo 5 para la configuracion

transversal por lo cual lo anterior resulta en:

ILn(m(D) =l + 2{—;1 [2 sin( pl) cos(26, + pl) + sin(26,)] + ¢ (6. 10)

Aplicando exponencial a ambos lados de la ecuacion (6.10).
Donde:
=cte=a

Esta se modificaria directamente en:

m(l) = qeSt+sinc(p)) cos(26p+pl)) (6.11)

Entonces cuando /=0 la modulacion inicial es:

isin(29 )
m(0) = ae2P” (6. 12)

Despejando a de la ecuacion (6.12):

a = m(O)e—%sin(Zep)
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Reemplazando a en (6.11) se obtiene la modulacion en funcion de / como:

m(l) = moea(1+sinc(p1) cos(20,+pl)) (6.13)

Donde la ecuacion (6.13) representa la expresion para la modulacion en la configuracion

<001>.

Tabla 6.1. Modulacion y amplitud de difraccion para la configuracion <001>
CONFIGURACION <001>

T
AU D)) = M 18nmael Ry cos 8y + pdl

d(U®) =0

m(l) = moe(l(1+sinc(pl) cos(20,+pl))

Los pardmetros fisicos presentados en las tablas 5.2 también se utilizaron para realizar el

analisis grafico para la configuracion I?G < 001 > enun BTO.

Figura 6.1. Modulacion en términos del angulo de polarizacion para diferentes espesores de un

Modulacién vs angulo de polarizacion en BTO en
T T T T T T
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Teniendo en cuenta los valores experimentales mostrados en la tabla 5.2 y la ecuacion para

la modulacion mostrada en la tabla 6.1, se logran modular distintas curvas para diferentes

espesores de los cristales. En la figura 6.1 para el cristal BTO en la configuracién I?G <

001 > se aprecian distintos maximos y minimos para las modulaciones, dichos méximos se

dan para dngulos comprendidos entre -40 y 0 grados aproximadamente y algunos minimos

se dan para angulos entre 40 a 80 grados. Lo anterior permite establecer que el intercambio

energético es proporcional al espesor del cristal, esto quiere decir que, entre mayor sea el

espesor del cristal mayor serd la transferencia de energia.

Para

la

Modulacion

0.23

0.225

0.22

0.215

0.21

0.205

0.2

Modulacion vs angulo de polarizacion en BSO en configuracion <001>
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figura 6.2

Figura 62. toidrlion eovémuniosdehdog:y odée hedaparinetros andifeterdes egpedar¢abltaus .3

parametros especiﬁc%rgsf)qc{rg‘%?’cﬁ‘%‘fl%lgl@!i’gl%leT cristal BSO en configuracion

I?G I< 001 > se logra observar que la modulacion para diferentes espesores del

cristal se maximiza cuando los espesores del cristal aumentan.
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Modulacion vs angulo de polarizacion en BGO en configuracion <001>
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Figura 6.3. Modulacion en términos del angulo de polarizacion para diferentes espesores de un
cristal BGO, cuando I_()G < 001 >

En la figura 6.3 para el cristal fotorrefractivo BGO en configuraciéon K;; lI< 001 > y teniendo
en cuenta los parametros fisicos mostrados en la tabla 5.4, se puede apreciar que las
modulaciones varian poco, a medida que va cambiando el espesor del cristal comparado con
el cristal BSO. Se puede deducir que los valores para la modulaciéon mas grandes también se
dan para espesores del cristal grandes. Donde el comportamiento para la modulacion para

este cristal es similar para el cristal BSO.

6.1 Comparacion grafica de 1la modulacion para las

configuraciones ?G < 001>y fa I< 110 > en cristales
BTO

En esta seccion se realiza un andlisis grafico de la modulacion en las configuraciones K;; [I<

001 >y I?G [I< 110 > en funcidn del angulo de polarizacion para distintos espesores de un
cristal fotorrefractivo BTO, donde se tienen en cuenta los parametros fisicos de la tabla 5.2,
una modulacion inicial de my = 0.2 y las ecuaciones para la modulacion de las tablas 5.1,

6.1 para las configuraciones <110>y <001>.
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Figura 6.4. Modulacion para las dos configuraciones I?G <110 >y I?G [[< 001 > en terminos

del angulo de polarizacion para un cristal BTO, para espesores de a)3 mm b)5 mm c)10 mm.

En las figuras 6.4 a), b) y c), se muestran resultados de simulaciones para cristales BTO de

diferente espesor y se puede evidenciar la dependencia de la modulacion con el espesor del

cristal. Se puede observar que para la configuracion <001> y <110> la modulacion es notoria,

pero se observa que para la configuracion <110> existen angulos de polarizacion donde se

presenta perdida de energia, dsea no existe transferencia de energia del haz de bombea al haz
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de sefial sino viceversa. Por ello, se considera que la configuracion Optima para la

transferencia de energia es la configuracion <001>.
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CONCLUSIONES

Se estudio el efecto de la influencia del angulo de polarizacion sobre la modulacién en un
cristal BTO en dos configuraciones cristalograficas, I_()G <001 >y I_()G <110 >, donde
se tuvieron en cuenta las propiedades fisicas del cristal, como la birrefringencia lineal, la
birrefringencia circular, el acoplamiento de las ondas, el coeficiente electro-Optico, la
difraccion de las ondas en el medio fotorrefractivo y factores externos como, el campo

externo aplicado, la modulacion inicial y la longitud de onda.

La configuracion I?G I< 001 > para el cristal BTO con un campo de cargas espaciales a
500%, un campo externo 5 % y una modulacién inicial de 0.2, a medida que el espesor del

cristal aumenta, la modulacion también se incrementa para ciertos angulos de polarizacion.

La modulacion para la configuracion transversal I_{)G [I< 110 > para el cristal BTO con un

campo externo de 5 % y una modulacion inicial de 0.2, a medida que el espesor del cristal

aumentan, la modulacion también se incrementa casi igual que para la configuracion K;; [I<

fycd . .
001 >, sin embargo para la configuracion K; [I< 110 > vemos que en ciertos intervalos de
angulos de polarizacion, tenemos modulacion negativa, dsea, no hay transferencia de

energia.

Se puede deducir que tanto la configuracion KG <001 >y KG I< 110 >, en el caso del

cristal BTO, son factibles para observar méximos en la modulacién, sin embargo, la

configuracion KG [I< 001 > es donde se presenta el mayor intercambio energético.

. . ., So+U) ., .
Si analizamos la ecuacion |m| = ZOR—( de la modulacion donde se involucra las
0

amplitudes del haz sefial y haz referencia incidentes junto con la amplitud difractada, se
puede ver que si se presenta un cambio en la modulacidn, este esta relacionado con un efecto
de transferencia de energia en el haz sefial debido al haz de bombeo o referencia, lo que hace
enfatizar que de acuerdo a los resultados mencionados anteriormente, la configuracion <001>

es la configuracion Optima para realizar estudios de transferencia de energia.
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Existe una relacion entre el aumento del espesor y el angulo de polarizacion, esto se ve
reflejado en la figura 3.5, donde el angulo de polarizacion es importante para que la
modulacion con respecto a la amplitud difractada sea maxima. En el caso de cristales silenitas
en configuracion < 001 >, la modulacién estd por encima de la modulacion inicial. Y en un
caso particular para el BTO a medida que el espesor aumenta, el angulo de polarizacion se

incrementa.
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Apéndice A

Anexo

Matriz de transformacion para la configuracion transversal

La inversa de una matriz se define como:

o1 _ adi(TY)
IT|

Se procede a hallar el determinante de T

Hallando la traspuesta de T':

L _1 g
Z 2
rello1
Z
0 0 1

La adjunta de la traspuesta quedaria como:

171 —Tip +Ti3
—Ty1 +T5 —Ty3
+T3; —T3, +T33

adj(T*) =

Hallando los respectivos componentes de la adjunta:

1 1
T11=ﬁo=—
o 1l V2

T —% of_1
12 — - =
o 1l V2

(A. 1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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1 1
T13=\/E \/z=0
0 0
T —_% o__1
21 — - T =
0 1 V2
22 — - =
0 1 V2
1 1
Tys=|y2 2| =0
0 0
1
T31— 1 =0
— 0
2
1
—2 0
T32— 1 =O
— 0
2
1 1
V2 2_1 1
T33— 1 1 —E"‘E
V2. 2

Reemplazando los componentes de la adjunta (A.4) (A.2):

[ L _(L> ol T _L ol
adj(Tt V2 V2 V2 V2
r-12 9T 1 1 =1 1
T _—(——) — = = o (A. 5)
V2 V2 V2 V2
0 o 1 Lo o 1

A continuacion, se muestra el andlisis para la matriz de coeficientes electro opticos




Apéndice A

11

112

T113

221

1222

1223

331

T332

T333

231

1232

1233

=111 = (A11Q12013 + A11A13017 + Q12041043 + Q12043041 + 13011043
+ a13a12011)741

=712 = (A11Q12023 + 11043055 + Q12011023 + Q12013021 + 1301105,
+ a13012021)741

=113 = (A11a12033 + Q11043037 + Q12011033 + Q12043031 + A1301103;
+ a13012031)741

=131 = (A21022013 + Q21023012 + A2031013 + A22023011 + A33021047

+ Ap3052011)T4q

= Ty = (A210220;23 + A1 03305, + Az2021053 + 32023071 + A3302102;

+ A33052031)T41

= Tp3 = (A21022033 + Q21033032 + Ap2021033 + 22023031 + A33021A3;
+ a3302,031)T41

=131 = (A31032Q13 + 31033012 + A32031013 + A32A33011 + A33031d17
+ a33032011)741

= T35 = (A31032053 + A310330;; + A32031053 + A32033071 + A330310y;
+ a33a32052)7y1

= 133 = (A31032033 + A3103303; + A32031033 + 32033031 + A33031A3;
+ a33a32031)741

=741 = (A21Q32043 + A1033a15 + Ap2031043 + A32033011 + A303104;
+ a33032011)741

= T4y = (A21032023 + A31033027 + A2031023 + A20330,1 + Ap303105;
+ A3303,021)74q

= 1Ty3 = (A21032033 + A31033037 + A2031033 + Az033031 + Ap303103;

+ ap303,031)74q
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31

T132

T133

21

T122

T123

=151 = (A11A32043 + Q11033013 + A12031013 + Q12033011 + A13031047
+ a13a32011)741

=753 = (A11A32023 + A11033027 + A12031053 + Q12033021 + 1303105
+ a43032051)T1

= 153 = (A11A32033 + A11A3303, + A12031033 + A12033031 + Q1303103
+ a4303,031)7q

=Te1 = (A11022013 + Q11033012 + A12021013 + Q12053011 + A130321047
+ a13022011)741

= Te2 = (A11A22023 + 11023027 + Q12051053 + Q12023021 + 1305105,
+ a13052051)Tq

= Te3 = (A11022033 + A11023032 + Q12071033 + A12023031 + A1303103;
+ a13022031)741

[

|

l_rzu
0

_7'41'|

OO O O
OOEOOO

Ta1 |
0
0
0
0







