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Resumen

El desarrollo de este proyecto tiene como meta exponer la mecánica Bohmiana co-

mo una interpretación alternativa a la interpretación estándar, mediante una revisión

bibliográfica exhaustiva presentando de manera general el formalismo matemático no

relativista de está y evidenciando el amplio campo de investigación donde actual-

mente se está haciendo uso de la interpretación para explicar fenómenos cuánticos

cada vez más complejos (inclusive en el ámbito relativista), aunque las teoŕıas cuánti-

cas estándar y de Bohm tienen diferentes formalismos, ambas dan exactamente las

mismas predicciones para todos los fenómenos, la mecánica de Bohm da una expli-

cación de los fenómenos cuánticos en términos de part́ıculas puntuales guiadas por

funciones de onda ofrece una solución útil en diferentes campos de investigación, ya

sea desarrollando algoritmos de trayectoria cuántica eficientes o proporcionando una

explicación basada en la trayectoria de fenómenos cuánticos complicados.

Se presenta el formalismo matemático de la mecánica Bohmiana haciendo desa-

rrollos en detalle, en particular se deducen las ecuaciones del potencial cuántico y

de las ecuaciones de trayectoria; se da un primer ejemplo encontrando una ecuación

diferencial ordinaria que permite establecer trayectorias de part́ıcula libre, luego se

desarrolla un ejemplo mas complejo sobre interferencia y trayectorias cuánticas lle-

gando a la simulación del experimento de doble rendija. Finalmente se presenta las

aplicaciones actuales encontradas en la literatura a este formalismo, aśı como las

objeciones; por ultimo se hace una pequeña disertación del trabajo realizado.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La mecánica cuántica es un campo donde se permite más de una interpreta-

ción competente, estas interpretaciones tienen diferentes formalismos que llevan a

las mismas predicciones numéricas, los cuales están respaldados experimentalmente.

En general cuando esto se presenta, una o más interpretaciones o formalismos se

van descartando con pruebas experimentales; sin embargo, en el caso de la mecánica

cuántica los formalismos son más complejos. La interpretación estándar (o denomi-

nada interpretación de Copenhague) por casi un siglo ha sido la interpretación que

se toma como referente y ha sobresalido en comparación a las otras interpretaciones

y formalismos de la mecánica cuántica.

El formalismo matemático de la mecánica cuántica ha sido confirmado experi-

mentalmente; puede predecir y explicar fenómenos f́ısicos como las ĺıneas espectrales

de los elementos qúımicos, se puede predecir el espectro de emisión del cuerpo negro

en términos de la emisión y absorción de la radiación cuantizada, al mismo tiempo

la mecánica cuántica puede explicar las propiedades ondulatorias de la materia vis-

tas en experimentos de difracción(3; 4). Los formalismos sumamente exitosos de la

teoŕıa se aceptan en principio sin una interpretación f́ısica clara, la interpretación en

términos f́ısicos se crea después y es objeto de continuos debates.

Aunque la interpretación estándar de la mecánica cuántica ha tenido gran éxito,

su formalismo usual como una teoŕıa de la f́ısica es considera por algunos f́ısicos

como una interpretación que no describe exactamente la realidad del mundo cuántico

(5; 6; 7; 8), por tanto, se busca hacer nuevos formalismos con una descripción más

8



Caṕıtulo 1. Introducción 9

precisa de la realidad cuántica, la explicación de algunos fenómenos como el colapso

de la función de onda, el experimento de la doble rendija y la no-localidad de la

teoŕıa permiten establecer otras interpretaciones diferentes a la estándar, incluso en

el contexto de la predicción de probabilidades de mediciones no está claro si la función

de onda ψ (x, t) es la representación de un sistema individual o de un ensamble de

sistemas similares (interpretación estad́ıstica).

Como algunas caracteŕısticas de la interpretación estándar se consideran funda-

mentalmente cuestionables, existe la motivación para investigar otras alternativas,

de hecho la consideración estándar de la mecánica cuántica ha sido mejorada desde

su concepción; hay comunidades de f́ısicos estudiando la cuantización de la teoŕıa de

la relatividad, lo que implica conceptualizar de forma más precisa alrededor de la

medición (a lo que existe gran controversia).

La pregunta básicamente es ¿Fuera de la interpretación estándar, existen otras

teoŕıas cuánticas que reproduzcan los experimentos que soportan la mecánica cuánti-

ca?

La controversia que rodea los fundamentos de la mecánica cuántica está alrede-

dor de diversas preguntas como ¿qué debeŕıa de ser capaz de hacer una teoŕıa? Y

¿por qué? Seguidores de la interpretación estándar reclaman que es suficiente que la

teoŕıa genere buenas predicciones de cantidades observables, argumentan que si no

es posible observar una estructura más detallada (principio de incertidumbre) ¿qué

valor tiene buscar una teoŕıa f́ısica que lo describa? Esta identificación de qué se

debe discutir con qué es real, y qué es real con qué puede ser observado, se ha de-

notado como un punto de vista positivista; e inclusive con este punto de vista existe

motivación para buscar una interpretación alternativa de la mecánica cuántica o un

formalismo alternativo, está motivación puede ser por ejemplo encontrar una versión

de la mecánica cuántica que pueda manejar la pregunta ¿por qué el observador no

es independiente del experimento?

Los f́ısicos que van en contra del punto de vista positivista (vista realista), bus-

can una teoŕıa cuántica que proporcione una descripción ontológica de la materia

en una escala cuántica, por ejemplo la descripción de qué es realmente un objeto

en ausencia de un observador a escala cuántica;el electrón realmente qué es, dónde

está localizado, cómo se mueve y qué fuerza lo gúıa. Una aproximación realista no
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identifica qué puede ser medido con qué existe, dejando espacio para la existencia de

objetos no observables(6).

Los objetos no observables se han definido como variables ocultas, ya que, contienen

información no contenida en la mecánica cuántica estándar. Se créıa que no se pod́ıa

considerar un fenómeno cuántico realista usando variables ocultas, sin embargo, Bell

clarificó la teoŕıa de variables ocultas logrando que la consideración de fenómenos

cuánticos, usando la no localidad de variables ocultas fuera aceptada (9).

En el cuadro (1.1) se muestra algunas de las teoŕıas que a través de la historia

han buscado interpretar la mecánica cuántica, los autores mas representativos y las

principales caracteŕısticas de las diferentes teorias, como el ser o no determinista, la

interpretación a la función de onda y el papel del observador

INTERPRETACIONES DE LA MECÁNICA CUÁNTICA
Interpretación Autores ¿Determinista? ¿Función

de onda
real?

¿Variables
ocultas?

¿Colapso
de la fun-
ción de
onda?

¿Rol del Obser-
vador?

Interpretación
de Copenhague
(3)

Niels Bohr,
Wernwe Heisen-
berg, 1927

NO NO NO sin res-
puesta

sin respuesta

Interpretación
de Bohm (6)

Louis de Bro-
glie, 1927; David
Bohm 1952

SI SI SI NO ninguna

Mecánica es-
tocástica (10)

Edward Nelson,
1966

NO NO NO NO ninguna

Interpretación
estad́ıstica (11)

Max Born, 1926 sin respuesta NO indefinido No ninguna

Interpretación
de universos
paralelos (12)

Hugh Everett,
1957

SI SI NO NO ninguna

Historias consis-
tentes (13)

Robert B. Grif-
fiths, 1984

indefinido indefinido NO NO interpretativa

Interpretación
de Von Neu-
mann (14)

Von Neumann,
1932; Wheeler,
Winger

NO SI NO SI causal

Teoŕıas de colap-
so objetivo (15)

Ghirardi-
Rimini-Weber,
1986

NO SI NO SI ninguna

Cuadro 1.1: Tabla comparativa de las diferentes interpretaciones de la mecánica
cuántica.



Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1. Interpretación Estándar o de Copenhague

El formalismo de la mecánica cuántica estándar se basa en 5 axiomas. En este

caṕıtulo se presenta una discusión formal de estos axiomas y cómo se pueden usar

para extraer información cuantitativa sobre micro sistemas f́ısicos. Estos axiomas

resultan de experimentos y presentan la mı́nima cantidad de suposiciones necesarias

para desarrollar la teoŕıa de la mecánica cuántica; su validez no se puede determi-

nar directamente, solo son posibles declaraciones inferenciales, si la teoŕıa funciona

entonces los axiomas serán válidos (3)

2.1.1. Postulados de la Mecánica Cuántica Estándar

De acuerdo a la mecánica clásica el estado de una part́ıcula se especifica en

cualquier tiempo t, por dos variables dinámicas, la posición r⃗ (t) y el momento p⃗ (t).

Cualquier otra cantidad f́ısica relevante al sistema puede ser calculada en términos

de esas dos variables dinámicas; se puede predecir los valores de las variables en un

tiempo t′(tiempo posterior) conocemos las variables en un tiempo t (tiempo anterior),

usando por ejemplo el Hamiltoniano dx
dt

= ∂H
∂p

y dp
dt

= −∂H
∂x

.

La contraparte de esto en la mecánica cuántica se especifica por axiomas, que

permiten entender:

¿Cómo es descrito matemáticamente un estado cuántico en un tiempo dado t?

11



Caṕıtulo 2. Marco Teórico 12

¿Cómo calculará diferentes cantidades f́ısicas de un estado cuántico?

Conociendo el estado del sistema en un tiempo t ¿Cómo encontrar el estado

en cualquier tiempo posterior t′, mejor dicho, ¿cómo describir la evolución del

tiempo de un sistema?

Axioma 1: Estado de un sistema

El estado de cualquier sistema f́ısico está especificado en cada tiempo t, por un

vector estado |Ψ(t)⟩ en el espacio de Hilbert H; |Ψ(t)⟩ contiene toda la información

necesaria sobre el sistema, cualquier superposición de estados, es también un vector.

El vector estado |Ψ(t)⟩ corresponde a una función diferenciable, cuadraticamente

integrable, definida en las coordenadas espaciales del espacio de Hilbert H. |Ψ(t)⟩
está normalizada cuando la integral del cuadrado de la función de onda sobre todo el

espacio H es igual a 1. Las coordenadas espaciales para una sola part́ıcula se define

en R3, para n part́ıculas seria R3n se puede mostrar que para el espacio H cuyos

elementos son funciones, estas propiedades se pueden construir. El producto interno

en el espacio de Hilbert H se define por (3)

⟨Ψ|Φ⟩ =
∫
espacio

Ψ∗Φdx, ∀Ψ,ΦϵH, (2.1)

donde Ψ∗ es el complejo conjugado de la función Ψ.

Axioma 2: Observables y operadores

A cada cantidad f́ısica medible A (observable o variable dinámica), le corresponde

un operador lineal Hermı́tico Â con valores propios reales y cuyos vectores propios

forman una base completa del espacio vectorial en cuestión. Si denotamos la posición

y el momento clásicos por x y p respectivamente, entonces las cantidades observables

Q (x, p, t) representadas por operadores que se forman al remplazar p con −iℏ∇, es

decir Q̂ = Q̂ (x,−iℏ∇, t) . Si las coordenadas y el momento de la kth part́ıcula de un

sistema mecánico cuántico está caracterizado por los operadores x̂k y p̂k, llegando a

la relacion de conmutacion 2.2 (3)

[x̂j, p̂k] = iℏδjk. (2.2)
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Axioma 3: Medición y autovalores de operadores

La medición de un observable A se puede presentar formalmente por la acción

de Â sobre un vector estado |Ψ(t)⟩. La única posible solución a esa medición es un

valor propio an (valor real y n es el número de estados del sistema n = 1, 2, 3, . . . )

del operador Â. Si el resultado de medir A en el estado |Ψ(t)⟩ es an, el estado del

sistema inmediatamente después de la medición es |Ψn⟩:

Â|Ψ(t)⟩ = an|Ψn⟩, (2.3)

donde an = ⟨Ψn|Ψ(t)⟩. an, es la componente de |Ψ(t)⟩ cuando se proyecta sobre

|Ψn⟩ (3).

Axioma 4: Resultados probabiĺısticos de la medición

Espectro discreto: cuando se mide un observable A de un sistema en el estado

|Ψ(t)⟩, la probabilidad de obtener uno de los valores propios no degenerados an

correspondientes a Â está dada por:

Pn (an) = |⟨Ψn|Ψ⟩|2 = |an|2 , (2.4)

donde |Ψn⟩ es el estado propio de Â con autovalor an. Si el autovalor an es m-

degenerad Pn se convierte

Pn (an) =
m∑
j=1

∣∣⟨Ψ j
n |Ψ⟩

∣∣2 = m∑
j=1

∣∣a (j)
n

∣∣2 , (2.5)

la medición cambia el estado del sistema de |Ψ(t)⟩ a |Ψn⟩. Si el sistema ya está en un

estado propio |Ψn⟩ de Â, una medición de A llevará al valor propio correspondiente

an : Â|Ψn⟩ = an|Ψn⟩.
Espectro continuo: la relación Pn (an) = |⟨Ψn|Ψ⟩|2 = |an|2 válida para espectros

discretos, se puede extender para determinar la densidad de probabilidad de que la

medición de Â en un sistema con un estado inicial |Ψ⟩ de como resultado un valor

entre a y a+ da.

Pn (an)

da
= |Ψ(a)|2 (2.6)
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Por ejemplo la densidad de probabilidad de encontrar una part́ıcula entre x y

x+ dx está dada por dP (x)
dx

= |Ψ(x)|2 (3).

Axioma 5: Evolución en el tiempo de un sistema

La evolución en el tiempo del vector estado |Ψ(t)⟩ del sistema está dominada por

la ecuación dependiente del tiempo de Schrödinger

iℏ
∂|Ψ(t)⟩
∂t

= Ĥ|Ψ(t)⟩, (2.7)

donde Ĥ es el operador Hamiltoniano correspondiente a la enerǵıa total del siste-

ma. Se debe especificar una función de onda inicial que evolucionará de acuerdo a

la ecuación de Schrödinger o la ecuación relativista, dependiendo del contexto del

problema; estas especificaciones se construyen t́ıpicamente usando una combinación

de la intuición f́ısica y la experiencia con la mecánica cuántica; no existe una decla-

ración axiomática sobre cómo se debe escoger la función de onda inicial, pero existen

opciones aceptadas como los paquetes Gaussianos.

La relación entre el vector de estado |Ψ⟩ y las cantidades f́ısicas reales medidas

es la probabilidad de obtener un autovalor an, como se define en la ecuación 2.4 (si

la función de onda está normalizada ⟨Ψ|Ψ⟩ = 1) (3).

2.2. Objeciones a la Interpretación Estándar

La justificación de este trabajo de grado se basa en desarrollar un estudio alterno

de la mecánica cuántica, que le permite a un estudiante de f́ısica tener una visión más

amplia de los conceptos alrededor de esta teoŕıa, se soporta en el estudio de otras

interpretaciones que buscan dar explicación a los fenómenos que la mecánica clásica

no interpretaba y condujeron a la formulación cuántica. En particular la teoŕıa que

más aceptación tiene en la comunidad cient́ıfica después de la interpretación estándar

es la interpretación causal de Broglie–Bohm.

Después de haber presentado en la sección anterior los axiomas de la mecánica

cuántica, en está sección presento las objeciones a está interpretación que dan más

solidez al interés por realizar un nuevo estudio de la mecánica cuántica.

La mayor objeción es como interpretar el colapso de la función de onda bajo la
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medición; el colapso hace referencia al proceso por el cual la función de onda cambia

de

|Ψ⟩ =
∑
n

an|Ψn⟩, |Ψ⟩ ⇒ |Ψn⟩; (2.8)

al solucionar la ecuación de Schrödinger (o las ecuaciones de Pauli, Dirac o Klein-

Gordon, dependiendo del problema) se parte del vector de onda |Ψ⟩ y al cuantizarse

cae en un estado n definido , por tanto, no es consistente con la evolución del tiempo

en un sistema (la formulación teórica aparece en este documento en el axioma 5 del

caṕıtulo 2 marco teórico). No está claro porqué cualquier tipo de interacción bajo la

medición causará precisamente este cambio en la función de onda, particularmente

porque los axiomas establecidos por la teoŕıa cuántica no definen claramente qué

tipo de arreglo experimental constituye la medición(6).

El requerimiento de que la función de onda se someta a este colapso solo cuando

está bajo medición, que representa un tipo de interacción que se debe definir, pero

que se puede presumir que involucra algún tipo de interacción que se realiza en la

escala clásica, por lo tanto, se puede presuponer una escala clásica donde la materia

se debe comportar fundamentalmente diferente a la escala cuántica. Esta interacción

clásica será la que logre distinguir los procesos de medición de los procesos puramen-

te cuánticos y permitirá redefinir el axioma 5. Sin embargo, la presuposición de la

escala clásica no es ideal, idealmente la escala clásica y la f́ısica clásica emergerán

de la teoŕıa cuántica. Una aproximación para este problema es usar la interpretación

estad́ıstica, de acuerdo a esta la función de onda no representa un sistema indivi-

dual, sino un ensamble de sistemas similares; cuando la función de onda colapsa bajo

medición no existe dificultad con la evolución de la función de onda de Schrödinger

de un sistema singular; en vez de describir la evolución individual del tiempo de un

sistema singular, la interpretación estad́ıstica dice que cualquier medición lleva in-

formación sobre que elemento o ensamble de sistemas ha sido observado. Mediciones

adicionales están entonces predichas correctamente por el colapso de la función de

onda, que representa ahora otro ensamble del cual sus elementos tienen propiedades

especificadas en la primera medición; sin embargo, si la teoŕıa cuántica se basa en

el estudio de sistemas, ¿de qué están compuestos estos sistemas? Se está asumiendo

entonces la inexistencia de cosas individuales, de las cuales se componen hipotética-

mente los ensambles ¿estableciendo en esencia que sistemas individuales no pueden
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ser representados satisfactoriamente? La interpretación estad́ıstica entonces rempla-

za el problema del colapso de la función de onda con un problema diferente pero

igualmente significativo para crear insatisfacción dentro de los f́ısicos que buscan

construir entendimiento alrededor del mundo cuántico, aún más teniendo en cuenta

el hecho de que existen sistemas individuales observables como el electrón(6; 16).

Otra objeción del punto de vista estándar es que la teoŕıa requiere cualquier tipo

de interacción de medición para que se logre plantear de manera aceptable, no es una

caracteŕıstica de la teoŕıa matemática, es una consecuencia del positivismo filosófico.

Esto lleva a la identificación de, qué existe y con qué puede ser observado y por

tanto a la conclusión que, si dos operadores no conmutan, la correspondencia f́ısica

observable no tiene una existencia simultánea; si algunas o todas las cantidades no

existen independientemente de la observación, entonces parecerá que es necesario un

observador clásico para la creación del universo o del subsistema relevante, colapsan-

do en un estado ambiguo de existencia. Pero si un observador clásico no es necesario,

entonces en esta teoŕıa seŕıa necesario especificar qué tipo de sistema constituye un

sistema medible y dibujar el ĺımite clásico/cuántico, lo cual no se ha logrado hacer

para la teoŕıa estándar y no se ha hecho a nivel axiomático mientras se asume la

escala clásica a este nivel (17; 6).

Como resultado de la aproximación positivista en combinación con el principio

de la incertidumbre, la pregunta de qué posición y momento tiene un sistema en un

tiempo dado es despreciable, esto también pasa en el efecto túnel. La idea de que

estas cuestiones estén constituidas es dif́ıcil de aceptar por el simple hecho de usar

la intuición clásica incluso en la mecánica cuántica; en otros campos, si no se logra

encontrar la respuesta a una pregunta, no se dice que esa pregunta es despreciable,

esto da motivación para cuestionar la interpretación estándar. Es posible abandonar

la afirmación positivista y decir que los observables no conmutativos existen inde-

pendientemente de la observación pero que sus valores no se pueden saber debido

al principio de la incertidumbre, en este caso seŕıa necesaria una teoŕıa que descri-

ba esta estructura subyacente. De hecho, existen varias formulaciones de la teoŕıa

cuántica consideradas válidas pues reproducen resultados de la mecánica cuántica

y ofrecen diferentes interpretaciones del formalismo cuántico y en algunos casos di-

ferentes formalismos. Aquellos que no dependen de la presencia de un observador
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para que la función de onda colapse se conocen como la formulación del observador

independiente.

Existen diferencias distintivas entre los axiomas de la interpretación estándar y

otras teoŕıas f́ısicas, como en la teoŕıa de la relatividad especial. Desde principios

f́ısicos tales como la invariancia de la teoŕıa bajo cambios del marco de referencia

inercial. En la teoŕıa cuántica no se tiene axiomas igualmente f́ısicos e intuitivos. En

los axiomas de la interpretación estándar no existen suposiciones sobre la realidad

cuántica en si misma; Bohr pensó que los sistemas cuánticos no son separables del

contexto de medición en el que son observados, por tanto, que no hay una manera

ineqúıvoca para referirse a la “realidad cuántica”. Cualquier descripción axiomática

de la realidad cuántica conlleva a una formulación matemática de la mecánica cuánti-

ca y no tendrá sentido si no puede referirse a un contexto de medición espećıfico. Esto

fue reforzado por Bohr: “si no se puede observar un sistema cuántico en la ausencia

del contexto de medición, y como las propiedades del sistema parecen depender tan

fuertemente del contexto de medición, entonces cualquier realidad cuántica inheren-

te, subyacente no se puede observar, por lo que no vale la pena incluirla en la teoŕıa

f́ısica”(8).

Desde la perspectiva de la interpretación estándar la existencia de las dos, part́ıcu-

la (con una posición y momento bien definidos en cualquier momento) y onda ( con

una existencia f́ısica real) es inadmisible.

2.3. Interpretación Causal o de Broglie-Bohm

2.3.1. Historia

Einstein inició el enfoque de onda piloto antes del nacimiento de la mecánica

cuántica, buscando explicar la interferencia que involucraban fotones usando el cam-

po electromagnético como una gúıa para el movimiento de los fotones; la noción del

campo electromagnético como gúıa no funciono, pero la noción de que el fotón fuera

guiado parećıa una idea prometedora, Max Born exploró la posibilidad de que la

función de onda fuera esta gúıa para un sistema de electrones (18).

Una investigación de Louis de Broglie en 1924 inspiró a Schrödinger y lo llevó a

plantear la ecuación de Schrödinger dando paso a los inicios de la mecánica ondulato-



Caṕıtulo 2. Marco Teórico 18

ria en 1926; por otra parte en 1927 de Broglie encontró una ecuación de movimiento

de part́ıculas equivalente a la ecuación gúıa para una función de onda escalar, ex-

plicando cómo este movimiento podŕıa interpretar los fenómenos de interferencia

cuántica. Rápidamente Wolfgang Pauli encontró un problema con el hallazgo de

Broglie respecto a la dispersión inelástica, dejando a un lado el enfoque de la onda

piloto. Hasta que David Bohm, insatisfecho con la interpretación estándar, redescu-

brió la teoŕıa de la onda piloto de De Broglie en 1952 (8), naciendo aśı lo que hoy se

conoce como la teoŕıa de Broglie-Bohm, los teóricos que apoyaban la interpretación

estándar la consideraron inaceptable debido a la forma expĺıcita de la no localidad

(19), en menor medida otros teóricos la acogieron y la usaron como base de sus in-

vestigaciones, por ejemplo John Bell que inspiró su teorema en el trabajo de Bohm;

se preguntó si la no localidad obvia de la teoŕıa podŕıa eliminarse. Desde la déca-

da de 1990, ha habido un renovado interés en formular extensiones de la teoŕıa de

Broglie-Bohm, intentando reconciliarla con la relatividad especial y la teoŕıa cuántica

de campos, además de otras caracteŕısticas como el esṕın o las geometŕıas espaciales

curvas (5).

2.3.2. Formulación

La mecánica Bohmiana se basa en la existencia tanto de la part́ıcula como de la

onda Ψ. La onda evoluciona de acuerdo a la ecuación de Schrödinger y se propaga en

el espacio y en el tiempo; la part́ıcula se mueve continuamente y es guiada por la onda,

esto permite entender los sistemas cuánticos de manera similar a los sistemas clásicos,

en términos de conjuntos de trayectorias a través del espacio de configuración del

sistema; una caracteŕıstica que facilita la adaptación al marco conceptual cuántico

mediante conceptos ya conocidos (17).

Dentro de la mecánica Bohmiana, la función de onda Ψ proporciona al sistema

cuántico información dinámica sobre cada punto del espacio de configuración aso-

ciado en cada momento. Esta información está codificada en su fase, como se puede

ver a través de la relación de transformación Ψ (r⃗, t) = ρ
1
2 (r⃗, t) e

iS(r,t)
ℏ , donde ρ y

S son la densidad de probabilidad y la fase de Ψ, respectivamente, siendo ambas

cantidades de valor real.

Bohm empezó con una solución de la formaWKB (aproximación Wentzel-Kramers-
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Brillouin)1, insertando Ψ de forma polar en la ecuación de Schrödinger:

iℏ
∂Ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2Ψ+ VΨ, (2.9)

donde V es el potencial clásico. Se parte de la ecuación de Schrödinger asumiendo

como solución la forma polar de la ecuación de onda Ψ = ReiS/ℏ, donde R y S son

funciones reales del espacio y tiempo

iℏ
∂ReiS/ℏ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2
(
ReiS/ℏ

)
+ V ReiS/ℏ,

iℏ
∂R

∂t
−R

∂S

∂t
= − ℏ2

2m
∇2R− iℏ

m

(
∇⃗R

)
·
(
∇⃗S
)
− iℏ

2m
R∇2S +

1

2m
R
(
∇⃗S
)2

+RV,

separando la parte real se obtienen la siguiente ecuación

∂S

∂t
+

1

2m

(
∇⃗S
)2

+ V − ℏ2

2m

∇2R

R
= 0, (2.10)

la parte imaginaria

∂R

∂t
+

1

m

(
∇⃗R

)
·
(
∇⃗S
)
+

1

2m
R∇2S = 0,

se multiplica por 2R y se reescribe como

∂R2

∂t
+

1

m

(
∇⃗R2

)
·
(
∇⃗S
)
+

1

m
R2∇2S = 0,

se simplifica llegando a

∂R2

∂t
+ ∇⃗ ·

(
R2 ∇⃗S

m

)
= 0. (2.11)

La aproximación tradicional de WKB asume que en el ĺımite clásico, el ancho del

paquete de onda es mucho mayor a la longitud de onda por lo que el término − ℏ2
2m

∇2R
R

es mucho más pequeño que el término 1
2m

(
∇⃗S
)2
. Por lo que es posible despreciar el

término − ℏ2
2m

∇2R
R

en (2.10); reduciéndose a la ecuación clásica de Hamilton-Jacobi2

1Método para encontrar soluciones aproximadas a ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes variables; la función de onda se escribe como una exponencial cuya amplitud o fase vaŕıan
lentamente.

2La ecuación de Hamilton-Jacobi es ∂S
∂t + H

(
q, ∂S

∂t , t
)
= 0 donde S es la función principal de

Hamilton que depende de las coordenadas generalizada, las constantes de movimiento y el tiempo
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que representa una part́ıcula moviéndose con un momento P⃗ = ∇⃗Sc.

∂Sc

∂t
+

1

2m

(
∇⃗Sc

)2
+ V = 0, (2.12)

la ecuación (2.12) se puede reescribir de la misma forma que la ecuación clásica de

Hamilton-Jacobi simplemente introduciendo un potencial cuántico Q = − ℏ2
2m

∇2R
R

∂S

∂t
+

1

2m

(
∇⃗S
)2

+ V +Q = 0. (2.13)

Interpretando la densidad como ρ = Ψ∗Ψ = R2∇S
m

la ecuación (2.11) es la ecua-

ción de continuidad. Como la distribución de probabilidad de part́ıculas que siguen

una trayectoria dada por P⃗ = ∇⃗S. La teoŕıa describe part́ıculas que se mueven a lo

largo de trayectorias continuas de momento

P⃗Q = ∇⃗S, (2.14)

la part́ıcula es guiada por un campo Ψ, el cual obedece la ecuación de Schrödin-

ger, las fuerzas sobre dicha part́ıcula no son solamente las clásicas, existe una fuerza

cuántica adicional igual a FQ = −∇⃗Q (6; 20).

2.3.3. Postulados de la mecánica Bohmiana

La mecánica Bohmiana se puede enunciar a través de tres postulados que se

presentan a continuación, donde se asume una función de onda Ψ (r⃗, t) de muchas

part́ıculas sin esṕın (la simetŕıa global de la función de onda proviene de su parte

orbital)(1).

Dinámica de un sistema cuántico

La dinámica de un sistema cuántico no relativista de N part́ıculas está com-

prendido por una función de onda de muchas part́ıculas Ψ (r⃗, t), definida en el

espacio de configuración r = (r1, r2, ..., rN) y el tiempo t, y una trayectoria de

muchas part́ıculas r(t) = (r1(t), r2(t), ..., rN(t)) que evoluciona continuamente

bajo la gúıa de la función de onda.

La función de onda es una solución de la ecuación de Schrödinger
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iℏ
∂Ψ(r⃗, t)

∂t
=

(
N∑
k=1

ℏ2

2mk

∇2
k + V (r⃗, t)

)
Ψ(r⃗, t) , (2.15)

donde ℏ2∇2
k/2mk es el operador de enerǵıa cinética de la part́ıcula k (con masa

mk) y el potencial V (r⃗, t) incluye todas las interacciones en el sistema (interna

y con un potencial escalar externo arbitrario).

Cada componente r⃗k (t) de la trayectoria se obtiene integrando en el tiempo la

velocidad de la part́ıcula v⃗k (r⃗ (t) , t) definida a través del campo de velocidad

v⃗k (r⃗, t) =
J⃗k (r⃗, t)

|Ψ(r⃗, t)|2
, (2.16)

donde J⃗k (r⃗, t) es la k − ésima densidad de corriente de part́ıculas J⃗k (r⃗, t) =
ℏ
mk
Im [Ψ (r⃗, t)∗∇kΨ(r⃗, t)] (1; 6).

Hipótesis del equilibrio cuántico

La posición inicial r⃗ (t0) de la trayectoria r⃗ (t) no se puede conocer con certeza,

y se distribuye aleatoriamente de acuerdo con la densidad de probabilidad

cuántica |Ψ(r⃗, t0)|2 (1; 6). Su velocidad inicial se define como

vk (t0) = vk (r⃗ (t0) , t0) . (2.17)

Postulado de simetrización de la mecánica cuántica

Si las variables r⃗i y r⃗j se refieren a dos part́ıculas idénticas del sistema, entonces

la función de onda de muchas part́ıculas es simétrica

(Ψ(..., r⃗i, ..., r⃗j, ..., t) = Ψ (..., r⃗j, ..., r⃗i, ..., t) ) si las part́ıculas son bosones, o

es antisimétrica ( Ψ(..., r⃗i, ..., r⃗j, ..., t) = −Ψ(..., r⃗j, ..., r⃗i, ..., t) ) si las part́ıcu-

las son fermiones. Todos los demás grados de libertad de las otras part́ıculas

permanecen sin cambios. Para las funciones de onda generales, este postulado

implica restricciones más complicadas sobre los posibles componentes orbitales

y de esṕın de las funciones de onda.

La posición inicial y la velocidad de una trayectoria particular de muchas part́ıcu-
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las r⃗ (t) no se pueden conocer con certeza. Cuando un experimento se repite varias

veces, las posiciones iniciales de un conjunto de trayectorias asociados con la misma

función de onda, {r⃗ (t)}, deben distribuirse de acuerdo con la hipótesis del equilibrio

cuántico, es decir, siguiendo la densidad de probabilidad inicial |Ψ(r⃗, t0)|2 . Esta

condición se puede escribir matemáticamente como:

|Ψ(r⃗, t0)|2 = ĺım
M→∞

1

M

M∑
α=1

N∏
k=1

δ (r⃗k − r⃗αk (t0)) . (2.18)

Observe la presencia de dos ı́ndices, α = 1, ...,M denota un conjunto infinito de

trayectorias que explican la incertidumbre inicial y k = 1, ..., N representa el núme-

ro total N de part́ıculas. La velocidad inicial de la trayectoria r⃗α (t) se determina

entonces por vαk (t0) = vk (r⃗
α (t0) , t0) (1; 6).

La mecánica Bohmiana no requiere un postulado adicional para la medición, ya

que se trata como un caso particular de la interacción entre part́ıculas.

Los tres postulados anteriores se interpretan como un resumen de los factores

básicos necesarios para obtener predicciones en la mecánica Bohmiana para los sis-

temas de muchas part́ıculas (no relativistas).
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Part́ıculas y ondas

Uno de los temas en los cuales gira la teoŕıa cuántica es la noción de part́ıcula

y onda. En la f́ısica clásica, el concepto de part́ıcula es muy útil para la descripción

de muchos fenómenos naturales. Una part́ıcula está directamente relacionada con

una trayectoria r⃗i(t) que define su posición como una función continua del tiempo,

generalmente encontrada como solución de un conjunto de ecuaciones diferenciales.

Por ejemplo, los planetas pueden considerarse part́ıculas que orbitan alrededor del

sol, cuyas órbitas están determinadas por las leyes gravitatorias clásicas de Newton.

En mecánica clásica, es natural pensar que el número total de part́ıculas (por

ejemplo, planetas en el sistema solar) se conserva, y las trayectorias de las part́ıculas

deben ser continuas en el tiempo: si una part́ıcula va de un lugar a otro, luego, tiene

que pasar por todas las posiciones de la trayectoria entre estos dos lugares. Esta

condición se puede resumir con una ley local de conservación(21):

∂ρ(r⃗, t)

∂t
+ ∇⃗ · J⃗(r⃗, t) = 0, (3.1)

donde ρ(r⃗, t) es la densidad de las part́ıculas y J⃗(r⃗, t) es la densidad de corriente de

la part́ıcula.

Sin embargo, el número total de planetas en el sistema solar se podŕıa conservar

de otra forma (muy diferente). Un fenómeno donde un planeta desapareciera (ins-

tantáneamente) de su órbita y apareciera (instantáneamente) en otro punto lejos de

23
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su ubicación original ciertamente conservaŕıa el número de planetas, pero violaŕıa la

Ec. (3.1). Entonces se asume que la Ec. (3.1) como una ley para la conservación local

de part́ıculas.

Los campos, y particularmente las ondas, también aparecen en muchas explica-

ciones de los fenómenos f́ısicos. El concepto de campo se introdujo inicialmente para

tratar la interacción de part́ıculas distantes. Por ejemplo, existe una interacción en-

tre los electrones de una antena emisora de radio en la cima de una montaña y los

de la antena receptora en casa. Tal interacción puede explicarse mediante el uso de

un campo electromagnético. Los electrones del transmisor generan un campo elec-

tromagnético, una onda de radio, que se propaga por la atmósfera y llega a nuestra

antena afectando a sus electrones. Finalmente, un altavoz transforma el movimiento

de los electrones en música en casa(20). El ejemplo más simple de una onda es la

llamada onda plana:

ψ(r⃗, t) = ei(ωt−k⃗·r⃗), (3.2)

donde la frecuencia angular ω y el vector de onda k⃗ hacen referencia a los compor-

tamientos temporal y espacial de la onda. En particular, la frecuencia angular ω

especifica cuando se repite el comportamiento temporal de dicha onda. El valor de la

función de onda ψ(r⃗1, t1) en la posición r⃗1 y tiempo t1 es idéntica a ψ(r⃗2, t2) cuando

t2 = t1 + 2nπ/ω para n entero. Recordando que la frecuencia angular ω está rela-

cionada con la frecuencia lineal mediante la ecuación ω = 2πν. En forma análoga, el

vector de onda k⃗ determina la repetición espacial de la onda, esto define la longitud

de onda λ. El valor de ψ(r⃗1, t1) en la posición r⃗1 en el tiempo t1 es idéntico a la

función ψ(r⃗2, t2) cuando se cumple k⃗ · r⃗2 = k⃗ · r⃗1 + 2πn con n entero. A diferencia

de una trayectoria, una onda se define en todas las posiciones y tiempos posibles.

Las ondas pueden ser funciones escalares o vectoriales y, por tanto, toman valores

reales o complejos. Por ejemplo, en la ecuación (3.2) es una onda escalar compleja

de amplitud unitaria. La evolución dinámica de la onda está determinada por una

serie de ecuaciones diferenciales. En un ejemplo de transmisión, las ecuaciones de

Maxwell definen el campo electromagnético de la onda de radio emitida, que viene

dado por dos funciones vectoriales, una para el campo eléctrico y otra para el campo

magnético.
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Siempre que las ecuaciones diferenciales que gobiernan los campos sean lineales,

se puede aplicar el principio de superposición para explicar que sucede cuando dos

o más campos (ondas) atraviesan simultáneamente la misma región. El módulo del

campo total en cada posición está relacionado con las amplitudes de las ondas indi-

viduales. En algunos casos, el módulo de la suma de las amplitudes es menor que la

suma del módulo de las amplitudes; esto es una interferencia destructiva. En otros

casos, es aproximadamente igual a la suma del módulo de las amplitudes; esto es una

interferencia constructiva (17).

3.1. Dispersión estacionaria de estados en una di-

mensión

A continuación se hace el estudio de un estado base estacionario en una dimensión,

solo el eje x, el cual está caracterizado por trayectorias cuánticas en las cuales ⃗̇x = 0,

asumiendo la forma polar de la ecuación de Schrödinger se tiene:

Ψ(x) = R(x)ei
S(x)
ℏ , (3.3)

donde R(x) y S(x) son funciones reales independientes del tiempo.

La primera derivada es

dΨ

dx
=
dR

dx
ei

S
ℏ +R

i

ℏ
dS

dx
e

iS
ℏ ,

la segunda derivada

d2Ψ

dx2
=

d2R

dx2
e

iS
ℏ +

dR

dx

i

ℏ
dS

dx
e

iS
ℏ +

dR

dx

i

ℏ
dS

dx
e

iS
ℏ +R

i

ℏ
d2S

dx2
e

iS
ℏ +R

i

ℏ
dS

dx

i

ℏ
dS

dx
e

iS
ℏ ,

d2Ψ

dx2
=

[
d2R

dx2
+ 2

dR

dx

i

ℏ
dS

dx
+R

i

ℏ
d2S

dx2
− R

ℏ2

(
dS

dx

)2
]
e

iS
ℏ ,
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remplazando en la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

− ℏ2

2m

d2Ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ,

se obtiene

− ℏ2

2m

[
d2R

dx2
+ 2

dR

dx

i

ℏ
dS

dx
+R

i

ℏ
d2S

dx2
− R

ℏ2

(
dS

dx

)2
]
e

iS
ℏ + V Re

iS
ℏ = ERe

iS
ℏ ,

− ℏ2

2m

[
1

R

d2R

dx2
+ 2

i

Rℏ
dR

dx

dS

dx
+
i

ℏ
d2S

dx2
− 1

ℏ2

(
dS

dx

)2
]
+ V = E, (3.4)

separando en la ecuación (3.4) la parte imaginaria se obtiene:

− ℏ
2mR

[
2
dR

dx

dS

dx
+R

d2S

dx2

]
= 0,

2
dR

dx

dS

dx
+R

d2S

dx2
= 0, (3.5)

ahora, separando en la ecuación (3.4) la parte real se obtiene:

− ℏ2

2mR

d2R

dx2
+

1

2m

(
dS

dx

)2

+ V (x) = E,

1

2m

(
dS

dx

)2

+ V (x) +Q(x) = E. (3.6)

donde

Q(x) = − ℏ2

2mR

d2R

dx2
, (3.7)

la ecuación (3.7) define el denominado potencial cuántico Q(x).

Definiendo la ecuación de movimiento de Bohm

p = mẋ ≡ ∇⃗S ≡ dS

dx
1. (3.8)

1El análisis dimensional de la ecuación (3.8) es [p] =
[
Kgm

s

]
;[S] =

[
Kgm2

s

]
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De la ecuación de continuidad (2.11) donde R2 = ρ(x) = |Ψ(x)|2 es la densidad

de probabilidad y R2 ∇⃗S
m

= J⃗ es la densidad de corriente entonces

∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · J⃗ = 0, (3.9)

si ρ no depende del tiempo t se tiene que

∂ρ

∂t
= 0, ∇⃗ · J⃗ = 0, (3.10)

donde J = ρẋ debe ser una constante, entonces

ρ(x)ẋ = constante, (3.11)

1

2
mẋ2 + V (x) +Q(x) = E, (3.12)

la ecuación (3.11) es la ecuación de continuidad para el flujo de fluido en estado

estacionario y la (3.12) es la ecuación de enerǵıa total que es la suma de la enerǵıa

cinética, el potencial clásico y el potencial cuántico.

La ecuación(3.6) es la ecuación estacionaria de Hamilton-Jacobi, la cual deter-

mina las fuerzas que gobiernan las trayectorias dinámicas cuánticas; como x = x(t)

representa una trayectoria cuántica se puede determinar que la enerǵıa total a lo

largo de una trayectoria se conserva.

Usando la segunda ley de Newton cuántica F⃗ = −∇⃗V ′ donde V ′ = V (x) +Q(x)

F = mẍ = −
[
dV

dx
+
dQ

dx

]
, (3.13)

la ecuación (3.13) es una ecuación diferencial ordinaria (EDO) de orden superior en

el tiempo, que requiere condiciones iniciales adicionales no especificadas. A diferencia

de la mecánica clásica en la mecánica Bohmiana cuando se cambia la solución Ψ(x),

la ecuación (3.13) también cambia y genera trayectorias completamente distintas,

debido a la dependencia del Q en el formalismo Bohmiano (22).
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3.2. Derivación de una Nueva EDO

A continuación se presenta una formulación matemática de la mecánica cuántica

que proporciona algunos beneficios únicos, tanto desde una perspectiva teórica for-

mal, como desde la práctica computacional. En esta etapa, el enfoque principal es

la formulación matemática en śı. Aunque el enfoque puede sugerir nuevas ramifica-

ciones interpretativas, la discusión de tales temas (en particular la medición) difiere

principalmente para trabajos posteriores. De manera similar en este trabajo se ela-

boran algunos modelos unidimensionales espećıficos, lo cual da espacio para que en

futuros trabajos se presente una evaluación más detallada de los métodos numéricos

que se podŕıan aplicar. Esto incluye la generalización para aplicaciones multidimen-

sionales como se puede encontrar en la referencia (22).

En lo referente a la onda piloto se pueden plantear interrogantes como: ¿por qué

debeŕıa en función del campo, operar en principio a lo largo de todo el plano (x, y)?;

¿solo se podrá utilizar en la práctica en una sola x para una t dada? En la teoŕıa

del campo electromagnético (EM), por ejemplo, uno puede, en principio, distribuir

múltiples cargas puntuales a través del espacio para percibir los efectos del campo

EM donde se desee. En comparación, la onda piloto de Bohm parece bastante inútil.

La situación se ve agravada por un hecho bien conocido por los profesionales numéri-

cos, a saber, que la misma función de onda Ψ(x, t) puede usarse para reconstruir un

conjunto completo de trayectorias cuánticas, todas cumpliendo a las mismas leyes

dinámicas, pero solo una de las cuales se considera f́ısicamente “real”. Esto plantea la

siguiente pregunta: ¿es posible considerar el conjunto de trayectorias en śı mismo co-

mo la entidad cuántica fundamental, eliminando aśı la necesidad de una onda piloto

por completo? Esta no es una cuestión que Bohm o sus seguidores hayan conside-

rado seriamente desde un punto de vista fundamental. En particular, los primeros

cálculos de trayectorias cuánticas siempre se realizaron de una manera consistente

con las relaciones lógicamente causales de la propia teoŕıa de Bohm, es decir, Ψ(x, t)

se calculó primero, solo después de lo cual se construyó la trayectoria cuántica (o

conjunto de trayectorias) a partir de Ψ(x, t). Este enfoque, ahora llamado “anaĺıti-

co”, (7) (23) (24) (25) contrasta radicalmente con las metodoloǵıas de trayectoria

cuántica “sintéticas”más recientes. teoŕıa magnética cuántico (QTM) (7) (26) (22),
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en el que tanto las trayectorias como la función de onda se calculan numéricamente,

cada una afectando la propagación de la otra, como los campos eléctrico y magnético

en una onda EM.

Definiendo x = x(x0, t) y ẋ > 0, bajo estas condiciones la función x(t) satisface

las condiciones necesarias para la transformación de coordenadas de t a x y viceversa.

La ecuación de transformación es

d

dx
=

(
1

ẋ

)
d

dt
, (3.14)

reescribimos el potencial cuántico (3.7) en términos de R(x); como ρ = R2 y usando

la ecuación (3.11) tenemos que

R2ẋ = a ⇒ R =

√
a

ẋ
, (3.15)

aplicando la ecuación de transformación (3.14)

dR

dx
=

(
1

ẋ

)
d
(
a
ẋ

) 1
2

dt
=

1

ẋ

1

2

(a
ẋ

)− 1
2

(
− ẍa
ẋ2

)
= −a

1
2 ẍ

2ẋ
5
2

,

d2R

dx2
=

1

ẋ

d

dt

(
−a

1
2 ẍ

2ẋ
5
2

)
= −a

1
2

2ẋ

d

dt

(
ẍ

ẋ
5
2

)
,

d2R

dx2
= −a

1
2

2ẋ

[ ...
x ẋ

5
2 − ẍ5

2
ẋ

3
2 ẍ

ẋ5

]
= −a

1
2

2ẋ

[ ...
x

ẋ
5
2

−
5
2
ẍ2

ẋ
7
2

]
,

1

R

d2R

dx2
=

(
ẋ

a

) 1
2

(
−a

1
2

2ẋ

[ ...
x

ẋ
5
2

− 5

2

ẍ2

ẋ
7
2

])
= − 1

2ẋ
1
2

[ ...
x

ẋ
5
2

− 5

2

ẍ2

ẋ
7
2

]
,

1

R

d2R

dx2
= −1

2

[ ...
x

ẋ3
− 5

2

ẍ2

ẋ4

]
,

el potencial cuántico obtenido es

Q(x) =
ℏ2

4m

[ ...
x

ẋ3
− 5

2

ẍ2

ẋ4

]
. (3.16)

Remplazando en la ecuación (3.12) se obtiene una EDO de tercer orden depen-
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diente del tiempo, esta es la nueva EDO

1

2
mẋ2 + V (x) +

ℏ2

4m

[ ...
x

ẋ3
− 5

2

ẍ2

ẋ4

]
= E. (3.17)

La ecuación (3.17) no hace referencia a la función de onda Ψ(x), o sus campos

asociados R(x) y S(x). Es una EDO independiente, de tercer orden, no lineal, de

valor real, en el tiempo; se puede resolver directamente para obtener trayectorias

cuánticas, x(t), para un valor dado de la enerǵıa como se muestra en la figura (3.1)2.

Las trayectorias cuánticas resultantes son idénticas a las de la teoŕıa de Bohm, pero

se hallan sin onda piloto o términos cuánticos de conducción externos(22).

Figura 3.1: Cálculo de trayectorias usando la ecuación (3.17), usando como valores
iniciales m = 20, E = 40, V = 0, x′(0) = 0,5 y x′′(0) = 0.

2Los cálculos numéricos se realizaron modelando la ecuación (3.17) para x(t), utilizando Mathe-
matica 10.0 para obtener las trayectorias mostradas en la figura (3.1)
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3.3. Una comprensión basada en la trayectoria de

la interferencia cuántica

La interferencia cuántica es la consecuencia directa y observable de la superpo-

sición coherente3 de campos de probabilidad cuánticos. A diferencia de las ondas

clásicas en la mecánica cuántica la interferencia no se asocia a transferencias abrup-

tas de enerǵıa.

Cuando existen sistemas entrelazados con múltiple paridad la interferencia es

un indicador de la pérdida de coherencia, inducida por la interacción de diferentes

subsistemas; el fenómeno de interferencia nace por el principio de superposición, de

acuerdo a este principio matemático, los campos de ondas se pueden descomponer y

recombinar para producir y explicar los patrones de interferencia, en la naturaleza,

los campos de ondas constituyen un todo, por lo que es importante determinar que

significa su comportamiento cuando se trabaja con la interferencia cuántica (20).

3.3.1. Interferencia y trayectorias cuánticas

Como la ecuación de Schrödinger es lineal satisface el principio de superposición,

entonces, dados Ψ1 y Ψ2 que satisfacen la ecuación de Schrödinger por separado, su

superposición

Ψ(r⃗, t) = Ψ1(r⃗, t) + Ψ2(r⃗, t), (3.18)

Ψ(r⃗, t) también será una solución válida, la amplitud de la onda Ψ no es una magnitud

observable, pero su densidad de probabilidad ρ = |Ψ|2 si lo es. Debido a la conexión

entre Ψ y ρ el principio de superposición no se cumple para ρ esto se puede ver

calculando la densidad de probabilidad con ψi en su forma polar Ψi = ρ
1/2
i eiSi/ℏ,

encontrando

ρ = |Ψ1 +Ψ2|2 = Ψ2
1 +Ψ2

2 +Ψ∗
1Ψ2 +Ψ1Ψ

∗
2,

3Dos ondas son coherentes cuando sus fases son iguales; sus amplitudes se combinan, dando
lugar a una onda con una mayor intensidad, que es proporcional a la amplitud de la onda
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ρ =
(
ρ
1/2
1 eiS1/ℏ

)2
+
(
ρ
1/2
2 eiS2/ℏ

)2
+
(
ρ
1/2
1 e−iS1/ℏρ

1/2
2 eiS2/ℏ

)
+
(
ρ
1/2
1 eiS1/ℏρ

1/2
2 e−iS2/ℏ

)
,

ρ = ρ1
(
eiS1/ℏe−iS1/ℏ

)
+ ρ2

(
eiS2/ℏe−iS2/ℏ

)
+
√
ρ1ρ2

(
e−iS1/ℏeiS2/ℏ + eiS1/ℏe−iS2/ℏ

)
,

ρ = ρ1
(
ei(S1−S1)/ℏ

)
+ ρ2

(
ei(S2−S2)/ℏ

)
+
√
ρ1ρ2

(
ei(S2−S1)/ℏ + e−i(S2−S1)/ℏ

)
,

como cosx = eix+e−ix

2
, se llega a,

ρ = ρ1 + ρ2 + 2
√
ρ1ρ2 cos

(
S2 − S1

ℏ

)
= ρ1 + ρ2 + 2

√
ρ1ρ2 cosφ. (3.19)

El término de interferencia (2
√
ρ1ρ2 cosφ) en la ecuación (3.19) conecta cohe-

rentemente las densidades de probabilidad relacionadas a cada onda parcial. Como

ρ describe la distribución estad́ıstica asociada con un conjunto de part́ıculas, inde-

pendientemente de si existe o no alguna interacción de potencial conectándolas. Se

puede definir una densidad de probabilidad de corriente como

J⃗ =
1

m
Re [Ψ∗p̂Ψ] = − iℏ

2m
[Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗] , (3.20)

que indica el flujo del conjunto de part́ıculas, con p̂ = −iℏ∇ siendo el operador

momento. Sustituyendo la ecuación (3.18) en la (3.20) con Ψi en su forma polar; al

resolver por partes

Ψ∗∇Ψ = (Ψ1 +Ψ2)
∗∇ (Ψ1 +Ψ2) = (Ψ∗

1 +Ψ∗
2) (∇Ψ1 +∇Ψ2) ,

= Ψ∗
1 (∇Ψ1 +∇Ψ2) + Ψ∗

2 (∇Ψ1 +∇Ψ2) ,

= ρ
1/2
1 e

−iS1
ℏ

[
∇ρ1/21 e

iS1
ℏ +

i

h
ρ
1/2
1 ∇S1e

iS1
ℏ +∇ρ1/22 e

iS2
ℏ +

i

ℏ
ρ
1/2
2 ∇S2e

iS1
ℏ

]
+

ρ
1/2
2 e

−iS2
ℏ

[
∇ρ1/21 e

iS2
ℏ +

i

h
ρ
1/2
1 ∇S1e

iS1
ℏ +∇ρ1/22 e

iS2
ℏ +

i

ℏ
ρ
1/2
2 ∇S2e

iS2
ℏ

]
,

= ρ
1/2
1 ∇ρ1/21 +

i

h
ρ1∇S1 +

(
ρ
1/2
1 ∇ρ1/22 +

i

ℏ
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇S2

)
e

i(S2−S1)
ℏ +(

ρ
1/2
2 ∇ρ1/21 +

i

h
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇S1

)
e

−i(S2−S1)
ℏ + ρ

1/2
2 ∇ρ1/22 +

i

ℏ
ρ2∇S2,
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se llega a

Ψ∗∇Ψ = ρ
1/2
1 ∇ρ1/21 + ρ

1/2
2 ∇ρ1/22 + ρ

1/2
1 ∇ρ1/22 eiφ + ρ

1/2
2 ∇ρ1/21 e−iφ +

i

h

[
ρ1∇S1 + ρ2∇S2 +

√
ρ1ρ2

(
∇S2e

iφ +∇S1e
−iφ
)]
,

ahora

Ψ∇Ψ∗ = Ψ1 (∇Ψ∗
1 +∇Ψ∗

2) + Ψ2 (∇Ψ∗
1 +∇Ψ∗

2) ,

= ρ
1/2
1 e

iS1
ℏ

[(
∇ρ1/21 − i

h
ρ
1/2
1 ∇S1

)
e

−iS1
ℏ +

(
∇ρ1/22 − i

ℏ
ρ
1/2
2 ∇S2

)
e

iS2
ℏ

]
+

ρ
1/2
2 e

iS2
ℏ

[(
∇ρ1/21 − i

h
ρ
1/2
1 ∇S1

)
e

−iS1
ℏ +

(
∇ρ1/22 − i

ℏ
ρ
1/2
2 ∇S2

)
e

−iS2
ℏ

]
,

= ρ
1/2
1 ∇ρ1/21 − i

h
ρ1∇S1 +

(
ρ
1/2
1 ∇ρ1/22 − i

ℏ
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇S2

)
e

−i(S2−S1)
ℏ +(

ρ
1/2
2 ∇ρ1/21 − i

h
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇S1

)
e

i(S2−S1)
ℏ + ρ

1/2
2 ∇ρ1/22 − i

ℏ
ρ2∇S2,

se llega a

Ψ∇Ψ∗ = ρ
1/2
1 ∇ρ1/21 + ρ

1/2
2 ∇ρ1/22 + ρ

1/2
1 ∇ρ1/22 e−iφ + ρ

1/2
2 ∇ρ1/21 eiφ

− i

h

[
ρ1∇S1 + ρ2∇S2 +

√
ρ1ρ2

(
∇S2e

−iφ +∇S1e
iφ
)]
,

tomando en cuenta la ecuación (3.20)

[Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗] =
2i

ℏ
(ρ1∇S1 + ρ2∇S2) + ρ

1/2
1 ∇ρ1/22

(
eiφ − e−iφ

)
−

ρ
1/2
2 ∇ρ1/21

(
e−iφ − eiφ

)
+

i

ℏ
√
ρ1ρ2

[
eiφ (∇S2 +∇S1) + e−iφ (∇S1 +∇S2)

]
,

=
2i

ℏ
(ρ1∇S1 + ρ2∇S2) +

i

ℏ
√
ρ1ρ2∇ (S2 + S1)

(
eiφ + e−iφ

)
+

ρ
1/2
1 ∇ρ1/22

(
eiφ − e−iφ

)
− ρ

1/2
2 ∇ρ1/21

(
eiφ − e−iφ

)
,

=
2i

ℏ
[ρ1∇S1 + ρ2∇S2 +

√
ρ1ρ2∇ (S2 + S1) cos(φ) +

ℏ
(
ρ
1/2
1 ∇ρ1/22 − ρ

1/2
2 ∇ρ1/21

)
sin(φ)

]
,
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finalmente sustituyendo en la ecuación (3.20)

J⃗ =
1

m
[ρ1∇S1 + ρ2∇S2 +

√
ρ1ρ2∇ (S2 + S1) cos(φ) +

ℏ
(
ρ
1/2
1 ∇ρ1/22 − ρ

1/2
2 ∇ρ1/21

)
sin(φ)

]
,

esto indica que el principio de superposición tampoco se mantiene para J⃗ ; J⃗ y ρ se

relacionan mediante la ecuación de continuidad.

∂ρ

∂t
+∇ · J⃗ = 0, (3.21)

que puede deducirse de la ecuación de Schrödinger después de multiplicarla por Ψ∗.

Las ĺıneas a lo largo de las cuales fluye la probabilidad se pueden determinar al

sustituir la función total de onda Ψ = ρ
1
2 e

iS
ℏ en la ecuación de Schrödinger

Ψ∗
(
iℏ
∂Ψ

∂t

)
= Ψ∗

(
− ℏ2

2m
∇2Ψ+ V ψ

)
,

ρ
1
2 e

−iS
ℏ

(
iℏ
∂

∂t
ρ

1
2 e

iS
ℏ

)
= − ℏ2

2m
ρ

1
2 e

−iS
ℏ ∇2

(
ρ

1
2 e

iS
ℏ

)
+ V ρ

1
2 e

−iS
ℏ ρ

1
2 e

iS
ℏ ,

iℏρ
1
2
∂ρ

1
2

∂t
+ iℏρ

i

ℏ
∂S

∂t
= − ℏ2

2m
ρ

1
2 e

−iS
ℏ ∇⃗ ·

(
∇⃗ρ

1
2 e

iS
ℏ

)
+ V ρ,

iℏ
2

∂ρ

∂t
− ρ

∂S

∂t
= − ℏ2

2m
ρ

1
2 e

−iS
ℏ ∇⃗ ·

[(
∇⃗ρ

1
2

)
e

iS
ℏ + ρ

1
2
i

ℏ

(
∇⃗S
)
e

iS
ℏ

]
+ V ρ,

iℏ
2

∂ρ

∂t
− ρ

∂S

∂t
= − ℏ2

2m
ρ

1
2

[
∇2ρ

1
2 + 2∇⃗ρ

1
2
i

ℏ

(
∇⃗S
)
+
i

ℏ
ρ

1
2∇2S−

1

ℏ2
ρ

1
2

(
∇⃗S
)2]

+ V ρ,

iℏ
2

∂ρ

∂t
− ρ

∂S

∂t
= − ℏ2

2m
ρ

1
2∇2ρ

1
2 − iℏ

m
ρ

1
2 ∇⃗ρ

1
2 ∇⃗S − iℏ

2m
ρ∇2S +

1

2m
ρ
(
∇⃗S
)2

+ V ρ,
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de la parte real se obtiene

∂S

∂t
+

1

2m

(
∇⃗S
)2

+ V − ℏ2

2m

1

ρ
1
2

∇2ρ
1
2 = 0,

∂S

∂t
+

1

2m

(
∇⃗S
)2

+ V −Q = 0, (3.22)

donde Q = − ℏ2
2m

1

ρ
1
2
∇2ρ

1
2 es el potencial cuántico; y de la parte imaginaria

∂ρ

∂t
+

1

m

(
∇⃗ρ∇⃗S + ρ∇2S

)
= 0,

∂ρ

∂t
+

1

m
∇⃗
(
ρ∇⃗S

)
= 0. (3.23)

La parte imaginaria de la expresión resultante (3.23) es la ecuación de continui-

dad (3.11) siendo J⃗ = ρ∇⃗S⃗
m

, la parte real (3.22) desde un punto de vista dinámico es la

ecuación cuántica de Hamilton-Jacobi, que permite reinterpretar todo el formalismo

mecánico-cuántico en términos de los caminos que el sistema puede seguir eventual-

mente, cuando se considera como una part́ıcula, estos caminos están definidos como

solución de la ecuación de movimiento, P⃗ = ∇⃗S = mṙ y ∇⃗S = mJ⃗
ρ
, aśı

ṙ =
∇⃗S
m

=
J⃗

ρ
= − iℏ

2mρ
[Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗] , (3.24)

donde S representa una acción cuántica generalizada.

Cuando se considera la ecuación (3.24), se introduce un nuevo elemento concep-

tual a la mecánica cuántica, trayectorias bien definidas en el espacio tiempo; estas

trayectorias son la esencia de la mecánica Bohmiana, una mecánica cuántica basada

en las ecuaciones hidrodinámicas (3.23) y la ecuación de movimiento de una part́ıcu-

la (3.24). Gracias a la relación entre part́ıculas y ondas en la mecánica Bohmiana,

el momento inicial de la part́ıcula está relacionado con las condiciones iniciales de

Ψ (r, 0) por lo tanto no es necesario buscar su valor, las posiciones iniciales se escogen

aleatoriamente con la restricción que su distribución está dada por ρ (r, 0).

Como se puede inferir en la ecuación (3.22), la diferencia con respecto a la mecáni-

ca clásica es que las trayectorias cuánticas evolucionan bajo la acción del potencial

externo V y del potencial cuántico Q, que introduce a la ecuación de movimiento
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el contexto de dependencia y no localidad necesarios para que las part́ıculas repro-

duzcan los patrones de la mecánica cuántica estándar (6; 20). Cuando se considera

en un gran número estad́ıstico, la dinámica cuántica se rige por el potencial efectivo

total Veff (r, t) = V (r) +Q (r, t).

Una propiedad del potencial cuántico se puede ver cuando se calcula el valor

esperado de la enerǵıa, que en la mecánica Bohmiana consiste en determinar la

enerǵıa media del ensamble

Ē =
〈
Ĥ
〉
=
〈
T̂
〉
+
〈
V̂
〉
, (3.25)

〈
T̂
〉

es el valor esperado de la enerǵıa cinética, siendo T̂ = − ℏ2
2m

∇2 el operador

cinético, cuando se consideran las condiciones polares de la función de onda, se

obtiene

〈
T̂
〉
=

∫
Ψ∗TΨdr,〈

T̂
〉
=

∫
Re−

iS
ℏ

(
− ℏ2

2m
∇2

)
Re

iS
ℏ dr,〈

T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
Re−

iS
ℏ ∇⃗ ·

[(
∇⃗R

)
e

iS
ℏ +R∇⃗e

iS
ℏ

]
dr,〈

T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
Re−

iS
ℏ

[(
∇2R

)
e

iS
ℏ +

(
∇⃗R

)
·
(
∇⃗e

iS
ℏ

)
+ ∇⃗ ·

(
R
i

ℏ
e

iS
ℏ ∇⃗S

)]
dr,〈

T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
Re−

iS
ℏ

{(
∇2R

)
e

iS
ℏ +

(
∇⃗R

)
·
(
i

ℏ
e

iS
ℏ ∇⃗S

)
+

i

ℏ

[(
∇⃗R

)
·
(
e

iS
ℏ ∇⃗S

)
+R

(
i

ℏ
e

iS
ℏ ∇⃗S

)
· ∇⃗S +Re

iS
ℏ
(
∇2S

)]}
dr,〈

T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
R

{
∇2R +

i

ℏ
∇⃗R · ∇⃗S +

i

ℏ

[
∇⃗R · ∇⃗S +

i

ℏ
R
(
∇⃗S
)2

+

R∇2S
]}
e−

iS
ℏ e

iS
ℏ dr,
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separando los términos reales e imaginarios

〈
T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
R

[
∇2R− R

ℏ2
(
∇⃗S
)2]

dr − ℏ2

2m

∫
i

ℏ

[
2R∇⃗R · ∇⃗S +R2∇2S

]
dr,〈

T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
R

[
∇2R− R

ℏ2
(
∇⃗S
)2]

dr +
ℏ

2im

∫ [
∇⃗R2 · ∇⃗S +R2∇2S

]
dr,〈

T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
R

[
∇2R− R

ℏ2
(
∇⃗S
)2]

dr +
ℏ

2im

∫
∇⃗ ·
(
R2∇⃗S

)
dr,

de la ecuación (3.23) se tiene que

∇⃗ · J⃗ = ∇⃗ ·

(
ρ∇⃗S
m

)
= −∂ρ

∂t
,∫

∇⃗ · J⃗dr =

∫
−∂ρ
∂t
dr = − ∂

∂t

∫
ρdr = 0.

Ya que la densidad de probabilidad se conserva en todo el espacio, si el sistema

está cerrado, la densidad de probabilidad no fluye hacia o desde donde está definido

el sistema; esta es la analoǵıa probabiĺıstica del principio de la conservación de la

enerǵıa, entonces recordando que R2 = ρ se tiene

〈
T̂
〉
= − ℏ2

2m

∫
R

[
∇2R− R

ℏ2
(
∇⃗S
)2]

dr +
ℏ

2im

∫
∇⃗ ·
(
ρ∇⃗S

)
dr,

〈
T̂
〉
=

∫ [
− ℏ2

2m
R∇2R +

R2

2m

(
∇⃗S
)2]

dr +
ℏ
2i

∫
∇⃗ ·

(
ρ∇⃗S
m

)
dr,

〈
T̂
〉
=

∫
− ℏ2

2m

R2

R
∇2Rdr +

∫
R2

2m

(
∇⃗S
)2
dr +

ℏ
2i

∫
∇⃗ · J⃗dr,

〈
T̂
〉
=

∫ (
− ℏ2

2m

∇2R

R

)
ρdr +

∫ (
∇⃗S
)2

2m
ρdr = ⟨Q⟩+ ⟨P 2⟩

2m
. (3.26)

Sustituyendo en la ecuación (3.25)
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Ē =
〈
T̂
〉
+
〈
V̂
〉
,

Ē =

〈
P 2

2m

〉
+ ⟨Q⟩+

〈
V̂
〉
,

Ē = Ēk + Q̄+ V̄ = Ēk + ¯Veff , (3.27)

Q normalmente, se asigna al rol de la enerǵıa potencial cuántica; como se puede

observar en la ecuación (3.26) se obtiene del operador cinético y contribuye al valor

esperado de la enerǵıa cinética cuántica. Q es el responsable de la diferencia entre la

dinámica cuántica y la clásica; debido a su naturaleza no localQ contiene información

sobre todo el estado cuántico y, por lo tanto, la suministra a la part́ıcula en el punto

particular donde se encuentra, también se puede observar que los comportamientos

semiclásicos aparecen cuando la parte de la enerǵıa asociada al potencial cuántico es

suficientemente pequeño(20).

3.3.2. Ejemplos simples de interferencia cuántica con paque-

tes de onda Gaussianas

El paquete de onda libre Gaussiana

Por simplicidad se considera un paquete de ondas Gaussiana en una dimensión,

sin embargo, los resultados se pueden generalizar para más dimensiones, aśı como

para otros tipos de paquetes de ondas.

La evolución del paquete de onda Gaussiana se describe por, como se define en

(20)

Ψ (x, t) = Ate
−(x−xt)

2

4σ̃tσ0
+

iP (x−xt)
ℏ + iEt

ℏ , (3.28)

donde At = (2πσ̃2
t )

−1/4
y la distribución compleja dependiente del tiempo se define

como:

σ̃t = σ0

(
1 +

iℏt
2mσ2

0

)
, (3.29)

donde σ0 es la distribución inicial del paquete de onda, a partir de la ecuación (3.29),
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la distribución del paquete de onda en el tiempo es

σt = |σ̃t| = σ0

√
1 +

(
ℏt

2mσ2
0

)2

. (3.30)

Debido al movimiento libre xt = x0+vP t (vP = P/m es la velocidad de propagación),

xo = x(0) es el término asociado a las posiciones iniciales en t = 0 y E = P 2/2m.

El centroide del paquete de onda se mueve a lo largo de una trayectoria clásica

rectiĺınea.A partir de la ecuación 3.24 y hallando la fase S en la ecuación 3.28 se

obtiene la ecuación de las trayectorias cuánticas dada por: (como se encuentra en la

referencia (27))

xt = vt+ x(0)
σt
σ0
,

tomando en cuenta la ecuación (3.30)

xt = vt+ x(0)

√
1 +

ℏ2t2
4m2σ4

0

, (3.31)

donde el primero es un término clásico y el segundo uno de fluctuación. Considerando

la fuerza del potencial cuántico en una dimensión

FQ(x) = −dQ
dx

.

Como FQ = mẍ entonces

−dQ
dx

= mẍ,

se halla ẍ derivando la ecuación (3.31) respecto al tiempo dos veces

dx

dt
= v + x(0)

ℏ2t
4m2σ4

0

(
1 +

ℏ2t2

4m2σ4
0

)−1/2

,

d2x

dt2
=
x(0)ℏ2

4m2σ4
0

[(
1 +

ℏ2t2

4m2σ4
0

)−1/2

− 1

2
t

(
1 +

ℏ2t2

4m2σ4
0

)− 1
2
−1(

2ℏ2t
4m2σ4

0

)]
,

d2x

dt2
=

x(0)ℏ2

4m2σ4
0

(
1 + ℏ2t2

4m2σ4
0

)1/2 (1− ℏ2t2

4m2σ4
0 + ℏ2t2

)
,
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d2x

dt2
=

x(0)ℏ2

(4m2σ4
0 + ℏ2t2)

(
1 + ℏ2t2

4m2σ4
0

)1/2 ,
d2x

dt2
=

2x(0)ℏ2

(4m2σ4
0 + ℏ2t2)

(
4 + ℏ2t2

m2σ4
0

)1/2 ,
remplazando en la ecuación (3.3.2)

−dQ
dx

= m
2ℏ2x(0)

(4m2σ4
0 + ℏ2t2)

(
4 + ℏ2t2

m2σ4
0

)1/2 ,
dQ = −m 2ℏ2x(0)

(4m2σ4
0 + ℏ2t2)

(
4 + ℏ2t2

m2σ4
0

)1/2dx,
integrando sobre xt, evaluado en t = 0 donde xt(t = 0) = x(0) como se puede

observar en la ecuación (3.31)

∫
dQ = −m

∫
2ℏ2x(0)

(4m2σ4
0 + ℏ2t2)

(
4 + ℏ2t2

m2σ4
0

)1/2dx,
Q = − mℏ2x(0)2

(4m2σ4
0 + ℏ2t2)

(
4 + ℏ2t2

m2σ4
0

)1/2 ,
evaluando en t = 0 con σt(0) = σ0 y xt = σt, estas condiciones se pueden ver mas

claramente en (28)

Q = − mℏ2σ2
0

(4m2σ4
0) (2)

,

Q = − ℏ2

8mσ2
0

.

(3.32)

De acuerdo a la ecuación (3.27) el valor esperado de E resulta

Ē =

〈
P 2

2m

〉
+

〈
− ℏ2

8mσ2
0

〉
= EP + ES, (3.33)

en la ecuación (3.33) se observan dos contribuciones independientes del tiempo; la
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primera se asocia a la propagación del paquete de onda y la segunda se relaciona con

la distribución y tiene un origen puramente cuántico. Expresando ES en términos de

un momento efectivo (ES = P 2
S/2m)

P 2
S

2m
=

ℏ2

8mσ2
0

,

P 2
S =

ℏ2

4σ2
0

,

PS =
ℏ
2σ0

,

la cual se asemeja a la relación de incertidumbre de Heisenberg. El paquete de onda

se puede asociar a dos velocidades definidas vP y vS. De la ecuación (3.30) definiendo

una escala de tiempo de tal forma que σt queda σt = σ0

√
1 +

(
t
τ

)2
;

τ =
2mσ2

0

ℏ
. (3.34)

Considerando la ecuación (3.34), si t ≪ τ el ancho del paquete de onda per-

manecerá constante en el tiempo (σt ≈ σ0); si t ≫ τ el ancho del paquete crecerá

linealmente con el tiempo (σt ≈ ℏt/2mσ0). El incremento progresivo de σt descri-

be una hipérbola (|σt| vs t). Cuando no se tiene un tiempo efectivo τ con el cual

comparar el tiempo t, como cuando se trabaja con paquetes de ondas generalizadas,

se considera el marco de referencia proporcionado por vP y vS los cuales se pueden

estimar por estado inicial a través de la ecuación (3.26) (20); dentro de este marco de

referencia se puede encontrar qué proceso va a determinar la dinámica del paquete de

ondas(distribución (t ≪ τ) o traslación(t ≫ τ)) de la siguiente manera; la ecuación

(3.30) se reescribe en términos de vS

PS = mvS =
ℏ
2σ0

,

vS =
ℏ

2mσ0
,

σt = |σ̃t| = σ0

√
1 +

(
vSt

σ0

)2

, (3.35)

t es el tiempo que le toma al centroide del paquete de ondas en cubrir la distancia
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d = vP t ≈ σ0, entonces

σt = |σ̃t| = σ0

√
1 +

(
vS
vP

)2

, (3.36)

esto nos indica que solo usando la información inicial del paquete de ondas se puede

obtener información acerca de su comportamiento dinámico posterior. t ≪ τ es

equivalente a tener un paquete de ondas preparado inicialmente con vS ≪ vP (el

movimiento de traslación será más rápido que la distribución); t≫ τ es equivalente

a vS ≫ vP (el paquete de ondas se distribuye más rápido en comparación a la

traslación sobre x).

3.3.3. Dinámica de superposiciones coherentes de paquetes

de ondas

Cuando la interferencia se obtiene mediante un proceso de colisión (interferómetro

BEC4) esta se localizará en el tiempo dentro de cierta región espacial, cuando se

obtiene por un proceso de difracción (experimento de doble rendija) la interferencia

permanece estacionaria en el tiempo; esto se asocia a la relación entre vP y vS, los

experimentos de colisión se caracterizan por vP ≫ vS y los de difracción por vP ≪ vS.

Considerando una superposición coherente generalizada

Ψ = C1Ψ1 + C2Ψ2, (3.37)

donde Ψi son paquetes de ondas Gaussianas normalizadas que se propagan con

velocidades opuestas vP y cuyos centros inicialmente están lo suficientemente sepa-

rados minimizando la superposición (ρ1(r⃗, 0)ρ2(r⃗, 0) ≈ 0). La relación vP/vS y los

factores de peso C1 y C2 van a influenciar la topoloǵıa de las trayectorias cuánti-

cas, como los paquetes de onda se encuentran separados inicialmente, se cumple la

relación |C1|2 + |C2|2 = 1.

Re-expresando la ecuación (3.37)

Ψ = C1

(
ψ1 +

√
αψ2

)
, (3.38)

4Condensado de Bose Einstein, BEC por sus siglas en ingles.
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siendo α = (C2/C1)
2; la densidad de probabilidad usando la ecuación (3.38) es

ρ = |Ψ|2 ,

ρ =
∣∣C1

(
ψ1 +

√
αψ2

)∣∣2 ,
ρ = C2

1

∣∣∣ρ1/21 eiS1/ℏ +
√
αρ

1/2
2 eiS2/ℏ

∣∣∣2 ,
ρ = C2

1

[
ρ1 + αρ2 +

√
αρ

1/2
1 ρ

1/2
2 eiS2/ℏe−iS1/ℏ +

√
αρ

1/2
1 ρ

1/2
2 e−iS2/ℏeiS1/ℏ

]
,

ρ = C2
1

[
ρ1 + αρ2 +

√
α
√
ρ1ρ2

(
ei(−S1+S2)/ℏ + e−i(−S1+S2)/ℏ

)]
,

ρ = C2
1

[
ρ1 + αρ2 + 2

√
α
√
ρ1ρ2cosϕ

]
, (3.39)

y la densidad de corriente cuántica

J⃗ = − iℏ
2m

[
Ψ∗∇⃗Ψ−Ψ∇⃗Ψ∗

]
. (3.40)

Tomando a = Ψ∗∇⃗Ψ y b = −Ψ∇⃗Ψ∗, resolviendo para a tenemos

∇⃗Ψ =C1

[(
∇⃗ρ1/21 +

i

ℏ
ρ
1/2
1 ∇⃗S1

)
eiS1/ℏ +

√
α

(
∇⃗ρ1/22 +

i

ℏ
ρ
1/2
2 ∇⃗S2

)
eiS2/ℏ

]
,

Ψ∗∇⃗Ψ =C2
1

[
ρ
1/2
1 ∇⃗ρ1/21 + αρ

1/2
2 ∇⃗ρ1/22 +

i

ℏ

(
ρ1∇⃗S1 + αρ2∇⃗S2

)
+

√
α

(
ρ
1/2
1 ∇⃗ρ1/22 +

i

ℏ
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇⃗S2

)
ei(S2−S1)/ℏ+

√
α

(
ρ
1/2
2 ∇⃗ρ1/21 +

i

ℏ
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇⃗S1

)
e−i(S2−S1)/ℏ

]
,

resolviendo para b

∇⃗Ψ∗ =C1

[(
∇⃗ρ1/21 − i

ℏ
ρ
1/2
1 ∇⃗S1

)
e−iS1/ℏ +

√
α

(
∇⃗ρ1/22 − i

ℏ
ρ
1/2
2 ∇⃗S2

)
e−iS2/ℏ

]
,

−Ψ∇⃗Ψ∗ =C2
1

[
−ρ1/21 ∇⃗ρ1/21 − αρ

1/2
2 ∇⃗ρ1/22 +

i

ℏ

(
ρ1∇⃗S1 + αρ2∇⃗S2

)
−

√
α

(
ρ
1/2
1 ∇⃗ρ1/22 − i

ℏ
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇⃗S2

)
e−i(S2−S1)/ℏ−

√
α

(
ρ
1/2
2 ∇⃗ρ1/21 − i

ℏ
ρ
1/2
1 ρ

1/2
2 ∇⃗S1

)
ei(S2−S1)/ℏ

]
.
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Remplazando en la ecuación (3.40)

J⃗ =
C2

1

m

[
ρ1∇⃗S1 + αρ2∇⃗S2 +

√
α
√
ρ1ρ2∇⃗ (S1 + S2) cosϕ+

ℏ
√
α
(
ρ
1/2
1 ∇⃗ρ1/22 − ρ

1/2
2 ∇⃗ρ1/21

)
sinϕ

]
, (3.41)

dividiendo la ecuación (3.41) en (3.39) se pueden obtener las trayectorias cuánticas

de la ecuación de movimiento

˙⃗r =
1

m

ρ1∇⃗S1 + αρ2∇⃗S2 +
√
α
√
ρ1ρ2∇⃗ (S1 + S2) cosϕ

ρ1 + αρ2 + 2
√
α
√
ρ1ρ2 cosϕ

+

√
α
ℏ
m

(
ρ
1/2
1 ∇⃗ρ1/22 − ρ

1/2
2 ∇⃗ρ1/21

)
sinϕ

ρ1 + αρ2 + 2
√
α
√
ρ1ρ2 cosϕ

. (3.42)

En la ecuación anterior existen dos contribuciones que están relacionadas a los

efectos causados por el intercambio de los paquetes de ondas en el movimiento de

las part́ıculas después del proceso de interferencia, la primera contribución se da

después del intercambio del módulo o de la fase de los paquetes de onda mientras

que la segunda contribución cambia el signo con esta operación. La primera contri-

bución se asocia a la evolución de cada flujo individualmente y a su combinación,

dando información sobre el comportamiento asintótico de las trayectorias cuánticas

y sobre el proceso de interferencia. La segunda contribución describe los efectos de la

interferencia conectados con la asimetŕıa o diferencia de los paquetes de onda; su con-

tribución desaparece si son idénticas y coinciden en x = 0, aunque su superposición

sea diferente de cero(23; 20).

Caso por colisión

Por simplicidad se asume α = 1, con ambos paquetes de onda idénticos y pro-

pagándose en direcciones opuestas con la misma velocidad. Ψ1 se encuentra en la

región I y Ψ2 en la región II (figura(3.2) parte (a)), después de que los paquetes de

onda llegan a su punto máximo de interferencia (figura(3.2) parte (b)) en tImáx Ψ1 se

mueve a la región II y Ψ2 a la región I (figura(3.2) parte (c)), las densidades de pro-
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Figura 3.2: Representación de la evolución en el tiempo de la colisión de dos paquetes
de onda Gaussianas(3.28) con vρ = 10m/s y vS = 1m/s. Se interpreta de la siguiente
manera: (a) Antes de la colisión, (b) Las ondas superpuestas completamente y (c)
Después de la colisión

babilidad asociadas a los paquetes de onda representan el comportamiento estad́ıstico

de un ensamble de part́ıculas cuánticas, idénticas que no interactúan entre si, durante

el intervalo de tiempo donde los efectos de la interferencia son importantes (cuan-

do las ondas se superponen), las trayectorias Bohmianas evitan cruzarse(29; 20);

la mecánica cuántica estad́ıstica se caracteriza por mantener la coherencia y trans-

mitirla a la dinámica cuántica correspondiente. El proceso de interferencia se debe

interpretar de manera distinta cuando se analiza desde la perspectiva de trayectorias

cuánticas, para paquetes de onda idénticos la velocidad de campo se desvanece a lo

largo de x = 0 en cualquier tiempo t, lo que significa que no hay flujo de densidad

de probabilidad entre la región I y II por lo tanto las trayectorias que empiezan

en alguna de estás regiones nunca cruzan a la otra, todo proceso se puede entender

como un tipo de movimiento de rebote de los paquetes de onda.

Desde un punto de vista dinámico cuando el ensamble inicialmente asociado con

uno de los paquetes de onda se comporta asintóticamente con respecto al otro, signi-

fica que el signo de la velocidad de campo asociada cambiará después de la colisión;

antes de la colisión apunta hacia x = 0(Figura (3.2) parte (a)), después diverge con
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respecto a x = 0(figura(3.2) parte (c)) y en tImáx (figura(3.2) parte (b)) no apunta

hacia ningún lado, permanece estacionaria. Como en el proceso de dispersión elástica

las part́ıculas intercambiarán su distribución de probabilidad elástica.

Figura 3.3: Modelación de las trayectorias cuánticas Bohmianas de la colisión de dos
paquetes de onda Gaussianas usando la ecuación (3.42) con vρ = 10m/s y vS = 1m/s.

Esto se puede apreciar en la figura (3.2) y en la figura (3.3)5 después de la

colisión los dos ensambles de trayectorias rebotan hacia atrás y siguen el camino que

seguiŕıan part́ıculas sin desviación de acuerdo a la ecuación (3.8); este proceso se

describe anaĺıticamente aśı:

˙⃗rI ≈
∇⃗S1

m
o ˙⃗rII ≈

∇⃗S2

m
, (3.43)

asintóticamente (t≫ tImáx) la ecuación (3.42) se puede expresar como

˙⃗r ≈ 1

m

ρ1∇⃗S1 + ρ2∇⃗S2

ρ1 + ρ2
, (3.44)

donde se usa la aproximación ρ1(r⃗, 0)ρ2(r⃗, 0) ≈ 0, entonces la densidad de probabili-

dad total ρ = ρ1 + ρ2 es diferente de cero solo en las regiones cubiertas por ρ1 o por

ρ2, la región I tendrá ρ = ρ2 y la región II ρ = ρ1. entonces

5Modelacion de la ecuación (3.42) en Mathematica 10.0 tomando los valores vρ = 10 y vS = 1
para encontrar las figuras 3.2 y 3.3
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˙⃗rI ≈
∇⃗S2

m
y ˙⃗rII ≈

∇⃗S1

m
, (3.45)

que reproduce la dinámica asintótica observada en la figura 3.3.

Aunque la distribución de probabilidad se transfiere, las part́ıculas permanecen

dentro del dominio definido por su correspondiente distribución inicial, la propiedad

de no cruce de la mecánica Bohmiana muestra la restricción que existe para el flujo

de probabilidad cuántica, que va más allá de la separabilidad de flujos impĺıcitos en

el principio de superposición (29; 23).

Caso por difracción

Para este caso la difusión es más rápida que la propagación, esta es la razón por

la cual se pueden observar las trayectorias cuánticas del experimento de la doble

rendija en la región de Fraunhofer. Este caso se estudia en (20) donde se muestra

que la solución asintótica de la ecuación (3.42) es

x(t) ≈ 2πn
σ0
x0

(vSt) con n = 0,±1,±2, · · · , (3.46)

esto es, trayectorias cuánticas cuyas pendientes son cantidades cuantizadas propor-

cionales a vS. Cuando la ecuación (3.42) se integra exactamente se observan racimos

de trayectorias cuantizadas, que en general están distribuidas alrededor de el valor

dado por la ecuación (3.46). Este calculo (la integral) se encuentra en (20)
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Aplicaciones de la mecánica

Bohmiana

El formalismo matemático detrás de la teoŕıa Bohmiana, es suficiente para asegu-

rar, que las predicciones reproduzcan los resultados experimentales para problemas

de una sola part́ıcula o de muchos cuerpos, con o sin aparato de medición. Como se

mostró en la introducción, existen varias teoŕıas cuánticas (Copenhague, Bohmiana,

Colapso espontáneo, muchos mundos, etc.) que son emṕıricamente equivalentes, al

tiempo que proporcionan una comprensión diferente de la naturaleza. Entre todas

estas interpretaciones posibles, la teoŕıa Bohmiana proporciona una comprensión,

trivial y emṕıricamente correcta de cualquier tipo de experimento cuántico, en térmi-

nos de part́ıculas puntuales guiadas por ondas. En este sentido, dado que el papel

de la f́ısica es proporcionar explicaciones comprensibles sobre lo que parećıa incom-

prensible al principio, cuanto más trivial es una explicación, más comprensible se

vuelve (1; 30). La interpretación de Bohm se a utilizado exitosamente en el estudio

de múltiples fenómenos, por ejemplo, computacionalmente en la cuantificación de la

conductancia de AC, la reacción inversa de la medición cuántica, los momentos altos

de la corriente eléctrica, las transiciones de lo clásico a lo cuántico, las desigualdades

de Leggett, entre otros; en teoŕıa de campos cuánticos de Bohm se han desarrollado

para el campo electromagnético cuantificado libre, los campos cuánticos bosónicos,

los campos cuánticos fermiónicos, la electrodinámica cuántica (6; 30; 31; 8).

48
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4.1. Campos de investigación

Átomos ultra-fŕıos (Transporte de ondas de materia):, los átomos neu-

tros ultrafŕıos son átomos con temperaturas cercanas a 0 kelvin, t́ıpicamente

inferior a unas décimas de microkelvins, de modo que su dinámica se rige por

la ecuación de Schrödinger (no relativista); Los átomos ultrafŕıos se han con-

vertido en un sistema fundamental para probar los principios de la mecánica

cuántica y la f́ısica de la materia condensada. En f́ısica de átomos ultrafŕıos,

la mecánica Bohmiana se ha aplicado para investigar el transporte adiabático

de un solo átomo entre las trampas externas de un sistema formado por tres

trampas idénticas como se ve en la figura 4.1 (32).

Figura 4.1: Sistema óptico-atómico de tres niveles para un átomo en un pozo triple
de potencial. Tomada de (1)

En el régimen adiabático cuando los parámetros del sistema son suavemente va-

riados en el tiempo existe un valor propio de enerǵıa del sistema (estado oscuro

espacial) que permite transferir adiabáticamente un átomo de un extremo de

la trampa al otro sin pasar por la del medio (Fig.4.1 paso espacial adiabático);

este tipo de transporte cuántico contradice la ecuación de continuidad que se

deriva de la ecuación de Schrödinger; el desarrollo de está ecuación en términos

de trayectorias Bohmianas, indica que las trayectorias aceleran cuando están

pasando la trampa del medio mostrando aśı que la ecuación de continuidad

se cumple. Cuando se aumenta el tiempo para el transporte de un paquete de

ondas completo, el pico de velocidad de cada trayectoria aumenta, no existe un

ĺımite aparente para las velocidades de las trayectorias en la región media de
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la trampa, a medida que se acercan al ĺımite de la adiabaticidad perfecta las

trayectoria Bohmianas pueden llegar a sobrepasar la velocidad de la luz (33);

bajo la ecuación de Dirac esto no es posible, por lo que con la existencia de

trayectorias superlumı́nicas se hace necesaria una corrección relativista para

poder describir la dinámica del sistema apropiadamente. El paso adiabático

espacial para dos átomos idénticos en un pozo triple de potencial también ha

sido discutido en términos de trayectorias Bohmianas, proponiendo métodos

eficientes para transportar un hueco, lo cuál se podŕıa usar para preparar tram-

pas de dominios sin defectos, para realizar cálculos cuánticos o para diseñar

dispositivos atomtrónicos1. Además, teniendo en cuenta las estad́ısticas bosóni-

cas o fermiónicas de estos átomos y haciendo uso tanto de la interacción de

colisión como de la interacción de intercambio, se han discutido esquemas de

transporte de huecos para la implementación de un diodo coherente de un solo

hueco y un transistor coherente de un solo hueco(34).

En la f́ısica de átomos ultrafŕıos, las trayectorias Bohmianas se han utiliza-

do para obtener información f́ısica sobre el transporte adiabático de átomos

individuales, condensados de Bose-Einstein y agujeros en potenciales de pozo

triple. Se puede preveer que futuras investigaciones en este campo se centren

en aplicar algoritmos de Bohm para sistemas mesoscópicos a la dinámica de

unos pocos átomos fŕıos(35).

Dinámica molecular no adiabática: Las transiciones no adiabáticas en-

tre superficies de enerǵıa potencial juegan un papel importante en muchos

procesos qúımicos, para estudiar estos procesos es necesario ir más allá de la

interacción cuasi-estática electrón-nuclear, juntando la aproximación cuántica

y clásica, donde los electrones se describen con la mecánica cuántica (interpre-

tación estándar) y los núcleos con la clásica; está mezcla de aproximaciones

describe muchos fenómenos no adiabáticos, pero cuando existen efectos nu-

cleares cuánticos (decoherencia, interferencia, efecto túnel) está aproximación

presenta limitaciones. La mecánica Bohmiana presenta un método alternativo

1La atomtrónica es la tecnoloǵıa emergente que se ocupa de la creación de dispositivos análogos
a los circuitos electrónicos pero, en lugar de electrones, se utilizan átomos en estado de condensado
Bose-Einstein.
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basado en trayectoria para dar una descripción a los efectos nucleares cuánticos,

desde que Wyatt presentó en 1999 (36), se han propuesto diferentes esquemas

basados en la mecánica Bohmiana para describir la dinámica molecular sobre

la base de una representación diabática de la función de onda molecular, los

paquetes de ondas que representan el movimiento nuclear se discretizan en un

conjunto de trayectorias de Bohm. Estas trayectorias se siguen en el tiempo

mediante la integración de ecuaciones de movimiento acopladas que se formulan

y resuelven en la imagen lagrangiana del movimiento de fluidos de acuerdo con

las ecuaciones de Hamilton-Jacobi. Para el modelo de problemas de colisión de

dos estados, incluso con una pequeña cantidad de elementos fluidos, el método

predice con precisión el comportamiento oscilatorio complejo de los paquetes

de ondas. Basándose en la descomposición adiabática de la función de onda del

electrón-nuclear, Tavernelli ha presentado un enfoque adecuado para calcular

todas las propiedades de la estructura electrónica necesarias para la propaga-

ción de trayectorias cuánticas (37). La ecuación nuclear de movimiento está

formulada en términos de la ecuación de Hamilton-Jacobi, la teoŕıa del funcio-

nal de densidad y la teoŕıa del funcional de densidad dependiente del tiempo,

se utilizan para resolver la estructura electrónica en cada paso de tiempo. El

enfoque Bohmiano para la dinámica acoplada electrón-nuclear se deriva, sin

depender de una representación base (diabática o adiabática) de la función de

onda molecular completa. Los electrones se describen mediante ondas depen-

dientes, a través de la enerǵıa potencial total del sistema, y paramétricamente

de las trayectorias de los núcleos (38). Las ondas electrónicas se utilizan pa-

ra calcular las trayectorias Bohmianas de los electrones que se requieren para

calcular la fuerza que actúa sobre las variables nucleares. Incluso en el ĺımite

clásico, estos enfoques ofrecen una solución al problema de la ramificación de

la trayectoria al crear un nuevo tipo de reacción inversa cuántica en el subsis-

tema clásico, un ensamble de trayectorias Bohmianas clásica-cuánticas se crea

para una sola función de onda mecánica-cuántica inicial (39). Christov también

presenta un método para resolver problemas cuánticos de muchos cuerpos en

dinámica molecular donde los grados de libertad tanto electrónicos como nu-

cleares se representan por trayectorias Bohmianas, las ondas gúıas son solución
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de la ecuación de Schrödinger aproximada, evaluada a lo largo de trayectorias

electrónicas y nucleares (40).

Con el enfoque Bohmiano para procesos no adiabáticos, las ecuaciones de mo-

vimiento que consideran los procesos cuántico de los núcleos se han aplicado

solo a moléculas muy pequeñas o sistemas modelo, su extensión a sistemas

formados por más átomos sigue siendo cuestionable debido a la inestabilidad

con el cálculo del potencial cuántico, como el potencial cuántico lleva infor-

mación crucial de la naturaleza de los núcleos, está aproximación puede fallar,

existen alternativas basadas en trayectorias cuánticas que evitan el cálculo del

potencial cuántico como la mecánica cuántica sin funciones de onda (41) o

la extensión del esquema de función de onda condicional (42), las cuales se

encuentran bajo estudio y no se han demostrado aún.

Interacción luz-materia: Con la creación constante de láseres a mayores

intensidades, aparece una gran cantidad de fenómenos cuánticos, estos proce-

sos necesitan una descripción cuántica de la interacción luz-materia. El átomo

de hidrógeno ha sido ampliamente estudiado en una y dos dimensiones, en la

mecánica Bohmiana como prototipo para investigar la fotoionización, donde en

el modelo de hidrógeno en una dimensión, las trayectorias externas que escapan

del núcleo se asocian a la ionización y las trayectorias alrededor del núcleo a

la dinámica interna de electrones; este modelo se ha usado para realizar cálcu-

los en el ĺımite de ionización; para el estudio del rol del potencial cuántico

en fotoionización y del comportamiento caótico de las trayectorias clásicas y

Bohmianas. Christov ha desarrollado un método cuántico tipo Monte Carlo

(dependiente del tiempo) basado en trayectorias Bohmianas para simular la

dinámica de átomos multielectrónicos en campos ultra fuertes (43), este méto-

do se relaciona con el formalismo de la función de onda condicional y reduce el

problema de resolver la ecuación de Schrödinger para N-cuerpos a resolver un

set de N ecuaciones acopladas pseudo-Schrödinger, cada set produce la dinámi-

ca de una trayectoria para todas las part́ıculas, esto se repite para diferentes

posiciones iniciales obteniendo la dinámica completa del sistema; este méto-

do se puede aplicar para hallar el estado base de un átomo y para estudiar

su dinámica bajo un pulso ultraintenso; se ha llevado a estudiar el helio en
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tres dimensiones y permite el uso de un potencial efectivo que puede mode-

lar la interacción no local entre electrones introduciendo una correlación en

sus estados cuánticos. Las trayectorias Bohmianas se han usado para estudiar

la generación armónica de ordenes altos, su espectro se puede calcular de la

transformada de Fourier para el dipolo eléctrico inducido en un átomo den-

tro de un campo oscilatorio, las trayectorias de diferentes partes del paquete

de ondas del electrón contribuyen a diferentes partes del espectro armónico

(44); las trayectorias que empiezan lejos del núcleo las cuales ionizan y oscilan

con la frecuencia del campo representan la frecuencia baja del espectro y las

que empiezan cerca del núcleo representan las frecuencias armónicas altas del

espectro, Esto ha sido confirmado con potenciales de largo y corto alcance,

también se determinado que las trayectorias externas afectan de manera no

local a las internas. Además, las trayectorias Bohmianas se han utilizado para

ilustrar como los electrones absorben el momento angular debido a la polariza-

ción de la luz y a su momento angular orbital (45). La mecánica Bohmiana se

a usado también para estudiar la interacción de moléculas con campos electro-

magnéticos donde la dinámica de efecto túnel de los electrones entre los estados

localizados alrededor de cada núcleo de hidrógeno es mas rápida que el cambio

del campo eléctrico y por tanto es la que modula la ionización; las trayectorias

se pueden usar para construir un modelo de dos niveles para la fase relativa

de los dos estados localizados que permite predecir la velocidad Bohmiana de

las trayectorias dentro de la molécula y obtener la estructura de ionización del

subciclo (46). También se ha estudiado la dinámica de ionización de la molécu-

la H2 en una dimensión para distinguir entre dos clases distintas de ionización

dependiendo de si la dinámica de los dos electrones está correlacionada o no.

En conclusión la mecánica Bohmiana se ha utilizado ampliamente para el estu-

dio de fenómenos en el campo de interacciones fuertes luz-materia, las trayec-

torias Bohmianas se han usado tanto para realizar cálculos como para entender

la dinámica de estos sistemas.

Nanoelectronica (de DC a THz): Los avances en la tecnoloǵıa han llegado

a desarrollar dispositivos que se aproximan cada vez más al ĺımite cuántico

por lo que es necesario empezar a describirlos bajo las leyes de la mecánica
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cuántica; muchos formalismos han sido utilizados para modelar el transporte

cuántico de electrones, la mecánica Bohmiana ha profundizado exitosamente

el estudio del transporte de electrones. El estudio de este fenómeno trae con-

sigo el problema de múltiples grados de libertad, para lidiar con esto se han

desarrollado aproximaciones basadas en la mecánica de Bohm que tratan el

problema de muchos cuerpos; usando un potencial efectivo apropiado, obteni-

do convolucionando el potencial electrostático con una función Gaussiana, se

puede replicar ciertos comportamientos cuánticos usando la f́ısica clásica, en-

tonces no se requiere resolver la ecuación de Schrödinger (47). En términos de

las trayectorias Bohmianas la dispersión inelástica se modelo por un potencial

imaginario variable espacialmente, este enfoque está estrechamente relaciona-

do con los términos complejos que aparecen en la formulación condicional de

la mecánica Bohmiana y proporciona una nueva perspectiva de los efectos de

la dispersión y la decoherencia electrón-fonón. Buscando una herramienta de

simulación de dispositivos de electrones más amplia se propuso una generaliza-

ción de la técnica de simulación de dispositivos Monte Carlo de conjunto clásico

para tratar simultáneamente los efectos de coherencia de fase de la mecánica

cuántica y las interacciones de dispersión en dispositivos cuánticos (48); El tra-

tamiento cuántico bajo este método restringe el transporte a las regiones del

dispositivo donde el potencial cambia en distancias del orden de la longitud de

onda de De Broglie de los portadores. Las trayectorias de Bohm asociadas con

paquetes de ondas Gaussianas dependientes del tiempo se utilizan para simular

el transporte de electrones en la ventana cuántica. Usando mecánica Bohmiana

en sistemas de medida multitemporales se debe agregar los grados de libertad

del aparato de medida a los del sistema que se va a estudiar y solucionar la

ecuación de Schrödinger para el sistema combinado, computacionalmente esto

añade complejidad al problema, se puede usar un potencial efectivo para la

interacción del sistema del instrumento de medida, esto permite relacionar la

medición (ampeŕımetro) de la corriente total con las trayectorias Bohmianas

de sistemas eléctricos, la división entre lo transmitido y reflejado viene princi-

palmete de la región activa y no del ampeŕımetro, los efectos de la medición

pueden ser despreciables para frecuencias altas (49). La ecuación de Poisson
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y la dinámica electrónica se resuelvan de manera autoconsistente, debido a el

cálculo de la corriente de desplazamiento y la imposición de la neutralidad

total de la carga, esto se logra resolviendo un hamiltoniano de muchas part́ıcu-

las para un conjunto de part́ıculas con interacción de Coulomb dentro de un

sistema abierto sin ninguna aproximación perturbativa o de campo medio por

medio de un algoritmo de trayectoria condicional (50; 51). En la mecánica de

Bohm usando una generalización de los teoremas de Ramo-ShockleyPellegriniel

la evaluación de la conservación de la corriente se logró altas frecuencias (52).

Oriols y colaboradores han desarrollado un simulador de Monte Carlo cuánti-

co basado en trayectorias Bohmianas que describe el transporte de electrones

en dispositivos a nanoescala, para DC y más allá de este reǵımen (48), este

simulador también incluye un paquete basado en el ĺımite semiclásico de la

mecánica de Bohm y se ha generalizado incluyendo el transporte de electrones

dependiente del esṕın (53), basados en este algoritmo presentaron un simula-

dor de transporte cuántico de electrones dependiente del tiempo en 3D basado

en trayectorias Bohmianas llamado BITLLES, basándose en la Mecánica Boh-

miana, resuelve la ecuación de Schrödinger de muchas part́ıculas para cientos

de electrones en términos de múltiples ecuaciones de pseudo-Schrödinger de

una sola part́ıcula sin perder el Coulomb expĺıcito e intercambiar correlaciones

entre electrones (a un nivel comparable a la Teoŕıa Funcional de la Densidad

Dependiente del Tiempo) (54). La mecánica de Bohm se esta utilizando acti-

vamente en la simulación del transporte de electrones siendo una herramienta

que va desde lo interpretativo, hasta aproximaciones al problema de muchos

cuerpos en reǵımenes de alta frecuencia, actualmente se están desarrollando

investigaciones para fenómenos más complejos para describir dispositivos mo-

leculares.

Más allá del escenario no relativista sin esṕın: La mecánica cuántica

Bohmiana permite una descripción de la dinámica de las part́ıculas de esṕın y

puede extenderse a otros dominios como la relatividad, la teoŕıa cuántica de

campos, la cosmoloǵıa cuántica o incluso la óptica clásica. Existen dos alter-

nativas para incluir el grado de libertad de esṕın dentro de la formulación de

Bohm; el esṕın se puede explicar reemplazando la función de onda escalar por
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una función con valor de esṕın cuya dinámica viene dada por la generalización

adecuada de la ecuación de Schrödinger, también se puede incluir el esṕın de

la part́ıcula en la dinámica siguiendo un enfoque Bohmiano completo agregan-

do tres ángulos de Euler (α, β, γ) a la función de onda para cada una de las

part́ıculas de esṕın del sistema, de modo que la amplitud y la fase de la función

de onda dependen de la posición de las part́ıculas y de los ángulos (55; 6); la

sincronización de las trayectorias de las part́ıculas también se ha considerado

como un recurso para obtener una formulación cuántica Bohmiana covariante

de Lorentz, la no localidad es una de las principales preocupaciones en el de-

sarrollo de una teoŕıa cuántica relativista satisfactoria, Dürr y colaboradores

desarrollaron un enfoque que consiste en extraer, de la función de onda, in-

formación del comportamiento espacio-tiempo similiar al espacio para definir

la mecánica de Bohm (56; 57); Nikolić, generaliza la densidad de probabilidad

espacial estándar a una densidad de probabilidad espacio-temporal e introduce

una función de onda de muchos tiempos para sistemas de muchas part́ıculas,

con esto deriva una formulación covariante relativista de la mecánica cuánti-

ca para part́ıculas sin esṕın y con esṕın (58; 59). En la mecánica cuántica de

Bohm relativista el carácter covariante relativista es expĺıcito; la ecuación rela-

tivista de Dirac también se ha analizado en términos de trayectorias de Bohm,

demostrando que la probabilidad de que un electrón alcance la velocidad de la

luz en cualquier momento es igual a cero(57). Se han propuesto diferentes mo-

delos desde la mecánica Bohmiana que describen la creación y aniquilación de

part́ıculas que son capaces de reproducir las predicciones cuánticas estándar,

por ejemplo, cuando la función de onda condicional asociada con una medida

cuántica ya no depende de una de las coordenadas del espacio-tiempo, entonces

la part́ıcula correspondiente tiene velocidad cuatridimensional cero, entonces la

part́ıcula ya no tiene una trayectoria asociada, está representada por un punto

en el espacio-tiempo. Las trayectorias en el espacio-tiempo pueden tener pun-

tos de inicio (creación) y final (aniquilación), que corresponden a posiciones

en las que se desvanecen sus cuatro velocidades, esto posibilita la no conser-

vación del número de part́ıculas en los sistemas cuánticos; los campos también

podŕıan tomarse como variables ocultas en en la mecánica cuántica de Bohm
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(31). La mecánica Bohmiana se ha usado como modelo causal en el estudio de

la cosmoloǵıa cuántica, para una función de onda estacionaria, la formulación

de Bohm puede proporcionar una evolución temporal a través de las trayecto-

rias de Bohm; para evitar singularidades por gravedad se ha considerado usar

la fuerza cuántica que aparece en la mecánica de Bohm (60; 61). Kocsis y co-

laboradores, desarrollaron experimentalmente los caminos promedio estad́ısti-

camente tomados por fotones individuales en un experimento de doble rendija

de Young a través de la técnica de medición débil, mostrando que estas trayec-

torias promedio coinciden con las correspondientes a las trayectorias cuánticas

de Bohm (62). Orefice y colaboradores han estudiado la conexión entre las tra-

yectorias Bohmianas de part́ıculas masivas y las trayectorias ópticas de haces

de luz más allá de la aproximación de la óptica geométrica, han demostrado

expĺıcitamente que la ecuación de Helmholtz de una onda de óptica clásica,

sin aproximaciones, da un conjunto hamiltoniano de ecuaciones de trazado de

rayos que tienen en cuenta la interferencia y la difracción, haciendo evidencia

que las trayectorias asociadas con estos rayos dependen de la distribución de

la amplitud del haz mediante el potencial de onda, que es la fuente de la no

localidad (se omite en la aproximación de la óptica geométrica), este potencial

de onda es equivalente al potencial cuántico de la teoŕıa de Bohm (63).

4.2. Aplicación a problemas generales

Colisión elástica: El primer acercamiento Bohmiano es el de la dispersión de

objetivos localizados realizado por Hirschfelder y colaboradores, donde estu-

diaron la colisión elástica entre dos part́ıculas que interactúan a través de un

potencial cuadrado con simetŕıa esférica (64); Un estudio realizado por Zans

y colaboradores llevó a la aparición de una dinámica de vórtice alrededor del

objetivo en el tiempo de máxima interacción, este tipo de dinámicas son t́ıpi-

cas de cualquier proceso de dispersión elástica independientemente del sistema

analizado (23); por otro lado Efthymiopoulos y colaboradores estudiaron la

difracción de part́ıculas cargadas por objetivos de material delgado, estimando

el tiempo de llegada usando las trayectorias Bohmianas (65; 66). La mecánica
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Bohmiana se ha aplicado a el campo de dispersión de la superficie del átomo

buscando determinar la relación entre la difracción superficial y las caracteŕısti-

cas del arco iris clásico, el papel de la dinámica de vórtices en el proceso de

adsorción (29) o el origen dinámico de resonancias de adsorción selectiva por

debajo del inicio del caos clásico; usando trayectorias Bohmianas para analizar

el caso de superficies periódicas, a medida que aumenta la extensión parale-

la a la superficie de la onda entrante, la información sobre la periodicidad de

la superficie se vuelve más precisa, tal comportamiento es una consecuencia

directa de la redistribución de los momentos Bohmianos a lo largo de varios

grupos de trayectorias (23); además al observar el comportamiento dinámico

del paquete de ondas acercándose a la superficie, las trayectorias que comienzan

alrededor de las partes más traseras de la función de onda inicial no alcanzan

la superficie, rebotan hacia atrás y las trayectorias con posiciones iniciales más

cercanas a la superficie se mueven paralelas a ella hasta que la onda comienza

a difractarse; esto se puede asociar con la propiedad de no cruce de Bohm (las

trayectorias de Bohm no pueden atravesar el mismo punto espacial al mismo

tiempo) (29; 23). Philippidis analizó el experimento de la doble rendija desde

la mecánica Bohmiana, consideró dos rendijas Gaussianas, explicó la dinámica

de las trayectorias en términos de la topoloǵıa del potencial cuántico; obser-

vando que las trayectorias se mueven a lo largo de regiones donde el potencial

es plano y evitan aquellas donde el potencial vaŕıa (67); en la topoloǵıa central

plana dos grupos de trayectorias (cada una de una rendija distinta) coexisten

sin mezclarse, esto indica que siempre es posible reconocer la rendija por la que

pasó la part́ıcula sin necesidad de observarla directamente; datos obtenidos en

un experimento de tipo Young con la luz han confirmado la viabilidad de este

fenómeno (62); la difracción de rendija también se ha analizado para diferentes

tipos de ondas de materia y varios arreglos de rendijas, a medida que aumenta

el número de rendijas, se puede notar la aparición de una estructura ordena-

da, a medida que se aumenta el número de rendijas el patrón de difracción se

vuelve un patrón regular como se puede observar en la figura 4.2(alfombra de

Talbot); para números enteros pares el patrón está en fase con la rejilla y para

enteros impares hay un desplazamiento a mitad de camino (20; 23).
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Figura 4.2: Aparición de la alfombra de Talbot en el campo cercano (izquierda),
representación Bohmiana (derecha). Tomada de (1; 2)

El problema de muchos cuerpos: La solución de Monte Carlo para la

ecuación de Schrödinger da una solución aproximada para un problema Hamil-

toniano de muchos cuerpos exacto (68), el algoritmo Hartree-Fock aproxima la

función de onda de muchas part́ıculas a un determinante de Slater de funciones

de onda de una part́ıcula que no interactúan; la teoŕıa funcional de la densidad

(DFT) muestra que la densidad de carga se puede utilizar para calcular cual-

quier observable sin conocer la función de onda (69); con la interpretación de

Bohm se han propuesto diferentes métodos para obtener aproximaciones al pro-

blema de muchos cuerpos, entre ellos el uso del potencial cuántico Bohmiano

para sistemas de muchas part́ıculas, la mezcla de grados de libertad clásicos y

cuánticos, el uso de funciones de onda condicionales donde la mecánica Boh-

miana propone una función de onda de una sola part́ıcula en el espacio tridi-

mensional y proporciona caracteŕısticas de muchas part́ıculas del sistema, la

función de onda condicional se construye sustituyendo todos los N − 1 grados

de libertad de la función de onda de muchas part́ıculas, por sus trayectorias

de Bohm dejando una función de onda de una sola part́ıcula con una depen-

dencia del tiempo compleja; existe un intercambio de enerǵıa cinética entre las

part́ıculas (sistema no adiabático); Además desde la perspectiva Bohmiana con
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la ecuación no lineal y no unitaria es posible analizar sistemas no aislados los

cuales no se rigen por la ecuación lineal y unitaria de Schrödinger (1).

Medidas cuánticas: La explicación Bohmiana para la medida, se fundamenta

en evitar la división entre el sistema cuántico y el instrumento de medición,

las part́ıculas que definen el sistema cuántico y las que define el instrumento

de medida tienen su propia trayectoria Bohmiana, y todas comparten una fun-

ción de onda común de muchas part́ıculas, donde, los valores de las mediciones

y sus probabilidades se obtienen a partir de las trayectorias que conforman

el señalador del instrumento de medida. La información del sistema se obtie-

ne a partir de un análisis estad́ıstico de los datos obtenidos tras la repetición

del experimento, las mediciones que son tanto débiles como preseleccionadas y

postseleccionadas proporcionan el valor débil, se puede preseleccionar el siste-

ma en un estado f́ısico particular (inicial) y luego hacer una medición débil del

impulso que proporciona una distorsión pequeña del sistema, se realiza una me-

dición fuerte (proyectiva) de la posición y se postselecciona los valores débiles

de la medición del momento que posteriormente dan una posición determina-

da; esto da información de la velocidad Bohmiana local de una part́ıcula (70),

basándose en esta técnica Kocsis y colaboradores reconstruyeron las trayecto-

rias promedio de los fotones en el experimento de dos rendijas (62); Traversa

mostró que la medición de la velocidad Bohmiana utilizando el valor débil (de-

sarrollado por Aharonov (71)) es compatible con el concepto la medida del

valor de operadores positivos (POVM) (72), la velocidad Bohmiana medida

es un valor débil que se obtiene después de un gran conjunto de resultados

experimentales; Lundeen y colaboradores mostraron que la función de onda de

una part́ıcula se puede “medir directamente” usando mediciones débiles(73) y

Travis mostró que si se aplica la misma técnica débil a un sistema entrelaza-

do, el resultado es precisamente la función de onda condicional derivada de la

mecánica Bohmiana (74).

Caos cuántico: El caos cuántico se puede abordar desde la mecánica Bohmia-

na, la cual permite analizar sistemas cuánticos con las mismas herramientas que

se utilizan en la mecánica clásica; Bohm (8), Hiley (55), Dürr(75) y Holland(6)

(por separado) propusieron que el concepto de caos de la f́ısica clásica puede
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generalizarse a sistemas cuánticos mediante trayectorias Bohmianas, donde el

caos cuántico surge de la ley dinámica (75). Desde un punto de vista Bohmiano,

todas las part́ıculas asociadas con funciones propias están en reposo y los po-

tenciales exhiben movimientos cuánticos al elegir combinaciones lineales de sus

funciones propias; la dinámica caótica de un sistema se puede caracterizar mi-

diendo la tasa de intercambio de información entre diferentes partes del sistema

dinámico a medida que evoluciona (76), esto se relaciona con la entroṕıa de

Kolmogorov-Sinai (KS) (77), este tipo de entroṕıa métrica está relacionada

con la tasa de pérdida de información al predecir la evolución futura del sis-

tema mediante el análisis del comportamiento que muestran sus trayectorias;

cuando en una región del espacio fase el flujo de trayectorias cuánticas tiene

entroṕıa KS positiva entonces la dinámica cuántica es caótica. La existencia

del caos clásico no implica que su equivalente cuántico también lo exhiba en

términos Bohmianos. Schwengelbeck y Faisal(78), Parmenter y Valentine(79)

analizaron la evolución temporal de los exponentes de Lyapunov, encontrando

una serie de requisitos que los sistemas cuánticos deben cumplir para presentar

una dinámica Bohmiana caótica, el sistema debe tener dos grados de libertad,

la función de onda debe ser una superposición de tres estados estacionarios y

un par de estos estados estacionarios deben tener enerǵıas propias mutuamen-

te desproporcionadas; el análisis Bohmiano del caos cuántico muestra que las

inestabilidades cuánticas se derivan de la complejidad del potencial cuántico y

no de las inestabilidades clásicas externas (1). Frisk estableció un paralelismo

entre el caos Bohmiano y los sistemas hamiltonianos clásicos, vinculó la presen-

cia de vórtices con la presencia de comportamientos caóticos cuánticos; en la

mecánica clásica, la dinámica caótica está relacionada con la función potencial

y en la mecánica cuántica la no linealidad de la ecuación de gúıa de Bohm

puede llevar a una dinámica caótica (80); Wisniacki (81) y Efthymiopoulos

(65) (por separado) concluyeron que el origen del caos Bohmiano se debe a la

presencia de vórtices cuánticos2 en movimiento (82). El estudio del caos cuánti-

co desde la perspectiva Bohmiana se extiende al problema de la hipótesis del

equilibrio cuántico donde el caos es la causa del origen dinámico de la relaja-

2Un vórtice cuántico representa una circulación de flujo cuantificada de una cantidad f́ısica, los
vórtices cuánticos son un tipo de defecto topológico exhibido en superfluidos y superconductores
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ción cuántica, bajo condiciones especificas las trayectorias cuánticas conducen

a un acercamiento asintótico en el tiempo, cuando las trayectorias exhiben una

dinámica caótica se puede entonces, observar la relajación cuántica (83); la

mecánica de Bohm permite poner la mecánica cuántica al nivel de la mecánica

estad́ıstica clásica, mediante la conservación de la probabilidad a lo largo de

las trayectorias; lo cual convierte esta interpretación en una herramienta útil

para explorar y analizar el aspecto fundamental relacionado con la hipótesis

del equilibrio cuántico y de manera practica la dinámica de relajación de los

sistemas cuánticos (84; 85; 86).

Dispersión reactiva: La mecánica Bohmiana permite el estudio de la disper-

sión en términos de la dinámica de la evolución de la densidad de probabilidad

del sistema. McCullough y Wyatt propusieron el uso del vector de flujo de

probabilidad cuántica como herramienta para estudiar la dispersión reactiva,

para part́ıculas neutras, calculando el flujo cuántico y representarlo como ma-

pas de flechas, encontraron una explicación dinámica para el efecto centŕıfugo

negativo ; cuando se crea un nodo de densidad de probabilidad, observaron un

comportamiento dinámico de vórtice, el flujo gira alrededor del nodo dando

lugar a el efecto de remolino cuántico (87); la presencia de vórtices cuánticos

se pueden observar en diferentes problemas f́ısicos de dos o más dimensiones,

esto se debe a la fusión de diferentes partes de la función de onda en regiones

del espacio de configuración; está dinámica se asocia a la presencia de caos

en la mecánica Bohmiana. Hirschfelder y colaboradores, analizaron la disper-

sión producida por una barrera bidimensional cuadrada donde encontraron,

los análogos cuánticos de la reflexión total alterada de la luz polarizada per-

pendicularmente y el desplazamiento longitudinal de Goos–Hänchen, también

mostraron que dentro del esquema Bohmiano, el tunelamiento sucede cuando

las part́ıculas viajan por encima de la barrera (88). Basándose en la mecánica

de Bohm, Dewdney y Hiley reprodujeron algunos de los resultados mostrados

por Goldberg sobre la dispersión de barreras y pozos unidimensionales usando

trayectorias (55). El método de trayectoria cuántica de la mecánica de Bohm,

se ha utilizad de manera alternativa a los métodos numéricos de propagación

cuántica para el estudio de la dispersión reactiva incluido el tunelamiento (7).
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Transición y decoherencia cuántica a clásica: En la mecánica Bohmiana

la ecuación de Hamilton-Jacobi tiene un término adicional, el potencial cuánti-

co contiene información sobre la curvatura topológica de la función de onda

en el espacio de configuración; la densidad de probabilidad en el espacio de

configuraciones es una función oscilatoria cuya media coincide con la clási-

ca, el potencial cuántico presenta una topoloǵıa bastante compleja, de modo

que el factor que depende de la curvatura de la función de onda no desapa-

rece, la regla de no cruce sigue siendo válida. Las trayectorias nos muestran

el comportamiento del sistema a nivel local (subsistema), a un nivel global se

ha observado que los patrones de intensidad se acercan a los clásicos (89). La

estructura de escalera observada en la función de deflexión cuántica está rela-

cionada con la aparición de los ángulos de Bragg, correspondiendo cada paso a

un orden de difracción diferente; a medida que aumenta la masa de la part́ıcula

entrante la estructura de escalera se vuelve más compleja, asemejándose a la

función de deflexión clásica, sin embargo existen diferencias, las trayectorias

en los subsistemas no pueden cruzarse pero intentan imitar el comportamiento

clásico, lo que da lugar a una serie de oscilaciones a lo largo de la función de

deflexión, solo se puede reproducir la mitad de la función de deflexión clásica,

además la función de deflexión cuántica solo puede reproducir globalmente la

clásica, pero no dentro de cada subsistema. El entrelazamiento esta ligado al

intento de lidiar con las oscilaciones que aparecen en el ĺımite clásico, la inse-

parabilidad entre diferentes grados de libertad conduce a una decoherencia en

el sistema (90). Diferentes autores han tratado el problema del entrelazamiento

dentro del marco Bohmiano, las trayectorias Bohmianas también se han utiliza-

do para analizar la apariencia de no localidad en la mecánica cuántica (91). La

mecánica de Bohm, proporciona una prescripción ineqúıvoca para monitorear

el flujo y el intercambio de coherencia cuántica entre el sistema y el entorno

mediante la función de onda condicional; se han estudiado diferentes enfoques

como métodos mixtos de Bohmiano-clásico (92) y extensiones análogas que

hacen uso del enfoque hidrodinámico (86).



Caṕıtulo 5

Objeciones a la interpretación

causal

Existen diferentes objeciones a la interpretación de Bohm, acá se nombrarán

solo algunos de los obstáculos con los que esta interpretación se ha encontrado, es

importante recalcar que muchos de estos obstáculos u objeciones están actualmente

bajo investigación constante por teóricos que la consideran digna de su estudio, y de

hecho, muchas de las objeciones iniciales se han ido resolviendo a medida que nuevas

investigaciones han salido a la luz, por supuesto al aumentar la complejidad de las

investigaciones surgen nuevos obstáculos, preguntas y objeciones.

Existe una caracteŕıstica llamativa de la mecánica de Bohm que a menudo se

presenta como una objeción: en la mecánica de Bohm la función de onda actúa sobre

las posiciones de las part́ıculas pero, al evolucionar de forma autónoma a través de la

ecuación de Schrödinger, las part́ıculas no actúan sobre ella. Esto es considerado por

algunos Bohmianos, como una pista importante sobre el significado de la función de

onda de la mecánica cuántica, la función de onda podŕıa considerarse como un ente

matemático sin explicación f́ısica, como un objeto que se puede controlar convenien-

temente; expresando la ley del movimiento análoga a la Hamiltoniana en la mecánica

clásica, y que una ecuación de tipo Schrödinger dependiente del tiempo, desde esta

perspectiva más profunda (cosmológica), es meramente fenomenológica(93; 56); Otra

objeción frecuente desde la perspectiva estándar es la cosmoloǵıa cuántica, para la

cual el sistema cuántico relevante es todo el universo y, por lo tanto, no hay ningún

64
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observador fuera del sistema que provoque el colapso de la función de onda en la

medición. En este contexto, los modelos de Bohm han aclarado la cuestión de la

inevitabilidad de la presencia de singularidades en las teoŕıas que pretenden llegar

de la gravedad cuántica (94).

En el caso de la dispersión, las distribuciones de densidad continua de la función

de onda de Schrödinger pueden reproducirse mediante un conjunto de trayectorias

que representan eventos de dispersión posteriores. Sin embargo, la mecánica Bohmia-

na tiene un problema conceptual, si solo se involucran part́ıculas individuales; por

ejemplo, Si un electrón atómico está asociado con una función de onda puramente

real, la mecánica de Bohm postula que el electrón está en reposo, este es el caso

para todos los estados S y para todos los subniveles magnéticos con número cuántico

magnético cero. Holland (6) mostró que un electrón en reposo, no puede caer por

un potencial cuántico que equilibra el potencial de Coulomb, además el electrón en

reposo no podŕıa irradiar, ni producir un momento magnético. Un electrón que des-

cansa fuera del núcleo causaŕıa un fuerte momento dipolar eléctrico y esto contradice

las consideraciones de paridad, puesto que, el cuadrado absoluto de una función de

onda atómica es par, el operador dipolar impar llevaŕıa a un valor esperado cero del

momento dipolar eléctrico y se habŕıan encontrado fuertes momentos dipolares en

los experimentos donde los átomos atraviesan campos eléctricos no homogéneos, los

experimentos de dispersión átomo-átomo exhibiŕıan una fuerte interacción dipolo-

dipolo que disminuye lentamente al aumentar la distancia entre los átomos, como la

interacción habitual de Van-der-Waals. Las fuerzas de largo alcance entre los átomos

también influyen fuertemente en las tasas de recombinación utilizadas para simular

la proporción de átomos y moléculas en la alta atmósfera, seŕıa imposible no haber

observado esos momentos dipolares eléctricos; entonces, el postulado de electrones

en reposo debe ser incorrecto. La mecánica de Bohm predice momentos dipolares

eléctricos no solo para todos los estados s y subniveles magnéticos con un número

cuántico magnético que se desvanece, sino también para todos los demás estados

del hidrógeno atómico; si el número cuántico magnético no es cero, la mecánica de

Bohm postula que los electrones asociados se mueven en ćırculos con latitud constan-

te; los centros de estas órbitas no coincidiŕıan con la ubicación del núcleo. También

se encuentran discrepancias entre las predicciones de Bohm y los resultados experi-
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mentales para moléculas diatómicas que vibran, las funciones de onda que describen

las vibraciones moleculares son puramente reales, lo que indica que la distancia entre

los dos núcleos debeŕıa ser constante y las moléculas individuales no estaŕıan en la

distancia de equilibrio; las enerǵıas de los niveles vibratorios dependen fuertemente

de la distancia de los dos núcleos y los espectros de vibración prueban que todas

las moléculas tienen el mismo momento de inercia. Solo para grandes estados vibra-

cionales, la falta de armońıa del potencial molecular interno conduce a un aumento

pequeño pero observable de la distancia internuclear, aśı que los núcleos no pueden

estar en reposo para moléculas diatómicas en estados vibratoriamente excitados (95).



Caṕıtulo 6

Conclusión

“Siempre pensé que algo estaba fundamentalmente mal con el universo”

Duglas Adams

En la propuesta de este trabajo se planteo como objetivo general realizar un

estudio teórico de la interpretación no estándar de la mecánica cuántica, y como

objetivos espećıficos de la interpretación de Bohm, realizar una revisión bibliográfi-

ca de art́ıculos y libros; desarrollar el formalismo de esta, comprobar y modelar los

cálculos de algunas de las ecuaciones de trayectorias Bohmianas. Considero que estos

objetivos se lograron a plenitud, ya que, en el documento se presenta el formalismo

de la mecánica Bohmiana (capitulo 2), se hizo una revisión bibliográfica lo más ex-

tensa posible y se reprodujo en detalle uno de los cálculos más relevantes en la teoŕıa

de Bohm, como lo es la interferencia de ondas Gaussianas asociado al experimento

de doble rendija como se ve en el capitulo 3, adicionalmente se presenta de mane-

ra general los axiomas de la interpretación estándar y se mencionan algunas de las

motivaciones para estudiar una interpretación distinta, permitiendo hacer una com-

paración entre los axiomas de la mecánica cuántica estándar y la mecánica cuántica

Bohmiana.

La mecánica Bohmiana se a utilizado de manera exitosa en muchas áreas de la

f́ısica y se busca llevar al estudio y descripción de fenómenos cuánticos mucho más

complejos; cuando la interpretación no es óptima para el estudio de un fenómeno,

las trayectorias como base de investigación lo pueden ser, lo que nos da pie a creer

67
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que la interpretación Bohmiana tal y como está escrita en este documento no es

completa ni suficiente para describir toda la f́ısica cuántica, pero es una base sólida

para el desarrollo de una interpretación de la f́ısica cuántica completa; una de las

ventajas más importantes de la interpretación estudiada en este documento es la

causalidad puesto que a largo plazo esto contribuirá de manera positiva a la intención

de crear un puente entre la f́ısica clásica y la f́ısica cuántica, que ha sido uno de los

objetivos desde el nacimiento de la f́ısica cuántica, entro otras de sus ventajas está, la

explicación Bohmiana de una medida cuántica, que reproduce la evolución temporal

unitaria de los sistemas cuánticos con ondas y part́ıculas, y proporciona su propio

formalismo para explicar todo tipo de evoluciones no unitarias de las medidas; vale

la pena mencionar que, a pesar de la equivalencia emṕırica entre la mecánica de

Bohm y la teoŕıa cuántica estándar, hay una variedad de problemas experimentales

que no son interpretados cómodamente en el formalismo cuántico estándar, pero

que la mecánica de Bohm puede interpretar de manera más simple. Entre estos se

encuentran los tiempos de permanencia y tunelización (96), los tiempos de escape y

las posiciones de escape (97), la teoŕıa de la dispersión (98) y el caos cuántico (75).

Además, los recursos adicionales presentes en la mecánica de Bohm, en particular la

noción de función de onda condicional, han sido útiles para el desarrollo de esquemas

de aproximación para tratar aplicaciones cuánticas prácticas (32).“la ruta Bohmiana

parece un camino muy saludable y hermoso para tomar mientras se viaja por el

territorio cuántico”(1).

Como continuidad de este trabajo, para quienes quieran profundizar en temas

espećıficos, actualmente en la literatura se encuentran las siguientes lineas de inves-

tigación asociadas a la mecánica Bohmiana:

Relativistic Bohmian Mechanics

A Bohmian version of quantum electrodynamics

Bohmian Mechanics in curved space-time

Bohmian Mechanics and space-time singularities

Bohmian Mechanics for a time-independent wave function of the universe

Bohmian Mechanics and scattering theory.
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Classical limit of Bohmian Mechanics.

Time measurements in Quantum Mechanics.

Identical particles in Bohmian Mechanics.

Quantum Mechanics in topologically non-trivial spaces.

A lo largo de la historia se han encontrado objeciones a está interpretación, la

mayoŕıa se basan en desinformación o en el simple hecho de que aún no se han abor-

dado. La mecánica Bohmiana aun tiene mucho por investigar y muchas preguntas

por resolver, como las interacciones entre el sistema y el instrumento de medición,

que lleva a preguntas sobre el entrelazamiento en la vida cotidiana y cómo se pue-

den controlar de manera óptima los procesos de decoherencia. La literatura que se

encuentra actualmente acerca de está interpretación muestra que hasta el momento

está teoŕıa es consistente, aumentando la complejidad y la cantidad de fenómenos

que se estudian con esta interpretación, es claro que aún queda un gran camino por

recorrer y muchas preguntas por resolver, pero es innegable el hecho de que va por

buen camino.

Con todos los avances tecnológicos y cient́ıficos qué nos han mostrado un mundo

cuántico completamente nuevo seŕıa arrogante creer que una interpretación escrita

hace más de 70 años es completa y suficiente para describir fenómenos cuánticos,

Pero, si es una buena base para construirla, es necesario el estudio a profundidad de

los fenómenos cuánticos para lograr llegar a una interpretación completa y suficiente

de la mecánica cuántica.

Feynman explico mediante una analoǵıa lo que hacemos para tratar de entender

los fenómenos naturales, comparó la naturaleza con juego de ajedrez donde nosotros

somos los espectadores y no sabemos las reglas del juego, bajo la observación pode-

mos ir entendido y encontrando las reglas del juego; en el camino puede ser necesario

modificar algunas de las reglas iniciales, “... descubrimos una ley y después encontra-

mos una comprensión más profunda de la misma... Tienes todas las leyes, se ve muy

bien y de repente algún fenómeno extraños ocurre...”(99), pues las observaciones se

vuelven más complejas, algunas reglas pueden dejar de ser ciertas por completo; está

modificación es natural, la podemos ver con el nacimiento de diferentes campos de

investigación de la f́ısica, cuando la f́ısica clásica dejo de ser suficiente, nació la f́ısica
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cuántica y de esta nacieron muchos más campos de investigación, y busca facilitar el

entendimiento de los fenómenos y llevar a leyes que inicialmente se pueden perciben

como complejas y extrañas a leyes lógicas y fáciles de entender “ ... en la f́ısica cuando

descubres cosas nuevas, parece más simple. En general, parece ser más complicado

porque aprendemos sobre una experiencia mayor, a medida que aprendemos sobre

más part́ıculas y cosas nuevas, entonces las leyes parecen complicadas nuevamente.

pero si te das cuenta todo el tiempo, lo cual es algo maravilloso, que a medida que

expandimos nuestra experiencia a regiones cada vez más salvajes, de vez en cuando

tenemos estas integraciones en las que todo se une en una unificación que termina

siendo mas sencilla de lo que se tenia antes...”(99).
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[59] H. Nikolić, “Making nonlocal reality compatible with relativity,” International

Journal of Quantum Information, vol. 09, 11 2011.

[60] F. Shojai and S. Molladavoudi, “Quantum cosmology with varying speed of light

and bohmian trajectories,” General Relativity and Gravitation, vol. 39, 08 2007.

[61] N. Pinto-Neto, E. Santini, and F. Falciano, “Quantization of friedmann cosmo-

logical models with two fluids: Dust plus radiation,” Physics Letters A, vol. 344,

pp. 131–143, 05 2005.

[62] S. Kocsis, B. Braverman, S. Ravets, M. Stevens, R. Mirin, L. Shalm, and

A. Steinberg, “Observing the average trajectories of single photons in a two-

slit interferometer,” Science (New York, N.Y.), vol. 332, pp. 1170–3, 06 2011.

[63] A. Orefice, R. Giovanelli, and D. Ditto, “Complete hamiltonian description of

wave-like features in classical and quantum physics,” Foundations of Physics,

vol. 39, pp. 256–272, 03 2009.



Bibliograf́ıa 77

[64] J. Hirschfelder and K.-t. Tang, “Quantum mechanical streamlines. iv. collision of

two spheres with square potential wells or barriers,” Chemical Physics - CHEM

PHYS, vol. 65, pp. 470–486, 07 1976.

[65] N. Delis, C. Efthymiopoulos, and G. Contopoulos, “Quantum vortices and tra-

jectories in particle diffraction,” International Journal of Bifurcation and Chaos,

vol. 22, 03 2011.

[66] G. Contopoulos, N. Delis, and C. Efthymiopoulos, “Order in de broglie - bohm

quantum mechanics,” Journal of Physics A-mathematical and Theoretical - J

PHYS A-MATH THEOR, vol. 45, 03 2012.

[67] C. Philippidis, C. Dewdney, and B. J. Hiley, “Quantum interference and the

quantum potencial,” Il Nuovo Cimento B (1971-1996), vol. 52, no. 1, pp. 15–

28, 1979.

[68] M. Nightingale and C. Umrigar, Quantum Monte Carlo methods in physics and

chemistry, vol. 154. Springer, 1999.

[69] W. Kohn, “Electronic structure of matter –wave functions and density functio-

nals,” CHIMIA, vol. 54, 01 2000.

[70] H. Wiseman, “Grounding bohmian mechanics in weak values and bayesianism,”

New Journal of Physics, vol. 9, p. 165, 06 2007.

[71] Y. Aharonov, D. Albert, and L. Vaidman, “How the result of a measurement of

a component of the spin of a spin- 1/2 particle can turn out to be 100,” Physical

review letters, vol. 60, pp. 1351–1354, 05 1988.

[72] F. Traversa, G. Albareda, M. Di Ventra, and X. Oriols, “Robust weak-

measurement protocol for bohmian velocities,” Physical Review A, vol. 87,

p. 052124, 05 2013.

[73] J. Lundeen, B. Sutherland, A. Patel, C. Stewart, and C. Bamber, “Direct mea-

surement of the quantum wavefunction,” Nature, vol. 474, pp. 188–91, 06 2011.

[74] T. Norsen and W. Struyve, “Weak measurement and (bohmian) conditional

wave functions,” Annals of Physics, vol. 350, 05 2013.



Bibliograf́ıa 78
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