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Resumen

En el presente trabajo se expone un modelo para produccion de materia oscura escalar
a partir de neutrinos pesados de Majorana por medio del mecanismo de freeze-in. Estos neu-
trinos forman parte del modelo estandar minimamente extendido, cuya diferencia principal
con el modelo estandar es que incluye neutrinos derechos. El acoplamiento entre las particu-
las de materia oscura y dichos neutrinos es de tipo Yukawa. La herramienta principal para
la produccién de materia oscura es la ecuacion de Boltzmann, por medio de esta se halla
el nimero de particulas en funcién del cociente entre la masa de los neutrinos pesados de
Majorana y la temperatura del universo. En particular, se encontraron cotas para la masa
de la materia oscura y su acoplamiento con los neutrinos derechos. Ademas, se mostré la
viabilidad del modelo para la produccién de materia oscura a partir de neutrinos pesados.

Palabras clave: Materia oscura, neutrinos de Majorana, reliquias térmicas, cosmologia estandar.



Abstract

In the present work, a model for the production of scalar dark matter from heavy Ma-
jorana neutrinos by means of the freeze-in mechanism is exposed. These neutrinos are part
of the minimally extended standard model, whose main difference from the standard model
is that it includes straight neutrinos. The coupling between the dark matter particles and
these neutrinos is of the Yukawa type. The main tool for the production of dark matter is
the Boltzmann equation, through which the number of particles is found as a function of
the quotient between the mass of Majorana’s heavy neutrinos and the temperature of the
universe. In particular, bounds were found for the mass of dark matter and its coupling
with the right neutrinos. In addition, the feasibility of the model for the production of dark
matter from heavy neutrinos was shown.
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1. Introduccion

A mediados del siglo XX Jan Hendrik Oort examiné el movimiento de las estrellas en los limi-
tes de la Via Lactea, concluyendo que habia una ausencia de materia bastante significativa
[1]. En 1970 Ford y Rubin encontraron que las velocidades de los objetos intergaldcticos no
disminuian en funcién del radio, sino que permanecian constantes, por lo que deberia existir
una gran cantidad de masa que no hace parte de los objetos estelares, la cual proporciona
la fuerza para mantener las orbitas. A esta materia faltante se le denominé materia oscura
(DM), siendo esta un tipo de materia que no absorbe ni emite radiacién electromagnética [2].

La existencia de materia oscura puede abordarse desde la cosmologia o la fisica de particu-
las. Como se vera en detalle més adelante, entre los candidatos a materia oscura desde el
enfoque cosmoldgico se pueden encontrar: materia oscura fria, materia oscura tibia, materia
oscura caliente, entre otros; mientras que para el enfoque de la fisica de particulas se presen-
tan: neutralinos supersimétricos, axiones, axinos, gravitinos, particulas similares a axiones
(ALP), neutrinos dentro del SM, etc.

En este trabajo se propone un modelo de produccion de materia oscura escalar en el univer-
so temprano a partir de la aniquilacién de neutrinos pesados de Majorana, los cuales estan
formados por singletes derechos pertenecientes al modelo estandar minimamente extendido.
La interaccion entre los neutrinos y la materia oscura es de tipo Yukawa. La producciéon de
materia oscura usando dichos neutrinos como fuente por medio del mecanismo de freeze-in
es un proceso que no se ha explorado con profundidad anteriormente. En esta tesis hemos
estudiado la viabilidad de este canal de produccién y hemos encontrado cotas inferiores para
la masa del escalar y su acoplamiento con los neutrinos.

Estos temas se discuten a lo largo de esta tesis de la siguiente manera:

El capitulo 2 esta dedicado al estudio de la materia oscura, sus antecedentes, evidencia ob-
servacional y el analisis de algunos candidatos desde diferentes perspectivas.

El capitulo 3 se enfoca en una revision cosmoldgica, la cual va desde qué es la cosmologia
misma; su pilar fundamental, el principio cosmologico y la métrica acorde con el mismo, la
métrica de Friedmann, Lemaitre, Robertson, Walker; hasta el estudio de las ecuaciones que
describen un universo homogéneo e isotropico, las ecuaciones de Friedmann. Posteriormente



2 1 Introduccién

se hace una breve introduccién a la cosmologia de Friedmann con constante cosmolégica.
Como parte final se presenta la dindmica del modelo estandar de la cosmologia, ACDM.

En el capitulo 4 se explica la produccion de materia oscura en el universo temprano y se
hace una revision de la herramienta principal de dicho proceso, la cual es la ecuacién de
Boltzmann. Se hace una breve introduccion a los paradigmas de produccion de reliquias
haciendo énfasis en el modelo de freeze-in, el cual esta enfocado a particulas que interactian
débilmente.

El capitulo 5 expone un modelo para producciéon de materia oscura a partir de la co-
aniquilacion de neutrinos pesados de Majorana. Se hace una breve revisiéon del modelo
estandar minimamente extendido, en el cual estan contenidos dichos neutrinos, los cua-
les son usados como fuente para la producciéon de materia oscura.

En el capitulo 6 se implementa el modelo propuesto en esta tesis dentro del paradigma de
freeze-in. Se plantea la ecuacién de Boltzmann y se transforma convenientemente para faci-
litar su evolucion numérica. El capitulo concluye con los resultados obtenidos.

En el capitulo 7 se presentan las conclusiones.

Finalmente se incluyen tres anexos, en el anexo A se hace una revisién exhaustiva de la
gravedad de Einstein; en el anexo B se deduce la métrica de Friedmann, Lemaitre, Robertson,
Walker; y en el anexo C se calculan los simbolos de Christoffel y el tensor de Riemann para
esta métrica, a partir de los cuales se obtienen las ecuaciones de Friedmann.



2. Materia oscura

A lo largo del proceso de indagacion de la fisica del universo, uno de los interrogantes més
importantes ha sido la distribucién de sus componentes, El descubrimiento de que la materia
bariénica (materia constituida por neutrones, protones y electrones), entre ella la inmensa
cantidad de objetos estelares, es apenas el 5 % de la masa-energfa en el cosmos, hizo necesario
el estudio de fisica nueva [3].

La materia restante, de naturaleza desconocida, se compone de ~ 73 % de materia gravita-
cionalmente repulsiva, por lo que aceleraria la expansion del Universo, a la que se le dio el
nombre de energia oscura y, ~ 23% de materia gravitacionalmente atractiva, denomina-
da materia oscura, la cual no emite ni absorbe radiacién electromagnética, por lo que su
presencia se ha detectado debido al efecto producido sobre la rotacion en las galaxias y el
movimiento de otros objetos celestes [2].

2.1. Antecedentes

En la década de los 30 del siglo XX, Ernest Julius Opik, con base en sus estudios sobre la
distribucién de la masa del Universo, concluy6 que la galaxia Andrémeda posefa una ma-
sa superior a la que se podia estimar a partir de su luminosidad. Sin embargo, esta masa
adicional solamente podia ser inferida a partir de sus efectos gravitacionales, es decir, no in-
teractuaba electromagnéticamente con la materia luminosa de la galaxia [1]. Posteriormente,
su estudiante Jan Hendrik Oort [5] examiné el movimiento de las estrellas en los limites de la
Via Lactea, ademas, calculd la masa necesaria para mantener a dichas estrellas orbitando, a
partir de esto pudo concluir que habia una «ausencia» de materia bastante significativa [3, 0].

Mas tarde, el astronomo Fritz Zwicky [7] estudié el cimulo de galaxias Coma Berenice, cal-
cul6 la masa de las galaxias que hacen parte de dicho ciimulo utilizando el teorema de virial
de la termodindmica. Comenzo calculando la masa total del cimulo como el producto entre
el numero de galaxias observadas, 800, y la masa promedio de una galaxia, la cual tomé como
109 masas solares, como sugiere Hubble. Tomé una estimacion del tamano fisico del sistema
alrededor de 106 anos luz para obtener la energia potencial, a partir de la cual obtuvo la
energia cinética promedio del sistema y, finalmente, estimé las velocidades de las galaxias
que se encontraban en movimiento y obtuvo como resultado una velocidad de 80km/s frente
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a la velocidad observada, de aproximadamente 1000km /s, mostrando asi que la materia ob-
servada (luminosa) era mucho menor que la necesaria para mantener la unién gravitacional,
planteando asi, la existencia de algo que mantenia las galaxias unidas. Zwicky llamé a este
componente, «materia faltante» [3].

Posteriormente, en 1970 Ford y Rubin encontraron que las velocidades de los objetos inter-
galdcticos no disminuian en funcién del radio, como se esperaba (de acuerdo a las leyes de
Keppler), sino que permanecian constantes, por lo que deberia existir una gran cantidad de
masa que no hace parte de los objetos estelares, la cual proporciona la fuerza para mantener
las érbitas. A esta «materia faltante» se le denominé materia oscura [9].

2.2. Evidencia observacional

En la Fig. 2-1 se tiene una imagen captada por el observatorio de rayos X, Chandra, donde
se muestra el cimulo de galaxias Bullet, formado por la colisién de dos ctimulos méas pe-
quenos. En el proceso de fusién, la materia barionica, mostrada aqui en rosa, se ralentiza
debido a su interaccion electromagnética, ya que esta zona estd formada principalmente por
gas ionizado, lo cual hace que se fusione en una nueva regién central. La parte correspon-
diente a la materia oscura (representada por la zona azul) se obtuvo mediante la técnica
de lentes gravitacionales, se puede observar como la materia oscura estd concentrada en dos
cumulos que han pasado por el punto de colisién practicamente sin interactuar, de la misma
manera que dos galaxias pueden pasar una a través de la otra. Esto sugiere que la zona en
azul interacciona solo a través de la gravedad, mientras que la zona correspondiente al gas
interactiia electromagnéticamente [2].

Otra pista en el rompecabezas proviene de mediciones de anisotropias a escalas cosmoldgicas
del fondo césmico de microondas (CMB), el cual fue descubierto por Penzias y Wilson in
1964. Inmediatamente después del Big Bang, el universo era un plasma extremadamente
denso de particulas cargadas y fotones. El plasma pasd por una expansion rapida inicial,
luego se enfrié hasta que alcanzé lo que se conoce como la época de la recombinacién, en la
cual se formaron atomos neutros, y el universo se volvié transparente a la radiacion electro-
magnética, es decir, los fotones bloqueados ahora podian viajar a través del universo, siendo
conocidos como CMB [3].

Aunque el CMB es extraordinariamente uniforme, el radiémetro diferencial de microondas
(DMR) de COBE descubrié fluctuaciones dentro del CMB. Los datos del CMB sugieren que,
si la materia visible actual del universo fuera toda la materia disponible, no habria suficiente
masa que produjera las fuerzas gravitacionales necesarias para causar los colapsos de materia
que dieron origen a las estructuras observadas actualmente, por tanto, dichas fluctuaciones
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Figura 2-1.: Cimulo de galaxias Bullet: muestra la colision de dos ctimulos de galaxias.
La zona mostrada en rosa corresponde a materia bariénica formada principal-
mente por gas, la cual, debido a su interaccién se retrasa respecto a la zona en
azul, correspondiente a materia oscura, la cual, a diferencia del gas solamente
interactiia gravitacionalmente y pasa sin deformarse [2].

solo pueden ser explicadas si el contenido de materia fuera mucho mayor a la materia visible,
es decir, la existencia de otro tipo de materia que solo interactiia gravitacionalmente [10].

2.3. Tipos

La existencia de materia oscura como componente clave de la densidad de materia-energia
del universo puede abordarse desde la Fisica de particulas o desde la cosmologia. La primera
se preocupa por la naturaleza de los candidatos a DM y sus interacciones con el modelo
estandar de la Fisica de particulas (SM), mientras que la segunda considera la influencia de
la DM en los procesos de formacién y evolucién de las galaxias [3].

2.3.1. Enfoque de la fisica de particulas

Algunos de los candidatos propuestos desde la Fisica de particulas pueden ser: neutralinos
supersimétricos, axiones, axinos, gravitinos, particulas similares a axiones (ALP), neutrinos
dentro del SM, neutrinos estériles e incluso pequenos agujeros negros.

En el modelo de extensién minima supersimétrica del modelo estandar, los supercompaneros
del fotén, el bosén Z y los dos bosones de Higgs escalares neutros se mezclan para formar
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cuatro particulas que se conocerian como neutralinos. Para que estas particulas sean con-
sideradas candidatas a DM deben ser estabilizadas, para evitar que se descompongan poco
después de ser creadas [4].

El axion es una particula hipotética mas alla del SM, surge como consecuencia de la solucién
tedrica Peccei-Quinn al problema CP-fuerte, este es, la no ruptura de la conjugacién de carga
(C) y la paridad (P) en las interacciones fuertes, siendo un bosén pseudoescalar de masa
menor o préxima a 1073eV [2, 11, 12, 13, 14].

El azino, a, se considera casi estable a escalas cosmoldgicas, siendo el supercompanero del
axion. Los axinos reliquia se pueden producir en un plasma caliente o en desintegraciones
de particulas pesadas en el Universo temprano. El gravitino, G, es una particula masiva
de espin 3/2, super companera del gravitén, predicha en las teorias de supersimetria local
o supergravedad, esta ultima surge de combinar las teorias de relatividad general (GR) y
supersimetria (SUSY). La masa de la particula depende del mecanismo de ruptura de SUSY
[6, 15, 16].

Los neutrinos, a pesar de ser posibles candidatos del SM a DM, siendo (a diferencia de
las deméds particulas) conocida, hay dos razones por las cuales los neutrinos no explican
toda la DM del universo. Primera, debido a que los neutrinos son particulas relativistas, un
universo dominado por neutrinos habria impedido la formacion de estructuras méas grandes,
las cuales se condensarian y fragmentarian en las que conocemos hoy. Sin embargo se ha
observado que las galaxias existen hace menos de mil millones de anos después del Big Bang,
donde predomina un proceso de formacién de estructuras inverso al anteriormente planteado.
Segundo, los neutrinos representan una pequena fraccién de la materia oscura, por lo que no
pueden ser la tnica fuente [3].

2.3.2. Enfoque cosmolégico

Entre algunos candidatos a materia oscura desde el enfoque cosmoldgico se pueden encontrar:

» Materia oscura fria (CDM): Propone la existencia de materia oscura con velocidades
térmicas insignificantes, en su forma idealizada no posee velocidad en absoluto, lo que
permite la simulacién con codigos de N-cuerpos. Para el caso de las simulaciones rea-
listas, la CDM tendria velocidades muy pequenas, por lo que se le considera como un
fluido que no estaria completamente frio. Este modelo se ajusta muy bien a las distri-
buciones de galaxias, las estadisticas de CMB y a los patrones de lente gravitacional
de camulos de galaxias, sin embargo, no se ha podido hallar evidencia de su existencia

[77 ? ]

» Materia oscura caliente (HDM): Se denomina HDM a las particulas de DM que se des-
plazan a velocidades relativistas, es decir, entre 0,1¢ y 0,95¢. Propone que las primeras
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estructuras en formarse fueron cimulos de galaxias, los cuales se dividieron rapida-
mente en sistemas mas pequenos. Posteriormente el modelo perdié fuerza, dado que
se demostré que la verdadera distribucion de las galaxias estd mucho menos agrupada
de lo que predicen las simulaciones, sin embargo, se sabe que una pequena proporcién
debe ser HDM, dado que se ha demostrado que los neutrinos poseen una masa muy
pequena [3, 17].

» Materia oscura tibia (WDM): el modelo WDM es una modificacién simple de la CDM
donde las particulas de materia oscura poseen velocidades iniciales debido a que se han
desacoplado como reliquias térmicas, o que se han formado a través de la desintegracion
por falta de equilibrio. La WDM puede solucionar algunas de las deficiencias de la
CDM, como la abundancia de galaxias satélite y la alta densidad de nicleos galacticos

[5, 19].

» Materia oscura auto-interactuate (SIDM): Este modelo surge para explicar por qué
algunas galaxias parecen tener un nicleo de materia oscura, sin embargo, la existencia
de los mismos contintia en un extenso debate. Se prevé que las particulas SIDM podrian
dispersarse fuertemente entre si, llegando incluso a evaporar galaxias satélite [3, 15].

» Materia oscura difusa (FDM): El modelo CDM describe con éxito la estructura del
Universo a gran escala, sin embargo, a escalas de ~ 10 kpc o menos, ha sido incapaz
de ofrecer un modelo acertado. Esto se debe a la dificultad de recrear los procesos de
formacion de estrellas, retroalimentacion de supernovas y agujeros negros, entre otras,
por tanto, como alternativa a CDM, surge el planteamiento de que la DM costa de

bosones ultraligeros, con masas de ~ 10722¢V y una longitud de onda de DeBroglie
A ~ 1 kpe, denominada FDM [20, 21, 22].

» Materia oscura repulsiva (RDM): la RDM se comporta como un condensado de bosones
masivos que interactian por medio de un potencial repulsivo entre particulas, ademas
de la gravedad, conduciendo a un comportamiento de superfluidez [23].

Otros tipos de DM son: materia oscura auto-aniquilante (SADM) [24], materia oscura que
decae (DDM) [25] y materia oscura asimétrica (ADM) [15].

2.4. Candidatos

Los candidatos a DM pueden estar clasificados en dos categorias segin su estructura: ba-
ridnica y no bariénica.
2.4.1. Materia oscura baridnica

Estd compuesta por bariones, es decir, particulas formadas por quarks, (por ejemplo, pro-
tones y neutrones) o cualquier particula asociada a los mismos. Es posible la existencia de
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objetos astrofisicos formados por bariones pero que no emiten ningin tipo de radiacién,
como por ejemplo, los MACHOs.

MACHOs

Denominadas de dicha forma por sus siglas en inglés (Massive Astrophysical Compact Halo
Object). Objetos compactos similares a las estrellas ordinarias, pero que emiten poca luz,
pueden ser: planetas, enanas marrones, enanas rojas, enanas blancas, estrellas de neutrones
y agujeros negros. A lo largo de los anos los cientificos se han dedicado a estudiar este tipo
de materia, sin embargo, se cree que no constituyen ua gran fraccién de DM, ademads, ha
sido el candidato a CDM por excelencia. Su estudio se realiza por medio de microlentes
gravitacionales [1].

2.4.2. Materia oscura no baridnica

Es posible que la materia oscura tenga origen no bariénico, es decir, que no esté constituida
por quarks, sino por algin otro tipo de particula como pueden ser WIMPS o escalares. Entre
los més estudiados estan los WIMPS y los axiones.

» WIMP: (Particulas masivas de interacciéon débil) no son una particula elemental es-
pecifica, sino una amplia clase de posibles particulas, las cuales pueden tener una masa
de unos pocos GeV, hasta ~ 1007eV. Algunas de estas particulas pueden ser neutra-
linos, axinos, gravitinos. [15].

Otros candidatos a DM no bariénica son: agujeros negros primordiales [20], SIDM [27],
WIMPzillas [28], ADM [15], entre otras [2, 17].



3. Revision cosmolodgica

A la ciencia encargada de explicar el origen y la evolucion de universo como parte de un
todo se le denomina cosmologia. Sin embargo, ese proceso de busqueda de las leyes que se
supone rigen el cosmos se ve limitado, dado que no se puede experimentar con el universo a
grandes escalas, solo se pueden realizar observaciones [29].

3.1. El principio cosmolégico

La cosmologia postula que no ocupamos un lugar especial en el universo, esta es una idea
simple y poderosa. Las primeras ideas griegas plateaban que el centro del cosmos era la
Tierra, donde, la Luna, las estrellas y los planetas se encontraban a su alrededor; idea que
posteriormente fue desmotada por Copérnico, quien planteaba un modelo heliocéntrico, aun-
que la idea de que la Via Lactea era el centro del Universo aun se mantenia. No fue hasta
1952 que Baade desmonto dicha idea, dando paso a un nuevo panorama, denominado prin-
cipio cosmoldgico, el cual plantea que el Universo observado a grandes escalas es igual en
cada punto y en todas las direcciones, a esto se conoce respectivamente como homogeneidad
e isotropia [30].

La métrica que describe este tipo de universos es la métrica de Friedmann, Lemaitre, Rober-
tson, Walker (FLRW) (la deduccién detallada se presenta en el anexo A), esta es

2

d
ds* = —c*dt* + a(t) (1 L

— Kkr2

+ 7r2df? + r* sin? 9d¢2) , (3-1)

donde a(t) es el factor de escala y k la curvatura espacial.

3.2. Ecuaciones de campo de Friedmann

En 1922 Alexander Friedmann planted las denominadas ecuaciones de Friedmann, a partir
de las ecuaciones de campo de Einstein. Estas describen un universo homogéneo e isotrépico.

La gravitacion es la interacciéon fundamental a escala cosmoldgica. La teoria actual de la gra-
vitacion fue planteada por Albert Einstein en 1915, quien se dio cuenta de que el «espacio»
y el «tiempo» son relativos y que la gravedad curva al espacio-tiempo, proporcionado asi los
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cimientos de la cosmologia moderna.

Las ecuaciones de campo de Einstein son

1
Rab — §gabR = 8’/TGNTab, (3—2)
donde R, es el tensor de Ricci, g4 la métrica de universo, R el escalar de Ricci, Gy la
constante de gravitacién universal y T, el tensor de energia-momento.
En el anexo B se presenta una deducciéon de las ecuaciones de Einstein a partir de la accion

y densidad lagrangiana de Hilbert.

Para hallar las ecuaciones de Friedmann es necesario hallar el tensor de Ricci Ry, v para
este se deben encontrar los simbolos de Christoffel, proceso que se presenta en el anexo C.
el tensor de Ricci es la contraccion del tensor de Riemman, se expresa como

_ _ B B
R = RZPV - Fgu,p o F/pwﬂ/ + FZBFW o FﬁBFpu’ (3-3)
donde los simbolos de Christoffel, FZB, estan dados por
1 14
Lap = 59" (O89ar + Oagsy — Du9as) (3-4)

3.2.1. Tensor de energia-momento 7,

El tensor de energia-momento describe la distribucion y el flujo de energia y momento debido
a la presencia y movimiento de materia y radiacion en una regién del espacio-tiempo El tensor
de energia-momento es simétrico de rango 2, definido como

(3-5)

o &>
T
=

F F
E F F

donde el violeta representa la densidad de energia; azul, el flujo de energia; verde, la densidad
de momento; rojo, el fluyjo de momento y naranja, la presién, de la siguiente manera [31]:

» p: densidad de masa relativista (energia).

s M: es la densidad de momento, flujo de momento a través de la superficie xq = cte.

p: flujo de momento por unidad de érea, por unidad de tiempo (presiones).

= F: Fuerzas que ejercen elementos infinitesimales del fluido sobre otros elementos cer-
canos, es decir, la presion p; en direccion ;.

E: flujo de energia.

Si se considera un universo homogéneo e isotrépico se habla de un fluido perfecto.
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Fluido perfecto

Un fluido perfecto es aquel que no posee viscosidad ni flujo de calor, es la generalizacion del
concepto de gas ideal. Se habla de «fluido» para hacer referencia a un conjunto de particulas
que «fluyen» libremente. Para este comportamiento

= Ty = 0, ya que para que haya un flujo de energia se requiere que las particulas estén
«fluyendo» también y, en un fluido perfecto, si no hay transferencia de calor las particu-
las estaran instantaneamente en reposo.

» Para T;;: si no hay viscosidad, no hay influencia entre componentes (perpendiculares),
por lo que las fuerzas son perpendiculares a la superficie, luego , para i diferente de j,
T;; = 0; por ello, los valores diferentes de cero para dichas componentes solo se darfan
en elcaso enn que i sea igual a j.

De una forma maés explicita, el tensor de energia momento se puede expresar como
T/w - (p + p>UuUu + PIuv, (3_6)

donde U* es la cuadrivelocidad del fluido, p la presion y p la densidad de energia. No
obstante, como el fluido es isotrépico, el marco de referencia en reposo coincide con el marco
de referencia comévil, por lo que U* = (1,0,0,0), luego, el tensor

T} = diag(—p, p,p,p)- (3-7)
Su traza estd dada por

T! = —p+ 3p. (3-8)

Retomando la ecuacion de campo de Einstein, lo que se desea obtener es el tensor de energia-
momento covariante, por tanto
Ty = guﬁTuﬁ- (3-9)

Reescribiedo en forma matricial la métrica FLRW (3-1), se tiene

O 0 0
0 r%a(t)? 0 0
uv = 9 s (3—10)
0 0  7r%a(t)?*sin®f 0
0 0 0 —c?
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Luego, el tensor de energia momento covariante para un universo homogéneo e isotrépico
toma la forma

a 2
wh g0
0 ra(t)*p 0 0
T,uu = 9 9 . 9 . (3—11)
0 0 ra(t)*psin®d 0
0 0 0 cp

Para hallar las ecuaciones de Friedmann, dado que los indices p y v del tensor de energia
momento (anteriormente hallado) y del tensor de Ricci (calculado en el Anexo C) pueden
variar entre (r, 0, ¢,t), por tanto

s Para la coordenada rr:

87TGN

O, (3-12)

a? B 81G N a’p
1—kr2) A 1—kr2)’

(3-13)

1
Rrr__R rr —
5 g

Reemplazando, se tiene
L [y, 20 ad) 1|6 +2'+ad
k+—+—=|—z|5|k+=5+—=
1—kr? c? c? 2 | a? 2 2

donde a = a(t) y a y @ corresponden a la primera y segunda derivada temporal de a

respectivamente.

2 2

a 2k 242 ai \ _ _a 3k 3a2 3ad |\ _ 87Gn a?
1—kr? <a2 + c2a? + 62a2> 1—kr? (a2 + c2a? + 02a2> - A T—rr2 ) P

Simplificando, se obtiene

T T T T 3-14

aQ a2 a 02 p; ( )

= Coordenada espacial 60
1 81G
Rop — 5 T2g00 = — 5 ~ The. (3-15)
c
Reemplazando
2a>  ai]l 1|6 2 87G
2 2 2 NP 2 9

T {2k+c—2+§:|—§[g<k+g> _—64 ra-. (3—16)
Simplificando
Kk _a*> _ 2ad ZSTrGNp
por tanto
K¢t b 2 3mGp 5-17)
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13

= Para la coordenada espacial ¢¢

87TGN

ct

1
Rop — 5900 = Tp-

Reemplazando

2-2 . 1 6
r? sin® 0 <2/~€+i2+%> - = l—
c 2

Simplificando

Kk a2 2ad 8nGNp
a2 a2 a2 T T A

por tanto

(3-18)

4

ad G
— 4+ —)} r’a®sin? 6 = Np7‘2a2 sin? 6.

c? c

(3-19)

(3-20)

Cocluyendo asi que la parte espacial posee el mismo comportamiento.

= La coordenada temporal ¢¢:

87TGN

1
Ry — §Rgtt = TTtt-

Remplazando

i 1[6 a2 ai? )
‘35‘5{;(“7*0—2)}(—”

Simplificando, se obtiene

k2 a? 8ntGn

JE— p‘
a? a? 3c2

. 87TGNp

(3-21)

(3-22)

(3-23)

Donde las Ec. (3-14) y (3-23) se conocen como Ecuaciones de campo de Friedmann.

3.3. La constante cosmoldgica

Las ecuaciones de Friedmann describen un universo igual en cada punto y en todas di-

recciones, sin embargo, esto no coincide con las observaciones astronémicas, puesto que se

considera que el universo se encuentra en expansion, luego, para que el modelo se mantenga

se introduce la constante cosmolégica, A, que actia en las ecuaciones como un fluido con
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presion negativa, compatible con las observaciones.

Como el tensor de Einstein cumple la identidad de Bianchi, se puede adicionar la constante
cosmoldgica a la ecuacién de campo de Einstein (Ec: (A-25))

1 8T
RMV — §Rguy + Aguy = FGNTNV' (3—24)
Haciendo correr los indices p y v, se tiene

» Parte espacial (u=v =r)

81

1
R, — —Rg,y + Agyr = —GNT,. 3-25
3R+ Agrr = Z2Gn (3-25)

Simplificando y ordenando, se obtiene
. 8
————— — = ?GNP — A2 (3-26)

Para el caso en que p=v =00 u=v = ¢, (como se vio en el desarrollo sin constante
cosmoldgica), se obtiene el mismo resultado, por ende, la ecuacién anterior es la misma
para los indices espaciales.

= Parte temporal

1 8T
Rtt — §Rgtt + Agtt = gGNT%t- (3—27)
donde se obtiene
ka2 8 A
;4‘? = §7TGN,0+ § (3—28)

Siendo la Ec. 3-26 y la Ec. 3-28 las ecuaciones de Friedmann con constante cosmolégica.
Dichas ecuaciones pueden expresarse en términos de la masa de Planck (My), la cual estd
relacionada con la constante de gravitacién newtoniana de la siguiente manera

9 1

_ 3-29

pl 87TGN ) ( )
por tanto, reescribiendo la Ec. (3-26) utilizando la definicién anterior, se tiene

-\ 2

a P kA

Z) = £ 2= 3-30
(a) 3My a? 3 (3-30)
ahora, reescribiendo también la Ec. (3-28), queda
2.. . 2
e (9)2 NI - P (3-31)

a a a? M;l 2
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sustituyendo la Ec. (3-31) en la Ec. (3-30) y tomando la convencién ¢® = 1, se tiene

2a 2 p p

——A=— —— 3-32
P VERRE TV (3-32)
luego,

a 1 A

S =—— (3 — 3-33
a 6]\/[1§l<}H—p)+i’)7 (3-33)

donde la Ec. (3-30) y la Ec. (3-33) corresponden a las ecuaciones de Friedmann en términos
de la masa de Planck.

Para expresar las ecuaciones de Friedmann en términos del parametro de Hubble, este tltimo
se define como sigue

a
H== 3-34
3 (331
derivando respecto a t
i a?

H=--—, (3-35)

a a®
Reescribiendo en términos del parametro de Hubble

S H+ H (3-36)
a

Expresando la Ec. (3-30) en términos de H

p kA
H=—1> - —+= 3-37
SMZ a2 3 (3-37)
Reemplazando la Ec.(3-37) en (3-36) y luego en (3-34), posteriormente simplificando, se
obtiene
: K
H=_ p) L i

Luego, las Ec.(3-37) y (3-38) se conocen como FEcuaciones de Frieddman en términos del
pardmetro de Hubble.

3.4. Modelo ACDM

Se conoce como ACDM al sistema dinamico del universo en el limite homogéneo e isotrépico,
donde las componentes dominantes son la CDM y la constate cosmolégica (A). Se consideran
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cinco componentes: DM, bariones (b), fotones (7), neutrinos ligeros (v) y A. Si se considera
un universo espacialmente plano (k = 0), las ecuaciones de Friedmann son

P
H? = .
3M2’ (3-39)
P
H ! (p+p) (3-40)
=5z (P+p), -
2M2,

donde la constante cosmoldgica es omitida en la Ec. (3-39) porque a continuacién se defi-
nira la densidad total, en la cual se tendra en cuenta la densidad de la constante cosmoldégica.

La densidad y presion totales son respectivamente

p = ppm + P+ Py + Py + Pas (3-41)

P =Ppm + Py + Py + Pu+ Pa. (3-42)
Si se considera la componente cero de la ecuacion de conservacién de la energia

0=V,T, = 9,T, +Tl,Tg =TT (3-43)
Por lo tanto,

0=—0p—3H(p+p). (3-44)

Una ecuacion de estado es una relacion entre presion y densidad, por lo que, para el caso
de un universo homogéneo e isotrépico, o fluido perfecto, la presion es proporcional a la
densidad, esto es

p = wp, (3-45)
donde w es una constate independiente del tiempo. La ecuacion de conservacién de la energia
queda

p_

- =-3H(1+w), (3-46)
P

la cual se puede integrar para obtener
p o< a3, (3-47)

Algunos de los fluidos cosmolégicos pueden ser [32]: polvo (materia) o radiacion.
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El polvo se considera como la materia sin colisiones, no relativista y que obedece la condiciéon
w = 0, dado que no interactua; pueden incluirse estrellas o galaxias para las cuales la presion
es insignificante en comparaciéon con la densidad de energia, luego, la ecuacién de estado para
la DM y los bariones es

pom = P, = 0. (3-48)
La densidad de energfa decae como [33]
poca® (3-49)

Esta es dominada por la energia en reposo la cual es proporcional a la densidad numérica, por
lo que la Ec. (3-49) se interpreta como la disminucién de la densidad numérica de particulas
a medida que el universo se expande.

El término radiacién hace referencia tanto a la radiacién electromagnética como a las
particulas masivas que se desplazan a velocidades cercanas a ¢, por lo que su ecuacion de
estado es similar a la de los fotones. Adicionalmente, el tensor de energia-momento se puede

expresar en términos del tensor de intensidad de campo electromagnético F},, [33], como
v = L (popy _ Lgwpep, (3-50)
dr A4 °)’

donde F},, se puede expresar en términos del potencial A,, como sigue
F,=V,A, -V,A,. (3-51)
La traza del tensor de energia-momento esta dada por

1 1
TH = — |FMF, — Z(4)FA”FM =0, (3-52)

b Ax

dado que es igual a la Ec: (3-8), la ecuacién de estado para la radiacion es

1 3-53
p=3p (3-53)

por consiguiente, para los fotones y los neutrinos, se tiene

1 1

Py = 3P Pv = 3Pv- (3-54)

La densidad de energfa para la radiacién decae como [33]

pocat. (3-55)
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Por tanto, la densidad de energia para la radiacion decae mas deprisa que en la materia.
Se considera que los primeros instantes del universo estuvieron dominados por la radiacion,
mientras que en la actualidad la parte dominante es la materia.

Otra forma de energia-momento se denomina vacio. Introducir energia en el vacio es equi-
valente a incluir la constante cosmoldgica.

Las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica se pueden reescribir como
G =81GNT W — NG, (3-56)

donde se ha tomado la convencién ¢ = 1 y se define el tensor de curvatura de Einstein de la
siguiente manera

1
G;ux = R;u/ - §Rguua (3_57)

para el caso del vacio, el tensor de energia-momento toma la forma

B A
87TGN

T = G- (3-58)

La ecuacién anterior describe el tensor de energia-momento para un fluido perfecto, para el

cual

= __A (3-59)
p=—P= (G N’
por tanto, la ecuacion de estado para la constante cosmoldgica es
PA = —DA, (3-60)
en consecuencia, w = —1 y dado que la densidad de energia en la materia y la radiacién

disminuye a medida que el universo se expande, si hay una energia de vacio distinta de cero,
tiende a aumentar a largo plazo.

Reemplazado las respectivas presiones en la Ec. (3-30) y sumando con la Ec. (3-29), se tiene

4 4
PHP=PoM ¥ ot 3Py F P (3-61)

En el limite homogéneo e isotrépico, por ser fluidos perfectos los componentes no interactian
entre si, es decir, cumplen separadamente con la ecuacién de continuidad.

Reescribiedo la Ec. (3-44)

p=—3H(p+p). (3-62)
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Reemplazando la Ec. (3-61) en la Ec. (3-40), ademds, tomando la Ec. (3-62) y aplicdndola a
cada componente, el sistema completo seria

. 1 4 4
H=—— = =p, |, 3-63
T (pDM+pb+3p'y+3p> (3-63)
poy = —3Hppur, (3-64)
po = —3H py, (3-65)
py = —4Hp,, (3-66)
Py = —4pr, (3_67)
pr =0, (3-68)
2 1
H* = —= (ppm + po + py + oo+ pa) - (3-69)
M3
3.4.1. Evolucién numérica
Realizando el siguiente cambio de variables
fo VPoM_ po VP jo VP
\/gMle7 \/gMle7 \/gMle7 (3 70)
P/ oo NP qo 2H
V3MyuH' V3MyuH' 3H*

Ademas, realizando un cambio de t a N, donde N se denomina niumero e-folding, y esta
definido como

N =loga, (3-71)

. . _ 4 . d _ prd
ademds, con a = a(t) y recordando que H = £, se tiene que 4 = H %
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Con lo anterior, el sistema de ecuaciones toma la forma

M= f2+0*+ §z2 + gqﬂ, (3-72)
j_jfv _ g(n “)f (3-73)
j—]bv = ;(H —1)b, (3-74)
& _3 (n - g) . (3-75)
& _3 (n _ g) v, (3-76)
=, (3-77)
F=f4+0+22 402+ 17 =1, (3-78)

donde esta ultima corresponde a la cosntriccion de Friedmann, la cual no interviene en la
integracién pero debe cumplirse, dado que el parametro de densidad total es igual a uno.

3.4.2. Densidad critica y parametros de densidad

El parametro de densidad se usa para especificar la densidad del universo. Se conoce como
densidad critica p. al valor requerido para considerar un universo espacialmente plano

(k= 0)

Perit = 3H2M2

pl»

(3-79)

donde la densidad critica varia en el tiempo, dado que H también varia.

La densidad critica no es necesariamente la densidad real del universo, dado que este se
estd considerando espacialmente plano, luego, la densidad del universo esta definida por el
parametro de densidad (2, siendo

P

Perit

Q:

(3-80)
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Igualmente, €2 es una funciéon del tiempo, dado que p y peri+ poseen dependencia temporal.
La definicion se aplica a todas las densidades separadamente, esto es

Q=L (3-81)

Perit

La Ec: (3-39) se convierte en

Q=1 (3-82)
Reemplazando la Ec; (3-41) en la Ec: (3-72)

Qpy + % +Qy +Q, + Q) = 1. (3-83)

08 -

06 -

04 -

02 1

Parametros de densidad Q,

00 1

-6 -14 -1z -10 -8 —& -4 —2 ]
Factor de escala (a)

Figura 3-1.: Evolucién de los pardmetros de densidad (£2;) obtenidos a partir de la evolucién
del sistema dindmico dado en las Ec. (3-72 - 3-77). (Se escribié un cédigo en
Phyton para la evolucién del sistema, el cual se incluye en el Anexo D).

Con las definiciones (3-79) y (3-81) se puede escribir estos pardmetros en términos de las
variables definidas en (3-70) como

2= Qpum b= 2=, v? =Q, I? = Qa. (3-84)

Con las definiciones anteriores la constriccién de Friedmann corresponde a la Ec. (3-83).

Teniendo en cuenta los resultados numéricos del sistema de ecuaciones (3-72 - 3-77), y, uti-
lizando las definiciones de los parametros de densidad dadas en la Ec. (3-84), se grafican
dichos pardametros utilizando lenguaje Python (D) obteniendo como resultado la Fig. 3-1.

En dicha grafica se aprecia la evolucién del universo, desde una época dominada por la
radiacién a una el la cual el componente dominante es la materia, mas concretamente, la
materia oscura.



4. Produccion de materia oscura en el
universo temprano

Para que un candidato a DM sea adecuado se debe cumplir que este sea masivo, no relati-
vista, de interaccion débil y estable por miles de millones de anos, por lo que particulas con
carga, color o muy livianas son descartadas [17].

Se denomina «reliquia» a la abundancia de materia que se esperaria en el universo actual
la cual se produciria en los primeros instantes después del Big Bang. Se considera que las
reliquias de DM se produjeron en el universo temprano en (al menos) dos formas diferen-
tes: produccion térmica (TP) y produccién no térmica (NTP) [15]. La primera involucra
particulas de DM generadas en procesos desarrollados durante equilibrio térmico, donde las
reliquias producidas de esta manera se denominan reliquias térmicas, mientras que la NTP
hace referencia a los procesos que se desarrollan fuera del equilibrio térmico, luego las reli-
quias producidas de esta manera se denominan reliquias no térmicas.

Mientras que las particulas interactien con el plasma se encontrardan en equilibrio térmi-
co, sin embargo, dado que el universo se expande, la temperatura disminuye y la distancia
promedio entre las particulas del plasma aumenta limitando la interaccién, por tanto, el
equilibrio térmico puede romperse ocasionando que las particulas inestables se desintegren,
mientras que las particulas estables se someten a un proceso de congelamiento denominado
freeze-out [31], donde las reliquias son de tipo térmico.

Para obtener reliquias no térmicas es necesario que las particulas de DM se produzcan a
bajas temperaturas, asi nunca alcanzaran el equilibrio térmico; o que dichas particulas in-
teractien tan débilmente con el plasma primordial que puedan considerarse desacopladas
del mismo. Entre esta forma de produccién de reliquias de DM se pueden encontrar [18]:
particulas similares a axiones (Azion-like particles (ALPs)), modelos de freeze-in y produc-
tos de desintegracién de campos primordiales.

El calculo de reliquias térmicas o no térmicas en el universo temprano se realiza mediante la
ecuacion de Boltzmann en un universo FLRW, dicha ecuacion describe la evolucion de las
densidades primordiales [35, 36, 37, 38].
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4.1. La ecuacion de Boltzmann

La distribucion de momento en el espacio de fase para un conjunto de particulas es descrito
por la funcién de distribucion

f=r&xpt), (4-1)

donde la encargada de la evolucion es la ecuacion de Boltzmann, cuya definicion es

L{f]=Cl[fl, (4-2)
donde
. 0 0

o o oy _
L=p"g o =150 5 (4-3)

es el operador relativista covariante de Liouville y C[f] es el término de colisién.

Para un universo homogéneo e isotrépico (FLRW), los simbolos de Christoffel no nulos son

1 } 1 .. . g
Iy = —590091‘1‘,0, Ly = 59”9“‘,0, Ly = 59“(91%,]' + Gjik — Grji), (4-4)
luego, el operador de Liouville queda
N 0 .0 0 ) .0 ) -0
L=p"— +p'— —p'p'— — Th.pp' = — T p"p/ — 4-5
p axo +p axz ’L’Lpp apo O’Lp p apz k‘]p p]6p17 ( )

dada la homogeneidad e isotropia del sistema, la funcién de distribucién no depende de x ni
p dado que la velocidad es constante, solamente de la magnitud del momento, |p|, la cual
puede sustituirse por la energia, £ = p,, por tanto

f=[f(E1), (4-6)
luego, la parte izquierda de la ecuacion puede escribirse como:

P af i z'@f
Lif]=p"2% —Tor'v' 55 (4-7)

La parte espacial de la métrica FLRW se puede expresar como

gi; = a*(t)7ij, (4-8)
donde

1—}-@1"2 0 0
Yij = 0 r? 0 s (4_9>



24 4 Produccion de materia oscura en el universo temprano

por tanto
) a
gii,0 = 2aa7;; = 25914‘, (4-10)
con a = a(t), por consiguiente
a

I = —g. 4-11

i =9 (4-11)
Utilizando las Ec. (4-7) y (4-11) para reescribir la Ec. (4-2)
of _alpl*of _ Cl]

= . 4-12
ot a E OF E ( )
La densidad del nimero de particulas en el espacio real esta dada por

(4-13)
por tanto, la Ec. (4-12) se puede expresar como
Py @9 [IPPOS 4 g / s Cl/]
EL2 pp= 2 [ g3p—d 414
3dt/f a@2np) B o' @np) “VE (4-14)
considerando ﬂ = ;; y usando EdE = |pl|dp, el segundo término del lado izquierdo se
puede expresar cOmo
20 2 d
g [Ipl* U pp = 49 pl* df . (4.15)
(2m)* ) E OE (2m)* ) |p| d|p|
donde
d’p = 4n|p|*d|p|, (4-16)
integrando por partes, donde u = |p|®> y v = f, ademds, utilizando la Ec. (4-16)
o [ Ipfar s b (1-17)

donde el primer factor de la derecha se convierte e un término limite con la funcién de distri-
bucién asintoticamente nula, mientras que para el segundo factor, recordando la definicién
de la densidad del niimero de particulas, se tiene

3f
incils [ ol = =3n() (+18)
luego, la Ec. (4-14) queda

dn a g 5 Clf]
AR e o
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Si se hace un enfoque en el estudio de la especie ¢, la ecuacion de Boltzmann se puede
escribir como

dn¢ a
— +3-ny4 = CT, 4-20
dt + an¢ & ( )

donde CT}, conocido como término de colision estd dado por

g d*py
CTy,=-—— | Clf]l—. 4-21

¢ (27‘(‘)3 / [f ] Ed> ( )
Realizando un enfoque en los procesos de aniquilacion en los cuales dos particulas entrantes
interactian para producir dos nuevas particulas, esto es, 1 4+ 2 «— 3 + 4, luego, el término
de colisién se transforma en

CTy = —(012-5340r) 1N + (0341205 ) N3Ny, (4-22)

donde se ha definido la seccién transversal térmicamente promediada (TACS) para el pro-
ceso 1 + 2 <— 3+ 4 como (012334v,), y de forma similar para el proceso 3 + 4 <— 1 + 2,
como sigue: (034,120,). En las ecuaciones anteriores o es la seccién transversal total y v, la
velocidad relativa entre las particulas entrantes 1 y 2.

Sustituyendo la seccién transversal térmicamente promediada en la ecuacion de Boltzmann
(4-20)

dn1 a

— 4+ 3—n1 = —aning + Bngnyg, 4-23

L+ 3%, = —anins + Brgn, (4-23)
donde o = (019,340,) ¥ B = (034-5120,-), por tanto, el término « representa la disminucién de
la densidad numérica de la especie 1 debida a su aniquilacion, senalada por su signo negativo,

mientras que el término £ describe el incremento debido al proceso inverso.

4.2. Freeze-In

Los escenarios de freeze-in [39, 10] hacen referencia a particulas de DM que interactian
débilmente (FIMP); dichas particulas poseen acoplamientos extremadamente débiles con las
particulas del SM que pueden considerarse desacopladas del plasma térmico primordial y
podrian haber sido producidas en pequenas cantidades conduciendo (debido a sus inter-
acciones con el bano térmico) a la producciéon de FIMP y aumentando su densidad hasta
el punto en que la temperatura del plasma es demasiado baja para tal produccion [15, 18, 11].

El mecanismo de freeze-in para produccién de dos particulas de DM (denotadas como x) a
partir de la aniquilacion de dos particulas incidentes, las cuales, para este caso pertenecen a
la extension minima del SM, los neutrinos estériles (denotados como [) es
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X+x+—1+1

Por tanto, la ecuacién (4-23) toma la forma

d .
% + 3%nx = —omf< + Bn?, (4-24)

donde o = (o3 —uvr), ¥ B = (TliyxUr)-
En el paradigma freeze-in se hacen dos suposiciones importantes [12], estas son

1. se desprecia el término de desintegracion debido a que el acoplamiento puede ser muy
débil o la densidad muy baja, por tanto

9
omX—>0.

2. Se supone que la densidad numérica de las particulas del SM permanece en equilibrio,
puesto que dichas particulas se acoplan débilmente a la DM y los procesos de aniqui-
lacion no son lo suficientemente eficientes para sacar el plasma del equilibrio térmico.
Esto es

g~ ny?.

En consecuencia, la ecuacién (4-24) toma la forma

o F3ony = B(n;h)?. (4-25)
La densidad numérica de particulas en equilibrio térmico en funcién de la temperatura (7')
es

eq\2 g 2 my
o = s 4T T, <?>} , (4-26)

donde g; es el nimero de grados de libertad internos de las particulas aniquilantes, m; su
masa y Ky es la funciéon modificada de Bessel de orden 2.

La seccién eficaz térmicamente promediada (en el centro de masa), es

8= [47rm12477jl7;z @l /4 : dsy/ (s — 4m2)W (s) K, (?) : (4-27)

donde s es una variable de Mandelstam, la cual estd definida como s = (p; + p2)? donde p;

y p2 son los cuadrimomentos de las particulas incidentes. En el centro de masa, s es igual
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al cuadrado de la energia total de las particulas incidentes. K; es la funcién modificada de
Bessel de orden 1, y W(s) una funcién relacionada con la seccién eficaz, la cual proviene del
calculo de la amplitud tal que para dos particulas a y b que inciden con velocidad relativa
v, y se aniquilan [13], estd dada por

W(s) = E,Eyov,. (4-28)

Sustituyendo las ecuaciones (4-26) y (4-27) en la Ec. (4-25) se obtiene

dny a g - 9 NG
o + 3anx = (27T)4T/4m12 dsy/ (s —4m; )W (s)K; - ) (4-29)

donde E es la energia de las particulas respectivamente y o es la seccion eficaz total de

aniquilacion de las particulas a y b.

Reemplazando la Ec. (4-28) en la Ec. (4-29), se tiene

dn, _a g7 /OO Vs
—= +3-n, = T d —4m?)E Eyov, K, | — ) . 4-30
di + 0 X ) i sy/ (s — 4mj) A e (4-30)

La seccién eficaz total de aniquilacién [11], es
1 [t |M]2 dt

- _/ ’ ’ab—>xx . (4_31)
Y Ju,  32mE.Epvr \/X(s,m2,m?)

donde ¥ es el factor de simetria, ]]Tf lab—sxx €s la amplitud de aniquilacién (promediada en el
espin) de las dos particulas que se aniquilan en DM y donde A es la funcién triangular de
Mandelstam, la cual con m, = m, = m; es

)‘(Sa m?p mg) = 8(8 o 4ml2)7 (4'32)
por tanto, la seccion eficaz se expresa como

o 1 /tfm ’M’?zb—wx dt
Sy, 321E Eyvr \/s(s — 4m?)

Tomando a = b =1 en W(s) y sustituyendo la Ec. (4-33) en la Ec. (4-30)

dny | @T (™ [Ki(5/T) / ~
—= +3-n, = ds | ———F——= dt|M 4-34
dt + 3anx 51275 /4ml2 o \/g . | |ll*>XX ( 3 )

donde la integral en ¢ es una funcién de s.

(4-33)

La Ec. (4-34) es la forma genérica de la ecuacién de Boltzmann para el estudio del paradig-
ma freeze-in. La informacion del modelo que se estudia en particular esta contenida en la
amplitud de aniquilacion.
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Majorana

La discrepancia entre los neutrinos detectados en la tierra y los tedéricamente predichos en
el interior del sol (problema de los neutrinos solares), dio paso a la simplemente magnifica
explicacion brindada por Bruno Pontecorvo en 1968 a dicho problema. El propuso que los
neutrinos electréonicos generados en el interior del sol se transformaban en otras especies de
neutrinos durante su vuelo, proceso al que se denominé oscilaciones de neutrinos [15].

Las oscilaciones de neutrinos han sido detectadas por experimentos como Supercamiokande,
LSND, Daya Bay, entre otros. Las observaciones realizadas por LSND [16] y MiniBooNe [17]
muestran anomalias que podrian ser interpretadas como una especie de neutrino diferente
a las ya conocidas. Esta nueva particula, denominada neutrino estéril, no interactia con la
materia leptdnica, sin embargo, se mezcla con los estados activos de neutrinos y antineu-
trinos [1&8]. Los neutrinos estériles son un tipo de neutrino dextrdgiro que no interactia a
través de ninguna de las interacciones fundamentales del SM, excepto la gravedad.

El descubrimiento de las oscilaciones de neutrinos trajo consigo el establecimiento de masas
no nulas para ellos, ademas, al ser los neutrinos y los antineutrinos particulas neutras, es
posible que sean la misma particula, es decir, que ambas sean idénticas. Las particulas que
cumplen dicha propiedad son conocidas como particulas de Majorana, en cambio, aquellas
que no la cumplen (la mayoria de quarks y leptones) son llamadas particulas de Dirac; asi,
los fermiones con cargas conservadas (color, carga eléctrica,...) deben ser del tipo Dirac,
mientras que los que no tienen cargas conservadas pueden ser de ambos tipos [19, 50].

Este modelo ha sido propuesto para estudiar la producciéon de DM a partir de la aniquilacion
de neutrinos estériles pesados de Majorana, sobre los cuales se puede indagar un poco en [51].
Dichos neutrinos pueden originarse al inicio del universo como producto de la desintegracion
del inflaton. Esta tltima es la particula postulada como la responsable de la inflacién sufrida
por el universo en su etapa mas temprana [52].
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5.1. Lagrangiano del modelo

En este modelo la DM esta descrita por un campo escalar ¢ [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59].

El acoplamiento Yukawa en el modelo estandar describe la interaccion entre el campo de
Higgs y los quarks y leptones cargados. En muchas teorias de DM escalar se consideran
acoplamientos de tipo Yukawa donde los términos que acoplan el escalar con los neutrinos
tiene la forma

yﬂ¢V. (5_1)

Este tipo de acoplamientos (Fig. (5-1)) son los més naturales entre escalares y fermiones
y se encuentran en muchos modelos (por ejemplo freeze-out, donde la DM se desintegra en
escalares [00]).

Figura 5-1.: Acoplamiento tipo Yukawa.

En muchas ocasiones estos acoplamientos se introducen a mano y se estudia la fenomenologia
derivada de dicho acoplamiento sin necesidad de considerar la teoria subyacente a partir de
la cual pueden surgir. Por el contrario, para darle una base més completa a este trabajo se
mencionara brevemente una construccién a partir de la cual es posible obtener este tipo de
interacciones.

Consideremos un doblete escalar, un doblete espinorial y un singlete

1%
b = (b \IJR = 1 VsR. (5—2)

2 V2R
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En el doblete escalar, ¢ y ¢ son campos escalares reales. Los anteriores campos (escalares y
fermidnicos) constituyen el minimo contenido material del modelo primero presentado en la
Ref. [61], y luego ampliado [62], aunque en este tltimo, los campos escalares son complejos
y el primero se propone como energia oscura (DE), en lugar de DM. El modelo presentado
en la referencia anterior se puede simplificar si usamos campos escalares reales. También
podemos asociar ¢ con la DM para construir el siguiente lagrangiano

L=L,+Ly+ L+ Ly, (5-3)
donde

1
L, =50"00up = V(). (5-4)

es el lagragiano del inflatén (el cual es otro campo escalar de masa M), y donde

1
Ly = 50"90.¢ = V(9), (5-5)
es el lagragiano del campo escalar de DM de masa m. En los dos campos escalares conside-
rados aqui usamos potenciales cuadraticos, de la forma (ver [62])
Lo o L 5.9
V(SD):§M<P7 V(¢):§m¢.

El siguiente término corresponde al lagrangiano de los neutrinos, y viene dado por

L, = Z {z’ijﬂy“(‘)ﬂij — %mj(ufRCVjR) + h.c.} , (5-6)
j=1

donde hemos incluido términos de masa para los neutrinos pesados de Majorana y donde

C es el operador de conjugacién de carga. Para escribir los términos cinéticos y de masa

hemos usado los componentes derechos de los neutrinos (v;r , j = 1,2, 3). Estos neutrinos

son los que alimentan el mecanismo see-saw [03], y adquieren su masa por mecanismos mas

alld del SM, por ejemplo, mecanismos que ocurren durante la era de gran unificacién (GUT).

Finalmente, el término de interaccion viene dado por

—L; = sp{g10v1r + g201v2r + frpvir — faprar} + h.c. (5-7)

Al final de la era inflacionaria, el inflatén ¢ se desintegra instantaneamente en neutrinos
estériles derechos v a través de los acoplamientos f y f2, de tal manera que nos quedamos
con

—Lr1s = sr{g10v1r + g20V2r} + h.c. (5-8)



5.2 Conexién de nuestro modelo con el modelo estandar (SM) 31

De la ecuacion anterior podemos ver que en nuestro modelo tenemos acoplamientos de Yu-
kawa de la forma g;v3r¢v;g, con i = 1,2.

Este tipo de términos permite aniquilar neutrinos pesados para producir particulas de DM,

como se muestra en la Fig. 5-2. Este sector es el que usaremos para estudiar la produccion
de DM.

Y4

!
Pr— 1

Y4

p1— Db

t = —(p1 — ph)? u=—(p — ph)?

Figura 5-2.: Canales de co-aniquilacién de neutrinos permitidos por la Ec. (5-8) para la
produccion de particulas de DM.

5.2. Conexion de nuestro modelo con el modelo estandar
(SM)

El modelo presentado aqui se conecta con el SM a través de los neutrinos derechos estéri-
les que se pueden agregar al SM para formar lo que se conoce como el modelo estandar
minimamente extendido (SM-ME).

5.2.1. Lagrangiano de Yukawa en el SM-ME

Veamos antes algunos conceptos relacionados al modelo estandar de particulas elementales
minimamente extendido (SM-ME) [61].
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El sector de Yukawa del SM-ME, se construye a partir de los siguientes objetos:

Doblete de Higgs y doblete de Higgs conjugado

ht B hOT
P = , P = . (5-9)
ho —h~

Doblete leptonico y doblete de quarks

Vm U,

lmL = s dmL = m = 1, 2, 3. (5—10)

€m m
L L

Singletes de SU(2)
UmR, dmRa €mR, VmR- (5'11)

El lagrangiano de Yukawa del SM-ME estd dado por
3

‘ayuk = — Z [V#anm[,&)unR —+ Fgmq_qu)enR + F;n[mLQenR + FZnanL(T)VnR} + h.C. (5—12)
m,n=1

donde

Finn? L= {U,d, €, V}?

son elementos matriciales (estdn contenidos en matrices 3 x 3,T%) y son los acomplamien-
tos de Yukawa. En general las matrices I' son complejas y no son necesariamente diagonales.

Los términos que involucran partes derechas de neutrinos son
3

—Lyuk = Z I I ®vng + h.c. (5-13)

m,n=1

usando las Ec. (5-9) y (5-10) en el anterior lagrangiano, se tiene

— LY e =T U W g — T ek Vg + hec. (5-14)

Los neutrinos v,g, con n = 1,2, 3, son los mismos singletes derechos que aparecen en la Ec.
(5-8), esto conecta nuestro modelo con el SM-ME.

Teniendo en cuenta lo anterior, el lagrangiano completo considerado en este trabajo, el cual
constituye una extensién al SM, es el siguiente

Liot = Lsy—me + L, (5-15)

donde Lgy_ g es el lagrangiano del SM-ME; el cual es exactamente el del SM, excepto por
su sector de Yukawa, el cual incluye singletes derechos y esté dado por la Ec. (5-12); y donde
L esta dado por Ec. (5-3).
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5.3. Otros canales de aniquilacion para los neutrinos

La conexion del modelo aqui propuesto con el SM-ME implica la existencia de otros canales
de aniquilacién para los neutrinos, lo cual podria hacer que el proceso de produccion de DM
ocurra fuera del equilibrio térmico (recordando que esta condicién se usé para el calculo de
Freeze-in). Esto se debe a que los neutrinos derechos también estdn acoplados a los campos
del SM, como se puede ver en la Ec. (5-12), por lo tanto, tenemos acoplamientos del tipo
mostrado en la Fig. 5-3. Debido a las escalas de energia a las cuales existen los neutrinos
pesados de Majorana (102 —10GeV) no existen datos experimentales para la fenomenologia
de estos canales, sin embargo, su presencia pudo haber jugado un papel importante en el
universo temprano.

JI_/r.l L

Figura 5-3.: Vértices permitidos por los acoplamientos dados en la Ec. (5-12). Podemos ver
el canal del Higgs neutro (k%) y del Higgs cargado (h™), que aparecen en el
doblete definido en la Ec. (5-9). Estos canales acoplan los neutrinos derechos
con las particulas del SM.
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6.1. Nuamero de particulas en el volumen comdévil

Es conveniente cambiar la densidad numérica de particulas que aparece en la Ec. (4-34) por
la densidad numérica comdévil, como se explica a continuacion.

En un universo dominado por radiacion la entropia S se conserva. Si se escribe
S =5V (6-1)

donde s es la densidad de entropia denotada como

5= (6-2)

donde V es el volumen, el cual se puede expresar de la siguiente manera
V = kad®, (6-3)

donde k es una constante y a es el factor de escala universal, por tanto, la densidad de
entropia se expresa como

s =kSa?, (6-4)

La densidad numérica de particulas en el volumen fisico esta definida como
#part

N, = ——o, 6-5

X V ( )

donde #pq+ es el nimero de particulas, entonces, utilizando la Ec. (6-2) se tiene.

Ny

#part == ? (6‘6)

La ecuacién anterior (salvo la constante S), permite definir el nimero de particulas en el
volumen co-movil como

n
— X
N, =X,

(6-7)

S
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N, es de gran utilidad para calcular reliquias. Si se analiza la Ec. (4-34), sin produccién o
destruccién de particulas simplemente se reduce a

an

7 +3 L= 0, (6-8)
cuya solucién es

-3
ny, o< a ”,

por tanto, usando la Ec. (6-4) se puede ver que N, es constante; esto implica que, cuando la
producciéon —o destruccién— de n, se detiene, la produccion de materia oscura se estabiliza

en cierto valor de N,, por tanto, es sumamente conveniente cambiar la variable de evolucion
de n, a N,.

Reemplazando la Ec. (6-3) en la Ec. (6-1), se tiene
S = ska?, (6-9)

por conservacién de la entropia (S = 0)

,da 5ds ds a
= — — = —3—s. 6-10
0 = 3sa® 7 +a 7 «— o 3a5 ( )

Utilizando la Ec. (6-7), la derivada temporal de la densidad de entropia se expresa como

ds 1 dn,, n, dN,

ds _ , (6-11)
dt ~ Ny dt N2 dt
por tanto
dn,  dN, ds
=N 6-12
it~ dt S dt= (6-12)
luego, utilizando la ecuacién anterior junto con las Ec. (6-7) y (6-10), se tiene
dn, dN,,
—= —n, = . 6-13
i =G (6-13)

Finalmente, sustituyendo en la Ec. (4-34), se llega a

dNy QzT /Oo K (/s/T) /tﬁ" 712
= — 7 M -14
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6.1.1. Evolucién en la temperatura

Se realiza un cambio en el operador diferencial de ¢ a T en el lado izquierdo de la Ec. (6-14)
dado que este evoluciona de acuerdo a la variable temporal, mientras que el lado derecho es
una funcién de la temperatura. Esto se puede hacer solamente durante la era de radiacién
dominante mediante la siguiente expresion [30, 38]

d 7 [ g.(T) 1/2 5 d
4T (L)) sl 1
dt M, ( 90 ) T’ (6-15)

donde M, es la masa de Planck reducida y g.(7") son los grados de libertad efectivos relati-
vistas —en densidad de energia—, que en general dependen discretamente en la temperatura.
Durante la era de la radiaciéon, la densidad de entropia evoluciona como

272
=" ¢.,(T)T3, 6-16
5= 7=0u(T) (6-16)

donde g, es el nimero efectivo de grados de libertad en entropia.

Reemplazando las Ec. (6-15) y (6-16) en la Ec. (6-14), se tiene

%\/E/T) /t tf dtM?Hxx} . (6-17)

AN, 45 M, g 9 \/* 1 /°° ;
= — — s
ar 102478 X gus(T) \ g«(T) T% J s

6.1.2. Transformacion de la integral interior

En este punto introducimos la fisica contenida en el modelo propuesto en el capitulo 5.

La integral de la amplitud puede expresarse como [37]

tfin 4
/ anare,, = S F(simi,my), (6-18)
Lin

donde g. es el acoplamiento entre los neutrinos y la DM; es de tipo Yukawa, por ende debe
ser menor o igual a la unidad. La funcién F(s;m;, m,) depende de la variable de Mandels-
tam s y contiene como pardmetros las masas de los neutrinos (m;) y del escalar de materia
oscura (m, ). Esta funcién proviene del célculo de la amplitud de aniquilacién permitido por
los términos de interaccién dados en la Ec. (5-8) y mostrados en la Fig. 5-2. En este trabajo
utilizamos la amplitud calculada y presentada en la ref. [62].

Reemplazando la Ec. (6-18) en la Ec. (6-17), se tiene

dN, 45 My g 90 \"*1 g /°° PRSECLTE Dy — (6-19)
dT 102478 % g.o(T) \g(T))  T°128 Jy2 NG T
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Realizado un cambio de variable
5 — 4ml2/m, F(s;my,m,) — 4ml2gx(:17; T), (6-20)
donde el parametro 7 se define como

Y (6-21)

y donde la funcién g, (z;7) esta definida como

1 2

Lidgyr
Ty =4 — 30 S(x;
(@3 7) {%_72+}J4 } (5 7)

1 1, 2(3-1)+Li 1
+{E+2—§T2+ (’”l_) 8 x log §

(6-22)

donde

S(z:7) = \/ (é - 1) (% _ 72>. (6-23)

Los anteriores resultados corresponden al cdlculo de la amplitud de aniquilacién de neutrinos

yendo a escalares, el cual es un resultado genérico de la teoria de QED [11]. En este caso
estamos usando las funciones presentadas en [35].

Con estos cambios la Ec. (6-19) queda

dN 45 M, ¢ g 90 \ Y% m3
x p, %( )) LT (T 7 m), (6-24)

AT~ 1638478 % g,o(T) \ (T

donde Z, (T'; 7,my) esta definida como

I (T;7,my) = /01 d:(;g’if/g>l(1 (TZ%) . (6-25)

Cambio de variable de integracién

Para facilitar la integracién y dado que la temperatura de interés podria estar cerca del valor
de la masa de los neutrinos, se define la variable

//L_T’

por tanto

(6-26)

d wod

i -2
dT Tdu’ (6-27)
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con las Ec. (6-26) y (6-27) en (6-24)

AN, 45 1My gig. 90
dp 1638478 X my guo(T) \ g (T

donde la Ec. (6-25) es reescrita en términos de la nueva variable, u, como sigue

T (u7) = /0 1 da;g’;L\/;g)Kl (2—\/’%) | (6-20)

1/2
)) 1L (5 7), (6-28)

6.2. Densidad esperada de materia oscura

La densidad de DM observada actualmente es

Qparg = P20, (6-30)
Pe,0

La densidad de energia de DM es
PDM = My Ny, (6-31)

y la densidad critica estd definida como

Pe = BMI?ZHQ, (6-32)
por tanto
My T
0O — X0 6-33
DM.,0 3M51Hg ) ( )

y con la definicién dada en la Ec. (6-7), se tiene

mXNX’OSO

: (6-34)
3M2H3

Qppo =

donde sg es la densidad de entropia observada hoy, la cual se puede conocer por medio de la
Ec. (6-16) y con las cantidades

Ty = 2,34865337 x 10~ eV,
9xs(Tp) = 3,91

obteniendo

50 = 2,22203431 x 10" eV?. (6-35)
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La Ec. (6-28) es la herramienta principal para el estudio del modelo.

Otras cantidades conocidas necesarias son

QDM,O = 07 2587
g1 = 67
Y=2.

Ademas, por las altas temperaturas, los grados de libertad efectivos relativistas casi no varian
(este numero empieza a disminuir drésticamente para temperaturas inferiores a 100GeV),
por tanto, se puede tomar [35]

9+(T) =~ 100.

Los parametros del modelo que se pueden controlar son: la masa de los neutrinos que se
aniquilan (m), el acoplamiento entre los neutrinos y la DM (de tipo Yukawa, por ende, debe
ser menor o igual a la unidad), y la masa del escalar de DM.

6.3. Resultados numéricos
Se define un nuevo nimero de la siguiente manera

N,
Ny=—1
9e

(6-36)

por tanto, la Ec. (6-28), queda

’

AN 45 1M, g2 90 \/*
X p l 3
= = T, (u; 6-37
dp 1638478 X my g.s(T) (g*(T)) ki), (6-37)

donde la integral esta dada por

T (1;7) = /01 dasg’;(j_;>K1 (2—\/’%) . (6-38)

Debido al cambio anterior ya no se presenta dependencia del acoplamiento g..

Haciendo evolucionar la Ec. (6-37) utilizando lenguaje Python (ver Anexo D) se obtiene la
Fig. 6-1, donde se encontré que el nimero de particulas se estabiliza en N;( = 0,00294635.

Donde se encontré que el nimero de particulas se estabiliza en N;( =0,00294635.
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Figura 6-1.: Produccion de DM a partir de neutrinos pesados de Majorana con acopla-
miento tipo Yukawa, cuya evolucién estd dada por la Ec. (6-37). (Se escribi6
un codigo en Phyton para la evolucion del modelo, el cual se incluye en el
Anexo D).

Reescribiendo la Ec. (6-34) en términos de la Ec. (6-36), se tiene

4 !
My G Nx,050

Qpupo = : (6-39)
3M§IH§
de donde se tiene que
SM2H2Qpu
4 pl=*0 0
Mmyg, = —————. 6-40
X NX7050 ( )

Dado que el nimero de particulas una vez estabilizado (ver Fig. 6-1) se mantiene hasta la
actualidad, entonces N;;,o = 0,00294635. Reemplazando los valores en la ecuacion anterior

mygs = 145,038639¢V, (6-41)

por lo tanto, se tiene una relacién funcional entre el acoplamiento y el valor de la masa de
DM

1

14 4

o= ( 5,0386396V) . (6-42)
my

Dado que el acoplamiento g. es un acoplamiento de Yukawa, no puede ser mayor que la
unidad, g. < 1, por lo tanto, de la ecuacién anterior se puede imponer una cota inferior para
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el valor de la masa del escalar, es decir
145,03863%eV < m,.

El limite superior lo obtenemos a partir de la definicién del parametro 7 dado en la Ec.
(6-21). Nétese que la funcién dada en la Ec. (6-22) toma valores indefinidos para 7 > 1, por
lo tanto el méaximo valor que puede tomar el parametro es 7 = 1, asi, el valor maximo de
la masa del escalar se da cuando m, = my; (ver Ec. 6-21). Ya que en nuestro modelo se ha
fijado la masa de los neutrinos en m; = 10GeV, entonces la cota maxima permitida para
la masa del escalar es 10?2eV/, luego

145,038634eV < m, < 10%eV. (6-43)

es decir que este modelo no es muy restrictivo en cuanto al valor de m,. Esto se debe a que
la funcién dada en la Ec. (6-22) no es sensible a la variacién del pardmetro 7, es decir, el
valor de la masa m, no impone cotas sobre la seccién eficaz de aniquilaciéon, por lo tanto, los
valores permitidos aqui abarcan 22 ordenes de magnitud; por otra parte, es notable el valor
del limite inferior encontrado.

Con los limites (6-43) y la funcién dada en la Ec. (6-42), se tiene que el intervalo permitido
para el acoplamiento entre la DM y los neutrinos es

1,L1x107°<g, <1 (6-44)

Los resultados mostrados en la figura 6-1 y en la Eq. (6-41) muestran que la aniquilacién de
neutrinos pesados puede actuar como fuente de la ecuaciéon de Boltzman para producir DM
por Freeze-in.

La densidad de DM nunca estd en equilibrio térmico y se estabiliza rapidamente en un
valor constante que podemos observar hoy. Esto brinda un acercamiento fenomenolégico
que muestra que el modelo propuesto aqui es viable, es decir, la DM puede provenir de
la aniquilacion de neutrinos pesados ya que no hemos encontrado contradicciones para los
valores de los parametros de masa de la DM y su acoplamiento. Se muestra también que
la produccion ocurre en épocas muy tempranas del universo, para valores del parametro p
entre 1y 10, que corresponde a temperaturas de 10'? y 1012 GeV, es decir, que para valores
de masas de los neutrinos de 10'* GeV, la produccién de DM ocurre simultdneamente a
la desintegracion de los neutrinos en materia del SM. El estudio fenomenolégico de estos
procesos estan mas alla del alcance de esta tesis y se dejan como posible trabajo a futuro.



7. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se estudiaron ampliamente las dos bases del modelo cosmoldgico
estandar, dichas bases son: la gravedad de Einstein y el principio cosmolégico. Se hizo una
revision detallada de la gravedad de Einstein, para lo cual se obtuvieron las ecuaciones de
campo de Einstein. En seguida se estudié con detalle la construccién de la métrica de FLRW,
la cual es la unica que se ajusta al principio cosmolégico, es decir, describe un universo ho-
mogéneo e isotropico.

Utilizando la métrica de FLRW y las ecuaciones de campo de Einstein, se obtuvieron las
ecuaciones de Friedmann, las cuales describen un universo homogéneo e isotrépico en expan-
sion. Dichas ecuaciones son la base del modelo estandar cosmoldgico, por lo que la evolucion
de cualquier componente material del universo que se quiera estudiar, debe hacerse con base
en las ecuaciones de Friedmann.

A continuacién se estudié la produccién de DM escalar en el paradigma de Freeze-in, para lo
cual se hizo una revision de la ecuacion de Boltzmann en un universo FLRW. Dicha ecuacion
es la herramienta estandar para estudiar la produccién de reliquias en el universo temprano.

Una vez completado este conjunto de herramientas, proponemos un modelo en el cual la DM
escalar se produce a partir de la aniquilacién de neutrinos pesados de Majorana. Se escribid
explicitamente la ecuacién de Boltzmann para dicho sistema y se estudié numéricamente la
produccién de reliquias de DM, mediante un programa escrito en Python. Se encontraron
las siguientes cotas para el valor de la masa del escalar y el acoplamiento de Yukawa con los
neutrinos pesados

145,038634eV < m, < 102V
,L1x105<g. <1

En la actualidad los valores permitidos para la masa de la DM abarca un amplio espectro, por
ejemplo, existen modelos para DM de escalares ultraligeros con masa del orden de 10~22eV
(ver por ejemplo [11, 12]), asi mismo existen modelos con particulas de DM pesadas (por
ejemplo, escalares pesados o WIMPS [15]). Nuestro modelo excluye escalares ultraligeros,
ya que solo permite masas mayores a los 145e¢V, sin embargo es compatible con un amplio
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espectro para DM pesada.

El modelo aqui propuesto utiliza neutrinos pesados de Majorana como fuente en la ecuacion
de Boltzmann, es decir, como fuente a partir de la cual se generan los escalares de materia
oscura. Anteriormente se habian propuesto dichos neutrinos como DM en si misma, dichos
modelos ya han sido descartados [15], sin embargo, el uso de dichos neutrinos como produc-
tores de DM por co-aniquilacion es un mecanismo que no habia sido estudiado y se presenta
por primera vez en esta tesis.

La implementacién de neutrinos pesados como fuente de la ecuacién de Boltzmann para
la generacién de DM escalar involucra una amplia fenomenologia, ya que dichos neutrinos,
aparte de estar conectados con el escalar de DM, también estan conectados con los neutrinos
ligeros (observados) a través del mecanismo see-saw, también estéan conectados con la materia
del SM-ME por medio de su interaccion con el doblete de Higgs. El estudio fenomenolégico
de los canales de neutrinos ligeros y del canal del Higgs estd mas alla del alcance de esta
tesis y se deja como perspectiva. En esta tesis nos hemos enfocado en el sector de neutrinos
pesados y escalar de DM. Los resultados mostrados aqui ofrecen los primeros pasos para
aproximarnos a una comprension mas profunda de este modelo. Los resultados obtenidos
hasta este punto nos indican que el modelo tiene viabilidad, ya que los valores de la masa
y del acoplamiento de Yukawa aqui encontrados no entran en contradicciéon con los valores
esperados, ya que entran en el amplio espectro permitido para los valores de la masa de la
DM [2, 4].

Es importante resaltar que en esta tesis hemos abordado la producciéon de DM desde un
enfoque de altas energias, es decir, a partir de una extensién del modelo estandar (SM-ME
+ sector escalar) hemos calculado explicitamente los términos de la ecuacién de Boltzmann
que permiten hacer la conexién entre el sector de materia oscura cosmoldgico y el sector
de neutrinos pesados. En muchos trabajos relacionados con freeze-out y freeze-in es comun
considerar las secciones eficaces térmicamente promediadas como parametros constantes, los
cuales se ajustan numéricamente para que la densidad de DM producida coincida con la
observada. Por el contrario, en esta tesis hemos utilizado expresiones analiticas obtenidas a
partir de calculos explicitos de QED. Este es un enfoque novedoso que se ha empezado a
utilizar en anos recientes y que es necesario usar aqui para explorar la viabilidad de nuestro
modelo.



A. Anexo: Gravedad de Einstein

La fuerza gravitacional ejercida sobre una particula de prueba con masa m, en la teoria
clasica esta dada por

—

F=mj=—-mV¢, (A-1)

donde ¢ es el campo gravitatorio generado en cierta posicion por el potencial gravitacional
V¢. Este ultimo se define como [67]

V26 = 47Gp, (A-2)

siendo esta la ecuacion de campo gravitatorio newtoniana, donde p es la densidad de materia
y Gy es la constante de gravitacién newtoniana.
Ahora, en términos de la curvatura del espacio-tiempo newtoniana, se tiene que

ROO = 47TGN,O, (A—g)

donde Ry es la componente del tensor de Ricci newtoniana. El tensor de Ricci es un caso
més particular del tensor de Riemann (tensor de curvatura), el cual supone una generaliza-
cién del concepto de curvatura de Gauss.

Posteriormente, Albert Einstein postulé las ecuaciones de campo para la métrica Lorentziana
g, para un espacio-tiempo relativista, puesto que la ley de Poisson solo tenia en cuenta la
parte espacial [33], por lo tanto

Rup = 4G NT s, (A-4)

puesto que p es una componente del tensor de energia-momento T}, .
Si se aplica la divergencia a ambos lados de la ecuacién anterior, se tiene que el tratamiento
del tensor de energia-momento en un espacio curvo deberia ser

V% w =0, (A-5)
implicando a su vez

V*Rq = 0. (A-6)
Sin embargo, esto no se cumple en cualquier geometria, como consecuencia, debe ser modi-

ficada a un tensor que si obedezca esta condicidn.

Para darle un tratamiento diferente al problema, Hilbert propone una forma alternativa.
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A.1. Accion y Densidad Lagrangiana de Hilbert

La Accién se define como
S = / d*zL. (A-7)
Hilbert propuso una densidad lagrangiana [06] de la forma

ﬁH = \/__gRa (A_S)

la cual es el funcional mas general que se puede escribir a partir de la métrica y su primera
derivada, aqui g = det gup, gap es la métrica del sistema y R es el escalar de Ricci (contiene
las derivadas).

La densidad lagrangiana es de caracter tensorial y
R = g" Ry, (A-9)

luego,

Sulgl = / d'zv/=99" Ry, (A-10)

Aplicando el principio de minima accion

5Sulg) = / d'z (55/=99" Rus + v/=90¢" Ruy + V=94"*6 Rup) = 0, (A-11)
desarrollando las variaciones, se obtiene

ddet (gop)  —det(9)g™0gay 1 b
— = — = — — a . A—12
V=g == = N 5V 99" 09ab (A-12)

Para la segunda variacién se tiene la propiedad

9” g = 0%, (A-13)
por tanto,
59" ghe + "6 gbe = 0, (A-14)

despejando y renombrando los indices con el objetivo de no repetirlos
5gab _ _gamgbnégmn. (A—15)
Para la siguiente variacion el tensor de Ricci se define como

Rap = Roep = Tpae — Teap + rery, — Ti e (A-16)

ba,c ca’
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donde la notacion después de la coma indica una derivada parcial del simbolo de Christoffel.
Ademas, en coordenadas normales, los dos tltimos términos del tensor de Ricci se anulan

ORwp =00, — 00,10, (A-17)
ahora, como la derivada parcial conmuta con la variacién

§Ruy = 0p0T™ — 9,01 = V,6T™ — V7,6 = 6T , — 6T,

am,b ab,m*

(A-18)
Se tiene que

V=39"3 R = /7. (A-19)

Cuando la derivada covariante de g es cero, es decir: Vg = 0.

V=99"0Ra = V=9 (9"°0T0,) , — V=9 (9"0T5;) ..+ (A-20)

ademas, en coordenadas normales, la derivada parcial es igual a la covariante
= V=94, = V=98], = (V=94"),, - (V=9B"),,,- (A-21)

Juntando todos los términos

1
0= /d4x (5 Y _ggab59abgabRab -V —ggamgbn5gmn59abRab + (v —gAb>;b — _gBm>;m)7
(A-22)

como los dos 1ltimos términos son de superficie, se puede sacar de la ecuacion de movimiento

1
0= /d4x (\/—gégmn[ﬁgm"g“bRab — Rm"]) (A-23)

Para que la accién de Hilbert conserve su forma inicial, se define el tensor de curvatura de
Einstein como

1
G™ = R™ — g™ R. (A-24)

De esta forma Hilbert concluyé que la ecuacion a analizar al inicio deberia ser

1
Rap — §gabR = 8TGNTw, (A-25)

siendo estas las Ecuaciones de campo de Einstein.



B. Anexo: Métrica de un universo
homogéneo e isotropico

El principio cosmoldgico plantea que el universo a gran escala (escalas de millones de anos
luz), es isotrépico y homogéneo.

La isotropia se aplica en algin punto especifico del espacio y establece que el espacio se ve
igual sin importar en qué direccion se mire, es decir, es invariante bajo simetria rotacional.
Esta es la simetria que estd indicada por las observaciones de los cimulos de galaxias y del
CMB.

La homogeneidad afirma que el universo es invariante bajo traslaciones espaciales, es decir,
su estructura y las leyes que lo rigen seran las misma para nosotros o para una galaxia a
millones de anos luz.

La métrica de Friedmann, Lemaitre, Robertson, Walker describe este tipo de universos. Para
construir la métrica se define un diferencial de longitud desde la simetria esférica, pero vista
desde una dimension superior, esto es

di* = da} + dx3 + dxi + dr}. (B-1)

Extendiendo la definicién de esfera como la conocemos, a una hiperesfera, es decir, imaginarla
en una dimension extra, llegando asi a un espacio euclidiano 4D, luego, la ecuaciéon de una
hiperesfera es:

V' =27+ a5+ 15 + 3, (B-2)

despejando en funcion de zy:

T4 = \/b2 — a3 — 13 — 13, (B-3)
aplicando una derivada total

d(L’4 _ —l’ldl‘l — l’;dl’QQ— ZL’3?(I)37 (B—4>
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dxy + Todxy + T3d13)*
gp? — (e B-5
4 b2 — 2 — 23 — 23 ’ (B-5)

sustituyendo lo anterior en la Ec. (B-1), se tiene

(z1dxy + Todry + w3dX3)?
b2 — a3 — 13 — 23 '

di* = dx3 + dxj + dxj + (B-6)

Dado que la tnica simetria que admite homogeneidad e isotropia es una esfera, sean las
coordenadas esféricas

x1 = rsinf cos ¢
ZTo =rsingsind (B-7)

T3 = rcosb

r? =l 4 a3 + 13, (B-8)

luego, el cuadrado de su diferencial

(v1dxy + Todwy + 13d23)?

2 2 2
T+ x5 + a3

dr® = : (B-9)

donde los diferenciales

dz? = sin?  cos® ¢dr? + r* cos? 0 cos® pdf* + r? sin?  sin® pde°.

dz; = sin? @ sin® ¢dr? + r* cos® 0 sin? pdf* + r? sin” 6 cos® pdg”. (B-10)
dz3 = cos® Odr® 4 r* sin” 0d6”>.

Por tanto,

dx? + das + dal = dr® + r2df* + r* sin”® 0d¢?, (B-11)
reemplazando la Ec. (B-11) en la Ec. (B-6), se obtiene

(I’ldl'l + IL‘le’Q + Igdl‘g)z

di* = dr® + r*df* + r*sin”® fd¢? + PR (B-12)
reemplazando la Ec. (B-8)
2d 2
A2 = dr® + 12d0° + 12 sin? 0d¢? + —
b2 _ 2
b2dr? _
R + 72d6* + r? sin? 0d¢* (B-13)

dr? 2 192 2 2 2
= e + r°df” + r* sin” Odo
T
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Se va a adicionar una cuarta dimension a todo suceso en el espacio, perpendicular a las
demads, cuyo valor estaria formado por componente imaginaria, este seria, para el vacio: icdt,
luego

ds® = —c2dt* + da? + da3 + dx3. (B-14)

Esta es conocida como la Métrica de Minkovsky.
Suponiendo que el universo se expande a una tasa constante, se denominard a a(t) como la
tasa de expansién del universo, por tanto

ds* = —c*dt® + a(t) (daf + daj + dx3) (B-15)

reemplazando el diferencial longitudinal de la hiperesfera en la ecuaciéon anterior

dr?

ds? = —2dt® + a(t) ( . +7%d6? + r? sin® 9d¢2> : (B-16)

r2
b2

Definiendo k = b% como la curvatura del espacio,

2

— Kkr2

ds® = —*dt® + aft) (1 +72df? + r*sin’ 9d¢2) : (B-17)

siendo esta la métrica de Friedmann, Lemaitre, Robertson, Walker (FLRW), la cual describe
un universo homogéneo e isotrépico [67].



C. Anexo: Simbolos de Christoffel y

tensor de Riemann en un universo
FLRW

C.1. Simbolos de Christoffel

La forma general de los simbolos de Christoffel estda dada por

|
Tas = 59" (959av + Ougpr = u9ap) (C-1)

donde g, es la métrica y g"” es su inversa. Dichos simbolos no son tensores, ademas, son
simétricos en sus dos indices inferiores. Las derivadas parciales se pueden denotar con una
coma en los subindices seguida del indice respectivo de la derivada, esto es: zga, se puede
expresar Como goy, -

Examinando por casos:

1. Caso up =20
1
Fas = 59" (9890 + Oagsw — Ougas) (C-2)

Los subcasos:

a) cuandoa =0y =0

1
oo = 5901’ (Qogaw + Aogow — Dugoo) » (C-3)

para la métrica FLRW I'); = 0.

b) cuandoaa =0y B =1

1
o = 59()” (9igov + Oogiv — Ovg0i) , (C-4)

De acd se obtienen tres indices, los cuales, dada la diagonalidad de la métrica
FLFW, son cero.
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c) cuando v =iy =

1 v
F?j = 590 (959i + 0igj — 0ugi5) , (C-5)
para este caso, ¢ = j y v solo pude tomar el valor de 0, por tanto quedaria de la
forma
1
F?i - —5900 (D0gii) » (C-6)

2. caso =1

. 1 .
Flaﬁ = ng (aﬁgau + aozgﬁu - al/gozﬁ) ; (C'7>

Los subcasos:

a) cuandoa =0y =0
) 1 i
Lo = 59 (9ogow + Gogor — Dugoo) , (C-8)
De acd se obtienen tres simbolos que poseen un valor nulo.

b) cuandoaa =0y B =7

g 1 w
FOj = 59 (8jg0,, + a(]gjz/ - auQOj) ) <C_9>

por lo que v debe ser igual a 7, y dado el caracter diagonal de la métrica, se tiene
i L g
Lo = 59 (ogii) (C-10)
c) cuandoa=ky (=]

dado que v solo puede tomar el valor v = 7, entonces
. 1 ..
F;cj = 59“ (9i9ki + Okgji — Oigi;j) - (C-12)

Por tanto, los simbolos de Christoffel no nulos son

1 KT
I =—-4¢"(0,9,r) = —, C-13
= 59" (0:grr) [ (C-13)

1
Ty = §9W (—8rgoo) = r(—=1+ wr?), (C-14)
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52 FLRW
1
I,a = §g” (—=0r9sp) = r(—1+ Kr?)sin® 6, (C-15)
' 1 Tr d
Iy, = 59 (8tgrr) = 2 (0—16)
o 1 g 1
FQT = 59 (aTgea) = (C-17>
r
1 .
sz = 5969 (—0pgpp) = — cosfsinb, (C-18)
1 a
Iy = 5909 (Org600) = — (C-19)
a
o _ L 4o 1
Lor = 597 (0rg09) = (C-20)
1
Fge = §g¢¢ (agg¢¢) = cot 6, (C—Ql)
I%, — 169 (B956) = C-22
16 = 59" (Gigss) = —, (C-22)
M= Lot (Cogn) = =20 (C-23)
2 (1= kr2)’
t Ly re
Top = 59 (—0:ge0) = =244, (C-24)
t r? 2
Loy = 59" (—0igge) = —aasin”0, (C-25)
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C.2. Tensor de Riemann

El tensor de curvatura de Riemann [(8] supone una generalizacién del concepto de curvatura
de Gauss, se define como

— B B
R, =10, —T0,  +0000 —T0.T (C-26)

nov vu,o TR o

C.2.1. Tensor de Ricci

El tensor de Ricci es la contraccion del tensor de Riemman, como sigue

_ — B B
R = RZPV - Frlf)u,p o FZW/ + FzﬂFvu o Fﬁﬁrpu’ (C-27)
Aplicando la métrica FRLW, se obtiene

= Componente temporal: con u,v = 0:

Roo = T4y, — 000+ T05Th — T4 (C-28)
e p=10
Como no existe un simbolo de Christoffel no nulo que tenga dos indices temporales,
se tiene
Ryp = 0. (C-29)
o p=1
Rop = —T% 0 — ThsTl. (C-30)

Haciendo correr a . =0,6 =k

Roo = _FZO,O - Féorgo - FékF§07 (C‘3l>
luego
Roo = _on,o - Fékri‘%' (C-32)

Sumando la Ec. (C-29) y la Ec. (C-32), ademds, como los indices para ¢ y k corren de
la misma forma, la componente temporal

Roo = _Fio,o - F&-Fﬁm (0‘33)
expandiendo, para la métrica FLRW, se tiene

Ry = —F%o,o - P%Or(ln - F30,0 - F(2)2F§0 - Fgo,o - F33F§07 (C‘34)
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ad — a2 a2
Ry = —3 —3— C-35
a
Ryo = —3—, (C-36)
a

= Una componente espacial y una temporal

ROi = Fp — Fp

0i,p 00,1 + Fzﬂrgz - Ffﬂrﬁ (C_37)

p0”

e p = 0 Recordando que los simbolos de Christoffel con dos o mas indices tempo-
rales, son cero, luego

Ry; = 0. (C-38)
°p=j
Ro; = ng’,j - F;O,i + F?ﬁrgi - FZBF§07 (C-39)

haciendo correr a S =0y =k

Ry =T}, — T

03,5 30,

+ F;krlgi - FZkF§O7 (C-40)

los subcasos

o ¢ = j los simbolos de Christoffel se cancelan entre si, luego

Ro; = 0. (C-41)

o4 = j = k Al igual que en el caso anterior, los simbolos de Christoffel se
simplifican con su inverso aditivo

R = 0. (C-42)
o k=

Ro; = =T, — LT, (C-43)
o k=1

Ry = —Ty , + TL.Th,. (C-44)



C.2 Tensor de Riemann

95

por lo que, analizando los primeros términos de la Ec. (C-43) y la Ec. (C-44) se

puede ver que, de acuerdo a los simbolos de Christoffel encontrados en la seccién

(C.1), aquel que posea un indice temporal debe tener los dos indices restantes

iguales, ademas, como la derivada indicada es espacial, estas componentes son

cero. Para los segundos factores de las ecuaciones anteriormente mencionadas, se

cancelan entre si.

Una propiedad muy importante del tensor de Ricci es su simetria en sus dos indices

inferiores, luego, el tensor de Ricci con un indice espacial y uno temporal

R()Z' =0
= Componentes espaciales

_ 8 8
Riy =10, = Thiy + Tl = Tl

Ji,p P

Las componentes espaciales no nulas son

e componente R,

— B
Ry, =1¢, ,—Tr D007 —T%T

7,0 prsr

R, =TOTI7 47217 +T9TI +T

Or= rr rorr o]

22

B
pr

rr,t)

2K a a’ + ad

1 2a°  ad
R’r’r: 2 5 5 |
1 — kr? ( et 02>

e Componente Ry

Ti—a A(1—rr?) A1 —kr?)’

_ B B
Rog =Tgy , =109 g + 103 0 — Tl g,

-2 ..
R99:T2 |:2(k+a—2)+%:|,
C C

e Componente Ry,

_ TP P p B p B
Rogp = Tig o = Tpss T Tpslos — Tgplpgs

.2 .o
R¢¢:7‘2sin20 |:2 </€—|—%> +a_;l}7

(C-45)

(C-46)

(C-47)

(C-48)

(C-49)

(C-50)

(C-51)

(C-52)

(C-53)

(C-54)
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C.2.2. Escalar de Ricci

El escalar de Ricci estd definido como el producto entre la métrica inversa y el tensor de
Ricci, es decir, la contraccion de dicho tensor, esto es

R = g,w/le’ (C—55)
aplicando la métrica FLRW
R=g"R, + 9" Rog + 9" Ry + 9" Ru, (C-56)

luego

a? 2 2

'2 .
R=£<k+a—+@). (C-57)



D. Anexo: Codigos en lenguaje Python
Los cédigos aqui presentados se han realizado en lenguaje Python.

D.1. Modelo ACDM: parametros de densidad

Cédigo para evolucién numérica del sistema mostrado en las Ec. (3-72)-(3-77), a través del
cual se obtiene la grafica de los pardmetros de densidad del universo (Fig. 3-1) en el limite
homogéneo e isotropico.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import integrate

# Definicidén del sistema de ecuaciones ordinarias
def LCDM(A,N):

f,b,z,v,1=A

PI = f*xf + bxb + (4.0/3.0)*(zxz + v*v)

df = (3.0/2.0)*%(PI - 1.0)*f

db = (3.0/2.0)*%(PI - 1.0)*b

dz = (3.0/2.0)*(PI - 4.0/3.0)*z
dv = (3.0/2.0)*%(PI - 4.0/3.0)*v
dl = (3.0/2.0)*PIx1

return [df,db,dz,dv,dl]

# Condicién inicial
0f = 0.258 #0mega Dark Matter (hoy)
Ob = 0.0484  #0mega bariones (hoy)

0z = 5.38e-5 #0mega fotones (hoy)
Ov = 3.72e-5 #0Omega neutrinos  (hoy)
01 = 0.692 #0mega Lambda (hoy)

fO0 = np.sqrt(0f)
b0 = np.sqrt(0b)
z0 = np.sqrt(0z)
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vO
10

np.sqrt (0v)

np.sqrt(01)
LCDMO = [f0,b0,z0,v0,10]

# Intervalo N

a0 = 1.0

ai = 1.0e-7

NO = np.log(a0)
Ni = np.log(ai)

N = np.linspace(NO,Ni,500)

# Solucidn
sol = integrate.odeint (LCDM,LCDMO,N)

# Parametros de densidad Omega
sol2 = np.square(sol)

# Grafica

fig, axes=plt.subplots()
plt.plot(N,sol2[:,0], label
plt.plot(N,s0l2[:,1], label
plt.plot(N,sol2[:,2], 1label = "$\Omega_{\gamma}$")
plt.plot(N,so0l2[:,3], label "$\Omega_{v}$")
plt.plot(N,sol2[:,4], 1label = "$\Omega_{\Lambda}$")
plt.xlabel("Factor de escala $(a)$")
plt.ylabel("Pardmetros de densidad $\Omega_{i}$")
plt.legend()

plt.show()

"$\Omega_{DM}$")
"$\Omega_{b}$")

D.2. Freeze-in: produccion de DM a partir de neutrinos
pesados de Majorana

Cédigo para la evolucién numérica de la Ec. (6-37). Dicha ecuacién representa la produccién
de DM a partir de neutrinos estériles pesados de Majorana con acoplamiento tipo Yukawa
(Fig. 6-1).

import numpy as np



D.2 Freeze-in: produccion de DM a partir de neutrinos pesados de
Majorana 59

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import integrate
from math import pi

import scipy.special as sps

# DEFINIENDO CANTIDADES...

Mp = 2.4353232036e+18 # Masa de Plack (GeV).

ml = 1.e+13 # Masa de los neutrinos pesados (GeV).

gl = 6. # Grados de libertad de los neutrinos.

Fsim = 2. # Factor de simetria (para evitar sobrecoteos).
TO = 2.34865337e-13 # Temperatura actual (GeV).

gs = 100.0 # Numero efectivo de grados de librtad en enntropia.
gc = 1. # Acoplamiento Yukawa

gT = 100. # Grados de libertad efectivos relativistas.

HO = 1.4382431715e-42 # Pardmetro de Hubble actual (GeV).

mx = 1.e+7 # masa de la materia oscura (GeV).

0DMO = 0.258

print (" ml =" , ml )

print (" mx = ", mx )

print ( " TO =" , TO )

print ( " pi =", pi)

# DEFINIENDO LA FUNCION DE PRUEBA

def S(x,tau):
F =np.sqrt( ( (1./x) - 1. )*x(C (1./x) - tauxtau) )
return F

def g(x,tau):

fct = 1./x - tauxtau/2.

Sv = S(x,tau)

F=(C (1./x - 4. + tauxtau)/(1./x - tauxtau + (tau**4)/4.) - 3. )*Sv
+ (fct + 2. + (2./x - 2. + (tau**4)/8.) /fct )

*xnp.log( (fct + Sv)/(fct - Sv) )

return F

# DEFINIENDO EL INTERVALO DE TEMPERATURA
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Tini = 1.e+13 # (GeV)
Tfin = 3.e+10 # (GeV)
print ( " Tini = " , Tini )

print ( " Tfin = " , Tfin )

# DEFINIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE

muini = ml / Tini
mufin = ml / Tfin
MuO = ml / TO

# CONDICION INICIAL

Nxini = 0. # Nimero de particulas inicial.
# DEFINIENDO UN INTERVALO DE SOLUCION

# No logaritmico:

#mu = np.linspace ( muini, mufin, 100 )

# Logaritmico:

LogMuini = np.log(muini)
LogMufin

np.log(mufin)

LogMu = np.linspace ( LogMuini, LogMufin, 100 )

Mu = np.exp(LogMu)

# DEFINIENDO EL INTEGRANDO

tau = mx / ml

def FINT (x, Mu, tau):

F=(glx,tau) / ( x * np.sqrt(x) ) ) * sps.kn ( 1, 2. * Mu / np.sqrt(x) )

return F

# DEFINIENDO LA INTEGRAL
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def I(Mu, tau):
F = integrate.quad ( lambda x: FINT(x, Mu, tau), 0., 1. )
return F[0]

# Imprimiendo resultados

print ("MuO = ", MuO)
print ("Muini = ", muini)
print ("Mufin = ", mufin)
print ("tau =", tau)

print ("Iini ", I(muini,tau))

print ("Ifin = ", I(mufin,tau))

# VECTORIZANDO LA FUNCION

# I(Mu,tau) --> vec_I(Mu,tau)
# La rutina vec_I(Mu,tau) ahora puede evaluarse para un array de Mu.

vec_I = np.vectorize(I)
# DEFINICION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

def RHS(Nx, Mu):

F= (45./ (16384. * (pi **8.) ) ) * ( 1./Fsim ) * ( Mp/ml )
* (( (gl*x2.)*x(gc*x*4.) ) / gs ) * np.sqrt(90. /gT) * ( Mu*x3 )
* vec_I(Mu,tau)

return F

# EVOLUCION NUMERICA. ..
#Para hallar Nx:

solnum = integrate.odeint ( RHS, Nxini, Mu )

#Para eliminar la depedencia del acoplamiento gc:
Nxprim = solnum / (gcx*4.)

Nxprimini = Nxini / (gc*x4.)



62 D Anexo: Codigos en lenguaje Python

print ( " Nxprimini =" , Nxprimini)
print ( " Nxprimfin = " , Nxprim[99] )

# GRAFICADO. ..

plt.plot( Mu, Nxprim, label = "Numero de particulas" )
plt.xscale("log")

plt.xlabel ("$\mu=m_{1}/T$")

plt.ylabel ("Numero de particulas $N_{x}"{’}$")
plt.legend()

plt.show()
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