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1. PLANTEAMIENTO

Los procesos de enseflanza y aprendizaje del calculo presentan grandes
dificultades, una de ellas es la falta de motivacion en los estudiantes a la hora de
enfrentarse a resolver problemas matemaéticos y la otra es la falta de innovacion en
las estrategias de ensefianza por parte de los profesores; Florez, Valencia y

colaboradores en su libro fundamentos del calculo nos afirman esta idea:

“Los malos resultados que se presentan en el aprovechamiento y desempefio escolar en
los cursos de Calculo se pueden considerar como producto de las dificultades y
caracteristicas de los conceptos y métodos propios de esta rama de las matematicas y de
la insuficiencia de profesores y recursos pedagoégicos de apoyo a su ensefianza y

aprendizaje.”

Usualmente la ensefianza del calculo diferencial parte de enunciados, teoremas y
problemas en los que se aplica simplemente el conocimiento algebraico del
estudiante, dejando de lado la intuicion geométrica y visual. Esto, posiblemente,
debido a la dificultad de representar en el papel o el tablero un niamero grande de
ejemplos que den significado geométrico a los contenidos de calculo.

“El verdadero problema que debe plantearse en la ensefianza de las Matematicas no es
el del rigor, sino el de la construccion del sentido, de la justificacion ontoldgica de los

objetos matematicos” (Thom, R. 1978: 148, trad. Hernandez).

Lo que reafirma que la tendencia a ensefiar los conceptos de calculo desde su
definicion formal so6lo genera dificultades, pues se pierde la relacion de los

conceptos con su epistemologia; de manera que, apoyarse en las TIC proporcionan



multiples formas de representar situaciones problémicas que permiten a los
estudiantes desarrollar estrategias de resolucién para mejorar la comprension de los

conceptos matematicos que se estan trabajando.

GeoGebra, CaRMetal, Cabri Il plus, Martlab son algunos ejemplos de
herramientas geométricas que ademas de permitir desarrollar las clases de calculo
diferencial de manera dinamica e interactiva, son medios que producen aprendizaje.
Gomez (1998), Meza (2001), Poveda y Gamboa (2007), citados por Garcia
Santillan, Edel Navarro y Escalera Chavez (2010) sefialan que:

Si bien es cierto, que la tecnologia no es la formula méagica, ni probablemente la
solucion a todos los problemas educativos, lo que si es indudable, es que la
tecnologia ha venido a ser un agente de cambio que ha favorecido el proceso de
ensefianza aprendizaje de la matematica en general. (p. 15)

Conceptos como el de funcion, graficas, derivadas, maximos y minimos y puntos
criticos son necesarios para abordar uno de los temas mas importantes del célculo
diferencial, la optimizacion. De manera que, son varios los interrogantes que surgen
a la hora de revisar la ensefianza de este tema, como por ejemplo: ;Como se ensefia
la optimizacion? (Es adecuada la forma de ensefianza? ¢Se usan diferentes
estrategias para ensefiar a optimizar? ¢La optimizacién es un tema abordado solo
desde la teoria? Desde esta perspectiva y mirando éstas cuestiones, surge este
proyecto en el que el planteamiento principal es el disefio, planteamiento, estructura
y solucién de problemas en la tematica de optimizaciéon usando la herramienta

tecnolégica GeoGebra bajo el marco tedrico del modelo de Van Hiele.



Esta propuesta parte de los resultados obtenidos en una prueba piloto (ver
anexol) aplicada a los profesores del departamento de matematicas de la
Universidad de Pamplona que orientan los cursos de célculo, la cual arrojo
evidencias del como, por qué y para qué se ensefia la optimizacidn; de manera que
lo que se quiere es afrontar la ensefianza de este tema, partiendo desde una nueva
perspectiva diferente y proponiendo una alternativa para la ensefianza de ésta
teméatica implementando herramientas geométricas tecnoldgicas en el aula con

actividades enmarcadas bajo el modelo de Van Hiele.

1.1 FORMULACION

¢Como disefiar una estrategia pedagdgica para la ensefianza de la optimizacion bajo

el modelo de Van Hiele usando el programa GeoGebra?

1.2 JUSTIFICACION

El calculo es una disciplina fundamental en la formacion de ingenieros, técnicos
y cientificos; la problematica de la desercion en esta disciplina es un problema
educativo que impulsa a la busqueda de estrategias y metodologias, tanto
disciplinarias como de caracter pedagogico, pues los malos resultados que se
presentan en el aprovechamiento y desempefio de este curso se pueden considerar
como producto de las dificultades de los conceptos y métodos propios de esta rama

de las matematicas y de la falta de recursos pedagdgicos de apoyo a su ensefianza.



Los indices de reprobacion y desercion del calculo diferencial son muy altos en
muchas universidades, lo que representa un costo elevado en recursos y en
oportunidades desaprovechadas.

“El cdlculo diferencial e integral constituyen una materia obligada en el curriculo de las
carreras de ingenieria, ciencias e incluso en carreras del area de ciencias sociales. Sin
embargo, los reportes de fallas en el aprendizaje del calculo son frecuentes y por ende

este es uno de los problemas que mas preocupa a la comunidad educativa”. (ANUIES,

2002, citado en Cuevas & Pluvinage, 2009, p.45).

En el proceso de ensefianza del célculo diferencial los estudiantes estudian,
aprenden y tal vez comprenden conceptos matematicos, teoremas, postulados y
definiciones, pero en realidad ellos poco se centran en apropiarse de estrategias

geométricas que les ayuden a la solucion de problemas.

Se considera un inconveniente importante en la didactica de la matematica
lograr que los aprendizajes que van acumulando los estudiantes durante el curso de
calculo diferencial sean aplicados en una gran variedad de problemas de
optimizacién, los cuales ayudan a potenciar la intuicion y la capacidad de solucion
de problemas. Por otra parte, Brousseau (1986) en su Teoria de las Situaciones
Didécticas (TSD) enuncia que:

“Saber matemadtica no es solamente saber definiciones y teoremas para reconocer la
ocasion de utilizarlos y de aplicarlos, es ‘ocuparse de problemas’ en un sentido amplio
que incluye encontrar buenas preguntas tanto como encontrar soluciones. Una buena
reproduccion, por parte del alumno, de la actividad matemética exige que eéste
intervenga en la actividad matematica, lo cual significa que formule enunciados y
pruebe proposiciones, que construya modelos, lenguajes, conceptos y teorias, que los
ponga a prueba e intercambie con otros, que reconozca los que estdn conformes con la

cultura matematica y que tome los que le son utiles para continuar su actividad”.



Este trabajo de investigacién se dirige principalmente a mejorar la ensefianza de
la optimizacion en el calculo diferencial mediante la resolucion de problemas con
ayuda del modelo de Van Hiele y las TIC, de tal manera que el estudiante consolide

sus conocimientos al resolver problemas de aplicacion inherentes a sus carreras.

Los disefios de actividades didacticas que se proponen en este trabajo utilizando
el software GeoGebra, tienen como objetivo orientar al estudiante a una
comprension de los conceptos de manera distinta a la que pueda enfrentarse en una

clase tradicional apoyados por lo general en libros de texto.

Segln la investigacién de Vasquez y Bustos (2016), ellos notan que en libros
como Introduccion al célculo de Chavez, Romero, Salgado & Torres (2004), Célculo
| de una variable de Larson y Edwards (2010) y Calculo de una variable de Thomas
(2010), se describen unos pasos o reglas para resolver un problema de
optimizacién, sin conexién alguna en la construccion de un sentido a la
optimizacién en el que es necesario basarse en ideas geomeétricas para la resolucién
de problemas:

En este grupo de textos se observa una caracteristica comdn que se ve reflejada en las
reglas o pasos que se deben aplicar para resolver problemas de optimizacion. Esto
proporciona un método procedimental donde el estudiante debe realizar manipulaciones
algebraicas o técnicas de calculo de derivadas sin ninguna conexién geométrica. (pag.
20)

La solucion de problemas es un componente necesario en el proceso de

ensefianza ya que podemos convertir a los estudiantes en pensadores criticos y

planificadores activos de su propio aprendizaje. Se asume que la resolucion de
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problemas hace que el estudiante vea la necesidad de fortalecer més sus

conocimientos, para poder enfrentar retos cada vez maés dificiles.

Aunque existe gran cantidad de articulos sobre el uso de la tecnologia en las
aulas de matematica, es necesario crear cultura en los estudiantes y profesores que
estudian e imparten el calculo diferencial, pues los contenidos que se dan pueden
abarcarse usando otros recursos distintos al tablero y el marcador, que dispongan no
s6lo de la solucidon rutinaria de ejercicios sino que creen propuestas didacticas
validadas y completas para implementarlas en todo el curso de célculo diferencial.
De esta manera se pretende obtener beneficios con respecto al disefio y a la creacién
del material el cual servira no sdlo para la aplicacion directa en nuevas
experiencias, sino como pardmetro para que los estudiantes interactien con la
herramienta y se motiven hacia futuras practicas en la ensefianza del calculo

diferencial.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 General

Disefiar actividades que sirvan como estrategia pedagdgica para la ensefianza de la
optimizacion en el marco del modelo de Van Hiele haciendo uso del Software

GeoGebra.
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1.3.2 Especificos

e Caracterizar a los profesores que imparten la materia del célculo diferencial

segun el como, el por qué, el para qué y qué estrategias de ensefianza utilizan

para abordar el tema de optimizacion.

e Fundamentar el proceso de ensefianza de la optimizacion con elementos

tedricos matematicos en el marco del Modelo de Van Hiele.
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2. MARCO TEORTICO

2.1 ANTECEDENTES

El Calculo Diferencial es una herramienta matematica que surgié con la
finalidad de resolver problemas de geometria y de fisica, como el problema de
encontrar la recta tangente a la grafica de una funciéon en un punto dado o por la
necesidad de explicar la relacidon entre distancia, tiempo, velocidad y aceleracion

de un cuerpo en movimiento.

Variedad de planteamientos sin resolver estimularon la invencion y el desarrollo
de los métodos del calculo diferencial que llegaron para unificar y resolver
problemas de areas y volumenes, trazo de tangente a curvas y la obtencién de
valores maximos y minimos, por mencionar algunas. Esta modelacion matematica
ha sido utilizada en diferentes areas de trabajo como la economia, la industria, la
fisica, la quimica, la biologia y los resultados obtenidos en dichas areas optimizan
la produccién y las ganancias o minimizan costos de operacion y riesgos,
convirtiendo la optimizacion en una de las aplicaciones mé&s inmediatas,

interesantes y fundamentales del calculo diferencial.

Los problemas de optimizacion consisten en determinar o calcular el valor
minimo o el valor maximo de una funcion de una variable, donde se debe tener
presente que la variable que se desea minimizar o maximizar debe ser expresada
como funcidn de otra de las variables relacionadas en el problema. Es evidente que
los conceptos de calculo solo se ensefian desde su definicion formal, lo que genera
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dificultades en los estudiantes pues se pierde la relacién de los conceptos con su
epistemologia. Este trabajo busca generar alternativas de ensefianza en el tema de la
optimizacién basandose en las ideas geométricas que permiten construir el sentido
de las estrategias de resolucion de problemas, aprovechando el potencial de un
software matematico. Sin embargo, no es el Unico trabajo que ha buscado darle

solucidn a la ensefianza de la optimizacion en el céalculo diferencial.

2.1.1 Antecedentes en el extranjero

Propuesta para la enseiianza del céalculo utilizando las TICs como recurso
didactico en el curso MA-1210 es el titulo de la investigacion hecha por Jendry
Arguedas Flatts, Marvin Coto Jiménez y Javier Trejos Zelay en el afio 2010 en
Costa Rica. En este trabajo se exponen las ideas principales que fundamentan la
propuesta didactica para la ensefianza del tema de maximos y minimos utilizando
TICs como recurso para desarrollar competencias basadas en el modelo de
pensamiento complejo. EI elemento tecnoldgico utilizado es el software didactico

GeoGebra para el disefio de actividades que ilustraran ejemplos y teoremas.

En este trabajo los autores nos dan a conocer la realidad de la ensefianza del
calculo diferencial en Costa Rica, confirmandonos que en estos cursos las clases se
desarrollan de manera tradicional, sin ningin apoyo tecnologico méas que el uso de

software para presentar las graficas de funciones.

La solucion a dicha problematica la encontraron los autores que disefiaron guias

de clase llamadas sesiones presenciales, con las cuales pretendieron exponer de
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forma diferente los conceptos tedricos como: Extremos en un intervalo, madximos y
minimos de funciones en intervalos cerrados, funciones crecientes y decrecientes,
criterio de la primera derivada, derivadas de orden superior, concavidad y criterio
de la segunda derivada, puntos de inflexion, asintotas, trazado de curvas y

problemas de optimizacion.

Los profesores que aplicaron las sesiones presenciales planteadas por los autores
observaron mayor atencion y motivacion por parte de los estudiantes en cuanto a la

participacion, las mediciones realizadas y un alto nivel de comprensién.

Los autores lograron observar que la incorporacién de las estrategias de
ensefianza con el apoyo de las TICs tienen un balance positivo, también nos
concluyen que los resultados obtenidos en su investigacion son alentadores en
cuanto al impacto en la incorporacion de TICs como herramienta de desarrollo de
competencias, ya que el aporte de elementos de este modelo en un curso
universitario de calculo es alentador, pudiéndose extender e incorporar en el resto

de contenidos del curso.

Esta investigacién toca un aspecto en comun con el trabajo en proceso y es el de
transformar las clases tradicionales de la ensefianza de la optimizacion con el apoyo
del software GeoGebra. Siendo el desarrollo en contextos diferente y el objetivo
general ambicioso en cada uno de ellos, la investigacion hecha por Arguedas, Coto
y Trejos nos dan una luz de que es posible generar cambios con resultados

favorables, evidentes e inmediatos en la ensefianza de la optimizacion.
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2.1.2 Antecedentes Nacionales

Propuesta de intervencion en el aula para resolver problemas de optimizacién
relacionados con la minimizacion de costos, implementando como apoyo el software
GeoGebra es el trabajo de investigacién realizado por Danys Carlos Otero Herrera
de la Universidad Pedagdgica Nacional. En él se presenta como objetivo principal
solucionar problemas de optimizacion, en particular los relacionados con la

minimizacion de costos.

En esta investigacidn el autor primero identifica las dificultades que se dan en el
proceso de solucion de problemas de optimizacidon. En segundo lugar, hace una
revision del papel de la visualizacion en la conceptualizacion de maximos vy
minimos; y en tercer lugar, plantea una propuesta de disefio para la aplicacién de las
sesiones de trabajo. Dicha propuesta contempla 3 actividades que el estudiante

debia desarrollar con el fin de lograr resolver el problema de optimizacion dado.

Los estudiantes debian darse cuenta que estos problemas no solo representan una
expresion algebraica, sino que por el contrario esta expresion representa la
visualizacion de un suceso expresado en lenguaje natural. Los resultados obtenidos
evidencian que el uso del software GeoGebra permitié identificar y visualizar
condiciones de los problemas planteados logrando concluir que la planeacion vy
elaboracion de las actividades aplicadas permitieron realizar procedimientos

espontaneos de aprendizaje.
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Siendo el enfoque de esta investigacion desde el area de la economia, la relacién
con el trabajo en proceso es estrecha, ya que las dos presentan una propuesta de
disefio para lograr resolver problemas de optimizacién usando el software
GeoGebra. Una vez més las conclusiones obtenidas nos dan a comprender que puede
ser posible un cambio en la ensefianza y el aprendizaje de los estudiantes cuando
aplicamos estrategias metodoldgicas diferentes a la tradicional, mostrando que el
camino a seguir en este proyecto puede responder a cambios significativos en la

ensefianza de la optimizacion y por qué no del céalculo diferencial.

A nivel nacional también encontramos el trabajo titulado: Uso del software
CaRMetal para potenciar el aprendizaje de la nocion de derivada al resolver
problemas de optimizacién, realizado por los estudiantes Laura Bustos y Jenny
Véasquez de Alba en el que la pregunta que orienta dicha propuesta es: ;como
utilizar el software CaRMetal para potenciar el aprendizaje del método de la
derivada para la resolucién de problemas de optimizacién? Donde el objeto de
profundizacién es disefiar un conjunto de situaciones a-didacticas que contribuyan a
la construccién de sentido de las estrategias de resoluciéon de problemas de
optimizacién a partir de la interpretacion geométrica de las mismas, aprovechando
el potencial de un software matemdtico Ilamado en este caso CaRMetal. Esta
propuesta presentada se relaciona estrechamente con el trabajo en proceso, pues en
los dos se quiere lograr ensefiar la optimizaciéon usando una herramienta

tecnoldgica, pero cada uno enfocado con marco teorico distinto.

Con este proyecto los autores analizaron que las actividades propuestas por ellos

favorecen la interpretacion geomeétrica del método de la derivada para hallar puntos
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maximos y minimos, permitiendo la construccion de sentido, pues se comprende el
por que y el para qué de cada uno de los pasos de ese método. Las actividades
disefiadas por Bustos y Vasquez permiten que el estudiante proponga sus propias
estrategias de solucidn a los problemas y las ponga a prueba en CaRMetal o con los
objetos e instrumentos fisicos. La interaccion con el medio permite invalidar todas
las estrategias no matemaéticas. Aunque el estudiante no esté en la capacidad de
aprovechar todo el potencial del software para comprobar sus estrategias, el
profesor puede proponerle acciones de verificacion con el software que conduzcan a

la validacion o invalidacidn de las estrategias propuestas.

En cuanto al uso de una herramienta tecnoldégica como lo es en su caso
CaRMetal, ellos lo consideran pertinente para el desarrollo de tres de las
actividades que propusieron; no viéndose como un instrumento de innovacion y
motivacion, sino como un medio que produce aprendizaje, confirmando ventajas en
su uso como la posibilidad de arrastre de las figuras para verificar sus propiedades,
la observacion de la traza de un punto indicando su lugar geométrico, la utilizacion

de macros donde se resumen varios pasos de una construccidn, entre otros.

La investigacion anterior fue base para el desarrollo de este trabajo que sin
lugar a dudas ofrece a los profesores una propuesta metodoldgica diferente a la
tradicional con ayuda de una serie de actividades enmarcadas desde un modelo
especifico para la ensefianza de la optimizaciéon. Aunque el planteamiento de
investigacion de Bustos y Vasquez son propuestas de actividades para la ensefianza

del calculo diferencial sin conclusién de sus aplicaciones, se espera en las dos
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investigaciones que los resultados sean exitosos y aporten para un cambio en la

metodologia de ensefianza del célculo.

2.2 REFERENTES TEORICOS

2.2.1 Optimizacion

Encontrar una definicion formal de optimizacion no es un trabajo sencillo ya que
en diferentes libros como James Stewart: Calculo de una variable séptima edicién o
Calculo de Purcell novena edicion, que son unos de los mas usados en las
universidades, no se presenta dicha definicion sino pasos o reglas procedimentales
que se deben aplicar para solucionar un problema planteado de optimizacion. Por
ejemplo, el libro de James Stewart, que es el libro guia del Célculo Diferencial en
la Universidad de pamplona, expone lo siguiente:

“Algunas de las aplicaciones mas importantes del calculo diferencial son los problemas
de optimizacion, en los cuales se requiere encontrar la manera 6ptima (la mejor) para
hacer algo...

Estos problemas pueden reducirse a encontrar los valores maximo o minimo de una
funcion...

Método del intervalo cerrado: Para hallar los valores maximo y minimo absolutos de
una funcién continua f sobre un intervalo cerrado [a, b]:

1. Encuentre los valores de f en los nimeros criticos de f en (a,b).

2. Halle los valores de f en los puntos extremos del intervalo.

3. El mas grande de los valores de los pasos 1y 2 es el valor maximo absoluto; el mas

pequefio, el valor minimo absoluto”

Es evidente en el ejemplo anterior que no se proporciona una justificacién de
por qué se usan estos métodos para resolver dichos problemas e incluso no se hace

referencia a conceptos geométricos para justificar el método.
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Realizando investigaciones profundas el libro Optimizacion Matematica con R.
Volumen I: Introduccion al modelado y resolucion de problemas de Enrique
Baquela y Andrés Redchuk presenta una definicion que se puede acercar a una
“definicion formal” de lo que puede ser la optimizacion:

Dentro de la investigacion operativa, las técnicas de optimizacion se enfocan en
determinar un conjunto de valores que toman los factores que podemos controlar a fin
de regular el rendimiento a seguir para maximizar o minimizar la respuesta de un
problema. Dicha respuesta, en general, es un indicador del tipo “Costo”, “Produccion”,
“Ganancia”, etc., la cual es una funcion seleccionada. Dicha respuesta se denomina

objetivo, y la funciéon asociada se llama funcién objetivo.

En general, el quid de la cuestién en los problemas de optimizacidon radica en que

estamos limitados en nuestro poder de decision.

Dentro de las soluciones factibles en las cuales podemos decidir, pueden existir una o
mas soluciones Optimas, es decir, aquellas que, ademas de cumplir con todas las
restricciones, maximizan (o minimizan, segin sea el problema a resolver) el valor de la

funcion objetivo.

Esta definicion relaciona términos matematicos con términos del cotidiano que
ayudan a comprender de manera mas sencilla la definicion de optimizacion; sin
embargo, aunque es una de las pocas definiciones encontradas indiscutible se

pueden presentar mejorias en la presentada.

2.2.2 Procesos de ensefianza para el calculo

Para analizar los procesos de ensefianza relativos a la solucion de problemas de

optimizacién que se utilizan en el sistema educativo, primero se definimos proceso
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de ensefianza aquel que comprende todas las experiencias de aprendizaje
(naturales, planificadas e inconscientes) que le aportan beneficios directos o
indirectos tanto a profesores como a estudiantes y que contribuyen a la calidad de
su actuacion en el aula. El estudiante, individualmente o con sus compafieros,
renuevan y amplian sus conocimientos y compromisos con respecto a las finalidades
del aprendizaje y adquiere y desarrolla, de manera critica, los conceptos asi como la
inteligencia (cognitiva y afectiva) esencial en el proceso de aprendizaje de calidad

en el contexto escolar, Day (1999).

Luego el desarrollo de dichos procesos de aprendizaje se pude ver como un
proceso de reflexion, como experiencia y como construccién personal, el cual se
reconoce mediante el anélisis de cambios y constataciones de los conocimientos y
actitudes en los estudiantes. Eso se analiza mediante el analisis de sus discursos y

sus actuaciones en el aula.

En este punto, se resalta la importancia de resolver problemas de optimizacidn
no s6lo como uno de los mayores fines de la ensefianza del calculo diferencial, sino
como el medio esencial para lograr el aprendizaje del mismo. Para este trabajo de
investigacion, el desarrollo del aprendizaje tiene en cuenta las actuaciones de los
estudiantes en la clase que se analizan mediante contenidos diversos como el
matematico-epistemico, didactico-estratégico y comportamental-actitudinal. Segun
Gualdron y colaboradores (2011):

El componente matematico-epistémico implica el conocimiento de y sobre las
matematicas (para el caso, solucion de problemas de optimizacion), la actividad
matematica, lo que deben aprender los estudiantes y sus relaciones y conexiones con

otros contenidos (tanto dentro como fuera de la matemaética); la comprension de
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conceptos, procedimientos y el proceso de hacer matematicas, forman parte de lo que se
denomina conocer las matematicas. Asi mismo, conocer mateméaticas comprende el
discurso matematico (incluye la terminologia, el lenguaje, los significados), centrado en
la abstraccidn, generalizacion y construccién de argumentos matematicos. Incluye por
tanto el uso de evidencias y demostraciones, el papel de las definiciones, los ejemplos y
los contraejemplos, siendo aspectos importantes conjeturar, construir y evaluar
argumentos, comunicar y conectar las ideas matematicas.

El componente didactico-estratégico incluye conocimientos curriculares descritos en
planes de estudio y reflejados en los textos y otros instrumentos didéacticos: como los
estudiantes procesan, almacenan, retienen y recuperan informacion. lgualmente el
conocimiento de una variedad de ejemplos para cada idea matematica: conocimiento
sobre técnicas especificas de instruccién, conocimiento de materiales instructivos,
ademds de saber como es su clase, coémo son los estudiantes y como dirigir situaciones
complejas de instruccidon que involucran a un gran numero de estudiantes, utilizando
variedad de recursos y espacios.

Para el componente comportamental-actitudinal caracterizamos tres tipos de profesores
interpretados como representantes de posiciones ideoldgicas y de practicas pedagdgicas
diferentes, que no se quieren considerar como ‘“absolutos” y excluyentes: el
conformista, el reflexivo y el interrogativo, de los cuales el que mas se destaca en la
investigacion es el reflexivo, el cual considera la relacién de las matematicas con la
vida diaria, es alguien que cree que debe ser mediador entre sus alumnos y el
conocimiento en el contexto social de los conocimientos y en la universidad. Sabe que
existen varias maneras de ensefiar las matematicas, quiere identificar las dptimas

maneras de ensefiar y las estrategias pero en las estructuras educacionales dadas.

Como en la ensefianza de la matemaética la resolucion de problemas es una parte
integral de cualquier aprendizaje matematico, es importante que los estudiantes
tengan frecuentes oportunidades durante el aprendizaje de optimizacion para
plantear, explorar y resolver problemas que requieran un esfuerzo significativo,

generando conocimiento a partir de actividades orientadas o situaciones concretas
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planteadas por el profesor con una metodologia y didacticas apropiadas con el fin

de que cada estudiante realice una construccidn personal.

2.2.3 Modelo de Van Hiele

En este trabajo se asumio el modelo de Van Hiele como marco teorico; las
actividades formuladas y planteadas se realizaron desde el punto de vista de dicha

teoria. A continuacion se expondran los principales conceptos.

Segln Lobo (2004) el modelo de Van Hiele describe cédmo se va modificando la forma
de razonar de los individuos mediante cinco niveles de razonamiento, que abarcan
desde la vision méas simplista de los conceptos geométricos hasta el empleo del
razonamiento formal. A su vez, plantea la forma de organizar la ensefianza de acuerdo a
fases de aprendizaje que facilitan el progreso en el razonamiento. Seguidamente se

describen los niveles de razonamiento:

Nivel 1 Reconocimiento: Los objetos se perciben en su totalidad, son descritos de
forma global, diferenciandolos y clasificAndolos en base a semejanzas o diferencias
fisicas generales, no se reconocen explicitamente los elementos y propiedades de los

objetos.

Nivel 2 Analisis: Los conceptos se entienden a través de los elementos que los
componen, identificando y generalizando propiedades del mismo las cuales se utilizan
independientemente sin establecer relaciones entre ellas. Se pueden deducir relaciones
o0 propiedades entre los objetos y sus componentes, pero sOlo a través de la

experimentacién.

Nivel 3 Clasificacion: Se realizan clasificaciones ldgicas de los objetos, descubriendo
nuevas propiedades en base a relaciones o propiedades ya conocidas y por medio del
razonamiento informal. Se comprenden los pasos individuales de un razonamiento
l6gico en una forma aislada, pero no se comprende el encadenamiento de estos pasos ni

la estructura de una demostracion.
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Nivel 4 Deduccidon: Se comprende la estructura axioméatica de la Matematica y se
emplea el razonamiento lo6gico formal para construir demostraciones, aceptando la
posibilidad de obtener el mismo resultado siguiendo distintas premisas. Aln no se ha
adquirido un conocimiento global de los sistemas axiomaticos por lo cual no se

comprende la necesidad del razonamiento riguroso.

Nivel 5 Rigor: Se analizan y comparan las diferentes Geometrias procedentes de una
variedad de sistemas axiomdticos. Diversas investigaciones han demostrado la
inconsistencia de este nivel con los anteriores, el mismo es alcanzado sélo por

matematicos puros y estudiantes avanzados.

El progreso en la comprension de los conceptos geométricos se produce desde el primer
nivel y de manera ordenada, a través de los niveles siguientes (Jaime, 1995). Cada uno
lleva asociado un lenguaje, un tipo de actividades y una forma de razonamiento
particular que permiten alcanzar el nivel siguiente (Galindo, 1996). Todo profesor que
desee aplicar este modelo debera tomar en cuenta los siguientes aspectos (Gutiérrez y
Jaime, 1991):

Recursividad: Los elementos implicitos en el razonamiento del nivel N se hacen

explicitos en el razonamiento del nivel N + 1.

Secuencialidad: No se puede alcanzar un nivel sin haber superado de forma ordenada
todos los niveles inferiores, por ello hay que evitar la ensefianza memoristica, ya que
los estudiantes pueden aparentar un nivel de razonamiento superior al que realmente
tienen al manejar vocabulario y formas de trabajo propios del nivel superior pero sin

comprenderlas.

Especificidad del lenguaje: Cada nivel lleva asociado un tipo de lenguaje y un
significado especifico del vocabulario matemético, entonces el profesor debera situarse

en el mismo nivel de sus alumnos.

Continuidad: EIl paso en los niveles de Van Hiele se produce de forma continua y
pausada, pudiendo durar varios afios en el caso de los niveles 3 y 4. Se puede dar el

caso de que el individuo no llegue a alcanzar el nivel 4.
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Localidad: Por lo general un estudiante no se encuentra en el mismo nivel de
razonamiento en cualquier area de la Geometria, pues el aprendizaje previo y los

conocimientos que tenga son un elemento bésico en su habilidad de razonamiento.

En el modelo de Van Hiele se proponen cinco fases, que se describen a continuacién, en
secuencia ciclica para ayudar al progreso de un nivel de pensamiento al siguiente
(Gutiérrez y Jaime, 1991).

Informacidén: Al iniciar el estudio de un tema, el profesor informa sobre el campo de
investigacion a trabajar, los problemas a resolver e indaga los conocimientos previos y

el nivel de razonamiento del grupo.

Orientacion dirigida: Los estudiantes exploran el campo de investigacion mediante
una serie de actividades dirigidas al descubrimiento y aprendizaje de los conceptos y
propiedades fundamentales del area de estudio.

Explicitacion: Se basa en el didlogo entre los estudiantes con intervenciones del
profesor cuando sea necesario, a fin de conseguir que las experiencias adquiridas se
unan a los simbolos linglisticos precisos dentro de las caracteristicas del nivel de

razonamiento respectivo.

Orientacion libre: Los estudiantes aplican sus nuevos conocimientos a investigaciones
posteriores sobre el tema de estudio, para ello se asignan tareas que preferiblemente

lleven a diferentes soluciones.

Integracidén: EIl profesor resume el campo explorado, con la finalidad de lograr que los
estudiantes integren en su red de conocimientos las habilidades de razonamiento

adquiridas.

2.2.4 GeoGebra

GeoGebra es un software de matematica dindmica para todos los niveles
educativos que reune calculo, geometria, algebra, hoja de céalculo, graficos y

estadistica. Es una herramienta facil de usar, y apoya la educacidén en ciencias,
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tecnologia, ingenieria y matematicas y la innovacion en la ensefianza y el

aprendizaje en todo el mundo.

Con la herramienta GeoGebra es posible realizar diferentes construcciones o
situaciones que se pueden sustentar con teoria de trabajo matemaético verdadero para
aprovechar al maximo las bondades del programa. La geometria es de gran utilidad
a la hora de modelar problemas de optimizacion puesto que ella funciona como
herramienta gréafica en los procesos de construccién y aprehensién de determinados

conceptos del calculo.

Ruiz, Seoane y Di Blasi (2008) consideran que las actividades construidas con
GeoGebra bajo una concepcioén constructivista y cooperativa del aprendizaje, son
Utiles para promover entornos educativos que favorecen en los estudiantes la
adquisicion de competencias para realizar conjeturas, validar resultados y elaborar
conclusiones, asi como ser capaces de explicar los pasos a seguir para resolver las

situaciones planteadas.

2.3 MARCO LEGAL

2.3.1 Ley 115 de Febrero 8 de 1994

La ley 115 de educacién sefiala las normas generales que regulan el Servicio
Publico de la Educacion acorde a las funciones sociales, las necesidades e intereses
de las personas, familias y de la sociedad. Se fundamenta en los principios de la

Constitucion Politica sobre el derecho a la educacién que tiene toda persona, en las
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liberta de ensefianza, aprendizaje, investigacion y catedra y en su caracter de

servicio publico.

EL CONGRESO DE LA REPUBLICA DE COLOMBIA DECRETA:

ARTICULO 1o0. Objeto de la ley. La educacion es un proceso de formacion
permanente, personal, cultural y social que se fundamenta en una concepcidn integral
de la persona humana, de su dignidad, de sus derechos y de sus deberes. La presente
Ley sefiala las normas generales para regular el Servicio Publico de la Educacién que
cumple una funcién social acorde con las necesidades e intereses de las personas, de la
familia y de la sociedad. Se fundamenta en los principios de la Constitucién Politica
sobre el derecho a la educacion que tiene toda persona, en las libertades de ensefianza,
aprendizaje, investigacién y catedra y en su cardcter de servicio publico. De
conformidad con el articulo 67 de la Constitucion Politica, define y desarrolla la
organizacion y la prestacion de la educacion formal en sus niveles preescolar, basica
(primaria y secundaria) y media, no formal e informal, dirigida a nifios y jovenes en
edad escolar, a adultos, a campesinos, a grupos étnicos, a personas con limitaciones
fisicas, sensoriales y psiquicas, con capacidades excepcionales, y a personas que
requieran rehabilitacién social. La Educacion Superior es regulada por ley especial,

excepto lo dispuesto en la presente Ley.

ARTICULO 50. Fines de la educacion. De conformidad con el articulo 67 de la

Constitucidn Politica, la educacion se desarrollara atendiendo a los siguientes fines:

1. El pleno desarrollo de la personalidad sin mas limitaciones que las que le imponen
los derechos de los deméas y el orden juridico, dentro de un proceso de formacion
integral, fisica, psiquica, intelectual, moral, espiritual, social, afectiva, ética, civica y

demas valores humanos.

2. La formacién en el respeto a la vida y a los demés derechos humanos, a la paz, a los
principios democraticos, de convivencia, pluralismo, justicia, solidaridad y equidad, asi

como en el ejercicio de la tolerancia y de la libertad.
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3. La formacion para facilitar la participacién de todos en las decisiones que los afectan

en la vi da econ6mica, politica, administrativa y cultural de la Nacion.

4. La formacion en el respeto a la autoridad legitima y a la ley, a la cultura nacional, a

la historia colombiana y a los simbolos patrios.

5. La adquisicion y generacion de los conocimientos cientificos y técnicos mas
avanzados, humanisticos, histéricos, sociales, geogréaficos y estéticos, mediante la
apropiacién de habitos intelectuales adecuados para el desarrollo del saber.

6. El estudio y la comprensién critica de la cultura nacional y de la diversidad étnica y
cultural del pais, como fundamento de la unidad nacional y de su identidad.

7. El acceso al conocimiento, la ciencia, la técnica y demdas bienes y valores de la
cultura, el fomento de la investigacion y el estimulo a la creacion artistica en sus

diferentes manifestaciones.

8. La creacion y fomento de una conciencia de la soberania nacional y para la practica
de la solidaridad y la integracién con el mundo, en especial con Latinoamérica y el
Caribe.

9. El desarrollo de la capacidad critica, reflexiva y analitica que fortalezca el avance
cientifico y tecnoldgico nacional, orientado con prioridad al mejoramiento cultural y de
la calidad de la vida de la poblacién, a la participacion en la busqueda de alternativas

de solucién a los problemas y al progreso social y econémico del pais.

10. La adquisicion de una conciencia para la conservacién, proteccion y mejoramiento
del medio ambiente, de la calidad de la vida, del uso racional de los recursos naturales,
de la prevencidn de desastres, dentro de una cultura ecoldgica y del riesgo y la defensa

del patrimonio cultural de la Nacién.

11. La formacion en la practica del trabajo, mediante los conocimientos técnicos y
habilidades, asi como en la valoracion del mismo como fundamento del desarrollo

individual y social.
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12. La formacidon para la promocion y preservacion de la salud y la higiene, la
prevencién integral de problemas socialmente relevantes, la educacion fisica, la

recreacién, el deporte y la utilizacién adecuada del tiempo libre.

13. La promocion en la persona y en la sociedad de la capacidad para crear, investigar,
adoptar la tecnologia que se requiere en los procesos de desarrollo del pais y le permita

al educando ingresar al sector productivo.

2.3.2 Ley 30 de Diciembre 28 de 1992

La educacion superior es aquella impartida en universidades y otras
instituciones de educacion superior a las personas que deseen seguir su formacién
académica. En términos legales, se encuentra reglamentada de forma particular por

la Ley 30 de 1992.

El Congreso de Colombia, DECRETA:
TITULO PRIMERO
Fundamentos de la Educacion Superior
Articulo 6° Son objetivos de la Educacion Superior y de sus instituciones:

a) Profundizar en la formacion integral de los colombianos dentro de las modalidades y

calidades de la Educacion.

Superior, capacitandolos para cumplir las funciones profesionales, investigativas y de

servicio social que requiere el pais.

b) Trabajar por la creacidn, el desarrollo y la transmisién del conocimiento en todas sus
formas y expresiones y promover su utilizacion en todos los campos para solucionar las

necesidades del pais.

c) Prestar a la comunidad un servicio con calidad, el cual hace referencia a los

resultados académicos, a los medios y procesos empleados, a la infraestructura
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institucional, a las dimensiones cualitativas y cuantitativas del mismo y a las

condiciones en que se desarrolla cada institucién.

d) Ser factor de desarrollo cientifico, cultural, econémico, politico v ético a nivel

nacional y regional.
e) Actuar armoénicamente entre si y con las demés estructuras educativas y formativas.

f) Contribuir al desarrollo de los niveles educativos que le preceden para facilitar el
logro de sus correspondientes fines.

g) Promover la unidad nacional, la descentralizacion, la integracion regional y la
cooperacion interinstitucional con miras a que las diversas zonas del pais dispongan de
los recursos humanos y de las tecnologias apropiadas que les permitan atender

adecuadamente sus necesidades.

h) Promover la formacion y consolidacidon de comunidades académicas y la articulacion

con sus homdlogas a nivel internacional.

i) Promover la preservacion de un medio ambiente sano y fomentar la educacion y

cultura ecoldgica.

j) Conservar y fomentar el patrimonio cultural del pais.

2.4 MARCO CONTEXTUAL

Esta investigacion se realiza en una universidad publica de Colombia, la

Universidad de Pamplona, fundada el 23 de noviembre de 1960. Su sede principal se

ubica en el municipio de Pamplona, Norte de Santander. Cuenta con un numero de

treinta mil estudiantes aproximadamente a los cuales les ofrecen pertenecer a

cualquiera de las siguientes ocho facultades: Artes y Humanidades, Ciencias

Agrarias, Ingenieria y Arquitectura, Ciencias de la Salud, Ciencias EconOmicas y

Empresariales, Ciencias de la Educacion, Jurisprudencia y Ciencias Politicas, y por
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altimo, Ciencias Basicas. Esta ultima facultad ofrece programas en formacion
docente de licenciatura en diferentes disciplinas como Quimica, Biologia,

Matematicas y Fisica.

El departamento de matematicas cuenta con un total de 29 profesores que apoyan
el proceso de ensefianza en esta &rea a los estudiantes de la Universidad de
Pamplona; con 4 de los 12 profesores que tiene a cargo las materias de célculo se
realizé una prueba piloto con la intension de conocer las estrategias pedagogicas y
métodos de ensefianza que ellos aplican cuando ensefian la optimizacién. Dicha
informacion arrojada con la prueba (ver anexo 1) se toma como sustento para
disefiar estrategias pedagdgicas orientadas a la ensefianza de la optimizacidn en el
marco del modelo de Van Hiele utilizando el software GeoGebra como método

alterno al método tradicional.
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3. MARCO METODOLOGICO

3.1 tipo de investigacion

Este proyecto se basa en una investigacion cualitativa en el sentido en que la base
para el disefio de las actividades innovadoras se centra en la prueba piloto (Ver Anexo
1) en la cual cada uno de los items planteados produce datos descriptivos: las propias
palabras de las personas, habladas o escritas, y la conducta observable, ayudando a

caracterizar a los profesores a los cuales se les aplico la prueba.

La informacidn necesaria para caracterizar a los profesores fue planteada en cada
uno de los items ayudando a cumplir el objetivo general de la investigacién, apoyando
la evidencia en los roles, metodologia, estrategias pedagdgicas, métodos de ensefianza
en las que se vive en el aula generando poco a poco regularidades que pueden explicar
la conducta individual y grupal en forma adecuada. Cada uno de estos puntos ha sido
reflexionado extrayendo aquellas caracteristicas fundamentales que permiten destacar
una comprension exhaustiva sobre el proceso de ensefianza del calculo diferencial y en
especial de la ensefianza de la optimizacion.

Taylor, S.J. y Bogdan R.(1986) sintetizan los criterios definitorios de los estudios

cualitativos de la siguiente manera:

1. La investigacion cualitativa es inductiva: pues los investigadores comprenden vy
desarrollan conceptos partiendo de pautas de los datos, y no recogiendo datos para evaluar
hip6tesis o teorias preconcebidas. Siguen un disefio de investigaciéon flexible y comienzan

un estudio con interrogantes vagamente formulados.

2. Entiende que las personas, los contextos o los grupos no son reducidos a variables, sino
considerados como un todo. Estudia a las personas en el contexto de su pasado y en las

situaciones en las que se hallan.
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3. Es sensible a los efectos que el investigador causa a las personas que son el objeto de su

estudio: ¢ Interactiian con los informantes de un modo natural.

4. EIl investigador cualitativo trata de comprender e identificarse con las personas que

estudia para comprender cémo experimentan la realidad.

5. EIl investigador cualitativo suspende o aparta sus propias creencias, perspectivas y

predisposiciones:
6. Todas las perspectivas son valiosas

7. Los métodos cualitativos con los que se estudia a las personas influyen en como se las ve.
Si reducimos las palabras y los actos a ecuaciones estadisticas, se pierde el aspecto humano.
El estudio cualitativo permite conocer el aspecto personal, la vida interior, las perspectivas,

creencias, conceptos..., éxitos y fracasos, la lucha moral, los esfuerzos...

8. Los estudios cualitativos dan énfasis a la validez de la investigacion. El estudio
cualitativo es una investigacién sistematica y rigurosa, no estandarizada, que controla los

datos que registra.

9. Todos los contextos y personas son a la vez similares y Gnicos. Son similares en el
sentido que entre cualquier escenario o grupo de personas se pueden encontrar algunos
procesos sociales de tipo general. Son Unicos por cuanto que en cada escenario o0 a través de

cada informante se puede estudiar de mejor modo algln aspecto.

10. La investigacién cualitativa es flexible en cuanto al modo de conducir los estudios. Se
siguen lineamientos orientadores, pero no reglas. Los métodos estan al servicio del

investigador; el investigador no esta supeditado a un procedimiento o técnica.

3.2 Contexto y Muestra

La Universidad de Pamplona cuenta con ocho de facultades, las cuales estan

formadas por departamentos; el Departamento de Matematicas pertenece a la Facultad

de Ciencias Basicas. Dicho departamento estd a cargo de los cursos de célculo

diferencial que ofrece la universidad, teniendo en total 26 cursos con aproximadamente

40 estudiantes cada uno.
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Los estudiantes pertenecientes a los grupos de calculo diferencial cuentan con edades
en un rango promedio entre los 16 a los 25 afios, ademéas son grupos integrados por
hombres y mujeres que provienen de diferentes regiones de Colombia y de paises
fronterizos como Venezuela, Ecuador y Brasil; por ende, cada uno de estos estudiantes
posee rasgos caracteristico propios de la region de procedencia, asi como costumbres y

comportamientos.

De los 29 profesores del departamento de matematicas, 12 son los que estan a cargo
de los 26 cursos ofrecidos de calculo diferencial, a 5 de estos profesores se les aplico la
prueba piloto (Ver Anexol) y de los cursos que ellos tienen a cargo, se seleccionardn 5

(escogidos al azar) a los cuales se les aplicard la propuesta innovadora.

3.3 Procedimiento de la investigacion

Este trabajo de investigacion surge como necesidad de proponer una alternativa para
la ensefianza del tema optimizacion en el célculo diferencial para los programas de
ingenieria de la Universidad de Pamplona, propuesta que surge del anélisis de los
resultados de una prueba piloto (ver anexol) aplicada a los profesores que orientan este
curso, la cual arrojo importantes datos que indican la urgencia de una reestructuracién

en el proceso de ensefianza de esta tematica.

Esta prueba constaba de 10 preguntas clave para responder a los interrogantes del
como, por qué y para qué se ensefia el tema de optimizacion en calculo diferencial. A
los profesores de la Universidad a los que se le aplico la prueba, inicialmente se les
preguntd sobre el por qué es importante que los estudiantes de ingenieria vean un curso
Ilamado Calculo Diferencial y cudles son las estrategias pedagdgicas que utiliza en estas

clases. Esta pregunta se realizd puesto que en gran parte de las universidades del pais
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esta materia es indispensable y obligatoria para carreras como ingenierias, licenciaturas
en ciencias (fisica, quimica, matematicas) y otras afines; sin embargo, son pocos los
profesores los que se hacen este interrogante y si no se tiene claro el por qué ensefar
célculo diferencial, el profesor no va a poder satisfacer las necesidades de los
estudiantes.

El célculo diferencial empieza a usarse en la ensefianza desde el bachillerato y se hace
imprescindible en los cursos universitarios. Sin embargo, segun nuestra experiencia docente,
en ninguno de esos cursos se proporciona una verdadera comprensién de lo que se hace y
por qué se hace cuando se usa el calculo, provocando con ello importantes deficiencias y
dificultades matematicas que contribuyen a crear barreras para comprenderla y abordarla con
una actitud positiva (Steinberg et al., 1996).

Es importante conocer también sobre las estrategias pedagdgicas que usan los
profesores. Que ellos empleen diferentes estrategias logra que el estudiante evidencie
habilidades que éste como ser pensante tiene, sus conocimientos previos y la utilizacion
de técnicas o habitos de estudio, contribuyendo asi al desarrollo de competencias para
formar en ellos individuos integros, auténomos y reflexivos, que aportaran a la
sociedad.

Parra, (2003) dice que las estrategias constituyen actividades conscientes e intencionales
que guian las acciones a seguir para alcanzar determinadas metas de aprendizaje por parte
del estudiante. Son procedimientos que se aplican de modo intencional y deliberado a una
tarea y que no pueden reducirse a rutinas automatizadas, es decir, son mas que simples
secuencias o aglomeraciones de habilidades. Algunas estrategias en la ensefianza pueden ser
de gran impacto en la adquisicion de nuevo conocimiento, logrando un mayor procesamiento
de informacién en profundidad en el aprendizaje de nuevos conceptos, practicas o procesos,
dados por el docente, con herramientas que ayudan a planear, organizar, pensar, analizar,
reflexionar y aplicar, procedimientos y/o técnicas que facilitan la comprension del
conocimiento significativo conduciendo a los estudiantes a la obtencion de resultados de

calidad en el aprendizaje.

Por ser la optimizacion un concepto fundamental en diferentes carreras universitarias

y en la formacidn de estudiantes, se realizé la pregunta a los profesores sobre el por
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qué es importante ensefiar a optimizar a los estudiantes de ingenieria y qué es lo mas

importante cuando se estan solucionando problemas de optimizacion.

La nocidon que tienen la mayoria de los estudiantes de optimizacién no es coherente
con la definicion formal del concepto matematico, presentandose en ellos dificultad para
resolver problemas que no sean de tipo algoritmico; es decir, los estudiantes al presentar
dificultades relacionadas con el aprendizaje de este concepto matematico, presentan dificultad

con la resolucién de problemas aplicados en contextos especificos. Por lo que el profesor
debe capacitar al estudiante para que analice e identifique la mejor solucion posible,
entre todas las soluciones potenciales dado un problema. La idea de aplicar métodos de
optimizacién cuando se estd dando solucién a un problema es el de facilitar el
entendimiento y los paradmetros que componen un sistema 0 proceso; en este sentido
Villers (1997) da importancia a la optimizacion como“Un concepto necesario para que
los estudiantes aborden los problemas de la vida real y adquieran habilidades en la toma

de decisiones”.

Para ayudar a responder el “como ensefian a optimizar los profesores del
Departamento de Matematicas de la Universidad de Pamplona”, se realizaron preguntas
sobre si ellos consideraban que el método tradicional era suficiente para la ensefianza
del céalculo y sobre cual es el método o métodos de ensefianza que aplican cuando
enseflan esta tematica. A su vez se preguntd a los profesores si conocian el Modelo de
Van Hiele y si lo habian aplicado alguna vez en clase de calculo diferencial o cuando

ensefiaban optimizacion.

Desde la inclusién de las materias de calculo en las carreras de ingenieria ha habido
diferentes enfoques de los métodos para ensefiarlo pasando por el tradicional,

cognitivista, conductista, constructivista o teorias como la de Piaget, Polya,
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Broussseau... Las teorias y métodos propios de la Didactica de las Matematicas, asi
como sus diferentes areas de estudio, respaldan el replanteamiento de modelos para la
enseflanza y aprendizaje de las ciencias en general. En este marco, es pertinente
enfocarse en una propuesta metodoldgica que implique el cambio en la forma tradicional

de orientar los cursos de calculo diferencial.

La ensefianza de los conceptos del céalculo diferencial poseen una problemética que
surge paralelamente con la aparicion de herramientas tecnoldgicas, asi pues, la
asimilacién de métodos clasicos con la llegada de los métodos que usan computador ha
puesto en cuestion el método tradicional en la ensefianza del calculo. Para dar un
avistamiento a dicho método, lo definimos desde diferentes autores como:

Florez (1994), al referirse a este modelo sefiala que es academicista, verbalista, que dicta
sus clases bajo un régimen de disciplina a unos estudiantes que son basicamente receptores.
En coincidencia con la anterior apreciacion Canfux (1996) afirma que el profesor,
generalmente exige del alumno la memorizacion de la informacién que narra y expone,
refiriéndose a la realidad como algo estatico y detenido; en ocasiones la disertacion es
completamente ajena a la experiencia existencial de los alumnos y los contenidos se ofrecen
como segmentos de la realidad, desvinculados de su totalidad. Y de acuerdo con De Zubiria
(1994), bajo el proposito de ensefiar conocimientos y normas, el maestro cumple la funcién
de transmisor. EI maestro dicta la leccidon a un estudiante que recibira las informaciones y

las normas transmitidas. EIl aprendizaje es entonces un acto de autoridad.

Sin embargo dentro de las consideraciones tedricas que se han realizado, la presencia
de las TIC como alternativa metodologica puede ayudar a mejorar el aprendizaje como

herramienta basica empelada en algin método de ensefianza.

Preguntar a los profesores si consideraban necesario el uso de algiun software
matematico para abordar temas del calculo diferencial y si usaria alguno para ensefiar
optimizacién también ayuda a dar solucién al interrogante del cdmo ensefian los

profesores optimizacion en la Universidad de Pamplona.
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Angel y Bautista (2001), Balderas (2002), Davila et al. (1998), Galdo y Cocifia (1998),
concuerdan con que la evolucion que ha experimentado el software ofrece nuevas formas de
ensefiar, aprender y hacer matematica, brindando amplias posibilidades didacticas. Asi
mismo, destacan el potencial de esta tecnologia tanto para lograr la interaccion del
alumnado con situaciones de aprendizaje que lo conduzcan a construir conocimientos, como

para tener una vision mas amplia del contenido matemético (Guedez, 2005).

3.3.1 Analisis de la prueba

La prueba se aplicé a 5 de los 12 profesores que tienen a cargo cursos de calculo
diferencial. Cada uno de los profesores participantes se nombraran como P1, P2, P3, P4
y P5. Los resultados de la prueba se resumen en el primer cuadro y las conclusiones

generales de la misma se encuentran el cuadro dos:

Primer cuadro: Resultados de la Prueba

2 P1 P2 P3 P4 P5
)
<
[
) 2
2.
[$)
%,
S
Porque les permite Porque es la Porque es el Como herramienta Proporciona al
1. (Por qué es prepararse para base para resolver inicioy la para llevar estudiante

importante que
nuestros
estudiantes
vean un curso
Illamado
Calculo
Diferencial?

problemas
cotidianos de
optimizacién de
procesos

problemas
ingenieriles que
ayudan a modelar

procesos

base para los
demas calculos

situaciones de la

vida real a formar

matematica y dar
solucién

conocimientos
fundamentales del
céalculo para que
sean utilizados en la
interpretacion, ,
planteamiento y
solucién de
problemas
especificos de su
area

2. Las
estrategias
pedagodgicas

que utiliza en
la clase de
célculo
diferencial son:

*Preguntar a los
alumnos en clase
para que ellos
participen

*Resolucion de
problemas en casa

*Trabajo en grupo
en clase

*Quices

*Uso de
herramientas
tecnolégicas

*Preguntar a los
alumnos en clase
para que ellos
participen

*Resolucién de
problemas en casa

*Quices
*Participacion en
el tablero de los

estudiantes

*Uso de

*Quices

*Preguntar a los
alumnos en clase
para que ellos
participen

*Resolucién de
problemas en casa

*Quices

*Preguntar a los
alumnos en clase
para que ellos
participen

*Resolucién de
problemas en casa

*Trabajo en grupo
en clase

*Trabajo individual
en clase

*Quices
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diferentes de la
calculadora.

herramientas
tecnologicas
diferentes de la

*Planteamiento de calculadora.
problemas reales
relacionado con *uso del
sus perfiles. computador

*Participacion en el
tablero de los
estudiantes

3. ¢Considera
que el método
tradicional es
suficiente para
la ensefianza

La metodologia
debe ser dinamica,
la tradicional
aporta buenas
bases pero se debe
complementar con
el uso de nuevas

No, pienso que se
debe ensefiar
teniendo en cuenta

aplicaciones

No, el uso de
las TIC seria
de gran
utilidad al
momento de
abordar ciertos

El método
tradicional debe
estar acompafiado de
herramientas
tecnolégicas

No, porque hay
varios modos de
aprender basado en
el descubrimiento y
la participacién con
sistemas méas
flexibles que
permiten las

del calculo? como la
implementacion de temas herramientas
las TIC tecnoldgicas que
permiten la solucién
de problemas
4. ;Por qué es Porque es la Porque da Porque les Para que se Porque es una de las
importante f_|naI|d_ad de la herram_lentas _pern_ute establezca r(_elat:lon a_pllcacmnes mas
ensefiar a ingenieria, la necesarias para visualizar y con la vida importantes del
optimizar a optimizacion de que un estudiante obtener la cotidiana calculo donde se
nuestros procesos solucione mejor opcién aplican en contexto
estudiantes? aplicando problemas y de diversas permitiendo resolver
optimice recursos situaciones problemas

reingenieria

afrontandolos desde
la vida cotidiana

5. En algin

momento como Si porque me Si porque son Si porque es romper
docente permite ver desde estrategias en la mecanizacién

profesional se el primer dia el . para que el que se da en los Si
habia hecho la objetivo del curso Si estudiante procesos que se
pregunta 1y 4°? tenga un mejor preceden

SI__NO___ aprendizaje

¢;Por qué?

*Comprendan *Comprendan *Comprendan

*Comprendan
primero cada

primero cada
problema para

*Comprendan
primero cada

primero cada
problema para poder

primero cada
problema para poder

problema para poder aplicar una problema para aplicar una aplicar una
poder aplicar una estrategia de poder aplicar estrategia de estrategia de
6. Cuando los estrategia de solucidn. una estrategia solucion. solucion.
estudiantes solucidn. de solucion. - .
estén *Usen algdn *Cuando tienen un *Cuando tienen un
solucionando software o problema planteado problema planteado
solo deriven las solo deriven las
roblemas de calculadora para : ;
gptimizacién encontrar ﬁ)a funciones dadas de funciones dadas de
para usted ' derivada de las manera correcta. manera correcta.
como profesor funciones dadas . "
es mas en un problema *Usen algun *Usen algin
importante que ' software o software o
ellos: calculadora para calculadora para
’ encontrar la encontrar la
derivada de las derivada de las
funciones dadas en funciones dadas en
un problema. un problema
7. Cual es el Centrada en el
método o Tradicional con Siguiendo el libro tradicional Utilizar el método acuerdo lo que exige
métodos de herramientas TIC guia, dar la teoria de resolucién de es enfocar la
ensefianza que y resolver problemas ensefianza como un
aplica cuando problemas proceso de
ensefian orientacion del
optimizacion: aprendizaje
NO NO NO NO NO

8. ¢ Conoce el

Modelo de Van
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Hiele? (Lo ha
aplicado alguna
vez en clase de
calculo
diferencial o
cuando ensefia
optimizacién?

NO

NO

NO

NO

NO

9. ¢Considera
necesario el uso
de algin
software
matematico

Si porque permite
agilizar procesos
que se vuelven

Si porque las TIC

Si porque seria

Si porque es una
herramienta de

Si porque un
proceso de
ensefianza

aprendizaje debe
adecuarse a la

para abordar mecéanicos, ayudan a la mejor complemento apoyo para
temas del ademés de comprension de con la fortalecer los temas realidad que impone
calculo permitir los temas ensefianza el nuevo siglo el
diferencial? simulaciones y tradicional cual requiere
comparaciones realizar cada vez
. muy rapidas mas en el uso de
Si__ No___ herramientas propias
de esta generacién
¢;Por qué?
10. ¢Usaria .
algun software Si porque el )
matemaético estudiante en un Si porque Si para tener varias
para ensefiar futuro se podria Si mejora la estrategias de Si

optimizacion?

ipor qué?

valer de esa
herramienta para
la solucién de
problemas

visualizacién aprendizaje

Segundo cuadro: Conclusiones comunes de la Prueba

Preguntas

Conclusiones comunes

1. ;Por qué es importante que nuestros
estudiantes vean un curso llamado Calculo

Diferencial?

Porque es el inicio y la base para los demas calculos
siendo este una herramienta para modelar situaciones
de la vida real y problemas especificos de cada area
dandoles su adecuada solucidn

2. Las estrategias pedago6gicas que utiliza en
la clase de calculo diferencial son:

*Preguntar a los alumnos en clase para que ellos
participen

*Resolucidn de problemas en casa

*Quices

3. ¢Considera que el método tradicional es
suficiente para la ensefianza del célculo?

El método tradicional aporta buenas bases pero se
debe complementar o debe estar acompafiado de
herramientas tecnoldgicas pues son de gran utilidad
al momento de abordar ciertos temas
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4. ;Por qué es importante ensefar a
optimizar a nuestros estudiantes?

Porque es una de las aplicaciones mas importantes
del céalculo, donde se los problemas surgen en
contexto permitiendo a los estudiantes contextualizar,
afrontar y resolver problemas desde la vida cotidiana.

5. En algdn momento como docente
profesional se habia hecho la pregunta 1y
4? SI__ NO___ ¢Por qué?

Los profesores si se ha formulado las preguntas, pero
las justificaciones que cada uno presenta se sale de
contexto con la pregunta misma.

6. Cuando los estudiantes estén
solucionando problemas de optimizacién,
para usted como profesor es mas
importante que ellos:

*Comprendan primero cada problema para poder
aplicar una estrategia de solucion.

*Usen algun software o calculadora para encontrar la
derivada de las funciones dadas en un problema.

7. Cudl es el método o métodos de
ensefianza que aplica cuando ensefian
optimizacion:

Centrada en el acuerdo que exige el departamento de
matematicas, es decir enfocandose en el libro guia,
dar la teoria desde el método tradicional y resolver
problemas

8. ¢Conoce el Modelo de Van Hiele? ¢Lo ha
aplicado alguna vez en clase de calculo
diferencial o cuando ensefia optimizaciéon?

Ningln profesor conoce el modelo de Van Hiele y por
tanto ninguno lo ha aplicado

9. ¢ Considera necesario el uso de algun
software matematico para abordar temas
del célculo diferencial?

Si No

¢Por qué?

Todos los profesores son conscientes del uso de
herramientas tecnolé6gicas en el aula y la ensefianza
de temas del calculo diferencial, pero la ven como
apoyo al método tradicional o como complemento del
mismo; o simplemente hay que evolucionar la forma
de ensefiar con TIC porque el mundo estd en
constante evolucidn.

10. ¢Usaria algun software matematico para
ensefiar optimizacién?

ipor qué?

Todos estdn de acuerdo en wusar un software
matematico para mejorar la visualizacién de los
problemas o como una estrategia de aprendizaje
adicional.
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4. CONCLUSIONES PRELIMINARES

La prueba piloto permitié concebir las nociones que tienen los profesores a la hora
de ensefiar, la forma de percibir el uso del software y los procesos de ensefianza y
aprendizaje que aplican en el calculo diferencial y en especial en la optimizacion. Es
claro que para profundizar en un conocimiento matematico primero los profesores
deben apropiarse de éste, reconociendo su epistemologia, sus implicaciones didacticas y
cognitivas, para luego poder introducir la geometria y asi no solo darle sentido a las
nociones a ensefar, sino también como medios que propicien un aprendizaje como en el
caso de los software de geometria dindmica. Pues los profesores aun siguen percibiendo
la tecnologia como “un jugueteo como un complemento del método tradicional” o un
tipo de motivacion para resolver problemas de calculo; siendo en realidad un medio que

le proporciona al estudiante las herramientas necesarias para construir un conocimiento.

Esta investigacién aporta en el cambio de planeacion de las clases de céalculo
diferencial, al incorporar no solo la geometria para darle un sentido a la ensefianza de la
optimizacién, sino también un nuevo modelo desconocido por los profesores a los que se

les aplicé la prueba y es el modelo de Van Hiele.
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5. CONCLUSIONES

Una forma de tratar las dificultades que encuentran los estudiantes que reciben una
enseflanza basada exclusivamente en definiciones formales y procedimientos mecanicos
fue introducir mediante el uso del software y el modelo pedagogico de Van Hiele unas

actividades encaminadas al aprendizaje.

Se disefiaron cuatro actividades problema para abordar el tema de optimizacion: Area
maxima del rectdngulo donde se quiere que el estudiante analice y defina que el area
maxima de un rectangulo cuando su perimetro es fijo siempre conduce a la construccién
de un cuadrado. Se le plantea al estudiante el problema, se le entrega el modelo en
GeoGebra y la interaccidn del estudiante con el software le permitira llegar al objetivo
planteado. Con la segunda actividad Ilamada area maxima y minima de un alambre se
quiere que los estudiantes puedan verificar que el maximo de una funcidon puede estar en
uno de sus extremos, al igual que un maximo o un minimo no siempre implica un
cambio de concavidad; estos objetivos pueden ser logrados con el taller guia y la
interaccion del estudiante con el archivo en GeoGebra. Con la tercera actividad, el

estudiante podra generalizar que el cilindro de mayor volumen inscrito en un cono de
. . .. 2b . . .
altura a y radio b tiene radio igual a ey trabajando con un archivo en 3D construido en

la herramienta tecnoldgica GeoGebra, y finalmente, con la cuarta actividad, se trabaja el
calculo area maxima de todo rectangulo inscrito en una circunferencia de radio r
Verificar que todo rectangulo inscrito en una circunferencia de radio r tiene area

maxima si es un cuadrado.

Con estas actividades se favorece la interpretacion geométrica para los problemas de

optimizacién, permitiendo la construccion de sentido, pues se comprende el por qué y el
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para qué de cada uno de los pasos que se necesita para dar solucion a los diferentes
planteamientos formulados, permitiendo que los estudiantes propongan sus propias

estrategias de solucion e interacten con el software o con instrumentos fisicos.

Aunque el estudiante no estd en la capacidad de aprovechar todo el potencial del
software para comprobar sus estrategias, el profesor puede proponerle acciones de

verificacion con que lo conduzcan validar sus estrategias propuestas.

Cobra importancia identificar el rol del software en el disefio de las actividades, pues
ya no se interpreta la tecnologia como un factor, sino como el medio con el cual el
sujeto interactla, brindandole la posibilidad de experimentar sus propias estrategias
para ponerlas a prueba. De esta manera, el uso del software GeoGebra, fue pertinente
para el desarrollo de tres de las actividades; no viéndose como un instrumento de

innovacién y motivacion, sino como un medio que produce aprendizaje.

Con el disefio de las actividades, la optimizacion se deja de ver como algo abstracto
y poco comprensible, ya que al trabajar desde la geometria se puede entender el sentido

de estas nociones sin recurrir a definiciones formales.

Es necesario recordar que en este trabajo sélo se plantearon las actividades pero no
se llevaron a cabo, dejando para después la realizaciéon de la experimentacion y el

respectivo andlisis después de la aplicacion.
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7. ANEXOS

7.1 ANEXO 1

UNIVERSIDAD DE PAMPLONA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
PRUEBA PILOTO*
OBJETIVO: conocer el cémo, por qué y para qué ensefian optimizacion en cdalculo diferencial los

profesores de la Universidad de Pamplona.

A continuacién se enuncian algunas preguntas de seleccién multiple (puede seleccionar las respuestas que
desee) o preguntas abiertas. Conteste justificando aquellas que lo solicitan.

1. ¢Por
estudiantes
Diferencial?

qué es
vean un

importante que nuestros
curso llamado Calculo

2. Las estrategias pedagdgicas que utiliza en la
clase de célculo diferencial son:

e Mapas conceptuales

Preguntar a los alumnos en clase para que

ellos participen

Resolucion de problemas en casa

Trabajo en grupo en clase

Trabajo individual en clase

Quices

Participacién en el

estudiantes

e Uso de herramientas
diferentes de la calculadora.

e Otras ¢ Cudles?:

tablero de los

tecnoldgicas

3. ¢Considera que el método tradicional es
suficiente para la ensefianza del calculo?

4. ;Por qué es importante ensefiar a optimizar a
nuestros estudiantes?

5. En algin momento como docente profesional se
habia hecho la pregunta 1 y 4? SI__ NO___ ¢Por
qué?

6. Cuando los estudiantes estén solucionando
problemas de optimizaciéon, para usted como
profesor es mas importante que ellos:
e Comprendan primero cada problema para
poder aplicar una estrategia de solucién.
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e Cuando tienen un problema planteado
solo deriven las funciones dadas de manera
correcta.

e Usen algin software o calculadora para
encontrar la derivada de las funciones dadas
en un problema.

e Todas las anteriores

e Otra:

7. Cual es el método o métodos de ensefianza que
aplica cuando ensefian optimizacién:

8. ¢(Conoce el Modelo de Van Hiele? (Lo ha
aplicado alguna vez en clase de célculo
diferencial o cuando ensefia optimizacion?

9. (Considera necesario el uso de algin software

matematico para abordar temas del calculo
diferencial?

si__ No

¢(Por qué?:

software matematico
optimizacion? ipor

10. ¢Usaria algun
ensefar

para
qué?

*Esta prueba es base del proyecto investigativo de la
estudiante Angy Melissa Diaz para obtener el titulo de
Especialista en Pedagogia Universitaria



7.2 ANEXO 2

Para la ensefianza de la optimizacion se disefiaron wunas actividades
implementando herramientas geomeétricas tecnologicas enmarcadas en el
modelo de Van Hiele. Estas actividades poseen unas tareas especificas
planteadas en una guia- taller de apoyo que el profesor debe aplicar a
estudiantes que estén cursando céalculo diferencial en la Universidad de

Pamplona.

Las actividades propuestas tienen un archivo con una figura hecha en
GeoGebra (Ver carpeta de figuras) sobre la que los estudiantes trabajaran para
desarrollar las tareas (los estudiantes no necesariamente deben saber manejar el
programa). Ademas, con cada planteamiento que se presenta se espera que los
estudiantes puedan lograr el objetivo fijado y que el profesor en todo momento
actie como un mediador entre el conocimiento a obtener, el Modelo de Van

Hiele, el programa GeoGebra y el estudiante.

Adjunto a las actividades se encuentran los pasos de la construccién del
archivo en GeoGebra por si el profesor desea construirlos por su cuenta y la

solucion matematica tradicional.

7.2.1 Actividades

7.2.1.1 Actividad 1: Area maxima del rectangulo

Objetivo: Analizar y definir que el area maxima de un rectangulo cuando su
perimetro es fijo siempre conduce a la construccién de un cuadrado.



Taller:
Tarea: EIl perimetro de un rectdngulo es de 14 metros. Encuentra las

dimensiones de este cuadrilatero para que su area sea la maxima posible.
Explica y justifica tu respuesta

Parte 1
Abre el archivo de GeoGebra y arrastre el punto A.

1 p:y=14 Areade CDAB=1217

a f“\.
oy
u] 1 2 3 4 5 5]

-1
(o]
o

llustracién 1: Rectangulo

¢ Qué observas en la pantalla?

b. ¢Qué magnitudes reconoces? (Cudles magnitudes varian? ¢Cuéles
magnitudes no varian? Explica tu respuesta.

c. ¢Si las magnitudes cambian cambia el area y el perimetro? Justifica.

d. ¢De qué magnitud o magnitudes variables depende el area del
rectangulo? ;Por qué?

e. ¢(Cuéales son todos los valores que puede tomar la base, la altura, el
area? (Por qué?

f. ¢Qué relacion hay entre la base y la altura? Justifica.

g. ¢Cudles son las dimensiones de la base y de la altura del rectdngulo de
mayor area? ;Por qué?

Parte 2
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe

tus conclusiones en la hoja de trabajo.

Parte 3
a. Digita en la barra de entrada que aparece en la pantalla, la formula que

representa el rea en funcion de la base. ;Qué ocurrio?
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b. ¢Cual es la dimensidn de la base que genera la mayor area? ;Este valor
es unico? Verifica en GeoGebra. Justifica tu respuesta.

c. Arrastra el punto A alrededor del valor de la base que genera la mayor
area. ¢EIl valor dado para la base en el literal anterior genera la mayor
area? Si no es asi, ¢que valor es? ;Dicho valor es unico? Explica tu
respuesta.

d. Registra en la hoja de calculo 20 valores del punto B cuando te
aproximas al valor de la base que genera la mayor area ¢(Qué ocurre con
las imagenes de los valores de la base cuando te aproximas al valor de la
base que genera la mayor area? Escribe una conclusién y justifica tu
respuesta

Parte 4
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe

tus conclusiones en la hoja de trabajo.

Para el profesor:

Paso a paso de la construccién del archivo en GeoGebra

e Punto fijo D en la coordenada (0,0) el origen del plano
e Punto fijo E en la coordenada (7,0)

e Segmento f desde el punto D hasta el punto E

e Punto libre A sobre el segmento f

e Funcion g: y=7—-x

e Recta perpendicular h al segmento f por el punto A

e Punto de interseccion B entre la recta h y la funcion g
e Recta perpendicular i a la recta h por el punto B

e Punto de interseccion C entre larectaiyel eje Y

e Segmento AD, AB, BCyCD

e Poligono ABCD

e Area del poligono ABCD

e Perimetro del poligono ABCD
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p:y=14

)
m

Area de CDAB=11.39

&
T T T T T —) T T
-2 -1 o 1 2 a 4 L] G \

llustracidon 2: Construccion del Rectangulo

Observacion: La construccion definida anteriormente no es la Gnica posible.

Solucion Matematica

Para solucionar este problema, podemos ver el rectangulo de base X y altura Y,
de manera que el &rea del mismo estaria dada por la formula:

Ax) =xy

Queremos expresar el area en funcién de una sola variable, por lo tanto
eliminamos y expresandola en términos de x utilizando la informacién dada del
perimetro. De esta manera, Si

P=2x+2y
14 =2x+ 2y
7=X+y

Ax) =x(7—x),conx=>0yx<7
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La derivada de esta funcion sera:

AX)=17—-x)+(—1Dx

0=(7—-%x)—x
2x =7
_7
)

Asi que por la prueba de la primera derivada para los valores extremos
absolutos, el &rea maxima se obtiene cuando:
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7.2.1.2 Actividad 2: Area maxima y minima de un alambre

Objetivos:

e Verificar que el maximo de una funcion puede estar en uno de sus
extremos.

e ldentificar que un maximo o un minimo no siempre implica un cambio de
concavidad.

Taller

Tarea: Se tiene un alambre de 20 cm de largo y con él se desea construir un
cuadrado y circulo que tal forma que:

La suma de sus areas sea maxima.

La suma de sus areas sea minima.

Parte 1

Abra el archivo de GeoGebra alambre.ggb que contiene la modelacién de
problema en GeoGebra.

AreaCuadrado+AreaCirculo= 15.17

Areaouadrad0= 12.38  Area 2.8

circulo™

C
&
2 a [ B 10 12 2 18 18 2

llustracion 3: Alambre

a. ¢(Qué puede observar en la pantalla?
b. ¢Si arrastra algun objeto de la pantalla qué sucede?
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Mueva el deslizador C y contesta las siguientes preguntas:

a. ¢Qué representa el deslizador?
b. ¢Qué valores puede tomar el deslizador?
c. ¢Cuales magnitudes permanecen invariantes? ;Cuales varian? ;por qué?
d. ¢Qué pasa con el &rea de cuadrado y del circulo cuando se mueve el
deslizador a hacia la derecha? ;Y si se mueve a la izquierda?
e. ¢Cuando es maxima la suma de las areas del circulo y el cuadrado?
f. ¢Cuando es minima la suma de las areas del circulo y el cuadrado?
Parte 2

Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe
tus conclusiones en la hoja de trabajo.

Parte 3

a. Abre la hoja de célculo de GeoGebra y registra los valores que toma C
(en opcidn registrar en hoja de calculo seleccione valores de x(c), y (¢))
y la suma de las areas.

b. Arrastre el deslizador. Busque en la hoja de calculo para qué valor de C
la suma es maxima y minimo, ¢(Coinciden estos valores con los hallados
en el parte 1?

c. Haga una regresion de dos variables para C y la suma de las areas para
encontrar la funcion que mejor se ajuste a los datos.

d. ¢Cual es la funcion que mejor se ajusta a los datos?

e. Copie la funcion que escogiste en la vista grafica. ;Qué representa la
funcién?

f. Oculte la lista de puntos, trace un perpendicular por C y haga el punto de
interseccion entre la perpendicular y la funcién.

g. Mueva de nuevo el deslizador a (A qué se acerca el punto sobre la
funcion cuando se acerca el deslizador a al maximo y el minimo?

h. Traza la recta tangente a la funciéon por el punto de interseccion
construido en el inciso f, y halle su pendiente. ;Qué pasa con la
pendiente de la recta cuando nos acercamos a la suma minima?

Parte 4
¢Qué pueden concluir a partir de la experimentacion anterior? Discute con tus

compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus conclusiones
en la hoja de trabajo.
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Para el profesor:

Paso a paso de la construccién del archivo en GeoGebra

e Segmento AB: Utilizando el eje de coordenadas hacer el segmento AB de
20 unidades.

e Punto C: Punto Sobre el segmento AB.

e Segmento AC.

e Segmento CB.

e NuUmero a: En la barra de entrada escribir: Segmento [A , C]/4.

e Punto D: Punto libre en la pantalla.

e Circunferencia c: En la barra de entrada escribir: Circunferencia [ D, a].

e Recta i: Recta perpendicular al eje y por en punto D.

e Punto E: Punto de interseccion entre la circunferencia c y la recta i.

e Recta j: Recta perpendicular a la recta i por el punto D.

e Punto F: Punto de interseccion entre la recta j y la circunferencia c.

e Recta k: Perpendicular a la recta j por el punto F.

e Recta l: Perpendicular a la recta i por el punto E.

e Punto G: Punto de interseccidn entre la recta k y la recta I.

e Poligono 1: Poligono DEGF.

F G
1) o
k
G 1 C
f1 =
[ D E
= 5 I

llustracion 4: Construccion alambre cuadrado



e Numero b: En la barra de entrada escribir: (20-Segmento[A, C])/(2 © ).

e Punto H: Punto libre en la pantalla.

oY
o 2 4 g & B o 12 1a h 16 18 %

llustracién 5: Construccion alambre circular

e Circunferencia p: En la barra de entrada escribir: Circunferencia [H,
Ocultar objetos y arreglar el archivo.
e Hallar el area del cuadrado y el area del circulo.

e Texto area del cuadrado + area del circulo.

Solucion Matematica

Para solucionar el problema debemos poner el area del cuadrado y el area del
circulo en términos de una sola variable; en este caso la variable es uno de los
trozos que se forman al cortar el alambre. Llamemos x el trozo de alambre con
el que se construird el cuadrado. Asi, el trozo de alambre con el que se
construira el circulo serd 20 —x.

Tenemos que la suma de las areas es igual a:
Suma = Areac,, + Areac;,
(1) 12 + mr?

Como el perimetro del cuadrado es x, entonces el lado del cuadrado es

X

Mientras que el perimetro del circulo es 20 —x, utilizando la formula de
perimetro del circulo podemos poner el radio en funcion de x.

20 —x = 271r
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20 —x
2T

) r=

Remplazando (2) y (3) en (1) tenemos

S = Suma = (ZX)Z + 11(202; X>2

Derivando tenemos

g = X 4 x 10
8 2m ™
Igualando a cero tenemos
0 = X N x 10
8 2m m
x =~ 11.20

Este resultado de x ~ 11.20 es la suma minima de las areas del cuadrado y el
circulo, mientras que el area maxima se da cuando x =0, cuando el area del
cuadrado es cero.
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7.2.1.3 Actividad 3: Cilindro de mayor volumen inscrito en un cono

Objetivo: Generalizar que el cilindro de mayor volumen inscrito en un cono de altura a
. . L 2b
y radio b tiene radio igual a ey

Taller

Tarea: ¢Cual es el cilindro de mayor volumen que se puede inscribir en un cono con
altura de a y radio b?

Parte 1

a. Abra el archivo de GeoGebra que contiene la modelacion de problema ¢Qué puede
observar en la pantalla?

Segmento AD=0.76

Volumen Cilindro=5.66 1,5
:
1

llustracién 6: Cono

b. Mueva el Punto D y contesta las siguientes preguntas:

¢ Qué sucede cuando se mueve el Punto D?

¢Entre qué valores se mueve el Punto D?

Cuando se mueve el Punto D ;Culles magnitudes permanecen invariantes?
¢ Cuales varian? Justifica.

¢ Cuando es maximo el volumen del cilindro?

Parte 2

Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Parte 3

e Base fija, Altura variable: En la vista algebraica cambie la altura por cada uno de
los valores indicados en la siguiente tabla (Dejando la base del cono fija en 2).
Mueva el punto D hasta encontrar el maximo volumen del cilindro y llene la
tabla.
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Segmento AD

Altura | Base (Radio del cilindro de mayor
volumen)

2 2

3 2

4 2

5 2 1.33

6 2

¢ Qué conclusiones puedes sacar con la tabla?
Parte 4

Altura fija, Base variable: En la vista algebraica cambie la base por cada uno de los
valores indicados en la siguiente tabla (Dejando la altura fija en 5). Mueva el punto D
hasta encontrar el maximo volumen del cilindro y llene la tabla.

Segmento AD

Altura | Base (Radio del cilindro de mayor

volumen)
o) 2 1.33
5 3
5 4
o) 5
5 6

Abra la hoja de calculo de GeoGebra y registre los datos de Base Vs Segmento AD
(Radio del cilindro de mayor volumen). Haga una regresidon de dos variables para Base
Vs Segmento AD. ¢Cudl es funcion que mejor se ajusta a los datos?

Parte 5

Dado un cono de altura a y radio base b, el cilindro inscrito en el cono de mayor
volumen tiene en su base un radio de: r= _b
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Parte 6

Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Para el profesor:

Paso a paso de la construccién del archivo en GeoGebra

e En la vista grafica 2 de GeoGebra crea dos deslizadores: Altura y Base. Altura

definida entre 0 y 10, mientras que Base entre 0 y 5.

Deslizador

Py

@ Numero
“) Angulo

") Entero

Nombre

Altura

[7] Aleatorio

Intervalo DeslizadorlAnimacién

Deslizador

@ Numero
“ Angulo

*) Entero

Nombre

Base

[7] Aleatario

Intervalo DeslizadorlAnimaciﬁn

Min: |0 Max: (10 Incrementa: Min: |0 Max: |5 Incremento:
Cancelar OK Cancelar

llustracién 7: Construccion de deslizadores

e Arrastre los deslizadores Altura a 5 y Base a 2 para la primera parte de la
actividad cierre la vista grafica 2.

e Abra la vista grafica 3D y ajustela a su gusto.

e Punto A: En la barra de entrada digite (0,0,0).

e Punto B: En la barra de entrada digite (0,0, Altura).

e Cono a: En la barra de entrada escriba Cono [A, B, Base ].

e Punto C: Punto sobre el borde del circulo base del cono.

e Segmento AC.

e Punto D: Punto sobre segmento AC.

e Segmento AB.

e Recta h: Recta paralela a AB por D.

e Punto E: Punto de interseccion entre la recta h y el cono.

e Recta i: Recta paralela a AC por E.

e Punto F: Punto de interseccion entre la recta i y el segmento AB.

e Cilindro d: En la barra de entrada Cilindro [A, F, AD].

60



?
1
1
1
1
1

llustracidn 8: Construccion del cono

e Ocultar: Recta h y Recta i.

e Calcular el volumen del cilindro.

e Segmento AD.

e Texto: Volumen del cilindro (Ajustes en propiedades).

e Texto: Segmento AD (Ajustes en propiedades).

Solucion matematica

?
1
1
l
1

Tenemos un cono de altura a y radio base b, un cilindro inscrito
—a de altura y y radio base x. Podemos reducir el problema a la
siguiente pregunta: ;Cual debe ser el valor de x para que el
volumen del cilindro sea maximo?

El volumen del cono y el cilindro estan dados por las siguientes
expresiones:

llustracién 9: Demostracion 1 .5
matemadtica cono (1) Vol,, = Eﬂb a

(2) Vol = x?y

(0, a) El paso a seguir es poner la altura y del cilindro en términos
de la variable x. Para observar de mejor manera e proceso
siguiente se puede hacer un corte vertical por el centro del
cono y analizar la figura resultante sobre el plano xy.

x.

(%, Como se puede ver la altura y resulta ser un punto sobre la
recta que contiene los puntos (0,a) y (b,0). Asi pues,
podemos poner yen términos de x en una ecuacion de recta.

(b,0)

llustracion 10: Demostracion
matematica cono
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Ahora remplazamos (3) en (2)

2 a
Vol = mx (_BX +a)
a 3 2
(4) Vol, = —5 T + amx
Para hallar el médximo simplemente derivamos e igualamos a cero.

, 3a
Vol'y; = —?nxz + 2amx

3a )
0=——mx*+2am entonces X

b
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7.2.1.4 Actividad 4: Rectangulo inscrito en un circulo de radio r

Objetivo: Verificar que todo rectdngulo inscrito en una circunferencia de radio r tiene
area maxima si es un cuadrado.

Taller

Tarea: Halle las dimensiones de un rectangulo de mayor area que puede ser inscrito en
un circulo de radio r. Explica y justifica tu respuesta

Parte 1

Abre el archivo de GeoGebra: Rectangulo inscrito.

Areade CACE=T1.98

llustracién 11: Rectangulo inscrito

a. ¢Qué puedes observar en la pantalla?

b. ¢Qué puntos del rectdngulo se dejan arrastrar? ;Cual o cuéles son fijos?

c. ¢(De qué magnitud o magnitudes variables depende el area del rectdngulo?
¢Por qué?

d. ¢(Qué valores puede tomar el area? ;De qué magnitud depende el area? ;Por
qué?

e. ¢Qué relacion hay entre el radio y el area? (Por qué?
f. ¢Cuéales son las dimensiones de la base y de la altura del rectangulo de
mayor area cuando el radio esta fijo? ¢Por qué?
Parte 2

Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Parte 3

a. Deje fijo el segmento AB y arrastre C hasta que el area se vuelva maxima
¢ Cuando sucede esto?
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b. Registra en la hoja de calculo 20 valores del punto C cuando el area sea
maxima pero variando el radio.

c. ¢(Puede ajustar una ecuacion que relacione el radio y el area? ¢Cual es
dicha funcion?

[ | * Hoja de Calculo

Ll BEE = B

‘ Blen a e 8] c
. Areade CACB=63.0 L r Area de ..
2 5.83 93.21
EN 514 5288
e | 735 10834
| 5 | 6.61 87.29
6 | 672 90.35
7] 429 36.87
8 | 374 27.93
o | 1.05 764
A g 10 |

10 249 12.42
1 5.65 63.9

12
13

14
15

16
17

18
19

an
llustracién 12: Tabla de calculo para el rectangulo inscrito

Parte 4

Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Para el profesor:

Paso a paso de la construccién del archivo en GeoGebra

f . Segmento AB

punto medio E de f

c circulo con centro en E y radio EA
C punto sobre ¢

Recta g desde el punto A hasta C
Recta h desde el punto B hasta C
Punto C’ simétrico a C respecto a E
poligono ACBC’
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llustracion 13: Construccion rectangulo inscrito

Areade CAC'B=48.89

4

Observacion: La construccion definida anteriormente no es la Unica posible.

Solucion Matematica

Para solucionar este problema, podemos ver el rectangulo inscrito en la circunferencia
como dos triangulos de base 2r y altura Y.

¢ C Areade CAC'B=54.28

llustracién 14: Demostracién matematica rectangulo inscrito

Podemos entonces escribir el area total del rectdngulo como el producto del area de dos
tridangulos, luego:

@ry) _

Ax) =2 5

2ry
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Para eliminar y recurrimos al hecho de que (x,y) se encuentra en la circunferencia
r? = x2 +y?, de manera que podemos expresar el area como:

A(x) = 2r.Vr? —x?

El dominio de esta funcion es 0 <x <ry su derivada es:

NG = @) (s =) (29
( —2rX )
0=x

Esta solucion implica que X debe estar sobre el origen, es decir sobre el punto E y de
esta manera la figura inscrita seria un cuadrado de lado 1. Por lo tanto, el &rea maxima
queda expresada

A(X) = 2r./r2 = 2r2
Siendo esta la funcion que modela el problema.

Para definir las dimensiones del rectangulo de mayor area hacemos uso del teorema de
Pitagoras, luego:

h? =c? + ¢
@2 =12+ 12
2 — 212

V2r=1
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