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INTRODUCCION

En esta monografia se presenta algunos temas selectos de matematicas. El objetivo de este
trabajo es mostrar que, por medio de elementos bésicos de geometria analitica, cdlculo integral y
otros temas, podemos llegar a demostraciones mas sencillas y rigurosas de algunas proposiciones,
teoremas y/o definiciones ya expuestas.

La presente monografia tiene la siguiente distribucién: En el capitulo uno, se muestra, por dos
métodos esencialmente diferentes, una justificacién rigurosa de porqué en los textos de célculo
se presenta las definiciones de seno hipérbolico y coseno hiperbdlico mediante las experiones

. e —e® e +e *
sinhx = ——; coshr = ———
2 2

respectivamente.

En el capitulo dos, se tomé un articulo de la revista the College Mathematics Journal. Esta
revista publicada por la Asociacién Matematica de América, es una revista expositiva dirigido
a profesores de matematicas de la universidad, en particular los que imparten los dos primeros
anos. Cubre todos los aspectos de las matematicas. Publica articulos destinados a mejorar la
ensenanza de pregrado y aprendizaje en el aula, incluyendo articulos expositivos, notas cortas,
problemas y efimero matematica como pruebas falaces, citas, dibujos animados, poesia y humor.
La revista estd indexada en el publindex de COLCIENCIAS en categoria “ A.2”.

De esta revista se tom¢ el articulo [2], en el cual los autores demuestran la proposicién 2:

Proposicién 2 “Dado un segmento fijo BC del plano, hallar el lugar geométrico de los puntos
A, para los cuales la recta de Euler del tridngulo ABC sea paralela al segmento BC”.

La solucién a esta proposicién queda establecida en el mencionado articulo; es de notar que
la demostracion de la proposicién 2, utilizan dos lemas y una proposicion de mas; resultados
conocidos, que enuncian y demuestran.

Haciendo uso del método de coordenadas, en esta seccién resolvemos un problema, que generali-
za lo demostrado por los autores en [2]. De manera més precisa resolvemos el siguiente problema.

Problema 2 Dado un segmento fijo BC del plano, hallar el lugar geométrico de los pun-
tos A, para los cuales la recta de Fuler del tridngulo ABC' sea paralela a una recta dada del
plano.

En el capitulo tres, se hizo un estudio del articulo [3], publicado en la revista Comunicacio-
nes en Estadistica. La revista Comunicaciones en Estadistica es una publicacién del Centro
de Investigaciones y Estudios Estadisticos (CIEES) adscrito a la Facultad de Estadistica de la
Universidad Santo Tomdés. La periodicidad de esta revista es semestral, publicAndose el primer
numero de cada ano en junio y el segundo en diciembre. El objetivo de esta publicacién es di-
vulgar articulos originales e inéditos en cualquier tematica de la estadistica tedrica y/o aplicada.
La finalidad de esta revista es motivar la cultura de la investigacion estadistica y por ende su
publico objetivo estd en todos aquellos investigadores que utilicen cualquier método estadistico



13

en el desarrollo de sus proyectos. Dicha revista estd indexada en categoria “ C ”de acuerdo al

publindex de COLCIENCIAS.

De estd revista se tomo el articulo [3], en este capitulo se adelanté un estudio de la matematica
inmersa en el articulo; esta revisién permitié dar la demostracion de cada una de las proposicio-
nes y teoremas desarrolladas en el articulo bajo estudio.

Los cursos de célculo y &lgebra lineal que se imparten en la Universidad de Pamplona, tie-
nen como una de sus caracteristicas seguir un texto guia para el desarrollo de las asignaturas.
En afios recientes se han utilizado los textos [5], [7] para el desarrollo de las asignaturas, célculo
diferencial, célculo integral, cdlculo multivariable y el libro [8] para la materia &lgebra lineal. En
el capitulo cuatro, se desarrolla algunos items que permiten presentar el concepto “ producto
vectorial "desde lo historico, desde el dlgebra, desde la geometria y finalmente mostrar como
definir el producto vectorial en R™ y justificar el porque los autores de los textos mencionados
afirman que solo se puededefinir en R3.

En la ensenanza de las matemaéticas la resolucién de problemas es una actividad considerada
una parte muy importante. Prueba de ello, se puede observar en las afirmaciones como las si-
guientes:

En 1968, George Poélya, afirmaba: “ se justifica que los textos de matemdticas, contengan proble-
mas. Los problemas pueden incluso ser considerados como la parte mds esencial de la educacion
matemdtica”.

El National Council of Teacher of Mathematics (N.C.T.M), como una organizacién preocupada
por la ensenanza y aprendizaje de las matemaéticas, ha venido destacando la importancia de con-
siderar la resolucién de problemas como el eje central de las matematicas escolares. Considera la
resolucion de problemas como una actividad fundamental que los estudiantes deben realizar.

De esta manera, se concibe la solucién de problemas como una parte integral de la educacién
matematica, fundamental para el aprendizaje de las matematicas.

El gran matematico Espanol, Luis Santalé senalaba: “ Enseriar matemdticas debe ser equiva-
lente a ensenar a resolver problemas. Estudiar matemdticas no debe ser otra cosa que pensar en
la solucion de problemas”.

El objetivo de este capitulo no es precisar que se entiende por un problema, ni tampoco presen-
tar y desarrollar las diferentes estrategias que algunos matemdticos como Pdlya, Schoenfeld, 6
Guzman han propuesto, como “ guia”para la soluciéon de problemas en Matemdticas. En con-
traste de ello, y compartiendo la premisa segiin la cual, la inica manera de aprender a resolver
problemas es resolviendo problemas, se han seleccionado algunos problemas, que se resuelven en
las siguientes secciones; Problemas que nos han parecido interesantes y creemos se ajustan a la
recomendacién hecha por el gran matematico Aleméan, David Hilbert:

“Un problema debe ser dificil para que nos seduzca, pero no inaccesible como para burlarse de
nuestros esfuerzos ”.



De esta manera en el quinto y ultimo capitulo, se resuelven algunos problemas.
De [12] , se tomaron los problemas 269 y 271. De la revista [13] , se tom¢ el problema 270. De
[14] , se seleccioné el problemas 2.
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1. DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

En algunos textos del céalculo se dice que las funciones hiperbdlicas son ciertas combinaciones

pares e impares de las funciones exponenciales e* y e~ .

El seno hiperbdélico y el coseno hiperbdlico se definen de la siguiente manera:

et —e " et +e "
sinhe = ——; coshr = ——
2 ’ 2
En la referencia bibliogréfica [1] el autor escribe:
Si t es cualquier nimero real, entonces el punto P(cost,sint) queda sobre la circunferencia uni-
taria 22 + y2 = 1 porque cos?t + sin?t = 1. De hecho, t puede interpretarse como la medida en

radianes del angulo < POQ.

F(cost, sent)

A w—
N

2 fyf=1

-2

Esta es la razén por la que las funciones trigonométricas, se denominan algunas veces fun-
ciones circulares.
De manera similar, si ¢ es cualquier niimero real, entonces el punto P(cosht,sinht) queda en la
rama derecha de la hipérbola 22 — y2 = 1, porque cosh?t — sinh®¢ =1 y cosht¢ > 1.
Pero ahora ¢ no representa la medida de un angulo.
Resulta que t representa el doble del area del sector hiperbélico sombreado.

Plcosht. senht)




De la misma manera que el caso trigonométrico, ¢ representa el doble del area del sector circular
sombreado.

Veamos a continuacién dos formas de justificar la definicién del seno y coseno hiperbdlico.

1.1. Primer Método

t
Vamos a encontrar los valores para x(t) y y(t) que cumpla la condicién area(OPQ)=—.

Sea R el pie de la perpendicular trazada sobre el eje X, desde el punto P, asi que las coordenadas
vienen dadas por R(z(t),0).

Figura 1:
Como se observa en la figura 1,
area del tridngulo(ORP) = 4&rea del sector(OPQ)+ érea del sector(QRP).
t) - y(t t [0
x()2y() = 3 +/ Va?— ldx. (1.1)
1

Notando por I, la integral indefinida correspondiente a la integral del lado derecho de la expresién
dada en (1.1).

I:/\/x2—1d:n.

Utilizando la sustitucion trigonométrica = sec, con lo cual dx = sec § tan 6df la integral en I
se transforma en:



I:/\/ﬁdz‘ = /\/m'secﬁtaan@
= /\/m-secﬁtanﬁdﬁ
= /sec 6 - tan? 0d6
= /sec& - (sec? @ — 1)db

= /se(33 0do — /secﬁd&. (1.2)

Observemos que:

/sec3 0do = /secG - (sec? 6)de.

Mediante integracién por partes,

u = sech du = sec@ - tan 6d0
dv = sec’6db v = tané.

Remplazando en la integral anterior,
/Se<33 0df = secOtant — / secf - tan? fdf
= secftanf — /sec0 - (sec? @ — 1)d#
= secftanf — /56039+/Se09d0
2 / sec®0df = secOtan + /sec 0do

/se(:3 0do = %sec&-tan@—i— ;/SGCQCZ@. (1.3)

Sustituyendo (1.3) en la igualdad (1.2) y simplificando:
1

1
I= isecﬂ-tanH— 2/se00d9.

Recordando que: [secfdf = In | secf + tanf | . (Ver nota 1). Entonces,

1 1
I:iseCG-tane—iln\sec&+tan9|.



Retornando a las variables iniciales,

1 1
I= ix\/x2 -1- §ln‘x+ Va?— 1‘ +C.
De esta manera, utilizando el Teorema fundamental del calculo:
/ Va2 —1dx = <2x\/m2—1—21n’x+\/x2—1’>
1
1 1
= 2OVEOP =13 ‘x(t) +V/@(0)? - 1‘. (1.4)

2

z(t)
1

Cémo P(x(t),y(t)) es un punto sobre la hipérbola 22 — y? = 1, sus coordenadas deben satisfacer
la ecuacion asi: (z(t))? — (y(t))?> =1, de donde

y(t) = (x(t)? — 1. (1.5)

Reemplazando (1.4) y (1.5) en (1.1) se tiene:
2() - SN2 —
OVEOE=L L L) G@7 -1 s e+ VE@P 1]

t = ln‘x(t) + \/W‘

Por definicién de la funcién logaritmo:

et = 2(t)+/(z(t)?2 -1
el —a(t) = (x(t)? - 1.

Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene:

() = © +2€_ . (1.6)

A la expresién del lado derecho de (1.6) se acostumbra llamar coseno hiperbdlico de t y notado
por cosh, asi:

y(t) = : (1.7)



A la expresién del lado derecho de (1.7) se acostumbra llamar seno hiperbdlico de ¢ y notado por

sinh, asi:

et — €7t

inht =
sin 5

Nota 1.1 Vamos a verificar que:

/sec@dﬂzln | secf + tand | .

Multiplicando y dividiendo por sec + tan 0,

sec § + tan 0
/sec@d@ = /sec@-MdH
secl + tan 6
B / (sec? O + sec § tan 0)df
N secf + tan @ '

Mediante la sustitucion siguiente:
u = secf + tan 6,

entonces,
du = (sec tan 6 4 sec? 0)do.

Sustituyendo du y u, y resolviendo la integral se obtiene:

/sec@d@z/duzln|u]—i-0.
u

Retornando a las variables originales,

/se09d0 =In|secf +tand | +C.

1.2. Segundo Método

En este método vamos a rotar la hipérbola 22 — y? = 1 como se muestra en la figura 2.
Sea,
cosf  send
Ry = < > )

—senfl  cosl

la matriz de rotacién de los ejes mediante un angulo 6, en sentido contrario al movimiento de las
agujas del reloj como lo muestra la figura:

11



Figura 2:

De esta manera si ( v > representa un punto en el plano XY, el punto imagen mediante la
x’ x
< y ) e < y ) ’

¥ = xcosfh+ ysinh
= —xsinf + ycosb.

rotacién Ry en el plano X'Y” es:

es decir,

(1.8)

7T . .
En el caso 6 = T las expresiones anteriores se transforman en:

= V2 V2 (1.9)

oty
2 2
y = —x\g + yi. (1.10)
Como Ry es una matriz ortogonal, R;l = R}, asi:

< 8
N~
I
3
D+
N
@\ H\
~__

(

es decir, para 0 = %, se obtiene,
1 1
! ! (1.11)

1 1
' ! (1.12)



Ahora, calculemos el drea de la regién sombreada de la figura 3.

Figura 3:
Tenemos que:
drea(OP'Q’) = drea(OP'E) + 4rea(P'EQ'"). (1.13)
Pero,
drea(OP'E) = érea(EQ'DF). (1.14)

Para justificar la igualdad de la ecuacién (1.14), vea la nota 1.2.

Reemplazando (1.14) en (1.13) se obtiene:

drea(OP'Q') = 4area(EQ DF) + 4rea(P'EQ")
drea(OP'Q') = 4rea(P'Q'FD).

13



Utilizando la integral definida para calcular el area bajo la curva,

drea(P'Q'FD) = f(x')da'

Por hipdtesis, tenemos que:
7 ¥aYi t
area(P'QQ FD) = 3

Entonces, al igualar las dos expresiones encontradas anteriormente para el drea(P'Q'F D)

% = ;(ln\}Q —lna:')

t = ln— —Ina’

V2
1
t = In (T\/i>

Por definicién de la funcién logaritmica,

t = ln<x/1/§)

et = e
'\2
1
¥ =

etv/2

~
('b

5|

<
!
Sl
[\

(1.15)

(1.16)



Finalmente, reemplazando (1.15) y (1.16) en (1.11) se obtiene:

r = . (1.17)

A la expresion del lado derecho de (1.17) se acostumbra llamar coseno hiperbdlico de ¢ y notado
por cosht, asi:

(1.18)

A la expresion del lado derecho de (1.18) se acostumbra llamar coseno hiperbdlico de ¢ y notado
por sinh ¢, asi:

Nota 1.2 OBSERVACION

Figura 4:
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De la figura 4 vemos que:

Entonces,

areal

area?2

Ay A
2

©'B-yB

2

areal = area2

ol =

16
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2. WHEN IS EULER’S LINE PARALLEL TO A SIDE OF A
TRIANGLE?

Es conocido que en un tridngulo equildtero, el circuncentro: punto de intersecciéon de las
mediatrices; el baricentro: punto de interseccién de las medianas, y el ortocentro: punto de in-
terseccion de las alturas coinciden. En cualquier otro caso, Euler demostré que estos tres puntos
estdn alineados; en virtud de ello se llama recta de Euler aquella recta que pasa por estos puntos.
En la referencia bibliogréafica [2], los autores se plantean el siguiente problema:

Problema 1 “Dado un segmento fijo BC del plano, hallar el lugar geométrico de los pun-
tos A, para los cuales la recta de Euler del tridngulo ABC sea paralela al segmento BC”.

La solucién a este problema queda establecida en la proposicion 2, del mencionado articulo;
es de notar que la demostraciéon de la proposiciéon 2, que realizan usando geometria sintética,
utiliza los siguientes resultados conocidos, que enuncian y demuestran.

Lema 1 En un tridngulo ABC, sea M el punto medio de BC. Entonces 2|OM| = |AH]|, y
|AH| = 2R cos A.

Lema 2 Sea AABC dado, con a,b y c las longitudes de sus lados, S su drea, R el radio de
la circunferencia circunscrita. Entonces 4RS = abc.

Proposicién 1 Si el tridngulo ABC es acutdngulo, luego la linea de Euler es paralela a BC
si y solo si tan Btan C = 3.

Haciendo uso del método de coordenadas, en esta seccién resolvemos un problema, que generali-
za lo demostrado por los autores en [2]. De manera més precisa resolvemos el siguiente problema.

Problema 2 Dado un segmento fijo BC del plano, hallar el lugar geométrico de los pun-
tos A, para los cuales la recta de Euler del tridngulo ABC' sea paralela a una recta dada del
plano.

Introducimos coordenadas cartesianas de modo que el origen coincida con el extremo B del

segmento dado y el segmento BC' esté sobre el eje positivo de las abscisas, como se muestra en
la figura 4, sea A(a,b) un punto del plano.

(%)

Figura 5:
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Es conocido que el baricentro G del AABC viene dado por:

G = (C‘;ch) . (2.1)

A continuacién encontraremos las coordenadas del circuncentro del tridngulo ABC. Sea D =
a b ? b
<2, 2) el punto medio del lado BA como la pendiente m4p de la recta AB es —, entonces la
a
ecuacion de la mediatriz del segmento AB es:

L a0,

2 b 2
a a’® +bv?

= 2 2.2

y TS (2.2)

El punto medio del segmento BC es E = (%,0) asi queda la mediatriz del lado BC viene
dada por:

o= S (2.3)

Al resolver el sistema de ecuaciones (2.2) y (2.3) encontramos que el circuncentro O del tridngulo
ABC es
2 4 12
c a®+b°—ac
=l — ). 24
0 (2, - ) (2.4)
Teniendo en cuenta que la recta de Euler, L, del AABC pasa por los puntos G y O, su pendiente

a?4+bv:—ac b

_ 2b 3
mr = c (a—l—c)
2 3
3a? — 3ac + b?
= — 2.5
L b(c — 2a) (25)

De otra parte si la recta dada es el plano, tiene por ecuacién y = max + k, entonces teniendo en
cuenta (2.5) se encuentra que el lugar geométrico de los puntos A(x,y) que resuelven el problema
2, satisface la ecuacién:

2 2
S —der+y” (2.6)
y(c—2x)

18



Nota 2.1 El problema resuelto en el articulo [2], se obtiene de (2.6), tomando m = 0:

322 — 3cx +y? =0,

que se identifica como una elipse:

32

3(:02 —cx + (*)2) +y? = %
c? 3c?

e g)or - ¥
Ty )t 4

_.|_
V3ey 2
()

. ., . .. &
escrita la ecuacion de la elipse, en forma conica, observamos que el centro es el punto C(i’ O) Y

: . , 3¢ ¢ s
las longitudes de los semiejes mayor y menor son respectivamente —, 5 Ast el lugar geométrico

que se pide identificar en [2], es sencillamente los dos “arcos abiertos”de la elipse que se muestra
en la figura.

Es claro que se deben excluir los puntos B,C del lugar geométrico, con el fin de que efecti-
vamente se forme un tridngulo ABC.

Retornando a la ecuacién (2.6), observemos que ésta se puede escribir como
322 4 2may + y* — 3cx — mey = 0. (2.7)

Por geometria analitica sabemos que los puntos (x, y) del plano que satisfacen la ecuacion (2.7) es
una seccion cénica; es decir, una elipse, una hipérbola o una parabola, o algtin caso degenerado,

19



un punto, una recta, de acuerdo al valor de m. Es también conocido que la clase de cénica viene
caracterizada por los términos de segundo grado, esta es por la expresién

A = 32 4+ 2may + y>. (2.8)
Si,
m 1

X=(z,y) y A=<3 m)

la expresién (2.8) se puede escribir matricialmente en la forma

A:XAX'f:(gc,y)<S’1 T)(‘;)

A continuacién se hara una rotacién de ejes con el fin de “eliminar” el término mixto zy que fi-
gura en (2.8), con lo cual serd mas facil identificar el lugar geométrico descrito en la ecuacién (2.7).

Los valores propios de la matriz A se obtienen de:

‘3—/\ m

| A— M |= T

=X —4\+ (3 -m?) =0,

es decir, los auto-valores de A son:

A=2++1+m?

Caso 1. Si un valor propio es cero y el otro no.

Si A\ =2—+V1+m2, Ay =2+ 1+ m2. Consideremos el caso A; = 0; es decir, m = ++/3.
Sin perder generalidad sea m = ++/3.

De esta manera A\ = 0, Ay = 4.

Para encontrar los vectores propios asociados a A1 = 0, resolvemos el sistema:
3 V3 r1\ [0
\/g 1 T - 0 ’

3z + \/gacz =0
\/gxl 4+ x9 = 0.

Esto nos da,

Nétese que la primera ecuacién se obtiene de la segunda multiplicando por /3 asi

V3
3

Ir1 = xI9

20



—V3
con lo cual, los vectores propios correspondientes a A\; = 0 son V} = (3\[, 1) t, siendo t

1
un ndmero real no nulo como || V; ||= 4/t <1 + 3) = 7 | t |, tomemos el vector unitario
V; 1 —/3
U = I Vl T = <2, ;f> como una base del espacio propio asociado al valor A; = 0.
1

De manera similar encontramos una base para el espacio propio asociado a Ao = 4

V31
n-(2)

Asi, una matriz diagonalizante ortogonal es

V3
S5 2
1 V3
2

2

C =

SiY = (u,v), la ecuacién de rotacién Y = XC, permite pasar de la coordenadas (x,y) a las
coordenadas (u,v) esto es:

X=YC!

N[

X = (z,9) = (u,v) /3 :;(,u,v)<\{§ —1/§>

2

ol
[U8]

1
r = 5(\/§u+v),

Y = %(u —V3u). (2.9)

Sustituyendo, las expresiones para z,y dadas en (2.9) en la ecuacién (2.7) con m = V3. Se
obtiene:

322 + 2V3zy + y* — 3cx + V3ey = 4u® — 2v3cu =0

es decir,

2u(2u — V/3) = 0

V3

dedonde u=06u= c.
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(i) Si u = 0. Se sigue de (2.9) que:

N <

_\/gv

eliminando la variable v:

y=—V3z. (2.10)

3
(i) Siu= \2[0. Nuevamente de (2.9) y eliminando v, se obtiene:

y = —V3z +V3c. (2.11)

En conclusién, si m = v/3, el lugar descrito por la ecuacién
322 4+ 2V3zy + y? — 3cx — V3ey =0

consiste en el par de rectas dadas en (2.10) y (2.11), que se muestra en la figura 6, excluyendo
los puntos B y C.

(0, \/5:.‘)
= —vBa+ Ve

Figura 6:
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Procediendo de manera similar al caso (i), encontramos que una matriz diagonalizante C, viene
dada por:

¢ﬂ1+m?+vTiﬁﬁ) ¢%1+m2—¢TI%%
¢= ~(1+ VIt m?) ~(1+VI+m?)

\/2(1+m2+\/1+m2) \/2(1—1—m2 —V1+m?)

Si X = (z,y); Y = (u,v), el paso de las coordenadas (z,y) a las coordenadas u, v viene dado por
la ecuacion

X =YC".
Asi:
m m
r = U+ v
\/2(1—|—m2—|—\/1+m2) \/2(1+m2+\/1—|—m2)
_ 2 _ 2
y (1+ V14 m?) N (I1+V1+m?2) (2.12)

V20 +m e ViTmd) 2 em - VIFed)

Con las ecuaciones dadas en (2.12), la forma cuadratica que figura en (2.8) se reduce a la forma
diagonal:

322 4+ 2may + y* = Mu? + Aau’. (2.13)

A su vez la parte lineal de (2.7) —3cxz — mcy se transforma con ayuda de (2.12) en

me (—24—@) mc (2—1—@)

—3cx — mey = u— v. (2.14)

¢2(L+m?+vq+nﬁ> v&<y+m2+v7+nﬂ)

De esta manera la ecuacién (2.7), teniendo en cuenta (2.13) y (2.14) se convierte en

mc(—2+\/1+m2> mc<2+\/1+m2>
A1u2 + )\2’[)2 + U — v =0,

¢2@.#m2+VT+Wﬂ> v@(1+m2+VT+nﬂ)

con el fin de simplificar la expresiéon anterior, sean

—mec —mc

A= : B =
¢2<L+m?+vq+nﬂ) ,¢2O=+m2+vT+nﬂ>
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se obtiene,

Mu? 4+ Adju + Aov? + Blou = 0. (2.15)

Al completar cuadrados en u,v (2.15) toma la forma

B )\1A2 +)\2B2

—)? = — (2.16)

A
ERIRRCICR

)\1(U+ 9

Teniendo en cuenta, los valores de A, B,A\1, A2, el lado derecho de (2.16):

1 1 2.2 2 .2
S (MAZ+0BY) = SN e + A e
4 4 2<1+m2+\/1+m2> 2(1+m2+\/1+m2)
B e
8 1—|—m2+ 1+ 1+m?+v1+m?
1 YA+ A2) — V1I+m2(A1 — \2)
8" 1+m2) — (1+m?)
_ Lo (404 m?) 4201+ m?)
o 8 (1 4+ m?)m?
12

Por lo tanto, (2.16) se convierte en

(Hé)z (Hf)z . (2.17)

+
4\ 49

Caso 2. Si los valores propios tienen el mismo signo.

Como A\; = 2 — 14+ m2, Ay = 2+ 1+ m2, este caso ocurre si m € (—v/3,v/3).Nuevamente sin
perder generalidad supongamos m positivo; esto es m € (0, \/3)

De esta manera (2.17) representa la ecuacién de una elipse con centro en el punto

C:<A,B>: mc 7 mc 7
202 2¢2(1+m2+m) 2\/2(1+m2+m)
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semiejes de longitudes

3c? 3c?
a=+4|-—, —=b
40 4 )9

en el sistema coordenado uv.

u
N
"
el
~
/ N
] 2 ~
53
\\ -
P \
LY
\ x
'y
-4 3 2 1 B i 1 2 iC(c,l‘lY 5 & 7 a
N !
~
1 ~ 4

En resumen, el lugar geométrico descrito por la ecuacién (2.7) (3332+2mxy+y2 —3cx—mcy = O),
es la elipse descrita anteriormente.

Caso 3. Si los valores propios tienen los signos opuestos

En este caso m € (—o0, —\/3) U (\/g, +00). Sin perder generalidad supongamos que m > V3.
En este caso, A\; < 0, A2 > 0, luego la ecuacién (2.17) toma la forma

2 2
<U+§>2_ (Hé) I (2.18)
EjEs
; 2]

Ecuacién que corresponde a una hipérbola.

En resumen, el lugar geométrico descrito por la ecuacién (2.7) (3x2+2mxy+y2 —3cx—mcy = O),
es la hipérbola descrita anteriormente.
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3. UNA MIRADA A “UNA NUEVA FUNCION DE DENSI-
DAD SIMETRICA?”

3.1. Introduccion

En el articulo [3], el autor presenta la siguiente funcién de densidad

)\—2 TR ese m_ﬂ> x
B( 5 ) h( g e
Ix(z) = fx(z; 5 8) = (3.1)

)\2
F, r = W.

2
conxeR,ueR,ﬂ>0,y)\2:—2.
T

Entre otras cosas, se demuestra que efectivamente (3.1) define una funcién de densidad, esto
es,

/_OO fx (s p; B)dr = 1. (3:2)

Adicionalmente, encuentra que la funcién de distribucion de la variable aleatoria X cuya funcién
de densidad es fx dada en (3.1), viene expresada por:

Fx(z;p38) = P(X <ux)

= 1-— 732{4Li2 (tanh (; = M)) — Liy (tanh2 <; . T))

B
- 2$;Mln <tanh (;7‘)) } (3.3)
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Finalmente, enuncia y demuestra el siguiente resultado (Teorema 2.2 en el articulo [3]).

Teorema: Los momentos centrales de orden k de una variable aleatoria X con funcion de den-
sidad dada por la expresion (3.1) vienen dados por

2T =1 e
o1 T By sk =2m,
+1
i, = " (3.4)

0 sik=2m+1,

donde py, = E[(X — p)*] y By, denota el k-ésimo niimero de Bernoulli.

Nota 3.1 Para establecer (3.2), el autor utiliza la sustitucion

T —p
IB M

con lo cual la integral dada en (3.2) se puede escribir como

2 oo 4 (0.9}
=2/ " w=2/.zd% (%)
T4 J_o sinh z w4 Jy sinhz

luego utiliza las identidades

z z
inh > = 2sinh () cosh ()
sinh z sinh { 5 ) cosh { 5
cosh? (g) — sinh? (g) =1
5 sinh (E)
o (2) = T0A3)
a(3)
cosh { 5
entre otras, para luego, de realizar algunas integrales llegar a escribir I en la forma

/ (6 +1>dz (+#)

para evaluar, esta ultima integral, recurre al libro [4], en este texto aparece la férmula:

00 1 2
(15.101) / In (6 * ) dz="".
0 e? — 4

Lo curioso es que en esta misma referencia aparece la formula

0o > 7.[.2
15.114 ——dz=—
( ) /0 sinh(az) T 4
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con lo cual, se hubiera podido directamente de (x) establecer que

4 72

= - .0
w2 4

=1,

evitandose todo el procedimiento descrito anteriormente para llegar de (x) hasta (*x).

Nota 3.2 La expresion dada en (3.3), no corresponde a la funcién de distribucion de la variable
aleatoria X cuya funcion de densidad es fx(x; p; B). Para, ver esto simplemente se puede derivar

d;( # fx (x5 8).

Fx dada en (3.3) y observar que
Los objetivos que se persiguen en el presente capitulo son:

(1) Desarrollar los elementos matemdticos necesarios que nos permitan demostrar las formu-

las (3.2) y (3.4).

(2) Encontrar la funcion de distribucion Fx.

3.2. Nociones generales

En esta seccién se presentaran las herramientas matematicas necesarias que permitieron lograr
los objetivos trazados anteriormente.

3.2.1. El Problema de Basilea

El problema de Basilea, cuyo nombre se debe a la ciudad de Basilea(Suiza), lugar de naci-
miento de L.Euler(1707-1783), consiste en determinar el valor exacto de la serie:

1

>z

n=1

Este problema fue planteado en 1644, por el alumno de B. Cavalieri, P Mengoli. Varios ma-
tematicos: Wallis, Leibniz, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, intentaron, sin éxitos encontrar la
solucién a este problema. En 1736 el problema fue resuelto por L.Euler, utilizando un método
bastante ingenioso en el que hacia uso de las propiedades del seno, incluyendo su desarrollo en
series de potencias, y extendiendo a las series de potencias algunos resultados de las raices de un
polinomio.

Después de Euler, se han presentado varias, soluciones a este problema. Siguiendo a [5] pagina
1038, demostraremos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1
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Demostraciéon
Consideremos la integral

T N
I:/ / dxdy.
0o Jo 1—xy

, se puede ver como la suma de una serie geométrica de razén
— 2y

Se observa que el integrando T

Ty, asi

1 e’} [e%¢}
— n __ n,n
1_$y —Z(«Ty) - O‘T v, $7y7é ]-

n=0 n—

luego,

1ol 1 1 [
I = // dxdy:// z"y" | dxdy
0o Jo 1—my 0 Jo 7;)
o0 1 1
= Z </ x"dx) </ yndy>
n=0 0 0

EEDED-Set
—\n+1llo) \n+1lo nzo(n+1)2'

0

Obsérvese que el cambio de orden de la sumatoria con la integral queda justificado por la posi-
tividad de las funciones.

Haciendo el cambio n + 1 = k, en la sumatoria anterior, se tiene que

1
ﬁ .

M

(3.5)

B
Il
o

Ahora procedemos al célculo de la integral doble I, para ello realizamos el cambio de variable

El Jacobiano de la transformacién viene dado por

oz dx| | L
Oxy) _ |9 ) _|V2
L
V2

wv) oy oy
ou v



Por consiguiente, usando el teorema de cambio de variable:

1o 1
I= drdy = — dudv,
/0/0 1f:vy$y /D/l—%(u2—vz)uv

donde D es la regién en el plano UV, mostrada en la figura 6.

v X

101 (0,1) (1.1)

(\/E'ﬁ)
u
T

(0,0) ( \/25 0 (0,0) (1,0

(=75
Figura 7:
1

Debido a la simetria de la funcién f(u,v) = con respecto al eje U, y a la si-

_ 1,2, 1,2
7’ . . . .7 . 1 2u + 21}
metria del dominio de integracién, se tiene que:

I:/D/f(u,v)dudv _ 2/Dl/f(u,v)dudv+2/D2/f(u,v)dudv

= L +1, (3.6)

con D1,D5 regiones que se indican en la figura 7.

Evaluacion de I5:

1 V| 1 dv
I1=2/Dl/(1_5u2)+<¢v§>2dudv:2\/§/of /0 (1_1u2)+< )2\/5 du.
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5
NG

o|°

Figura 8:

Utilizando la férmula

dx 1 T
— 5 = — arctan (—) ,
a® +x a a

v

para evaluar la integral interna, con a? =1 — 3u?, 2z = —:

r

luego,

si g(0) = arctan (

u
V2 —u2

2

V2

1 d -
3 7% = arctan V2 -
1 _
(1-32) + () L e

. 4/&5 1 ) ( u >
= — arctan | ——
! 0o V2—u? V2 — u?

> , entonces

g/(O) _ ) )2—u2

(2—u2).[ 2 —u? +u? ]_ 1
2-uw)V2—u?]  V2—u?
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de esta manera

1 1 u2/
L = 4/Oﬁg(0)-g’(0)du:4/oﬁ([g()])du

2
“=7s NN 2
= 2(g(u)? V= [ — } —2(g(0
(o[ 7 =2]o(5)| ~2(0(0)
1 2 2
V2 T
= 2 t =2 tan— | =2(—
arctan ~ % <arc an \[> (6
luego,
2
Evaluacion de Io:
\f V2 p—utV2 1 dv
I, =22 - ——du,
? /1 /0 1 — L2 (L V2
Ve Fu” + 7z
procediendo como en la estimaciéon de Iy,
V2 1 v v=—u+v?2
I, = 2\[2/ _— arctan< 2 ) d
% 1—%712 V2 —u?) lv=0
V2 V2 —u
= 4 arctan d
/1 2—u <\/2 — u?
V2
2 — 2 —
Si h(u) = arctan u = arctan u , con la que,
2 — u? V2+u
1 1
B (u)=—=- .
=3 T
Asi,
V2 V2 [h(w)2]’
I, = —8/ h(u)h' (u)du = —8/ [ (g) } du
% %
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luego,

71_2

I, = 9 (%)

7[.2

De esta manera, reemplazando (x) y (**) en (3.6) se obtiene
2 2

18 9 6

Finalmente de (3.5) obtenemos el resultado:

2 e
—n 6

Siguiendo la estrategia utilizada por Jacob Bernoulli en su intento para resolver el problema de
Basilea, establecemos el siguiente resultado, consecuencia de la proposicién anterior.

Corolario 1

= —.
= (2n+1) 8
Demostracion
En efecto,
o0 oo o
1 1 1
[ — +
2 = Lt @iy
1 i L - 1
= = — —,
4e=n?  —(2n+1)
de donde,
oo o o
1 1 1 3 1
R (RF) DIEEE ) 358
(2n+1)2 4 n? 4 n?
utilizando el resultado de la proposicién 1, se tiene
(2n+1)2 8"

n=0

3.2.2. El Valor exacto de ((2k),k € N

Para k € N, se designa por ((2k) la suma de los reciprocos de orden 2k de los nimeros
naturales

C(2k) =) ﬁ (3.7)
n=1
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En su estudio del problema de Basilea, tratando de “formalizar”sus resultados, Euler fué capaz
de determinar los valores de ((2k) para k= 1,2,3,. .., para lo cual estableci6 el siguiente desarrollo
de la funcién cotagente en fracciones parciales

s 22
t =1- —_, 3.8
Tx cot T 7; 7 2 (3.8)

haciendo y = 7z, de la ecuacion (3.8)

coty = 1-2 —_

t = 1-2 .
ycoty ;T‘_Qng 1_(y )27

™

2
. . s . Y
si | y |< nm, la suma de la serie geométrica de razén <— :
™

1+($)Q+(i)4+~-:2(7§1)%:1_(1@/)2’

luego,

by = 1-2 : (—)
yeory nzjl w2n?2 kz—o ™m

o0 y2(1+k) 0 1
= 1- 22 20+ k) Z n2(+k)
k=0

n=1

si hacemos k + 1 = m, cuando k = 0, m = 1, asi la expresion anterior se escribe:

m=1 n=1
(e 9]
C(2m
- 1-2) 7(T2m)y2m. (3.9)
m=1

De esta manera se obtiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor de y = 0, de la funcion
f(y) = ycoty.

De otra parte, de la férmula de Euler
e = cosy + iseny,
se obtiene

eV +e W e —e W

cosy = 5 , seny =
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con lo que A A A
. ey +€—zy ' eZyz + 1
fly) =ycoty =iy () =iy <> :

e — e~ e2yi — 1

Haciendo la sustitucion z = 2iy, obtenemos,

fly) =ycoty = % <€Z+1>

e —1
_ 2142\ =z 14
o2\ ee—-1 ) 2 er—1
Asi,
z z
ty = = 3.10
ycoty 5t o1 (3.10)
De (3.9), (3.10) y teniendo en cuenta que y = ;, se obtiene
i
o
o < (=H™ 2
=1---2 2 ™, 3.11
e 1 322 (27r)2mC( m)z (3:.11)
m=1
Si definimos,
z
w1 270
h(z) =
1 z=0

Es claro que h es una funcion analitica en R, pues es el cociente de dos funciones analiticas y en
z =0,

1
lim h(z) = lim ——— = lim — =1,

z2—0 —0e* —1 20 e?

asi la funcién h(z), es una funcién analitica, luego admite un desarrollo en serie de potencias,
alrededor de z = 0, que por razones historicas, es de la forma

z By .,
e > . (3.12)
m=1
Asi
Py oo
— -_m._m
e? — =1+DBi1Z+ Z | z
m=2
De esta ecuacién y (3.11) se obtiene B} = —5 ¥ como — & 1 + % es una funcién par (ver(3.10))
e —
se tiene que Bog+1 =0, k =1,2,3,..., de esta manera la ecuacién anterior se escribe:
z 1 > BQk 2%
—z=1 . 3.13
e —1 127 +;(2k)!z (3.13)
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De las ecuaciones (3.11) y (3.13) se recibe

de donde o
(_1)k+122k—1ﬂ.

(2k)!

C(2k) = Bop, k=1,2,...

De esta manera, tenemos probado la siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.2 Para k € N

0 1 -1 k+122kle ok
C(2k) = EZW _ =D el 2k 2 (3.14)
n=1 :

Nota 3.3 Los coeficientes B,, se conocen como los numeros de Bernoulli, y como se observo

1
anteriormente By = 5 Boki1=0,k=1,2,3,...
De (3.12) se obtiene

B (E87)(E6)-

m=0 m=0 m=1

luego,
= B 1, m=1,
— El(m — k)! 0, m=#1.
De esta ultima relacion de recurrencia podemos calcular los nimeros By =1, B = 5

para m =3
2
By, By Bi1 By
kz_ok!(?)—k)! 3 P T Y

luego,

m 0] 1 [2]3] 4 [5][6][7] 8 |9
By | 1] =550 =550 5[0 —3]0
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Nota 3.4 De la ecuacion (3.14) y los valores registrados en la tabla anterior, obtenemos:

ko= 1 2—001—232—”2
- ) C()_Zﬁ 5277 F
n=1
o0
1 (=132, -8 1y 4, =t
E o= 2 (4= = = Byrt= (- )mt=L
NC) nzln4 o O T oa\T30)T T o0

3.2.3. La funcién dilogaritmo.

La funcién dilogaritmo fué introducida por Euler y posteriormente estudiada por muchos
matematicos entre los que se incluyen Abel y Kummer. Sin embargo, es sélo en las tres ultimas
décadas que ha vuelto a aparecer en distintos contextos de la matemaética.

Usualmente, el dilogaritmo se define por la serie:

oo xn
Lisy(z) = Z et para |z |[< 1.

n=1

De la expansién en serie de Taylor de log(1 — t) se sigue que:

Lig(z) = — /Ox l()g(lt_t)dt.

No obstante, como en este capitulo se estda comentando el articulo [3], y éste adopta la definicién
dada en la referencia [6].

Tomaremos como definicién del dilogaritmo la siguiente.

Definicién 1. Para y € C — (—00,0)

Y lnwv
Li = dv. 3.15
i) = [ e (315)
Partiendo de la serie geométrica
2 n 1
l+z+2"+---+z —|—-~:17, para | x |< 1,
-z
integrando término a término,
2 3 n+1
T T T 1
oY 4 U dr = —In(1 —
SR A T /1—95”“" a1 —2)
v x? " —In(1 —x)
1+=+ =4 -+ +oh = —
2 3 n+1 x
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integrando una vez maés

17y1 1— 1-y 2 n
0 x 0 2 3 n+1

22 gt 1—y
Tttt T L
(1-y)? (1-y)!
- (1- .
e A i |

L
uego, /1_y ln(l _ x) i (1 _ y)n
— —dx = —_—,
0 x — n2

si en la integral del lado izquierdo de la igualdad anterior, hacemos la sustitucién 1 — x = v, se
obtiene

Lis(y) = /1y 11M dv="3" d=y" (3.16)

En particular, si tomamos y =0 :

1 T
Le0)=3 5=
n=1
Ademas, si y = 2, se obtiene
2
Liy(2) = —— 3.17
Z2< ) 12° ( )

en efecto, utilizando la representacién del dilogaritmo como una serie de potencias, dada en
(3.16):

. o —1)" OO —1)2n o0 —1)2n+1
pae) = S =S G S

n=1 n=1 n=0
el - (=
- ;WJr;)(mﬂ)?

ITem 1l & 1
- 4;n2_n20(2n+1)2’

oo
(- 17 2
Liy(2) =) = 16§
n=1
de donde
2
Lip(2) = ——
7/2( ) 127



con lo cual queda establecido (3.17).

A partir de la definicién del dilogaritmo y con ayuda del teorema fundamental del célculo,

se establece la siguiente identidad.
Proposicion 3.3

21

Liy(1 4+ 2) — Lig(z) = —InzIn(1 + x) 5 9

Demostracion
Definimos la funcién F', mediante

Lig(x?®) para x> 1.

(3.18)

1
F(x) = Liz(1 4 x) — Lig(x) + §Li2(x2) +Inzn(l + z),

que de acuerdo a (3.15) en la definicién 1, se puede escribir como:

/IQ
1

al derivar F' y utilizando el Teorema fundamental del calculo

1

2

Inv

1—vw

dv+Inzln(l + ),

In(l+x) Inz 1 In(2?) In(l+z) Inz
/
Flz) = —r 1-=x 5'1—w2(2x)+ x 1+ux
2zlnx Inzx Inx
Flz) = .
() 1—-22 142 1—2
[ 2z 1 1
= Inx —
1—22 14z 1-—=x
— lng 20+ (1—2) — (14 2)
i 1— a2
[22 — 2z
s | 1_352] ,

asi, F'(z) =0, luego F(x) = ¢. Evaluando F en z = 1
1
F(1) = Li(2) - Liz(1) + 5 Liz(1) +In1-In2,

2
—%, por definicién Lis(1) = 0, asi F(1) =

pero por (3.17) Lia(2)

1
Liy(1 4 x) — Lio(x) + §Li2(x2) +Inzln(l+2x) = T

con lo cual queda establecida (3.18).
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3.3. Demostracién de la férmula (3.2) y (3.4)

Con los elementos desarrollados en la seccion anterior, en ésta se demostrara las ecuaciones
(3.2) y (3.4) dadas en la introduccién.

3.3.1. La funcién fx es una funcién de densidad

En efecto. Sea

T s [T (o t—u)
I—/_Oofx(t,,uﬁ)dt—ﬁ _oo< 5 )csch( 5 dt,

haciendo la sustitucion

t—
c=""H gt = Bdz,
luego,
o0 oo
I= )\2/ zesch(z)dz = 2)\2/ zesch(z)dz,

—00 0

como
z ze?

cschz = el N o

entonces,

0 ze % ° =
I= 4)\2/ — . dz = 4)\2/ ze ? Z e 2" | dz,
0 1—e 0 n=0

por la positividad de las funciones involucradas, es licito el cambio de la integral con la sumatoria,
asi

I=4X>" / ze”UH20)z g, (3.19)
n=0 0

recordando que para una funcién f de orden exponencial, la transformada de Laplace de f viene
dada por:

2{(1) = /0 " f(tyeat,

m!
Sm+1’

L2 (s) = (3.20)

se tiene que

o 1
—(I+2n)z 5, _ 1499) = — —
/0 ze dz = Z{z}(1+ 2n) T
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de la ecuacién (3.19) se obtiene:

> 1 2\ =2
I=4X2y — =42 ). =1
> e =4 ()
n=0
En la ltima igualdad se ha tenido en cuenta el corolario 1 de la seccién 3.2.1 y el valor de A2 = —-
T
De esta manera,
o0
—0o0
con lo cual queda demostrada la ecuacién (3.2).
3.3.2. Los momentos centrales
El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema enunciado en la seccién 3.1.
Fx(t, u, B)dt X (9”_“) csch <x_“)
X\t Wy = I —n |-
B\ B B
k+1
A2 (z— p) T — [
k
ur = E((x — p) = — csch dx.
( ) B J p B
Haciendo la sustitucion
T— W
z = dxr = pdz,
g
obtenemos,
)\2 [e'S)
/ BFHLFHL L eschz - dz,
B J
con lo cual,
[e.e]
i = /\Q,Bk/ 2 eschz - dz,
—0o
(i) Si k es impar, k = 2m + 1, 2F+1 . eschz = 22™1+2 . cschz es una funcién impar, en cuyo

caso pi = 0.
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(ii) Si k es par, k = 2m,

S
He =  H2m :)\262m/
oo 0

—z

— 2x2g2m /OO ,2m+1 2 dz = 4)252m /OO L2mtl_ € dz
0 e? — e~ % 0 1 — e 2%

00 00
_ 4)\2/32m/ L2mAl | =z Z e20% 45
0

j=0

4)\2ﬁ2m /OO Z2m+1 . 26_(1+2j)zd2
0

§=0
252 i > omt1 (14+25)
= 4N B (/ 25T e ]Zdz>,
j=0 O
teniendo en cuenta (3.20)
= @2m+1)!
_ 2 02m
pom = 4N Z [0 1252
— 4)\252m.(2m+ |§:;
= 1_|_2j)2m+2’
pero,
(k) = Y F= Gt :
=t @) (142
Il 1l & 1
[
C() 2k2jk+2(1+2])k
7=1 7=0
1 S 1
1— = )cth) =
(1-3) 2 Trar

haciendo k = 2m + 2

1 1

Jj=

luego de la expresion anterior para pa,,, obtenemos:

1
fiom = AX2B¥™ . (2m + 1) (1 — 22m+2) ¢(2m +2),

de acuerdo a lo establecido en la ecuacién (3.14) de la proposicién 3.2,

(_1)]&’22]@717.(.2]?

BQka
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tomando k = m + 1, y sustituyendo en (3.21) se tiene

22(m+1) _q (_1)m22m . 92(m+1)

fom = 4X2B%M.(2m +1)!

22m+2 (2m + 2)!
B e A N e Ve
- 22(2m + 2) 2m-+1)
B 2(_1)m(22(m+1) o 1)(ﬁ7r)2mB
- (m+ 1) 2(m+1)-
Asi, de (i) y (ii):
m22(m+1) —1 2m :
2(—1) T—H(ﬁﬂ') BQ(m-‘rl)? S1 k = 2m,
HEe =
0, sik=2m+1,

como se queria establecer.

3.4. La funcién de Distribucién

Para calcular la funcién de distribucién F'x, por definicién

x = 9 B B
= o= [ 5 (5o (5)

— d
u, entonces dz = —, luego (3.22) toma la forma

B B

Sea z =

T—p

Fx(z) = )\2/ ® scschz - dz.

(i) Si %5* > 0, esto es si @ > p, entonces

0 Ty
B
Fx(z) = M / zeschz - dz + M2 / zeschz - dz
—o0 0
1, [
Fx(z) = 3 +A zeschz - dz,
0
que podemos escribir como:
1 B ze?
Fx(z) = = +2)\? ——dz.
x(@) =5+ /0 1— 27

2(m+1)

(3.22)

(3.23)

Con el fin de evaluar la integral que figura en (3.23), realizamos al cambio de variable:

s=e %,
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con lo cual p
dz = ——S,

S

asi

T—p

B ze ® Y Ins
I(z) =2)\? /0 o= 2)2 /1 ds, (3.24)

1—s

(252)

conw=-e

Al descomponer en fracciones parciales el integrando del lado derecho de (3.24)

1—s2 2

Ins 1 Ins n Ins
1—s 14s|’

asi, la integral del lado derecho de (3.24) se puede escribir como

Y Ins Y Ilns
22 d )\2/ —d 2
/1 T s+ i S, (3.25)

por la definicién de la funcién dilogaritmo (3.15), la expresién anterior es

Y Ins
N Li A2 / d
i2(w) + 11 s,
de esta expresion, (3.24) y (3.25) se obtiene
Y Ins
I(z) = N’Li A2 / d 3.26
(@) = ¥Lin(w) +2* [ s, (3.26)
una aplicacion de la integracién por partes, con
1
u=1Ins dv =
1+s
1
du = —ds v=1In(1l+s),
s

vl w Y In(1
/ 1S 4s = In sIn(1 +s)‘ —/ Mds
1 1+s 1 1 S

= In(w)ln(l+w)— /w Mds,

1 S
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mediante la sustitucién v =1+ s, dv = ds,

Y Ins Hw qpy
ds =1 In(1 d
/1 T n(w) In( +w)+/2 T

como 0 < w < 1, (ver(3)), entonces 1 < 14+ w < 2, asi

/1"'“’ Inv i /H'w Inv P /2 Inv d
v o= v — v
2 1—’U 1 1—'U 1 1—'U ’

= Liy(1+w) — Lix(2)
2

. ™
= Liy(14+w)+ 12’

(ver(3.17)).

De esta manera de (3.26)

2
I(z) = N2Lia(w) + A2 In(w) In(1 + w) + A\ Lia(1 + w) + A?%,

haciendo uso de la identidad (3.18)
2 . . 1_. 2
I(z) = X {ng(w) + Lig(w) — EL’LQ(’U) )}

- AQ{sz'Q(w) - ;Lig(wQ)}.

Finalmente,teniendo en cuenta (3.23)

1 1
Fx(z) = 3 + )\2{2Li2(w) - 2Li2(w2)}, six > p, (3.27)

_(CC—M)
conw =e B 7,

(ii) Si % < 0, es decir, si z < u. Procediendo de manera similar al caso anterior, se ob-
tiene

Fy(z) = = — )\2{2Li2 (JE”) S (62(7“)> } (3.28)
1
(iii) Si % =0, entonces Fy(z) = \? ffoo zesch(z)dz = 7
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Resumiendo, la funcién de distribucién Fx viene dada por

1 2 _ (- 1 _g(z=
— 4+ —<2Lis | e 7o) - —Lio (e A ﬂu)) , siz >,
2 72 2

donde,

es la funcion dilogaritmo.

Nota 3.5 Verifiguemos que Fx cumple las propiedades de caracterizar una funcion de distribu-
cion.

1)
lim F _ ! 2Li5(0 1L' 0
L x(z) = 5T 3 22()—5 i2(0)
1 23 1 3 (% Inv
= 4+ =ZZLih0)==+ = d
5+ zpliel) 2+772/1 1o
_ 1.3 2 11
2 m2\6/) 2 2
2)
) 1 2 1. 1 23 .
_lo3x_ 1 1
2 726 2 2

3) Claramente Fx es continua por la derecha.

4) Fx es creciente, w1 < x9 = Fx(z1) < Fx(x2).
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i)r>p

2 {, - 1@ p)
es(x—p ef(xr—p
Fy(z) = 2{2 z [P 2z m}
LB —et)  2p2eF o)
123 =3
B 4eﬁ(a:—,u){ 1 es }
T B ef —ef T _F
B 4(56*,[1,)6% eh -0
o 2 32 <T M)(T u)
es +ehb es —ebB

Fx es creciente en (u,o0)

Andlogamente, para t < py = p.
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4. ACERCA DEL PRODUCTO VECTORIAL

4.1. Presentacion del concepto en los textos

Los cursos de célculo y algebra lineal que se imparten en la Universidad de Pamplona, tienen
como una de sus caracteristicas seguir un texto guia para el desarrollo de las asignaturas. En
anos recientes se han utilizado los textos [5], [7] para el desarrollo de las asignaturas, calculo
diferencial, célculo integral, cdlculo multivariable y el libro [8] para la materia &lgebra lineal. En
esta seccién hacemos una transcripcion de lo presentado en estos libros, acerca de la definicién
del producto vectorial.

4.1.1. Presentacion de Stewart

El producto cruz a x b de dos vectores a y b, a diferencia del producto punto, es un vector.
Por esta razén, también recibe el nombre de producto vectorial. Note que a x b esté definido sélo
cuando a y b son vectores tridimensionales.

Definicion: Si a = (a1,az,a3) y b = (by,be,b3), entonces el producto cruz de a y b es el
vector
a x b= (azbs — aszbz,azby — a1b3, a1by — azby)

Estéa puede parecer una forma extrana de definir un producto. La razon para la forma particular
de la definicion es que el producto cruz definido en esta forma tiene numerosas propiedades ttiles,
como veremos pronto. En particular, demostraremos que el vector a x b es perpendicular tanto
a a como a b.

4.1.2. Presentacion de Purcell

El producto punto de dos vectores es un escalar. Hemos explorado algunos de sus usos. Ahora
presentamos el producto cruz (o producto vectorial); también tendrd muchos usos. El producto
cruz u X v de u = (uj,u2,u3) y v = (v1,v2,v3) se define como

u X v = (UgV3 — U3V2, U3V] — UV3, UV — UQVT)
En esta forma, la formula es dificil de recordar y su significado es obvio. Observe lo inico que es
obvio: el producto cruz de dos vectores es un vector.
4.1.3. Presentacion de Kolman

En esta seccién analizaremos una operaciéon que solo tiene sentido en R?; a pesar de esta li-
mitacién, dicha operacién tiene muchas aplicaciones importantes en diferentes situaciones. Aqui
consideraremos varias de ellas.

Definicion: Si
u=ui+ugj+usk y v=uv1i+vyj+ vk
son dos vectores en R3, su producto cruz es el vector v x v definido por

u X v = (ugu3 — uzva)i + (ugvy — uiv3)j + (ujvy — ugvy)k. (4.1)
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El producto cruz v x v puede escribirse como un “determinante”,

i j ok
uXv=|u uz usl. (4.2)
v V2 U3

El lado derecho de (4.2) en realidad no es un determinante, pero es conveniente considerarlo
como tal para hacer el cdlculo. Si desarrollamos (4.2) a lo largo de la primera fila, obtenemos

U2 U3
V2 U3

up us
U1 U3

uyp U2
v V2

1 —

J+ k

U Xv=

)

que es el lado derecho de (4.1). Observe que el producto cruz u x v es un vector, a diferencia del
producto punto « - v, que es un nimero.

OBSERVACIONES:

i) Se presenta una definicién de un objeto matematico, en este caso el producto vectorial, sin
mayor motivacién.

1) La manera de introducir el concepto y el desarrollo de sus propiedades se presenta de manera
muy mecanicista.

ti1) No se recurre a ningin pasaje histérico (ni contextual) que motive la introduccién de este
concepto.

iv) Se dice, se va a definir el producto vectorial como una operacién que solo tiene sentido en
R3, afirmacién que carece de toda justificacién.

4.2. Una motivacién desde la Geometria
Una manera, que sugerimos, para introducir el producto vectorial, puede ser la siguiente, en

la que se plantea una situacién problemaética.

Hallar un vector 8 = (z,y,2), no nulo, perpendicular a los vectores Z = (1,2,3) y B =
(—3,1,2).

Por las propiedades del producto escalar, el producto punto del vector 8 = (z,y,2) por los
vectores dados debe ser cero:

= 24+2y+32=0 (4.3)
= 3z+y+22=0.

¢4
¢.B

Las ecuaciones (4.3),(4.4) forman un sistema homogéneo de dos ecuaciones con tres incégnitas, el
cual sabemos tiene infinitas soluciones; una de ellas es © = y = z = 0, sin embargo, el problema
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pide hallar un vector 8 £ 0.

Multiplicando la ecuacién (4.3) por 3 y sumando con (4.4), se obtiene:
Ty + 11z = 0. (4.5)

De la ecuacién (4.5) se deduce que para cada valor que demos a z, se obtiene un valor de y,
—11z

7
soluciones, como sabiamos que iba a ocurrir, puesto que el vector buscado 8, puede variar en

pues y = , y un valor para x, usando por ejemplo (4.3); de esta manera existen infinitas

longitud y sentido, lo inico que se pide es que sea perpendicular a los vectores A y

Observemos que una solucién “simple”, no nula de la ecuacién (4.5) se obtiene si le damos a
y el valor del coeficiente de z y a z el inverso aditivo del coeficiente de ¥, pues asi

7(11) + 11(=7) = 0,
reemplazando estos valores de y = 11,z = —7 en la ecuacién (4.3) se obtiene
r+2(11) +3(=7) =0,
de donde, x = —1, asi 8 = (—1,11,—7) el cual se verifica 8 L Z, 8 L ﬁ

Al generalizar la situacién anterior: Se busca un vector 8 = (z,y,2), no nulo, que sea per-
pendicular a los dos vectores dados, X = (a1,b1,¢1), B = (ag, by, c2), como antes
ﬁX = ax+biy+ciz=0 (4.6)

8? = ax + by +caz =0.
Al multiplicar la ecuacién (4.6) por ag, y la ecuacién (4.7) por —aj :

a1a9T + b1a2y + cragz =

—aja9x — arboy — arcez = 0,
sumando miembro a miembro las dos ecuaciones anteriores:
(a2b1 — albg)y + (a261 — CL1CQ)Z =0,

procediendo como en el ejemplo, demos a y como valor el coeficiente de z y a z como valor el
inverso aditivo del coeficiente de y; esto es:

= @a2¢1 — aicy,

z = —(agby — aibe) = a1by — agby,
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reemplazando estos valores de y, z en la ecuacién (4.6), se obtiene el valor de x:
Tr = 5102 — bQCl.

Asi:

¢ = (brea — bacy; —(arca — ager); arby — agby). (4.8)

Si se observa cada una de las componentes, encontramos que corresponden a valores de de-
terminantes 2 X 2 :

bi
= b102 — bQCl
by ¢
a ¢
— = *(alcg — CLQCl),
az €2
a; by
= a1by — agby,
a9 b2

por consiguiente, si X = (al,bl,cl),§ = (ag, by, c2) un vector 8, perpendicular a X vy a §

viene dado por:
C = ( > . (4.9)

Definicion: Al vector 8 dado por (4.8) 6 (4.9), que es perpendlcular a los vectores Z y
, se le llama producto vectorial de X g y se denota 8 =

bi ci1f.
b2 CQ7

ar ci|_|a1 b
az ca|’|az bo

4.3. Una motivacién desde la Historia

Esta seccién sigue muy de cerca el texto [9].
Los origenes de los productos escalar y vectorial

Con el Renacimiento y el descubrimiento de la ciencia antigua, los matematicos italianos empe-
zaron a preguntarse acerca de las soluciones de las ecuaciones cibicas.
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Scipione del Ferro, uno de los matematicos que hacia el ano 1500 fue capaz de resolver ecuaciones
cibicas de la forma 2 + bx = ¢, pero lo mantuvo en secreto. Hasta que aparecié un matematico
brillante Nicolo Fontana méas conocido como Tartaglia el cual proclamé que podia resolver la
cubica y fue capaz de resolver las treinta ecuaciones ctbicas propuestas por Fior. Fior fue el
sucesor de Ferro, a quien comunicé antes de su muerte la férmula.

Girolamo Cardano, el matematico mas grande del siglo XVI, fue quien publicé la primera solucién
de la ecuacion general de la cibica; como consecuencia del método empleado en su solucién, algo
muy extrafio ocurria; la raiz cuadrada de un ntimero negativo esto, era un imposible absoluto en
esos tiempos.
Con sentido o sin él, la formula de Tartaglia y Cardano forzé a los matematicos a enfrentarse a
dichas raices.

Nimeros como i = /—1 fueron vistos con gran desconfianza durante mds de dos siglos. A
mediados del siglo XVIII, el mateméatico Leonhard Euler relacioné los niimeros universales e y
7 con el nimero imaginario q.

A principios del siglo XIX, el matematico Karl Gauss demostro el teorema fundamental del dlge-
bra que establece que cualquier polinomio de grado n tiene n raices. A mediados del siglo, los
matematicos Louis Cauchy y Bernhard Riemman desarrollaron el célculo diferencial para fun-
ciones de una variable compleja. Con la utilizacién de nimeros imaginarios Cauchy calculé
integrales reales” que antes no habian podido calcularse.

Varios matematicos después de Cardano hicieron contribuciones a los nimeros imaginarios. Al
gran matematico William Hamilton se le debe la definicién moderna y rigurosa del nimero com-
plejo. Fue sin duda el mas importante en el desarrollo del cdlculo vectorial. Hamilton fue el que
nos lego los términos vector y cantidad escalar. Se interesé por los nimeros imaginarios, hacia
1827. Su solucién consistié en definir el nimero complejo a + bi como un punto (a, b) en el plano
R?, como hacemos hoy en dfa.

De acuerdo con la interpretaciéon de Hamilton, los nimeros complejos no son mds que la ex-
tension de los numeros reales a dos dimensiones. En 1843 Hamilton descubrié que lo que no
pudo lograr para R? podia conseguirlo para R*; descubri6 los cuaterniones, sistema de ntimeros
completamente nuevo.

Hamilton se habia dado cuenta de que la multiplicacién que habia estado buscando podia definirse
para las cuaternas (a, b, ¢,d), que habia denotado por

a + bi+ cj + dk.

La a se llamaba la parte escalar y bi + cj + dk se llamaba parte vectorial, 1o que en realidad,
como los niimeros complejos, representaba el punto (a, b, c,d) en R%. La tabla de multiplicacién
que introdujo fue
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ij=k = —ji

ki=j = —ki
jk=i = —kj
P=2=k = ijk=-1

Peter Tait, escribié en 1867 su Elementary Treatises on Quaternions,su tercer capitulo es el mas
significativo. Es aqui donde Tait consideré el producto cuaterniénico de dos vectores:

v=ai+bj+ck y w=di+Vj+k
Entonces el producto vw, segtn la definicién de Hamilton, resulta:
(ai+bj+ ck)(ad'i+Vj+ k) = —(aa’ + bV + cc') + (b’ — b )i+ (ac’ + ca’)j + (ab' + ba' )k
o, en forma moderna:
vw=—(V - W)+V X W,

donde - es el producto escalar de vectores, y X es el producto vectorial. Tait descubrio las férmulas
v-w=|vlllwllcostd y v x w|=][v]]w]send,

donde 6 es el angulo formado por v y w. Ademas probd que v X w era ortogonal a v y a w,
dando asi una interpretacién geométrica del producto cuaterniénico de dos vectores.

James Maxwell uno de los cientificos responsables de la muerte de los cuaterniones al igual que
Oliver Heaviside y Josiah Gibbs. Maxwell escribi6 sus ecuaciones en lo que ahora llamariamos “
en forma de componentes”. También formulé las ecuaciones del campo electromagnético usando
cuaterniones, motivando asi que otros fisicos y matematicos se fijaran en ellos detenidamente.
Maxwell fue quien comenzé el proceso de separar la parte vectorial del producto de dos cuater-
niones de la parte escalar.

Heaviside, investigador independiente interesado en electricidad y magnetismo, y Gibbs, un
profesor de fisica matemaética en Yale, casi simultdnea e independientemente, crearon nuestro
moderno sistema de andlisis vectorial.

4.4. Una mirada desde el Algebra
En esta seccién M, (K), representa el conjunto de matrices cuadradas de orden n, con entra-

das en el campo K, (K =R 6 K =C).

Sabemos de los cursos de algebra lineal, que el conjunto M, (K) se puede dotar de una es-
tructura de espacio vectorial, definiendo una suma de matrices y multiplicacién por, escalar
componente a componente”, con mayor precisién se tiene:

+ i Mp(K) x My(K) —  My(K)
(A,B) — C:=A+B,
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si A = (asj), B = (bi;) elementos de M, (K), la suma de A y B es la matriz C' = (¢;;) donde
cij = aij +bij, 1<14,7<n.
Para la multiplicacién por escalar:

K x M(K) —  My(K)
(a, A) — aA,

si A= (ajj) € Mp(K),a € K;aA = C = (¢;5) donde
cij = aagj, 1<1,7<mn;

se verifica que (M, (K),+,+) es un espacio vectorial. M4s atin, se puede definir sobre este espacio
una multiplicacién de matrices:

o: M,(K)x M,(K) — My(K)
(A,B) — AeB=0C,

donde C = (¢;j) es la matriz dada por

n
Cij = Za’ikbk)j7 1 < 7’7] < n,
k=1

este producto de matrices; satisface, entre otras las siguientes propiedades, si A, B,C' € M, (K),« €

i) A-(B+C)=A-B+A-C
it1) (aA)-B = «a(AB)

iii) (A+B)-C=A-C+B-C
iv) (A-B)-C=A-(B-C)

donde I,, es la matriz identidad de orden n, esto es

1, si i=j
I, =1,(6;;), con &;=2< " ’
" n(%i) Y {0, si @ #j.
En otras palabras (M, (K),+,-,e) es un algebra asociativa con identidad.

Yendo més alld, podemos introducir otro producto de matrices en M, (K), de la siguiente manera,

L] Mp(K) x My(K) — My(K)
(A,B) — [A,B|=A-B-B-A,

con -, el producto usual. Para este producto, es facil establecer las propiedades enunciadas en el
siguiente resultado.

54



Proposicién 4.1 Si A, B,C € M,,(K), «,( € K, entonces

a) [A,B]=—[B,A] (anticonmutativa)
b) [A+B,C]=[A,C]+[B,C]
(A, B+ C] = [A, Bl + [A,C]
c) [aA,B] = alA, B] (bilinealidad)
[A,5B] = plA, B]
d) [[A,B],C]+[[B,C], Al +[[C,A],B] = 0. (identidad de Jacobi)

Demostracion: La demostracién de a — d) se sigue de manera inmediata a partir de la defi-
nicién del corchete [,] y de las propiedades i)— iv) del producto usual de matrices.
En efecto,

@)

[A,B] = AB — BA= —(BA — AB) = —[B, A

b)) [A+B,C]:=(A+B)-C—-C-(A+B)=AC+BC-CA-CB
=(AC —CA)+ (BC—-CB)=[A,C]+[B,C]

¢) [@A,B]=(aA)-B—B-(adA)
=a(A-B)—a(B-A)
(A B)— (B 4))
= alA, B].

d) [[A,B],C]+[[B,C],A] +[[C, A],B] = [AB — BA,C] + [BC — CB,A]+ [CA — AC, B]
— (AB — BA)C — C(AB — BA) + (BC — CB)A — A(BC — CB) + (CA — AC)B — B(CA — AC)
= ABC — BAC —-CAB+(CBA+ BCA—-CBA—-ABC+ACB+ CAB - ACB - BCA + BAC
=0

De esta manera, (M, (K),+,-,[,]) proporciona un ejemplo de un &lgebra de Lie, de acuerdo a la

siguiente definicién.

Definicion: (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial (V,+,-) en el cual se
ha definido una operacién binaria

L]: VXV —YV,

que satisface las siguientes condiciones:

i) Bilinealidad. Vz,y € V,Va,be K

l[ax + by, 2] = alz, 2] + bly, 2]

[z, ay + bz] = a[z, y] + bz, 2].

it) Anticonmutativa. Vz,y eV

ii)

[.%',y] = —[y,ﬂf].

Identidad de Jacobi. Vz,y,z €V

[z, ], z] + [[y, 2], x] + [[2, x],y] = 0.
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Con el fin de introducir en el dlgebra de Lie M, (K), una subalgebra importante para nuestros
propdsitos, recordamos los siguientes conceptos en el espacio M, (K).

Definicion: Si A € M,(K), que define la matriz transpuesta de A, denotada por A!, como
la matriz que se obtiene de A, cambiando las filas por las columnas:

A = (aij) entonces A" = (a;;),

<_13 i)t:<; _43>. (4.10)

Las principales propiedades de la operacion transpuesta quedan establecidas en la siguiente
afirmacion, que enunciamos sin demostracion.

Proposicién 4.2 Si A, B € M,(K),a € K, entonces
1. (A+ B) = Al + B!
2. (AN =

3. (aA) = ozAt
4. (AB)' = B'A".

por ejemplo,

4.4.1. En el mundo real

Un subconjunto especial de M, (R), lo constituye el conjunto de las matrices antisimétricas,
concepto que pasamos a recordar.

Definicion: Una matriz A € M, (R) se llama antisimétrica si se cumple
At = —A.
Teniendo en cuenta la proposicién anterior, se deduce de manera inmediata la siguiente afirma-
cion:
Si notamos por SO(n), el conjunto,

SO(n) = {A € M,(R) /A" = — A},
resulta SO(n) es un subespacio vectorial de (My,(R),+, ).

Mas ain, para A, B € SO(n)
[Aa B}t = _[BvA]a

en efecto,

[A,B]' = (AB— BA)'=(AB)' — (BA)!
BtAt — AtB?
(=B)(—=A) — (-A)(-B)
BA — AB = [B, A]
= —[A,B],
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de esta manera SO(n) es cerrado para la operacién corchete: [,]. Luego se tiene:

Proposicién 4.3 SO(n) tiene una estructura de dlgebra de Lie. En realidad, una subdlgebra de
Lie del dlgebra de Lie (M (R),4+,,[,]).

Ahora bien, para el caso que nos interesa n=3, resulta SO(3) es un dlgebra de dimensién 3, de
hecho el conjunto

B ={A1, Az, A3},

donde
0 -1 0 0 0 —1 0 0 O
Ai=1 0 0o):; Aa=l00 0 |, 45=[00 -1 ],
0 0 O 10 0 01 0
es una base para SO(3).
Si definimos
f:RY — SO(3)
0 —a -0
(a,b,c) — fla,b,c)=| a 0 —c |,
b ¢ 0

podemos establecer, de manera directa, el siguiente resultado.

Proposicién 4.4 La aplicacion f definida anteriormente es una funcion biyectiva. Mds ain es
un isomorfismo de espacios vectoriales.

De esta manera, la biyeccién f de la proposicién, permite transportar al espacio R3, el producto
(corchete) [,] de SO(3); con mayor precision:

Si A = (x1,y1,21), B = (72,72, 22) son elementos de R3, y A = f(Z),B = f(?), definimos

A B = (1) £(B)) = 17 (A.B)

Sean 4 = (1'1,3/1721)7§ = (x2,Y2, 22), asi

0 —z1 —uy 0 —z2 —yo
FA) = = 0 -z v fB)={ a2 0 -z
Y1 2 0 Y2 22 0
—I1T2 — Y1Y2 —Y1z2 X122
f(Z)f(ﬁ) = —1221 —T1T2 — 2122 —Z1Y2
T221 —T2Y1 —Y1Yz2 — 2122
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—T1T2 — Y1Y2 —Y221 T221

[BFA) =] —pm —mm—azm o
T122 —T1Y2 —Y1Yz2 — 2122
0 —Y122 + Y221 X122 — T221

F(A), £(B)) = F(AF(B) - F(BYF(A) = | 12— o 0 Ty — Ta

Toz1 — L1122 —T2Y1 + XT1Y2 0

A x B = YA, F(B)) = (122 — yaz1; — (122 — w221 ); 2132 — T231).

Nota 4.1 Con el fin de “aligerar” un poco la expresion anterior, notemos con C la matriz f(g)
y escribamos
Z X § = [A, B]

Nota 4.2 Observemos que de la matriz f(Z)f(E) se tiene,
A.B- —%tr(f(ﬁ)f(z?)) = —%tr(A . B).

Otra manera de definir el producto escalar de los vectores Z Y §
Nota 4.3 Como una aplicacion, mostremos que
(Zx?)xg—k(?xa)xZ—k(axZ)xﬁzﬁ,
en efecto, de acuerdo al convenio de motacion dada en la nota 4.1, se tiene
(A x B)x C =[[A,B],C],
de esta manera,
0

(AxB)x C+(BxC)x A+(CxA)x B =[[A,B|,C] +[[B,C), A+ [[C, A], B] = 0 =

)

de acuerdo a la parte d) de la proposicién 4.1.
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4.4.2. En el mundo imaginario
Notamos por SU(2), el conjunto,
SU((2) = {A € My[R),/A+ Al =0}.
Primero veamos que si la matriz A pertenece al conjunto SU(2), ésta debe tener la forma
b -y + 21
A=
y+ zi —xt

con z,y,z € R.

En efecto, sea A € SU(2), como trA =0, A es de la forma

a+bi c+di
A= ,
e+ fi —a—10bi
como A+ A' = 0, entonces
a+bi c+di a—bi e— fi
A+ A = +
e+ fi —a—bi c—di —a+bi
2a (c+e)+(d— f)i 0 0
(e+c)+ (f—d)i —2a 00

Se concluye :

cte=0 A d—f=0

Asi,

Por lo tanto, dimSU(2) = 3, en efecto § = {A;, A, A3} con,
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A = ; Ay = ; As ,

es una base para el espacio SU(2).

Si definimos
0:R¥ — SU(2)

(aab> C) — ga(a,b, C) = < “ b > .

b+ —ai

el siguiente resultado, que se establece de manera directa.

Proposiciéon 4.5 La aplicacion ¢ es una funcion biyectiva. Mds ain, ¢ resulta ser un isomor-
fismo de espacios vectoriales.

De esta manera, la biyeccién ¢, permite transportar al espacio R3, el producto (corchete) [,] de
SU(2); con mayor precisién:

Si A = (x,y, 2), B = (a,b,c) son elementos de R3, y A = cp(Z), B = cp(ﬁ), definimos

AxB =g ([o(A).0(B)) = (14.8)

Sean
1 -y + 21
A= (@y.2) — o(4) =
Y+ 2t —xt
ai  —b+ci
B = (a.b,0) — o(B) = 7
b+ci —ai
—ax — by — cz + i(bz — cy) —cx + az +i(ay — bx)
o(A)e(B) -
cx —az + i(ay — bx) —ax — by —cz +i(cy — bz)

—ax — by — cz+i(cy — bz) cx — az + i(bx — ay)

—cx + az +i(bx — ay) —ax — by — cz +i(bz — cy)
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de donde,
(cy — bz)i (cx — az) + (bx — ay)i

(—cx + az) + i(bx — ay) (bz — cy)i

Nota 4.4 Observemos que de la matriz @(X)@(E) se tiene,

A.B= —%tr (@(Z) . 90(3)) .

o también

Il

|

\
<
N
Sy
+
sy
=

con @(Z) =A; gp(?) = B.

4.5. Producto Vectorial en R"
4.5.1. Un primer acercamiento

Un objeto matemaético, se define de acuerdo a las propiedades que se quiere tenga este objeto.
Asi, si observamos en R?, dados dos vectores Z, ? se quiere definir un vector C = A x B tal que:

i)A.C=0, B-C=0
it) || AxB || mida el area del paralelogramo formado por A y B.

i11) El conjunto {X, 3,8} resulte un sistema positivamente ordenado, (es decir, satisfaga la
ley de la mano derecha) en otras palabras que el

ay; ag as
det(A, B, C) =1|by by b3|>0.
c1 C2 cC3

Se muestra que efectivamente

8 = X X ﬁ = (a2b3 — a3b2,a3b1 — albg,albg — agbl),

satisface las propiedades i), 1) y #ii).
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Con lo anterior en mente, si se quiere definir un producto vectorial en R?, se debe pensar,
en que este producto sea una operaciéon 1 — aria.

I]:®* —Rr?
que a un vector X = (z,y) le asigne 8 = (z,w) de modo que se cumplan propiedades anélogas
a i), i) y iii).
i)
A.C= (z,y) (z,w) =2z4+yw=0. (1)
it) || c |= V22 + w?, mide la “longitud”de Z, asi

1C =l 4 &2 +uw?=22+42  (2)

de (1) z = —w%, reemplazando en (2) se obtiene:
w?y® 2 2 2 2(,.2 2 20,2 2
= +w =2+ y° S w(z*+y°) =z (z° +y°),
de donde,
2 2

w* = x°, es decir, w = *=x.

Asi,
e Si w; = x, entonces z; = —y
R y? > 0,
e Si wy = —x, entonces z3 = Y, pero
r Yy r oy 2 2 2 2
— y oz x° -y (x*+y°) <0

De esta manera,
X(Qﬁ,y) = (Zaw) = (_yvx)
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Intuitivamente, se puede pensar que podemos definir un producto vectorial en R", como una
operacién (n — 1) — aria.

X R"xR"%x---xR*" — R"

(n—1)veces

(Vi Vo, -+ Var) — V=]]V,

que verifique las propiedades:

i) Vi-T[V;=0, i=1,2- ,n—1

ii) ||T1V;|l mida el volumen del hipercubo formado por Vi, Va,---V;_1.
i) W =TIV = (wi,wa,- - wy),

Wi
Va

det . > 0.
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4.6. Producto Escalar + Producto Escalar = Producto Vectorial
4.6.1. Otra mirada al producto vectorial en R?

En esta seccidn, se pretende obtener el producto vectorial usual, partiendo de dos productos
escalares. Con mayor precision, utilizamos los siguientes conceptos:

Definicion 1: (Producto interno usual). Dados X, Bc R3,
X . ? = a1b1 + asby + asbs.

Definicion 2: (Producto “mizto”). Dados X = (al,ag,ag),g = (bl,bg,bg),a = (c1,c2,c3),

definimos el producto mixto, como el determinante

ay ag as
FA B, C)= b1 by bsl.
cl1 C2 C3

Por las propiedades de los determinantes, se puede verificar que f : R? x R3 x R? — R, es en
efecto una aplicacion tri-lineal; es decir, lineal en cada una de las componentes. En particular,
tenemos que es valido el siguiente resultado.

Lema: Dados Z, E vectores de R?, la aplicacién

$:R® — R
Y — o(Y)=f(4,B,Y),

es una funcién lineal.

De esta manera, por el Lema de Representacién de Riesz, existe un tinico vector W € R? tal que

dY)=W.Y, V Y eR>.

Este tinico vector W es el producto vectorial de Z y ﬁ

Observar que el W cuya existencia, y unicidad, se garantiza por el Teorema de Representa-
cién de Riezs, coincide con A x B definido anteriormente.

Sea A = (al,ag,ag) y B = (bl,bg,bg)
p(Y)=W-Y VyecR3 enparticular es valido Y =e;,Y =€y, 6 Y =e3

qb(el) = W c€1 = (wl,w2,w3) . (1,0,0) = w1
Ple2) = wa, ¢@(e3) = ws,
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pero,

ar as as 4 a a1 as as o as
Pler) = b1 br byl =17 0 =w ¢lea) = b1 ba by =—|, | =ws
1 0 O 2 3 0 1 0 1 3
a1 az as o a
plez) = |b1 b b3| = b b| = W
0 0 1 v
_ _[|a2 a3 _|a1 ag| |a1 G2
Do estamanera, 177 (un, s ) = < by bs| T |b1 bs||bi b >

luego, W = X X §

4.6.2. Producto vectorial en R"

La anterior discusién, motiva la siguiente afirmacién (definicion) del producto vectorial en R™.

Proposicion: Sean Ay, Ag, -+, Ap_1,(n — 1) vectores en R", la aplicacion
o:R" — R
Ay ar aig Qg
A ao1 azy - a9,

Apq Gn—-1,1 Aan—-12 - 0an—-1n
Y (4 Y2 0 Un

es una forma lineal sobre R”. Entonces existe un unico vector W € R" tal que

pY)=W-Y, V Y eR"
El vector W se llama el producto vectorial de Ay, As,--- , Ap_1, y se nota

n—1
W:A1XA2X~-'XAH_1:HAZ'.
i=1

Nota: Como se hizo en la seccién 4.6.1, se puede observar que las componentes del vector
W = (w1, ws, -+ ,wy,) son precisamente

Wi = (l)(ei)? para 1<1i<n,

donde e; = (0,0,---,1,0,---) es el i — esimo vector coordenado. ®
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Una regla “nemotécnica”para calcular el producto vectorial Vi, Vo, -+ V,_1, es:

Vl v v v
1 vi2 - - U
Vo "
) U1 V22 - - - U2y
VixVox.---xV,_1=| - |= ,
anl
61 62 . . . en
e

desarrollando el anterior “determinante”por los menores de la ltima fila.

Ejemplo: Si (a,b) € R?, la aplicacién
$:R? — R

Y =) — oY)=|"

Y1

b ‘ es lineal,
2

de acuerdo a lo anterior, el producto vectorial XA =W = (¢(e1), ¢(e2)) pero,

Cf g‘ = —b, P(e2) =

Ple1) =

i

a b
01

luego,
XA = (-b,a)

resultado que coincide con la expresion encontrada anteriormente.

4.7. Algunas aplicaciones

Usualmente, cuando un profesor introduce un tema, quiza la pregunta mas recurrente de par-
te de sus estudiantes sea: profesor, ; y eso para que sirve?, ; para que sirve definir un producto
vectorial en R? R, ..-7. Con el fin de dar respuesta a éste tipo de inquietudes, ilustramos la
“utilidad préctica ”de estos conceptos en las siguientes situaciones.

4.7.1. Encontrar una base dual

Si V es un espacio vectorial sobre un campo K(R ¢é C), una transformacién lineal T :
V' — K se llama una funcional del espacio V. El espacio vectorial .Z(V;K) de funcionales de
V en K, se llama espacio dual y se acostumbra a notar por V*. Si g = {V;,V,--- ,V,} es una
base de V, y se define

fi ¢+ V—R para 1<1,5<n, mediante,

1, si i=j,
0, si i#j.
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es sencillo verificar que 5* = {f1, f2, -+, fn} es una base de V*. 8* se conoce como la base dual
de (.

De acuerdo a lo anterior, para encontrar la base 8* a partir de la base dada [, es necesario
resolver n sistemas de n ecuaciones, cada uno de los cuales contiene n incégnitas. El resulta-
do que se enuncia y demuestra a continuacién, nos muestra que es posible calcular la base 3*
aplicando el producto vectorial en R™.

Proposicién 4.6 Sean X € R"™ un vector arbitrario y 5 = {V1,Va, -+, V,} una base ordenada
de R™.

Sean, para 1 <1< n
Wi=VixVoax - xViog xV; xVigg X0 X V.

(El simbolo ~ indica que se excluye este vector).

1
Zi - Wia
<WZVZ>

H(X) = Zi-X.

Entonces, B* = {f1, fa, -+, fn} es la base dual de B.

Demostracion:
Veamos que el espacio generado por %, es (R™)*.

Sea f € (R™)*, y supongamos que
f(Vl) - al,f(V2) = az, - 7f(V'f7«) = Qp,
con ay,asg, -+ ,a, numeros reales.

Si g € (R™)* definido por
g=arfi+azfo+--+anfn,

entonces,
gV1) = (aifi +asfo+-+anfn)(V1)
= a1fi(V1) +azfo(V1) + -+ anfu(V1)

1 1 1
= <W1-V1>W1'V1+a2(W2-V2>W2'Vl+'”+a” (Wn'vn)Wn.‘/l

= a1+a2(0)+"'+an(0):ala
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de manera andloga se establece que, para i =2,3,--- ,n,
9(Vi) = ai.
Por lo tanto, g(V;) = f(V;),1 < i < n, como /3 es una base de R", se concluye que g = f, asi
f=afitarfa+ - +anfn,

luego, B* = {f17f27 e 7f7l} genera a (Rn)*

A continuacién, ilustramos la aplicacién de la proposicién anterior en el caso n = 2, para simpli-
ficar los célculos.

Ejemplo: Consideremos la siguiente base de R? : 3 = {V; = (1,2), Vo = (—1,4)}.
Hallar la base dual g* = {f1, fo}.

Solucion 1: Presentamos primero la solucién tradicional.

Se buscan funciones lineales fi, fo de la forma

filz,y) =ax +by;  falx,y) = cx + dy,

con a, b, c,d por determinar.

Por definicién de base dual, debe cumplirse que
Vi) =1, fiVa)=0; fo(V1) =0, fo(Va) =1,
luego,

i) = fA(,2)=a+2b=1,

(V) = fi(—=1,4) = —a+4b=0.

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas; se obtiene,

1 2
b= — =
6 ‘T3
luego,
2 1
fil@y) = 5o+ 2.

De manera anéloga,

f201) = fa(1,2) = c+2d =0,

f2(V2) = fa(=1,4) = —c+4d =1,
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de donde,

asi,
1 1
fa(z,y) = —3r+ gy

Por lo tanto, la base dual es 8* = {f1, f2}.

Solucion 2: Utilizamos la proposicién anterior

Wy =[] Ve=(-4,-1), Wy =]]w=(-21)

Wi-Vi=—-4—-2= -6, Wo -Vo=24+4=6

1 1 2 1
! <W1-V1> 1= =)

1 1 11
Zy = Wo=~(-2,1) = (—5, =
? <W2-V2> 2= (20 =(55)

2 1

:Z- — — —_
fi(z,y) 1 (7, y) 3¢t Y

11
fz(x,y)zZz-(xyy)=—§$+6y-

4.7.2. Matriz de cambio de Base

Empecemos recordando al siguiente concepto.
Definicion: Sean 51 = {V1,Va,--- ,V,} y B2 = {Uy,Us, -+ ,U,} dos bases de un espacio vecto-
rial V.

Supongamos que

Uy = auVi+apVe+-- +a,V,
Uy = auVi+anVe+-- 4+ a2V,

U, = amVi+an2Vo+ -+ ap V.
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Entonces la transpuesta Cpg, g, de la matriz de los coeficientes, se llama la matriz de cambio de
base de la base 81 a la base (§9; es decir,

aixp a2 - anl
az1 a2 - an2
0/31/3’2 =
L A1n A2n - Qnn |

Se demuestra en los cursos de dlgebra lineal que si v € V, y [v]g, representa el vector de coorde-
nadas de V' con respecto a la base 3;, entonces

05152 [U]B2 = [U}ﬂl .

Lo que nos indica como se afectan los vectores coordenados por un cambio de base.

De acuerdo a la definicién anterior, para hallar la matriz de cambio de base, correspondiente
a dos bases en R" se requiere resolver n sistemas de ecuaciones cada uno de ellos con n—incégni-
tas. A continuacién, enunciamos y probamos un teorema que permite encontrar esta matriz,
como una aplicacion del producto vectorial.

Proposicién 4.7 Sean 1 = {Vi,Va, -+, V,}, y B2 = {U1,Uz,--- ,Uy,} dos bases en R™. 5} =

{fi, fo, -, fu} la base dual de p1, Wi, Z;, 1 < i < n, como en la proposicion 4.5. Entonces
[ Z1-Uy Zy-Ux -+ Z1-Up |
Zo Uy Zo-Us -+ Zy-U,
06162 =
_ZnUl Zpn Uy -+ ZnUn_
Demostracion:
Para cada i € 1,2, .- ,n, existen escalares a;1, a;2, - - - , a;, tales que
Ui=anV1 +aigVa+ -+ ainVa. (*)

Puesto que (] es la base dual de 31, entonces

Asi, (%) se puede escribir

U= filU)Vi+ fo(Ui)Va+ -+ [n(U)V,, 1<i<n
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es decir,

Ui = filU)Vi+ fo(U)Va+ -+ fu(U)Va
Uy = fi(U)Vi+ fo(U2)Va+ -+ fu(U2)Va

con la notacion de la proposicién 4.5, de la seccion 5.6.3

f(X) =2 X =i X

entonces el arreglo anterior toma la forma

Ui = (Z1-U)Vi+ (Z2-U)Vot -+ (Zn - Ur) Vi
Uy = (Z1-U)Vi+ (Z2-U)Vot -+ (Zn - Ua)Vy,

Up = (Z1- U)W+ (Zo- U)ot -+ (Zpn - Up)Vp,

finalmente, tomando la transpuesta de la matriz de los coeficientes, se obtiene

_Zl‘Ul Zl'UQ Zl'Un_

o Uy Zo-Uy --- Zo-U,
Cpip, = )

| Zn-Uy Zn-Uy -+ Zn-Uy |

con lo que queda probada la afirmacién.

Como en la subseccién anterior, ilustramos la aplicaciéon de la proposicién 4.6, para el calcu-
lo de la matriz de cambio de base, en R?, dejando claro que es igualmente aplicable en el caso
R™, es méas, para n “ grande”se puede apreciar mucho mejor la solucion a este problema usando
el producto vectorial que la solucién “ tradicional ”que involucra, como ya se mencioné resolver

n—sistemas de ecuaciones, cada sistema de orden n X n.

Ejemplo: En R?*, consideremos las bases,

ﬁl = {‘/Yl = (]-aOaOaO)a‘/Z = (Oa ]-7 170),‘/?3 = (0707 170)7‘/1 = (070707 1)}

Bo = {Ul = (1,0,0,0),U2 = (1, 1,0,0),U3 = (1, 1, 1,0),U4 = (1, 1,1, 1)}

71



Hallar a matriz de cambio de base Cg, g,.

Solucién
De la proposicién 4.5 se tiene:

Wi:V1><V2><~-><X/,-_1><X7i><V;+1><-~><Vn,

donde ~ indica que se excluye este vector.

Vo 0O 1 1 0
. _V3 10 0 1 0
Wi=VexVaxVa=1ph = 1y ¢ o 1
e €] ez e3 ey
1 1 0 01 0 010
= —e;|0 1 0l4e|0 1 0l—e3|0 0 0|4+ey
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vi 1 0 0 O
. . Vs 10 0 1 0
Wa=VixVaxVi=lyl = 1o 0 0 1
e €1 ez e3 ey
= —61(0) + 62(1) — 63(0) + 64(0) = ey
Vi
V
Wy =VixVox V= ‘/221 = —€1(0)+€2(1)—€3(1)+64(0) = €9 — €e3.
(&
Vi
\%
Wy=Vi x Vo x Vs = Vi = —e1(0) + ea(1) — e3(1) + e4(0) = e4.
e
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Nuevamente, de la proposicién 4.5

Como

entonces,

Para

entonces,

WI . Vl = (_1707070) : (1>O707O) = _17

1
1 <W1V1) 1 1 €1 ( s Uy Yy )

WQ'VQ - (0717070) (07171)0) = 1’

1
2 <W2V2> 2 2 €2 ( y Ly Uy )

W3 =e2 —e3=1(0,1,0,0) — (0,0,1,0) = (0,1, —1,0).

Asi,

y como,

entonces

Para

entonces,

Ws- V3 =(0,1,-1,0) - (0,0,1,0) = —1,

1
Z3 = W-
3 <W3‘/3> 3

Z3 = —Ws = (0,-1,1,0).

W4"/;l: (0707071) (0’0)071) = 17

1
T4 = Wy=W4=—es4=1(0,0,0,1).
4 (W4V4) 4 4 €4 (7a’)

Ahora hallaremos la matriz

21Uy Z1-Uy Z7-Us Zy-Uy

05152:
Z3-Uy Zs-Us Zs3-Us Zs-Uy

Zy-Uy Zy-Uy Zy-Us Zy-Uy
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A continuacién calcularemos los productos escalares que figuran en cada una de las entradas de
la matriz anterior,

=(1,0,0,0)-(1,0,0,0) = 1 Z1-Uy=(1,0,0,0)-(1,1,0,0) =1
=(0,1,0,0)-(1,0,0,0) = 0 Zy-Uy =1(0,1,0,0)-(1,1,0,0) =1
Z3 U1 (0,—1 1,0) (1,0,0,0) = 0 Z3 = (0, — 1,1,0) (1,1,0,0) = —
= (0, -1)-(1,0,0,0) = 0 Zy-Uy =(0,0,0,—1)-(1,1,0,0) =0
Zy-Us =(1,0,0,0)-(1,1,1,0) = 1 Z1-Uy =(1,0,0,0)-(1,1,1,1) =1
Zy-Us=(0,1,0,0)-(1,1,1,0) = 1 Zy-Uy =(0,1,0,0)- (1,1,1,1) =1
Z3-Us =(0,-1,1,0) - (1,1,1,0) = 0 Zs-Uy=(0,-1,1,0)- (1,1,1,1) =0
Zy-Us =(0,0,0,—1)-(1,1,1,0) = 0 Zy-Uy=(0,0,0,1)-(1,1,1,1) =1
Por lo tanto,
1 1 1 17
0 1 1 1
Ca.p, =
0 -1 0 0
|0 0 0 1 ]

4.8. La Historia termina

”

“Todo tiene su final, nada dura para siempre ....
Héctor Lavoe.

El propédsito de esta 1ltima seccién es entender, porque los autores de los textos consultados,
afirman que el producto vectorial solo se define en R3.

Sea la operacién binaria

X:R*"xR* — R"

(4,B) — AxB,
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que satisface las siguientes propiedades,

i) X es una operacién bilineal.

i) A-(AxB)=0, B-(AxB)=o.
iii) | 4 x B2 = (4 - B) + |42 B>

Empezamos escribiendo R™"!, como una suma ortogonal directa:

RTL—I—I — R EB Rn7
esto es “miramos iin vector en R"*! como una pareja
(a,Z) con a€R, AeR"

En el conjunto R ¢ R"™, definimos la operacion binaria ©:
(0, A) (8, B)=(af— 4 -B;aB + 54+ 4 x B). (4.11)

Se tiene la siguiente proposiciéon

Proposicion 4.8 La operacion binaria © cumple las siguientes propiedades:
a) © es una aplicacion bilineal.

b) La pareja (1, ﬁ) es el elemento neutro de ®.

¢) (e, A)o B B)ll =l DB Bl

Demostracion

a) Sean (a, X), (8, E), (7, 8), elementos de R&R", y a € R.

(0. D) [(8.B) + (.0

= (a0, D)0 [(B+7, B + C)

=(a(p+7) - A B+C)a(B+C)+(B+y) A +ax(B+0))

= (ap+ay-A - B-4 . CaB+aC+pA+7A+AxB+Ax7), (112)
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(0, A)© (8, B) + (0, A) © (7, C)
= (aﬁ—Z~§,a§+BZ+Zx§>+<a7—z-8,a8+'yz+zx8>
— (a5+a7—X-E—Z-B,a?—l—aﬁ%—ﬁX—}—fyX—l—X><§—|—X><8>, (4.13)

de (4.12) y (4.13) se concluye

(0, D)0 [(8,B) + (%, C) = (0, A) © (8, B) + (o, A) & (7, C).

Andlogamente, se muestra que

la- (0, A)]® (8, B) = af(a, A) © (8, B)].

b)

(@, ) 0(1,0) = (@ 1-A-T,a-0+1-A+Ax70)

de manera similar se muestra que (1, 0) + (a, Z) = (a, X)
Finalmente, veamos la prueba de ¢).

¢) Primero observemos que si (7, 8) c R R

I3 O = (1 C)- (1, C)

= 24+ 2=+ T C. (4.14)

Utilizando (4.14), 4¢), %) y las propiedades del producto escalar en R, se tiene
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o, D)o @B B)? = |- BB +pA+ 24 xB)?
— (aB-A B+ @B+BA+AxB) (uB+54+4xB)
— 28 204 B+ (A B2+ B2+ afA-B+aB- (AxB)+aBA-B
b BAR+8A - (AxB)+a(AxB) B+ sA xB)- A + |4 x B2
= o3 +a?|B|P + AP+ (A B)*+ |4 x B
= a*(B2+ IBIF) + BIAN + |42 B
= @B, B)IP + I AJ2 (82 + | B)2)
= (a®+ 11412 18, B)I?
= (e, D) 2118, B)II”

De donde se obtiene ¢).

A. Hurwitz, en [10] probé que si en RY, se define una operacién binaria que satisface las propie-
dades a), b) y ¢) de la proposicién anterior, entonces que debe ser 1,2,4 6 8 y por lo tanto la
operacion @ es isomorfa a la multiplicacién de ntimeros reales, de niimeros complejos, al producto
de cuaterniones o a los octaniones.

De esta manera, el teorema de Hurwitz demuestra que las condiciones ), i) y 4ii) caracte-
riza, salvo isomorfismos, el producto vectorial sobre R? y R7.

Para una discusién més completa de lo hecho en esta seccién, se puede consultar [11] dada
en la Bibliografia.
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5. RESOLUCION DE PROBLEMAS

5.1. Introduccion

En la ensenanza de las matematicas la resolucion de problemas es una actividad considerada
una parte muy importante. Prueba de ello, se puede observar en las siguientes afirmaciones:

e Fn 1968, George Pdlya, afirmaba: “ se justifica que los textos de matemdticas, contengan
problemas. Los problemas pueden incluso ser considerados como la parte mds esencial de la edu-
cacion matemdtica”.

e El National Council of Teacher of Mathematics (N.C.T.M), como una organizacién preocu-
pada por la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, ha venido destacando la importancia
de considerar la resolucién de problemas como el eje central de las matematicas escolares. Con-
sidera la resolucion de problemas como una actividad fundamental que los estudiantes deben
realizar. De esta manera, se concibe la solucién de problemas como una parte integral de la
educacién matemadtica, fundamental para el aprendizaje de las matemaéticas.

e El gran matematico Espanol, Luis Santalé senalaba: “ Ensenar matemdticas debe ser equi-
valente a ensenar a resolver problemas. Estudiar matemdticas no debe ser otra cosa que pensar
en la solucion de problemas”.

Finalmente,

e P. Halmos, uno de los més destacados matemadticos del siglo X X, afirmaba: “ La razon de
ser de un matemdtico no es otra que la de resolver y proponer problemas, pues dicha actividad
constituye el corazon de las matemdticas”.

El objetivo de este capitulo no es precisar que se entiende por un problema, ni tampoco pre-
sentar y desarrollar las diferentes estrategias que algunos matemaéticos como pélya, Schoenfeld,
6 Guzman han propuesto, como *
traste de ello, y compartiendo la premisa segiin la cual, la tinica manera de aprender a resolver
problemas es resolviendo problemas, se han seleccionado algunos problemas, que se resuelven en
las siguientes secciones; Problemas que nos han parecido interesantes y creemos se ajustan a la
recomendacién hecha por el gran matematico Aleméan, David Hilbert:

‘ guia” para la solucién de problemas en Matematicas. En con-

“Un problema debe ser dificil para que nos seduzca, pero no inaccesible como para
burlarse de nuestros esfuerzos ”.
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5.2. Problemas de la Gaceta.

La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espafiola, tiene una secciéon de “ Problemas y
soluciones”, a cargo de Oscar Ciaurri R y José Luis Diaz B. En esta seccién de la revista se
publican 8 problemas y dejan un plazo de seis meses para recibir las soluciones propuestas.

e Del Volumen 18 N° 1 del 2015, se escogieron los problemas 269 y 271.
A continuacién, presentamos la solucién de éstos problemas.

Problema 269.

La féormula de Herén permite calcular el drea de un triangulo ABC' a partir de las longitudes de
sus lados a,b y ¢, y del semiperimetro s mediante

Area (ABC) =/s(s —a) (s — b) (s — c).

a) Determinar férmulas para el cdlculo del drea de un tridngulo andlogas a la de Herén en funcién
de las longitudes de las medianas y en funcién de las longitudes de las alturas.

Solucién. Denotando A el area del tridngulo ABC, entonces

a+b+ec

A?=s(s—a)(s—b)(s—c), donde s = 5

Reemplazando el valor de s y efectuando las operaciones indicadas se tiene:
AZ a+b+c\ (b+c—a\ (a+c—Db\ [fa+b—c
B 2 2 2 2
[(a +b)? — 02} [(b —a)? — 62]

(a+b)2(b—a)2—c2(a+b)2—cQ(b—a)z—Fcﬂ

sl-5l-5l-
| B e—

(a® — b2)2 — [(a +b)% 4 (b— a,)Q] + 04}

—
cn"—‘
—

2 (a4 a*c® + *b%) — (a* + 0" + )],
asi, finalmente

A? = % [(a2+b2+02)2—2(a4+b4+c4)] . (5.2)

Nota 1. Cada uno de los pasos anteriores son reversibles, es decir; de una relaciéon como la dada
en (5.2) se puede deducir (5.1).

Medianas.

Si mg, my vy M representan las longitudes de las medianas del tridngulo ABC' correspondientes
a los vértices A, B y C respectivamente, por el teorema de Apolonio sabemos que se cumplen las
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siguientes relaciones

4m?2 = 20% +2¢% — a? (5.3)
4m? = 2a*+2¢% - b?
4m? 2a% + 20% — 2

Al sumar miembro a miembro las tres igualdades dadas en (5.3) se obtiene,
2 42, 2_ 4/, 9 2 2
a®+b°+c :§(ma+mb+m0). (5.4)

Elevando al cuadrado cada uno de los miembros de las igualdades en (5.4) y sumando miembro
a miembro, se obtiene luego de simplificar

16
a4+b4+c4:§(m3+m§+m§). (5.5)
Reemplazando (5.4) y (5.5) en (5.2)

A? = L [(a2—1—b2+02)2 —2(a4+b4—|—c4)}

16
1 (16 392

A% = | (m o mp - m2)” = T (i i m)
16 [ 9 9

2 _ Ei 2 2 212 4 4 4
A% = 9 16 (ma+mb+m0) 2(ma+mb+mc) ,
teniendo en cuenta la nota 1, se obtiene finalmente
16 mq + My +m
A2 = Zp(p—mg) (p— my) (p—my) , donde p = oMb T Me

9 2 ’

es decir, que la formula de Herén para area tridngulo ABC' en funcién de sus medianas viene
dada por

A= g\/p(p—ma) (p —myp) (p — me),

con p = Matmptme

Alturas.

Si hg, by v he son las longitudes de la alturas trazadas de los vértices A, B 'y C sobre lados BC,
AC' y AB respectivamente, y A = Area (ABC') entonces

2A b 2A 2A
a = — = —_— C = —
ha ) hb ) hc )
reemplazando en (5.2)

1 1 1 1\? 1 1 1
2 4 4
A — Tﬁ [16A <hg + hig + hg) - 32A (hé + hfg + hzcl> 5 (56)
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1 1 1
Si notamos por H, = —, H, = — y H. = — de la relacién (5.6) se obtiene
ha hy, he

1 1
S5 = 16 % oo |(H2 + H} + H2)® =2 (H} + H + 1)

nuevamente por la nota 1, se puede concluir que

é:lﬁq(q—Ha)(q_Hb)(q_Hc)a

donde ¢ = 7H’l+gb+HC.
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Problema 271.

Sea B (z) = <alc 31:) y n > 2 un nimero entero. Calcular el producto de matrices B (2) B (3) ...B (n).

Be= (] 1),

Solucion 1. La matriz

tiene el polinomio caracteristico

det (B (z) — AT) = det (“”"’IA ﬁio —(r A1,

con lo que existen dos valores propios distintos A\; = x—1, A; = x+1. Para encontrar los vectores
propios correspondientes a Ay = x — 1, resolvemos el sistema

(1) ()= )

esto da
1+ 29 =0
r1 + 29 =0,
es decir, 9 = —x1; con lo cual los autovectores correspondientes a A1 son
up =t (1,-1), teR.

De manera similar los vectores propios correspondientes a Ay son

UQ:t(l,l), teR.

Con t = -, los vectores uy,us constituyen un conjunto ortonormal. Por consiguiente la matriz

v
1 1 1
P_\/§<—1 1)

ortogonal
es una matriz diagonalizante para B (x). Por un cédlculo directo se tiene

o r—1 0 T T
B(x)_P( . x+1>P — PD (z) PT,

siendo PT la matriz transpuesta de P.
De esta manera,

S
=
%
=
%
S
n

(PD (2) P") (PD (3) PT) ... (PD (n) PT) (5.7)
= PD(2)D(3)..D(n)PT.
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Pero

pen@-om- () )2 (")

:(1.2...(n62).(n—1) 3.4”'7?'(714_1))

1 0
:(n_l)'< nn+1>u
o nlnil)

asi, reemplazando en (5.7) y teniendo en cuenta la definicién de la matriz P

(n—1)! <n2+2n+2 n2+2n—2)

BR)B@)-Bn=1)BM) ===\ 2 9, 9 n21on+2

Solucién 2.

Parao,f € Ry B(z) = (313 i) consideremos la matriz
_lfa+pB a-p
De una parte
_llax+Br+a—-B azx—Pr+a+p
A (e, ) B<x)_2<aw—ﬁx+a+ﬁ am+ﬁaz+a—ﬁ>’

de otra parte, haciendo uso de la definicién de la matriz A («, ) dada en (5.8)

A(a(x+1),ﬁ(m—1)):1<

2

ar+pr+a—p ar—PBr+a+f
ar —Pr+a+p ar+Pr+a—-p3)’°

de (5.9) y (5.10) se concluye

A(a,B8) - B(x)=A(a(x+1),8(x—1)).

(5.10)

(5.11)

Tomando a = 3 = 1, = 2, de las relaciones (5.8), (5.11) y la definicién de la matriz B (z) :

A(1,1)-B(2)=A(3,1)
B(2)=A(3,1),

multiplicando ambos miembros de la igualdad anterior por la matriz B (x), teniendo en cuenta

(5.11) con =3, =1,z =3,

B(2)-B(3)=A(3,1) B(3)
= A(3-4,1-2)
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continuando de esta manera, se obtiene

B(2)B(3)..B(n—1)B(n) :A<("+1)!,(n—1)!>

("%Di—l—(n—l)! ("%1):—(71—1)!
(Dt — 1)) @—l—(n—l)!

asi, finalmente

B(2)B(3)..B(n—1)B(n) = (n—1)! (

n24+2n—2 n24+2n+2

n?+2n+2 n2+2n—2)
1 )

5.3. Revista escolar de la Olimpiada

De la publicacién Revista escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matemaéticas, en su
ultimo numero: Nimero 53 (Julio-Diciembre 2015) se seleccioné el problema 270. Presentamos
la solucién.

Problema 270.
Si a, b, ¢ son las raices de la ecuacion

x3+px2+qx+r:1,

demostrar que
(a3 — 1) (b3 — 1) (03 — 1) =3pgr —p® — ¢ — 1.

Solucion:

En primer lugar veamos que para p, g, 7 nimeros reales, se cumple

3pgr —p* — ¢ —r*=—(p+q+r)(P*+¢*+1> —pg—qr —rp). (5.12)
En efecto, Sea
pTrog
D=| q p r |,
r g p

vamos a evaluar el determinante D de dos maneras

(i) Usando la regla de Sarrus:

D= = —3pgr +p° +¢* +r’.

S QI3
QO3
"3 R
S QT3
QO3
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(ii) Usando propiedades de los determinantes

p+qg+1r r ¢ 1 r gq 1 r q
D=| p+q+r p r |=(p+qg+r)] 1 p r |=@+qg+r)| 0 p—r r—¢q
p+q+r q p 1 g p 0 ¢g—r p—q
p—r T—¢
=(p+q+r) =(p+a+r)(p°+4¢"+r° —pg—qr—rp),

q—T7r p—¢q
De esta manera de (i) y (ii) se sigue la identidad (5.12).
Por otro lado, como a, b, ¢ son las raices de la ecuacién
:c3+px2+qx+r: 1,

por la formulas de Vieta , se tiene

p =—(a+b+c), (5.13)
qg =ab+ ac+ be,
r =1 — abe.
Asi,
pt+q+r=—(a+b+c)+ab+ac+bc+ 1 — abe. (5.14)

Si hacemos a = 1 en (5.14) se tiene que p+ ¢+ =0, luego a — 1 es un factor de p+ ¢+ ; de
manera andaloga se establece que b — 1 y ¢ — 1 son factores, por lo tanto

prqg+r=A@—-1)(b-1)(c—1). (5.15)

Con el fin de determinar el valor de la constante A, tomamos a = b = ¢ = 2, entonces de (5.14)
y (5.15) se obtiene A = —1, luego

p+qg+r=—(a—1)(b—1)(c—1). (5.16)

Utilizando las expresiones para p, ¢, 7 dadas en (5.13), el segundo factor del lado derecho de (5.12)
se transforma en

PP+ +1r*—pg—qr—rp=c [1+(a+b)2+a2b2+(a+b)—ab—i—ab(a—i—b)]
e [1+(a+b)”+a%? + (a+b) —ab+ab(a+b)|
+1[1+(a+b)2+azb2+(a+b)—ab+ab(a+b)}
- [1+(a+b)2+a2b2+(a+b)—ab+ab(a+b)] (1+c+c2),
pero

1+ (a+b)*+a%> + (a+b) —ab+ab(a+b) =1+ a® +b> + ab+ a®b? + a + b+ a®b + ab?
=a®(1+b0+b*) +a(1+b+0%) +1(1+b+1b%)
=(1+b+0%) (1+a+a?),
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de esta manera
P+ +r’—pg—qr—rp=(1+a+d®) (1+b+b°) (1+c+c?), (5.17)
luego de (5.12), (5.16) y (5.17) se tiene finalmente

3pgr—p* — ¢ —r*=(a—1) (1+a+a®)(b—1) (1+b+b*) (c—1) (1 +c+c?)
=(a®=1)(¥*-1)(*-1).

5.4. Olimpiada de Bulgaria.

El libro “ Mathematical Olympiads 1997-1998”. Problems and solutions from around the
Word; publicado por The American Mathematics competitions; contiene las soluciones a los pro-
blemas de 34 competiciones regionales y nacionales. De la competencia nacional del ano 1997 en
Bulgaria, se seleccioné el ntimero 2:

e Sea ABC un tridangulo equildtero con area 7 y sean M, N puntos sobre los lados AB, AC
respectivamente, tales que AN = BM. Sea O es el punto de interseccién de BN y C'M. Supo-
niendo que el tridngulo BOC tiene area 2:

a) Pruebe que a5 ® igual a % 0 %

b) Hallar el LAOB.

La solucion oficial que se presenta en el texto mencionado, utiliza elementos de geometria trans-
formacional: rotaciones, reflexiones; ademés de usar el teorema de Menelao y ciertas propiedades
de los cuadrildteros inscritos en una circunferencia, temas estos no usuales en los cursos basicos
de Geometria.

A continuacion se presenta la solucién a este problema, usando para ello algunos elementos basi-
cos de geometria analitica.

Solucién. Consideremos el tridngulo equildtero dado (ABC') dispuestos segun la siguiente fi-
gura:

Como el ABC es equilétero, la altura AD es también mediatriz, por lo que la abscisa del punto
A es §. Para determinar la ordenada de A, tenemos en cuenta que L ABC = 60° y por lo tanto

tan 60° = A—D,
BD

luego
AD = BD tan60° = gﬁ

por lo tanto, las coordenadas de A = (%, g\/g) .
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=]\ = e

B(0,0) C(a,0)

Como tan £ ABC = tan 60° = /3, la ecuacién de la recta 1@ es:

y =3z (5.18)

FEcuacion de la recta z@

La pendiente de 1@:
230 L3
= 2 a = —\/g

27 T3

mac =

Por lo tanto, para la ecuacién de la recta ﬁ , usando la férmula punto-pendiente:

y—0 = mac(x—a)

y = —\/g(x —a) = —V3z+aV3 (5.19)

El punto M estd sobre el lado AB y teniendo en cuenta (5.18)

M = (b,bV/3).

Teniendo en cuenta que N esta sobre la recta ﬁ y la ecuacién (5.19), el punto N tiene la forma:

N = (¢,V3a — V3¢).
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M,

Por las condiciones del problema BM = AN, como
BM® = b +3b% = 4p?
——=2 a 2 a 2
AN™ = (5 —c) + <§\[— (V3a — \/gc))

2

2
= a——ac—i—cz—i—(\/gc—g\/g)

4 2

2 2

3

= az—ac+c2+302—3ac+%
AN® = o —dac+4E = (a —2¢)?,

entonces 4b?> = (a — 2¢)?, de donde

2b=a— 2c 6 2b = —a + 2c¢,
como b < % y ¢ < a, entonces

b=c— (5.20)

a
5

il v BN
Si el punto O = (xg, yp) representa la interseccién de las rectas CM y BN, las cuales tienen por
ecuaciones, respectivamente
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bv/3

B b—a(x_a)
y = ‘/g(‘l_c)g;, (5.21)

resolviendo el sistema dado en (5.21), obtenemos

B abe _ V3abla—c¢)
T bet(a—b)a—c) N et (@a—b)(a—c)

o

(5.22)

Si (BOC) representa el drea del ABOC, por las condiciones del problema:

4
(BOC)=2= %, de donde yo = e (5.23)

De las expresiones para y, dadas en (5.22) y (5.23) se tiene

4 V3ab(a — c)

a be+ (a—b)(a—c)’

es decir,

4[be + (a — b)(a — ¢)] = V3a>b(a — c). (5.24)

2

3
Como el érea del tridngulo (ABC) = 7, entonces = 7, esto es a®y/3 = 28, y de (5.20)

a
=b+ —.
c —1-2

Sustituyendo éstas dos dltimas expresiones en (5.24) se obtiene:

4[b<b+g)+(a—b) (a—b—%)] - 28b(a—b—g)

b2+%b+(a—b) (%—b) - 7b<%—b>

2
o ab a” . ab o T o
b+2+2 ab 2+b-2ab b
9 a2
bV — —ab+ — =
9 2a+2 0

182 —9ab+a? = 0

o 5 - o
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Utilizando la férmula cuadratica:

b 9++/B1—-72 9+V9 9+3

a 36 36 36
de donde,
bo12 1 b6 1
- = — = 4 —_ = — = — -2
e 36 3 % a4 36 6 (5.25)

— _ 2 2
como BM~ = (20)? y AB® = (%) + (g\/g) = a?, entonces

a) % = %b =2 (Z), de donde utilizando (5.25) se obtiene:

MB 2 .  MB 1

AB 3’

AB 3

b) De (5.25) se tiene que a = 6b 6 a = 3b.

4 2
i) Si a = 6b. De (5.20), se tendrd ¢ = 4b, de (5.23) yo = o = 3 finalmente de (5.22) se

obtiene que

=5 Yo

o Gbbdb 2407 17 ~ 6v/3b
07 2+ (5b)(26) 1402 2 T
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1
De esta manera O (;b, 6\;%

Si 8 = LAOB, entonces

OA-

(A-0)-(B-0)

OB

<9b 15\/§b> . (—mb —6v/3b

77T 777
—378b?
49
—V3
de donde cosf = — luego
="
6

) : B(0,0), A(3b, 3v/3b).

)

|OA||OB| cos 6

|OA||OB| cos 6

|OA||OB| cos 6

V' 756bv/252b .
49

i) Si a = 3b procediendo de manera andloga se muestra que

0 =

91

T
5

os 6



Referencias

[1]

2]

Stewart, J. Cdlculo de una variable: trascendentes tempranas séptima edicion, Cengage Lear-
ning editores, México., 2012.

Boskoff, W.G., Suceava, B.D. When Is Euler’s Line Parallel to a Side of a Triangle?. The
College Mathematics Journal, Vol. 35, No. 4, 2004.

Jiménez, M.J.A. Una nueva funcion de densidad simétrica. Comunicaciones en Estadistica,
Vol. 3, No. 2, Colombia., 2010.

Spiegel, M., Lipschutz, S., Liu, J. Schaum’s Outline of Mathematical Handbook of Formulas
and Tables, Tercera edicion, McGraw-Hill Professional, USA., 2008.

Stewart, J. Cdlculo Multivariable cuarta edicién, Thomson Learning editores, México., 2002.

Abramowitz, M., Stegun, I. Handbook of Mathematical Functions, with Formulas, Graphs and
Mathematical Tables, Dover Publications, Inc., New York., 1965.

Purcell, E.J., Varberg, D., Rigdon, S. Cdlculo novena edicién, Pearson, México., 2007.
Kolman, B., Hill,D.R. /flgebm Lineal octava edicién, pearson, México., 2006.

Marsden, J.E., Tromba, A.J. Cdlculo Vectorial Quinta edicién, Freeman y Company, Nueva
York., 1991.

[10] Hurmitz, A. Uber die komposition der Quadraticscher Forrmen von beliebig vielin variablen,

1898, 309-316.

[11] Massey, J.W.S. Cross Products of vectors in Higher dimensional Euclidean Spaces, The

American Mathematical Monthly, vol 90, N° 10(Dec 1983), pp.697-701.

[12] Ciaurri O.R., Diaz B.J.L. Revista La Gaceta, Real Sociedad Matematica Espanola, vol 18,

N° 1 ( 2015).

[13] Revista escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas, Olimpiada Iberoamericana

de Matemadticas, Bulgaria , 1997 - 1998.

[14] Massey, J.W.S. Problems and solutions from around the Word, The American Mathematics

competitions, vol 90, N° 10(Dec 1983), pp.697-701.

92



