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Introduccion

En este trabajo se plasma el estudio de los articulos,
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Journal., vol 40, num 4, 259-262.

THE COLLEGE MATHEMATICS JOURNAL, publicada por la Asociacién Americana de Ma-
temdticas, es una revista de cardcter expositivo dirigida a profesores de matemaéticas de la
universidad, en particular los que imparten los dos primeros afios. Cubre todos los aspectos de
las matemadticas. Publica articulos destinados a mejorar la ensefianza de pregrado y aprendizaje

en el aula, incluyendo articulos expositivos, notas cortas, problemas, etc.

En el publindex de COLCIENCIAS, la revista estd indexada en categoria A.2.

La INTERNATIONAL JOURNAL OF MATHEMATICAL EDUCATION IN SCIENCE AND
TECHNOLOGY, proporciona un medio por el cual se puede presentar una amplia gama de
experiencia en educacién matematica, asimilado y, finalmente, adaptado a las necesidades coti-
dianas de las escuelas, las universidades, politécnicos, universidades, la industria y el comercio.

En el publindex de COLCIENCIAS, la revista esta indexada en categoria A.2.



La presente monografia tiene la siguiente distribucion:

En el Capitulo uno, se presenta los resultados obtenidos, luego de un estudio de la referencia

[4], En ésta se introduce el concepto un par PP-n:

Sean {f, g} funciones no constantes, que admiten derivadas de orden n. Se dice que {f, g} es un
par PP-n, si la n-ésima derivada de su producto satisface (f - )™ = f . ¢ Es decir, dada una
funcién f , hallar, si es posible, una férmula general para aquellas funciones g para las cuales

{f, g} es un par PP-2.

En el teorema 2, del articulo [4] el autor presenta la respuesta. Sin embargo, la demostracién de
este resultado la hace solo en el caso 1 = 2, es decir toda f(x) = x?, y encuentra, luego de resolver
una ecuacion diferencial ordinaria de orden 2, por el método de solucién de series de potencias,
la expresion para g(x) dada anteriormente con n = 2. En el caso de funciones potencias con
exponentes negativos o exponentes racionales, presenta respuestas parciales, en esta seccion se
persigue precisamente, hallar las formas cerradas para la funcién g (que figura en los teoremas
2,3 y 4) y encontrar la expresion para g(x), dado que f(x) = x", r € R, de tal manera que {f, g}

sea un par PP-2.

En el articulo [5], se calcula las integrales de Fresnel:

00 (o)
F. = f cos x%dx, F, = f sin x%dx,
0 0

Para ello plantea el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

_PEp) + tF(p) ,\_ tEe(p) — pEs(p)

2w 0T e

Fi(p) =

La solucién de éste sistema se resuelve de “manera ingeniosa". En el Capitulo dos, se resuelve
el sistema anterior, usando para ello s6lo técnicas que se ensefian en el curso de ecuaciones

diferenciales.



En el Capitulo tres, se aborda el andlisis y estudio del articulo [1]:

En esta referencia se estudia la sucesién de integrales definidas,

! 1-—x
In:fx”‘/ dx, nelN
0 1+x

Mostrando que I, se puede escribir como I,, = a, + b,m, n € Q racionales, mostrados a partir de

las siguientes proposiciones

Proposicién 1 Para cada entero no negativo p, se tiene

P\ 02%-21(p — K)((p — k — 1)1)?
2p — 2k~ 1)!

yp = -1+
k=0

1 = 2(p - k)@2p -2k - 2)!
by = 2 + Z 22-2k+1((p — k)1)2

k=0

Proposicién 2 Para cada entero no negativo p, se tiene

Py 02%-21(p — k) ((p — k — 1)1)?
2p — 2k + 1))

Aopy1 = 1-
k=0

1 o 2(p—k+1)(2p - 2k)!
by = 4 kz—:)‘ 227-243((p — k)1)2

El objetivo de este capitulo, es encontrar expresiones “cerradas"para éstos coeficientes, expre-
siones mds concisas que permitan de una manera més sencilla observar las consecuencias y
relaciones entre estos coeficientes dada por el autor del articulo bajo estudio. Para lograr este
objetivo se hace uso de algunas propiedades de las funciones Beta y gamma. Y finalmente,
se responde a una inquietud formulada en [1], relacionada con la forma que debe tener los

numeradores de a,,.

En esta monografia se presenta algunos tépicos selectos de calculo. En este trabajo se mostré
que, por medio de elementos bésicos de ecuaciones diferenciales de segundo orden y algunas
funciones especiales, podemos llegar a demostraciones mds sencillas y rigurosas de algunas

afirmaciones ya expuestas, que aparecen publicados en revistas de prestigio internacional.
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Capitulo 1

LA INGENUA REGLA DEL PRODUCTO
PARA DERIVADAS

1.1. Introduccion

En los cursos de célculo se ensefia que la derivada es un operador lineal; en particular, se
ensefia que la derivada de una suma de funciones derivables es la suma de las derivadas. A él

seguramente le gustaria que algo similar ocurriese con el producto; esto es,

(f-9=1-¢, (1.1)

Es muy sencillo hacer caer en cuenta a los estudiantes que una regla como (1.1) en general es
falsa. Sin embargo surge la cuestién de determinar para que par de funciones {f, g} una igualdad

como (1.1) se cumple.

La respuesta a ésta pregunta fue dada en [2], [3].



En el articulo [4], el autor investiga esta situacion para derivadas de orden superior. Con el

objetivo de establecer sus resultados, se introduce el siguiente concepto:

Definicién 1 Sean {f, g} funciones no constantes, que admiten derivadas de orden n. Se dice que {f, g}

es un par PP-n, si la n-ésima derivada de su producto satisface

( f . g)(ﬂ) — f(n) . g(”),

En particular, se concentra en el caso n = 2. Es decir, dada una funcién f, hallar, si es posible,

una férmula general para aquellas funciones g para las cuales {f, g} es un par PP-2.

Asi, para la funcién f, dada por f(x) = x", jexiste una funcién g tal que {f, g} es un par
PP-22.

En el teorema 2, del articulo [4] el autor presenta la respuesta:

Teorema2 Si f(x) =x",ne N,y

A B

(- Dy e e Dy

gx) =

entonces {f, g} en un par PP-2.

Sin embargo, la demostracién de este resultado la hace sélo en el caso n = 2, es decir toma
f(x) = x%, y encuentra, luego de resolver una ecuacién diferencial ordinaria de orden 2, por el

método de solucién de series de potencias, la expresion para g(x) dada anteriormente con n = 2.

En el caso de funciones potencias con exponentes negativos o exponentes racionales, presenta

respuestas parciales en los siguientes teoremas:



Teorema 3 Una funcién potencia f(x) = x™*(n > 1) y un polinomio g(x) constituyen un par PP-2 si y

solosiel gradode gesn+1y
n+1

g(x) = Z Ckxk/
k=0
con ¢y y ¢y arbitrarias y para k > 1
o = (n—1)! 1 i
T+ 1= 2012k (n(n + 1)1
(n—1)! 1

= ORIk + D) (n(n + 1)

(o]

Teorema 4 Si f(x) = Vxy g(x) = Z cax", con

n=0
C _lc C3 = — k+1 C
2_201 3 = 6(k_1) 1,

yparan > 2,

(_1)n—1 2n-2 .
Con = COW H(kl +1),

i=1

B k(-1)" .
Cont1 = C1 2n + ik =1y g(kl +k+1),

entonces {f, g} constituyen un par PP-2.

En la parte final del articulo, el autor menciona que la demostracién del teorema 3, se puede
hacer de manera similar a la hecha en el teorema 2, hace la demostracién solo en el caso n = 2.
En relacién con el teorema 4, se invita al lector verificar el resultado para k = 2, 3. Finalmente,

menciona que seria interesante obtener férmulas cerradas para la funcién g.

El objetivo que se persigue en esta capitulo es precisamente, hallar las formas cerradas pa-
ra la funcién g (que figura en los teoremas 2, 3 y 4) y encontrar la expresioén para g dado que

f(x) = x",r € R, de tal manera que {f, g} sea un par PP-2.

10



1.2. Algunos casos especiales

1.2.1. Elcasok=2

Para f(x) = x1/2 = +/x, la funcién g(x), para la cual {f, ¢} es un par PP-2, de acuerdo al resultado

del teorema 4, del articulo [4] viene dada por

(o]

1 -1
g(x) = nZS X', €= 50, 6= o0,
2n-2 2n-2
_1y , 2(=1y" ,
Co; = Cp ((21’1;' H (21 + 1) Consl = C1m H (21 + 3) (12)

i=1 =1

con el fin de observar la dificultad de encontrar una expresiéon “cerrada"para esta g a partir de

(1.2), se procede a encontrar g por otro método que se describe a continuacién.

Para
1 -1

f= f’(X)=2\/§, f"(x)=4x\/;,

entonces la ecuacioén diferencial que debe cumplir g es

(v 7)8" @ + 2800 - 180 =0, 13)

7= x__ (1.4)
X2+

y la aplicacion de la regla de la cadena, se obtiene

mediante la sustitucion,

@], (1.5)

11



al reemplazar (1.5) en la ecuacién diferencial (1.3) se llega a la ecuacién diferencial con coefi-

cientes constantes
8"~ %g =0,
cuya solucién general es
g(z) = c16”* + e/, (1.6)
al efectuar la integral que figura en (1.4), se tiene

z=In]2x + V1 +4x?|,

de donde, al reemplazar en la ecuacién (1.6)

) =¢ ( \/2x + Vit 4x2) + e ) (1.7)
\/Zx + V1 + 4x2

se verifica de manera directa que la funcién g dada en (1.7) constituye la solucién general de la

ecuacion (1.3) y asi {f, g} es un par PP-2.

Nota 5 Se puede observar, de la expresion para g(x) que aparece en (1.7), la dificultad de hallar g(x), mds

avin, la verdaderamente dificil tarea de llegar de (1.2) a (1.7).

12



1.2.2. Elcason =2
Para f(x) = x?, 1a funcién g para la cual el par {f, ¢} es un par PP-2 par debe verificar la ecuacion

(x* = 2)g" (x) + 4xg’(x) + 2g(x) = 0,

ecuacion que se puede escribir como

(= 2)g" (x) + 2xg’ (x) + 2xg’(x) + 2g(x) = 0,

[ = 2)g' ()] + [2xg(x)]" = 0,
integrando respecto a x, se tiene
[ = 2)g' ()] + 2xg(x) = ¢y,

nuevamente el lado izquierdo de la ecuacién anterior se puede escribir como la derivada de un

producto, en efecto,
[((* = 2)gW)]' = e,
una nueva integracion:
(x> = 2)g(x) = c1x + ¢z,

de donde

g(x) _ C1X + Cy _ A1 4 A1
=2 x— V2 x+ V2

13



1.2.3. Elcason = -1
si f(x) = %, la funcién g que hace que {f, g} sea un par PP-2 debe ser solucién de la ecuacion

(x* = 2)g" (x) — 2xg'(x) + 2g(x) = 0,

se busca una solucién g en la forma

g(x) = Ax* + Bx + C,

(x* —=2)(2A) — 2x(2Ax + b) + (Ax* + Bx + C) = 0,

efectuando las operaciones indicadas y simplificando se obtiene

C=2A4,

de esta manera, la solucién general de la ecuacién diferencial anterior es

g(x) = Ax* + Bx + 2A,

un polinomio de grado 2.
Los casos particulares considerados en esta seccioén, nos indican que puede resultar oportuno

buscar un método de solucién, diferente a la solucion en serie de potencias, que permita resolver

la ecuacién diferencial que se obtiene para encontrar la funcién g, una vez dada la funcién f.

14



1.3. El caso general

Consideremos la siguiente ecuacién
(x* —a*)g" (x) + 2bxg’ (x) + b(b — 1)g(x) = 0, (1.8)
sea

g(x) = e*, (1.9)

con esta transformacion las primeras derivadas de g son

sy pdw
g(x)_e dx/

g/ = () 4 0L

por la tanto la ecuacién (1.8) se puede escribir como

d>w dw\2 dw
2 2 2 _ 2\(4% i — =
(¢ =)o + (@ - ) dx) +2br—— + b(b - 1)g(x) =0, (1.10)
si,
dw
E =Uu, (111)

entonces la ecuacion (1.10) se transforma en la ecuacion diferencial

d_u__uz_ 2bx u_b(b—l)
dx x2 —a? x2—a2’

(1.12)

que se reconoce como una ecuacién diferencial de Riccati, con el propésito de “eliminar” el

término lineal en la variable dependiente, se utiliza la sustitucién

u=z+An, (1.13)

15



dz dh ,»  2bx 2bx b(b—-1)
dx dx T - 2zh =h 2 xz—azh x2—a?’
escogiendo i de modo que
2bx
—2h - o =0,
es decir,
bx
hx) = -—5——. (1.14)
con lo cual,
) bx* + a*b
W (x) = = a2 (1.15)

reemplazando (1.14) y (1.15) en la anterior ecuacién diferencial, se obtiene

dz  , a?b(b-2)
Rl (1.16)

por la apariencia de la ecuacion diferencial (1.16), se intenta buscar una solucién particular de

ella, en la forma

Ax+B
7z = —
xz_az’

reemplazandozy £ en (1.16) e igualar los coeficientes de las respectivas potencias de x, se obtiene

A’=A; BA=B;, a°b(b-2)+a*=PB>

16



+ si A=0; entonces B=0, con lo cual z=0, y se encontraria una solucién de (1.16) para algunos
valores particulares de a y b; asi que se descarta esta posibilidad. luego A = 1y B; = a(b-1),

B, = —a(b — 1) de esta manera dos soluciones particulares de (1.16) son

— M, y, 2= w, (1.17)

21

2 — 2
teniendo en cuenta las soluciones z;, z; dadas en (1.17) y las relaciones (1.13) y (1.14) se encuentra

que dos soluciones particulares de la ecuacién (1.12) vienen dadas por, u; y u, donde

x+alb-1) bx
22—  x2—g2

u1=zl+h=

_(A-=bx+ab-1) (A-bx—-a(l-b)
- X2 — 2 - 2 — 2 -

_((-bx—-a) 1-b
o x2-a2 x+a

de forma andloga, se tiene

de esta manera, utilizando (1.11), y las expresiones para u;, 1, anteriormente descritas, se obtie-

ne dos soluciones de la ecuacién (1.10), a saber
w, (%) = fu ()dx = (1 —b)fd—x —(1-b)In|x +4]
ne ! B x+a ’

y similarmente

wy = (1-b)In|x —al,

17



tinalmente, teniendo presente la ecuacion (1.9), se encuentran dos soluciones linealmente inde-

pendientes para la ecuacion (1.8)

gl(x) = 1) = p(1-D)Infx+al _ I + all‘b,

wy(x) — e(l—b)lnlx—al — |x _ all_b
7

g2(x) =e
la discusién anterior, la podemos resumir en el siguiente resultado.

Proposicién 6 La solucion general de la ecuacion diferencial
(x* —a*)g" (x) + 2bxg’ (x) + b(b — 1)g(x) = 0,

viene dada por,

g(x) = ca(x +a)'" " + ci(x —a)' .

Un andlisis completamente similar, nos permite establecer el siguiente resultado

Proposicién 7 La solucion general de la ecuacion diferencial

(% +a?)g" (x) + 2bxg’ (x) + b(b — 1)g(x) = 0,

viene dada por,

(x* + a*)1D2[¢c;sene + cocosp],

en donde,

@ = (1 —b)arctan (%)
Para f dada la funcion g que hace que {f, g} sea un par PP-2 debe cumplir la ecuacion diferencial

(f() = f7 ()" (x) + 2f (x)8"(x) + f(x)g(x) = 0. (1.18)

18



Nota 8 Si f(x) =x" n > 1, g(x) debe satisfacer la ecuacion

(x* —n(n —1))g” (x) + 2nxg'(x) + n(n + 1)g(x) = 0,

de esta manera utilizando la proposicion 6, con a = /n(n — 1), b = n, se obtiene

1-n 1-n
g(x) = cl(x + \n(n - 1)) + C2<x — /n(n - 1)) )
expresion que en efecto, coincide con la dada para g(x) en el teorema 2, del articulo de la referencia.

Nota9 Si f(x) = x™ n > 1. La funcién g que hace que {f, g} sea un par PP-2, debe satisfacer la
ecuacion

[x? —n(n + 1]1g"” (x) + 2(—n)xg’(x) + (—n)(—n —1)g(x) = 0,

que se obtiene de (1.18) con
f(x) = x—n, f/(x) = _nx—n—ll f"(x) — —1’1(—1’1 _ 1)x_n_2’

asi que tomando a*> = n(n + 1), b = —n en la proposicién 6, se tiene

g(x) = ci(x + n(n + V)" + co(x — n(n + 1)),
que evidentemente se trata de un polinomio de grado n + 1.

Nota 10 Si f(x) = /x,k > 2. El par {f, g} constituye un par PP-2 si g satisface la ecuacion, obtenida de
(1.18) con

L am- ’ 11 _
F@) =2 f) = Ex(l/k) L) = - (E B 1)x(1/k) 2

i o - oo

19



1 1
es decir, una aplicacion de la proposicion 7, esta vez con a% = 7 (1 - %), y b= o

gx) = [xz + %(1 - %)] [c1seng + cacos],

en donde,
k-1

(k - 1) K2
Q= arctan .

k

Los resultados establecidos en las proposiciones 6 y 7, permiten encontrar la funcién g para un

f(x) = x*, a € R, como queda establecido en el siguiente teorema.

Teorema 11 Sea f(x) = x*, con a € R.

(i) sia <06 a> 1. La funcion

1-a 1-a

g(x) = cl‘x - Va(a—-1)

+ cz'x + Va(a —1)

7

c1, Cx constantes arbitrarias; hace que {f, g} sea un par PP-2.

(i) si 0 < a < 1. La funcion g para la cual el par {f, g} es un par PP-2 es

g(x) = (0 — a(a — 1))"92[¢c; sen ¢ + ¢, cos @],

—a(a-1)

donde, ¢ = (1 — a) arctan( ), con ¢y, ¢, constantes arbitrarias.

Demostracion.  Si f(x) = x*, a € R, la ecuacion a resolver para g es,

[x* — a(a - 1)]g” (x) + 2axg'(x) + a(a = 1)g = 0, (1.19)

20



(i)sia <00 a > 1;entonces a(a — 1) > 0, asi, si se llama,

ala—1)=a>, b=a,

la ecuacion (1.19) corresponde a la ecuacion en el enunciado de la proposicion 6, y por lo tanto su solucion

es,

[+

g(x) = cilx + ala = D" + colx — a(a — 1)

(i1) si 0 < a < 1; entonces a(a — 1) > 0, asi, si se llama,
—ala-1)=a>, b=aq,
de acuerdo a la proposicion 7, g(x) viene dada por,
g(x) = (* — a(a — 1))"2[c; sen ¢ + ¢, cos @],

donde,

¢ = (1 - a)arctan

=

1.4. Otra mirada a las proposiciones 6 y 7

1.4.1. Ecuacién hipergeométrica

El propésito de esta seccion es mostrar en detalle como se obtienen las dos soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién hipergeométrica. Las funciones especiales surgen, en la
historia de la matematica, en la bisqueda de soluciones por medio de series de potencias a
ecuaciones ordinarias, la ecuacién diferencial que se estudia a continuacién fue inicialmente
estudiada por Euler, pero fue; K. Gauss, en su escrito de 1812 sobre las series hipergeométricas,

que profundizo sobre este tema. La ecuacion hipergeométrica de Gauss, es la ecuacion,

x(1=-x)y" +[y—-(a+p+1)x]y —apy=0. (1.20)

21



Se observa que x = 0, es un punto singular regular de la ecuacién; en efecto,

—ap ~

Iy —(a+p+1)x] Y
%gr(} x(1-x) x= }grotx x(l—x)x_o'

asi se utiliza el método de Frobenius para buscar una solucién de la ecuacién (1.20) en la forma,

Y= Z X", o #0, (1.21)

las dos primeras derivadas de (1.21) nos da,
y = i(n +s)c, X"y = i(n +5)(n+s—1)c,x"*2, (1.22)
n=0 n=0
sustituyendo (1.21) y (1.22) en la ecuacién (1.20),
x$! i(n +5)(n+s—1)c,x" —x! i(n +5)(n+s—1)c,x" M+
n=0 n=0

[Se] (o] [Se]
x*! E y(n + s)c,x" — x°7! E (a+pB+1)(n+s)c,x" - E afc,x"*t =0,
n=0 n=0 n=0
suprimiendo el factor comun x°7!, la expresion anterior se escribe como,

Z(” +s)(n+s—1+y)ex" — Z[(n +s)(@+ B +n—s)+aplc,x" =0,
n=0

n=0

con el fin de reducir las dos sumatorias anteriores a una sola, expandimos el primer término de

la primera serie y en la segunda usamos el cambio de variable k = n + 1, asf,

y(s+7/—1)co+Z(n+s)(n+s—1+y)cnx"—Z[(k—1+s)(a+ﬁ+k—1—s)+aﬁ]ck_1xk:0,
)

n=1

y(s+7/—1)c0+i((n+s)(n+s—1+y)cn[(n—1+s)(a+ﬁ+n—1—s)+aﬁ]cn_1)x” =0.
n=1

22



La idea es encontrar los coeficientes c, que hacen que cada potencia de x sea cero. Asi, el término
independiente debe anularse,

s(s+y—1)co =0,

y como ¢ # 0, entonces,

s=0 s=1-vy, (1.23)
sis = 0, la ecuaciéon que permite determinar los coeficientes es,
nn+y-1c,=[n-1)(a+p+n-1)+aplc,-1, n>1,
expresion que se puede escribir como:

(=1 +(n-D(a+p)+ap
Bl nn-1+7y)

n Cn-1, n Z 1/

de esta manera, concy =1,

n=1, cl—%

_, _l+a+p+ap (A+a+B+ap)ap)  al+a)p+1)

TS 2T Ty T T Ty+y) 1290+
4+2(a+p)+ap al+a)2+a)p(B+1)(B+2)

n=3, c¢3= G =

32+y) 1-2-3p(y+1)(y+2)

continuando de esta manera se obtiene,

@B 1
n (7/)" T’l! 7

(1.24)

en donde, (a), representa el simbolo de pocchammer que se define,

ala+1)(a+2)..(a+n-1), n>0
(a)n =
1, n=>0
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utilizando (1.21) y (1.24) se encuentra que una solucién de la ecuacién hipergeométrica (1.20)

viene dada por,

N (@)n(B)n x"
Y :nZ:o‘ (), nl’

la expresion para y dada anteriormente se llama funcién hipergeométrica y se acostumbra a

notar,

Y1 = Pl( ay P 'x) - Z:; (a()y§ﬁ )% (1.25)

La expresion para y; tiene sentido si y no es un entero positivo. Con un procedimiento similar al
anterior, y utilizando s = 1 — y, se puede encontrar una segunda solucién de la ecuacién (1.20).

Sin embargo, preferimos utilizar el siguiente método. Sea

y=x""w, (1.26)

de donde,

/

Y =1-yx7w+x7w,

Yy ==y =7+ 21—y 7w + X w”, (1.27)

reemplazando las expresiones (1.26) y (1.27) en la ecuacién (1.20), se obtiene luego de simplificar,
x(1-x)w”" +2-y—-(a+p-2y+3)xJw' —(a+1-y)p+1-y)w=0,
que se reconoce como una ecuacién hipergeométrica con pardmetros,

a=a+l-vy
p=p+1-y
y'=2-y,

es decir, se puede utilizar la férmula (1.25),

a+l-y f+1-y

)

w:2F1(
2=y
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la expresion para w tiene sentido si y # 2 o de un entero positivo de donde por la ecuaciéon

(1.26), una segunda solucién de la ecuacion diferencial hipergeométrica de Gauss,

a+1- +1-
Yo = x;_VFl( Y ﬁ )4 'X) ,
2-y

la discusién anterior la podemos resumir en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 12 Si«, f, y son niimeros complejos con y & z, la ecuacion diferencial

x(1-x)y" +[y—-(a+p+1x]y —apy =0,
admite como solucién general,

a B
Y

+1- +1-
X)C1 + ZFl( 0( 4 ‘B ¥
2-y

Yy =2 Fl( x)szl_y , (1.28)

con cy,c, complejos arbitrarios.

Nota13 1. Siy =0,-1,-2,-3, ..., una solucién particular de la ecuacion hipergeométrica es y,.
2.S5iy =1,2,3,4,..., una solucién particular de la ecuacion hipergeométrica es y;. En cualquiera de los
dos casos anteriores una segunda solucién puede encontrarse con la formula de reduccion de orden: Si y,

es una solucion particular de la ecuacién lineal homogénea de segundo orden,

LY+ A@Y + fo(x)y =0,
una segunda solucién es,

et fl
y ]/of 7 x, F(x) 5 X
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1.4.2. Reduccién a una hipergeométrica

En esta seccién, se mostrard que algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden, con coefi-

cientes polinomiales se pueden reducir a una ecuacién diferencial hipergeométrica, utilizando

una transformacién adecuada. Las ecuaciones que se han considerado en este capitulo tienen la

forma,

(2 +k)y” +2bxy +b(b—1)y =0,

si Ay, A, son las raices de x? + k = 0; esto es:
Al = - \/—_k, /\2 = \/—_k,

sea,
;= x—A x4+ V=k
=M 2=k’

con lo cual,

X = ‘/—_k(ZZ -1),
utilizando la regla de la cadena, de (1.30) se tiene :

dy _dydz 1 dy
dx — dzdx  p+gdz’

d*y 1 dy

a2 4(V=k)? dz2’

con,

reemplazando (1.32) y (1.33) en la ecuacién (1.29) se obtiene:

z(z=1)y"(z) + [b - 2bz]y'(z) - b(b—-1)y = O,

26

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)



que corresponde a una ecuacién diferencial hipergeométrica. Al identificarla con la ecuaciéon
(1.20) cony =b;a = b, = b—1; se tiene que la solucién general de (1.34), de acuerdo a la
proposicion viene dada por (1.28),

es decir;

b b-1
y= ZFl(

1 0
Z)'C-l + 2F1(

b
z)a + 07

Z)Fzzl‘b,

b-1
- 2F1(

esto es,
y=c(l-2""" + Tt

Teniendo en cuenta el valor de z que aparece en (1.30), la expresién para y toma finalmente el

siguiente valor,

y = cr(V—k = 0)' + cp(x + V=)' (1.35)

Nota 14 Caso de la proposicion 6.

La ecuacion considerada en esta proposicion corresponde a la ecuacion (1.29) con, k = —a®. De esta

manera, la relacion dada en (1.35) proporciona la solucion general,

y=c(x—a)" +c(x +a)t

7

como en efecto, quedo establecido en la proposicion 6.
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Nota 15 Caso de la proposicion 7.

Para esta proposicion, la ecuacion diferencial considerada alli corresponde a la ecuacion (1.29)

k = a?.

En este caso, la solucion general vendrd dada de acuerdo a (1.35) por la expresion,
y=ci(ai —x)"70 + cp(ai + x)',

sin pérdida de generalidad, supongamos que x > 0, a > 0, ver figura,

F

iR

F 9
v

De acuerdo con lo anterior,

. _ _ 1 : _
(@i + %)™ = 0"t = |w| 7 (cos @1 + isen 1),

~ 1=b
2

(ai — x)""0 = 0" = |w| 7 (cos 61 + isen 6;)' 7Y,

pero,

T
9125—%,

asi,

cosB; = cos(g - (pl) =sen @y,

sen 9, = sen(g — (1) = COS @1,
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luego (1.38) se puede escribir como,

(@i — )"0 = W = | 7 (cos @1 +isenq;)'?, (1.39)

utilizando la férmula de D’Moivre en (1.37) y (1.39) éstas se pueden escribir,

(@i +x)"70 =t = |ZU|%(COS(p +isen ),

ai — x)" = W = @7 (sin @ + i cos @),
% @

con @ = (1-"b)p;.

Teniendo en cuenta las dos expresiones anteriores y (1.36) se tiene,

y = (2 +a?)?[c1(cos @ + isen @) + ca(cos @ + isen )],

y = (2 + %) [(c1 + ica) cos @ + (cp + icy) sen @],
finalmente si se toma c3 = ¢, +icy, ¢4 = 1 +icy, se llega a,
y = (% +a%)?[(cs sen @ + ¢4 cos @],
con ¢ = (1 —b)arctan (%) Como estaba establecida en la proposicién 7.
De esta manera, se observa que lo considerado en esta seccién, nos permite ver las propo-

siciones 6 y 7 de una manera unificada a través de la reduccién, de la ecuacién diferencial

considerada en (1.29), una ecuacién hipergeométrica de Gauss.

29



Capitulo 2

DE LAS INTEGRALES DE FRESNEL

2.1. Introduccion

Es usual en los cursos de variable compleja, utilizar el teorema de Cauchy 6 el teorema del

residuo para evaluar las integrales de Fresnel:

00 (o)
F. = f cos x%dx, F, = f sin x*dx.
0 0

En [5], el autor considera las integrales dependientes de un pardmetrop € R, y parat > 0:
F(p) = f e cospx’dy,  Fi(p) = f e sin px’dx.
0 0

Establece el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

_PEc(p) + tEs(p) .« tE(p) = pEs(p)

22 +p7) Flp) = 2(2 + p2)

Fip) =
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sistema que resuelve de una “manera ingeniosa”, para obtener expresiones explicitas de F.(p) y

Fs(p) en términos de p y t. Finalmente, toma p = 1 y hace tender t — 0* para obtener,

00 (o) 1
f cos x2dx = f sinaddy = = | =
0 0 2V\2

El objetivo de este capitulo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, usado para ello

las técnicas que se ensefian en el curso de pregrado de ecuaciones diferenciales.

2.2. Solucidén alterna

El sistema de ecuaciones diferenciales considerado anteriormente se puede escribir como:

t
Fip) = =5 ) ~ 5 b CRY
F(p) = z(t%wz)ﬂ(zo) - 2(t2p+ szs(p), (2.2)

al multiplicar la ecuacién (2.1) por F,(p) y la ecuacion (2.2) por F.(p), se tiene,

FIFR) = ~5 O ~ 3 a0 23)
FUFAD) = 5 Fe0F ~ gy b R0 24
restando (2.4) de (2.3),

t

—m[Fs(P)Z +F.(p)’],

Fs(p)Fi(p) — Fi(p)Fc(p) =
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dividiendo ambos miembros de la igualdad anterior por F.(p)?,

EQE(R) -FQEQ) _ l(ﬂ(v))zﬂl
F.(p)? 2(82 + p?) |\ Fe(p) ’

reconociendo el lado izquierdo de la igualdad anterior como la derivada de un cociente, se tiene,

(a(;o)) ot ., (Fs(m )"']
F(p))  2(22+p?) F(p)) |
haciendo el cambio de variable w(p) := i (P)’
F.(p)
dw t [1+w?],

dp 2P+ ph)
ecuacion diferencial de primer orden de variables separables,

dw t

T+w? 2 +p2)dp'

(2.5)
integrando la ecuacion (2.5), se obtiene,

1
arctan(w) = Earctan(g) + arctan(c),
donde c es una constante. Asi,

2arctan(w) = arctan(§)+arctan(c),

arctan(w) + arctan(w) = arctan(g) + arctan(c),

2w\ e
arctan -2 = arctan 1)

t
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tomando tangente en ambos lados:

2w p+ct
1-w? t—cp
despejamos w:
-1+ V1+a? p+ct
W=——"——, con a= ,
a t—cp

£ )
Fo(p)’

tomando ¢ = 0, recordando w(p) =

= -+ ’ (26)

De (2.1) y (2.6) se tiene,

Fip) p t HE +p?)' 2
H@Y"EW+ﬁV@mﬂﬂﬂ_(%W+ﬁJ’

asi,

Ep) _£-p -ty +p

F(p)  2p+p»)

F(p) £ +p? 2p? t /12 + p?
Fp)  2p(2+p?) 2p(t2+p®) 2p(t2+p?)’

Fp_1_ p ¢
Fp) 2p £+4p* 2pE+p2

(2.7)
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al integrar la ecuacién diferencial (2.7) se tiene,

1. t+ 2 +p?
In|F.(p)] = %m 7l - %m ) EII"TP' +Ink,

(t+ \/t2+p2)
kp| ——
p
2 + p?

7

1
In|F.(p)| = ) In

Kt + VET )

2 + p?

7

1
In|F.(p)| = 51“‘

aplicando propiedades de los logaritmos, se obtiene finalmente la expresién para F.(p),

Fe(p) = \/ K Ve pz), (2.8)

2 + p?

de la integral que define la funcién F.(p) y de (2.8) tomando p = 0,

f et gy = k(t; D) (2.9)
0

recordando que el valor de la integral gaussiana que figura en el lado izquierdo de (2.9) viene

dada por (ver nota 16),
f oty = VT (2.10)
0

al igualar las expresiones en (2.9) y (2.10) y haciendo t = 1, se tiene,

1 [n
Vi=372
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de esta manera (2.8) se puede escribir, como,

) \/7 t+ B +p? t2+p
op) = t2+p

Finalmente si en la igualdad anterior se toma t = 0, p = 1 se obtiene,

1 |«

F.(1) = ‘[000 cos(x?)dx = 5\ 7 (2.11)

para obtener el valor de la integral fooo sen(x?)dx, tomamos (2.11); haciendop = 1, t = 0 en (2.6)
y en la definicién de F;(p),

Fi(1) = F(1),

1 |«

F;(1) = ‘[000 sen(x?)dx = F.(1) = V7

Nota 16
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Capitulo 3

INTEGRAL PARAMETRICA

3.1. Introduccion

Sucesiones cuyos términos son integrales definidas que dependen de un pardmetro entero no

negativo, constituyen un tépico interesante en cdlculo. En [1] Dana-Picard, estudia la sucesién

1
1_
In:fx”w/ Ydx, nen, (3.1)
0 1+x

y muestra que I, dada en (3.1) se puede escribir como I, = a, + b,7, n € N con a, y b, racionales,

de integrales definidas,

mas precisamente demuestra.

Proposicién 1 Para cada entero no negativo p, se tiene,

Py 02%-21(p — k) ((p — k — 1)1)?

apy = -1+ L (2p —2k—1)! , (3.2)
1 v 2(p—k)@2p -2k -2)!
bzf’ - 2 + Z 22p—2k+1((p -k (3.3)

k=0
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Proposicién 2 Para cada entero no negativo p, se tiene,

Py 02-21(p — k) ((p — k — 1)!)?

G = 1= k=0 @2p — 2k +1)! ’
1 v 2(p-k+1)@2p - 20!
b2p+1 - _Z Z 22p— 2k+3((p k)!)? :

k=0

(3.4)

(3.5)

Posteriormente, con estos resultados y la ayuda de su sistema algebraico de computacién en-

cuentra algunas relaciones interesantes estos coeficientes a,, b,; comparando estos resultados

con la enciclopedia de sucesiones enteras, disponible de manera gratuita en la web.

El objetivo principal que nos proponemos es encontrar expresiones cerradas para a,, b, da-

das en las proposiciones anteriores, que permita a su vez la deduccién de las propiedades de

las sucesiones establecidas en [1].

3.2. Buscando las expresiones cerradas

Considerando la integral definida dada por el autor, se procedi6 de la siguiente manera para

dar una expresioén explicita para a, y by,

1
w/ d_ Ve [ =2y - o
f f \/mx Ox(l x7)72(1 — x)dx,

luego,
1 1 ! 1
I, = f X711 = x%) " 2xdx — f x"(1 — x?) " 2xdx.
0 0

dt
Haciendo el cambio de variable x? = ¢, con lo cual xdx = > se obtiene:

In:j; t—(1—t)-lﬁ_flt (1—t)‘1dt
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recordando la definicion de la funcién Beta de Euler:

1
B(x,y) = f AL - 1y,
0

la expresion dada en (3.6) se escribe como,

n+11 n 1
21"—3( > '5)‘3(5”5)'

Usando la relacién que existe entre la funcién Beta con la funciéon Gamma,

_TMI(y)
Blvy) = T'(x+y)

se obtiene,

ey )
T )

la férmula de recurrencia I'(z + 1) = zI'(z), aplicada en el denominador del segundo término de

1
(3.7)conz = g + > permite escribir (3.7) de la siguiente manera:

el el
(o) T e

2 2

teniendo en cuenta la férmula de duplicaciéon de Legendre,
2% () (z + 1
r(2z) = @I 2), (3.8)
vV
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conz = %, se tiene,

NI=

2 2 w1ty
2113
Asi,

. [ﬁrm) 1w ()2 1T(’§)]
" 27T () 4r(s) 27T (3) (%) VI

n— h 2
g e n [r(3) 69)
Lo T |

"1H\2

2
se llega a:
L = r@2m)mn L 2m o (m—1)!(m - 1)!
2 221-12m)C(m — 1)!(m —1)!  2m + 1) rem) '
I @mremm 22", L, mim!
am 221 2m\Cm!m!  (2m + 1) T(2m)(2m)’
como,

2mI'2m)=T2m+1)=2m! vy @ = [Zrn]

Se obtiene finalmente que:

. |2m 22m 1

IZm = 2m+1 - : . (3.10)
22+ 2m+1) o

m
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Procediendo de manera similar si en (3.9) se toma n = 2m + 1,

r2m+1)n 2m+1 221 1\
Dy (m + E)]

222 + 1) [T (1 + %)]2  2(m+1)T(2m +1)

Si en la formula de duplicacién de Legendre (3.8), tomamos z = m, se obtiene,

1. rl(2m)

F0m+3) = 52T (my

al reemplazar en la expresion dada anteriormente y simplificando se obtiene:

(3.11)

Iy =

o2m T 2m+1 {2m)

2m] 222 (1) |,

m

(2m+1)[

siguiendo la notacién que figura en el articulo [1], escribimos I, = a, + b, 7.

De esta manera las expresiones dadas en (3.10) y (3.11) permiten establecer las siguientes

afirmaciones.

Proposicién 1 Para cada entero no negativo m, se tiene que:

22m 1

2m+1) o
m
1 [2m
T :
2 m
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Proposicién 2 Para cada entero no negativo m, se tiene:

) 2
2m+1 : ’
2m+1) 2
m
em+1) 1 [2m
b2m+1 - 2 2 .
22m2 (m+1) | 4,

Nota1

1. A partir de las expresiones para ayy,, a1, €s evidente que

Aom+1 = —A2om-

2. De las expresiones de bay.1, baym, m > 0 se obtiene

me—l = bZ(m+1)—1

~ 1 Qm-1)+1)|2m

T2 (i —1+1) |4
1 2m—-1) (2m—2)!

S22 (m)  (m—1)(m—1)!

1 @m-1! 1 @2m-1)!(2m)
22mmpl(m — 1) 22m2(m — 1)!m.m!
1 @em! 1 |2m|_
S 2mAl gplyyl T D2m+l " = ~ban.
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Nota 2

En el articulo [1], con la ayuda de la base de datos [6]. se halla que,

n+1

21’1

Numerador(a,) = Denominador( Cyn), (3.12)

donde C,, es el n-ésimo niimero de Catalan; es decir,

Pero es claro, que de las expresiones para {a,} dada en las proposiciones anteriores se establece facilmente
la relacion (3.12); en efecto;

sin=2m

22m

Numerador(a,) = num(ay,,)

4dm
Denominador(” + 1Cn) = Den 2m + 1 . 1 { ]]

on
1 (4m
= Den om :22m'
27" L om

De manera similar se establece (3.12) para el caso n = 2m + 1.

Finalmente, el autor del articulo bajo estudio, ver [1] pag 1111 afirma “the question whether
such a do sed form for Num(a,) can be derived is still open", afirmacién claramente falsa, como

lo muestra las expresiones para a,,, y 42,41 dadas en las proposiciones 1 y 2 respectivamente.
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Conclusiones

* Los resultados obtenidos en algunos articulos, se pueden en algunos casos ser mejorados,
como es la situaciéon de lo mostrado en el capitulo 1; o se pueden presentar demostraciones

alternas como es el caso de lo indicado en los capitulos 2 y 3.

* Es importante en la formacion de pregrado,que el estudiante se enfrente al estudio de

articulos publicados en revistas especializadas del aréa.
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Recomendaciones

Para trabajos futuros se puede pensar en hallar la funcién g para la cual {f, g} sea un par
PP-2, en el caso de que f(x) = sinx, f(x) = logx, f(x) = arcsinx, o funciones similares. De la

misma manera, hacer un estudio similar para otros valores de n.
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