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RESUMEN

En el presente trabajo se aborda el estudio tedrico de la prediccién de
los modos de vibracion Raman de la red de un cristal de zinc oxide ZnQO, el
cual fue crecido por el método de deposiciéon de vapor.

Para realizar un estudio tedrico detallado se hace un repaso de la teoria
de grupos y la cristalografia, debido a que son temas muy importantes en el
estudio de los cristales.

La prediccion de los modos de vibracién del cristal ZnO con estructura
tipo wurzita, se obtiene por medio del método de la correlacién.

Por tltimo, se realizd el analisis del espectro Raman obtenido experi-
mentalmente para nuestro cristal de ZnO [12], donde se pudo observar y
comparar el método tedrico con el experimental, ademads, se pudo ver la
precision en la obtencién de los modos de vibracion por el método de la
correlacion.
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cAPiTULO 1

INTRODUCCION AL OXIDO DE ZINC (ZNO,).

En nuestra época, un problema que nos a venido preocupando es el cre-
cimiento acelerado de la poblacién, debido a este surgen problemas por la
escasez de recursos naturales, haciendo asi que la demanda por energia lim-
pia y agua libre de contaminantes empiece a ser una prioridad. Existen varios
tipos de métodos fisico-quimicos para eliminar los téxicos contaminantes de
las aguas residuales, entre ellos la degradacién fotocatalitica de contaminan-
tes orgdnicos, este se ha vuelto el mas prometedor debido a su eficiencia, facil
operacién y por la conversion de energia foto a energia quimica. El grafeno,
el cual es una sola capa laminar de dtomos de carbono, ha atraido mucha
atencion debido a su excelente conductividad eléctrica. También actiia como
sustrato para la formacién de nanomateriales y ademas actiia como un canal
conductor eléctrico de transferencia rapida que evita la recombinacion. El
ZnQ, posee una banda prohibida de 3,37eV a temperatura ambiente y una
alta movilidad de electrones. Debido a esto los pares electrén-hueco genera-
dos a partir de ZnO bajo radiacién de la luz suele causar recombinacion, lo
cual dana la actividad fotocatalitica. Teniendo en cuenta esto, la combina-
cion del ZnO con el grafeno mejora el rendimiento fotocatalitico, porque el
grafeno mejora la separacién de las cargas en el proceso fotocatalitico. Al
crecer nanovarillas de grafeno con ZnQO, por medio de deposiciéon quimica de
vapor (CVD) y el método hidrotermal, este compuesto logra una eficiencia
mas alta bajo la degradacién de luz UV que las nanobarras de ZnO por si
sola. Esto es lo equivalente en una mejora de la actividad de la fotocatalisis
de este compuesto. [1]

Ademas de ser 1til para el excelente filtrado del agua, el ZnO también
esta tomando un gran interés, debido a sus propiedades particular. Algunos
de los estudios y proyecciones de este material se citaran como sigue:

Nanovarillas de ZnO dopado con litio, es un buen candidato para la



creacion de dispositivos nanogeneradores, debido a que da una respuesta
piezoeléctrica mucho mas alta que con las nanovarillas puras de ZnO pu-
ras [2].

El crecimiento de nanoagujas de ZnO verticalmente alineadas, sinteti-
zadas en una base de silicio a baja temperatura, permiten una adaptacién
de impedancia entre el silicio y el aire a través de una reduccién gradual del
indice de refraccion efectivo de la superficie, lo que resulta en la propiedad
antirreflectante superior sobre un mayor rango de longitud de onda. Tam-
bién las nanoagujas muestran una mejora en el desempeno fotocatalitico y
una mejora en la dispersién Raman [3].

Se han sintetizado nanocompuestos de ZnO (zinc oxide) /RGO (reduced
graphene ozxide) por el proceso hidrotérmico con diferentes morfologias como
nanoparticulas, nanoldminas, nanoesferas y nanovarillas, y se ha encontrado
que las diferentes morfologias del ZnQO, tienen una gran influencia en la fo-
toabsorcion y por lo tanto en el rendimiento fotocatalitico. La sintesis de las
nanovarillas RGO/ZnO como un sandwich 3D, con las nanovarillas cultiva-
das verticalmente y hojas de grafeno a los lados, muestran el mas alto rendi-
miento de la fotocatélisis que las demds otras morfologias de RGO/ZnO [4].

El ZnO es un semiconductor que tiene muchas aplicaciones, como trans-
ductores piezoeléctrico, varistores, fosforos luminiscentes, y peliculas con-
ductoras transparentes. Como emisor de luz el ZnO posee una energia de
excitén de 60MeV . En electrénica el ZnO es muy atractivo debido a su alta
rigidez dieléctrica y alta velocidad de saturacién [5].

Al sintetizar ZnO en diferentes formas de coordinaciéon molecular y nano-
particula, estas nanoparticulas son funcionalizadas como moléculas comple-
jas a través de procesos de absorcion en etanol. Para determinar la orienta-
cion de absorcién de moléculas complejas , se utilizaron los métodos Surface
enhanced Raman scattering o SERS, UV-visible y DFT [6].

En la sintesis de nanocristales en n-butanol con control de la banda
prohibida permiten la fabricacién de dispositivos de OPV ( Organic Photo-
voltaic), ya que forman peliculas delgadas uniformes en la parte superior de
la materia inorgdnica, en comparacién con los dispositivos con Ca/Al éstos
presentan un rendimiento equivalente, pero a demés una estabilidad supe-
rior en el aire. Estos nanocristales de ZnO en n-butanol pueden ser usados
a otras aplicaciones optoelectrénicas y fotovoltaicas o celdas solares [7].

Se calcula que debido al aumento del consumo de energia, que llegara a
aproximadamente al triple en el 2050, el desarrollo de las celdas solares
ha ido aumentando rédpidamente y aun maés por la preocupaciéon sobre las



emisiones de carbono a partir de fuentes de energia basadas en combusti-
bles fésiles que estan causando dafios en nuestra atmésfera y contaminando
nuestro ambiente. El semiconductor ZnO tipo n, es ampliamente utilizado
en las celdas solares orgdnicas y las celdas solares hibridas, debido a sus
caracteristicas, tales como bajo costo, la sintesis facil, no toxicidad, alta es-
tabilidad, y buenas propiedades optoelectrénicas [8].

A escala nanométrica, los efectos de la mecanica cuantica se observan,
como el aumento de la banda prohibida de un semiconductor como el ZnO
con una reduccién en su tamano. Estos materiales, los cuales varian sus
propiedades 6pticas y electrénicas, variando el tamano de su composicién
molecular, son materiales prometedores para las aplicaciones del futuro [9].

El interés por las nanoestructuras cristalinas semiconductoras ha venido
creciendo, debido a la aplicacién en la optoelectronica y en construccién de
dispositivos microelectrénicos. Algunos de estos materiales semiconductores
son el oxido de zinc (Zn0O), nitruro de galio (GaN) y nitruro de aluminio
(AIN). De estos, el ZnO es un particular material prometedor para dis-
positivos optoelectrénicos en una pequena escala, ya que tiene una banda
prohibida de 3,37¢V, una gran energia excitén de 60M eV, una propiedad
de crecimiento auto-organizada de uniéon como nanoestructuras monocrista-
linas [10].



CAPITULO 2

CRISTALOGRAFIA

La cristalografia nos permite conocer como es el crecimiento, estructura,
simetria y propiedades fisicas y quimicas de los cristales. Un cristal es un
estado de la materia solida, en el cual existe un alto ordenamiento entre los
atomos que componen al material a grandes distancias en las tres dimen-
siones, desde el punto de vista de los dtomos y su ordenamiento, poseen
simetria. Los cristales difieren fundamentalmente de los liquidos o gases, en
que el arreglo periddico en estos es ausente. Es necesario introducir el con-
cepto de red cristalina, la cual es el arreglo atémico del cristal, sin tener
en cuenta la composiciéon atémica de los dtomos del cristal, los cuales se
consideran puntos que conforman el esqueleto del cristal. A estos puntos se
denomina red cristalina.

Una red cristalina puede estar formada de la siguiente manera: supon-
gamos un espacio dividido por 3 planos o mas, en cada plano habran mas
planos paralelos entre si e igualmente espaciados, esta division produce un
conjunto de celdas idénticas en forma, tamano y orientacién. Estos planos
se interceptan en unos conjuntos de puntos llamados puntos de red.

La celda unitaria de un red cristalina puede ser cualquiera de las celdas
debido a que estas son idénticas. Figura

Los vectores d, b y ¢ son llamados pardmetros é constantes de red de
celda unitaria, y los dngulos «, 8 y v definen la estructura cristalina.

La Celda Unidad da lugar a los diferentes grupos de cristales, a los que
se les denomina sistemas cristalograficos.

De esta manera una celda unitaria se repite en las tres dimensiones, exis-
tiendo asi una simetria que me permite clasificar las estructuras cristalinas.
Debemos tener en cuenta que una estructura puede estar compuesta de



Figura 2.1: Red cristalina

Figura 2.2: Celda Cristalina

varias celdas unitarias. Las redes de Bravais hacen referencia a los puntos
que componen una configuracién de posiciones de atomos en el cristal. Por
ejemplo, en la estructura hexagonal compacta, su estructura serd hexagonal,
pero su celda unitaria serd una red de tipo primitiva.

La simetria es la propiedad en la cual al aplicarle un movimiento a un
objeto, este no se diferencia de él mismo; estando en su posicién original
(invariancia).

Supongamos un sistema cristalino cibico, visto en dos dimensiones ob-
tenemos una red de puntos como se muestran en la figura [2.3] al aplicarle
una rotacién de 90° en sentido anti-horario y suponiendo un eje de rotacién
en la mitad, vemos que no varia la red de puntos.



Sistema  Crista- | Pardmetros de | Redes de Bravais | Simbolo
lino red
Cubico a = b = ¢;a = | Primitiva P
B =~=90° Centrada en el
cuerpo I
Centrada en las
caras F
Tetragonal a = b # c;a = | Primitiva P
B =~=90° Centrada en el |1
cuerpo
Ortorrémbico a # b # c;a = | Primitiva P
B =~=90° Centrada en el
cuerpo I
Centrada en
la  base C
Centrada en las
caras F
Romboédrico a = b = c¢;a = | Primitiva P
B = #90°
Hexagonal a = b # c;a = | Primitiva P
B =90°, v = 120°
Monoclinico a # b # c¢;a = | Primitiva P
~v=90°+# Centrada en la | C
base
Triclinico a # b # c,a # | Primitiva P
B # v # 90°

Tabla 2.1: Sistemas Cristalinos

©cie e Eje de
rotacién rotacion

Figura 2.3: Ejemplo de Simetria 1

De esta manera podemos aplicar varias veces esta operacién de simetria
y el sistema cristalino con esta distribucién de puntos de red permanecera in-
variante.



Supongamos ahora un sistema cristalino tetragonal (figura , la red
cristalina se muestra en la figura [2.5] si aplicamos una rotacién de 90° a la
celda unitaria de referencia en dos dimensiones vemos que esta no se repite
dentro de la red cristalina (color rojo), de esta manera el sistema cristalino
tetragonal no cumple con esta propiedad de simetria (rotacién de 90°). Ahora
si aplicamos una rotacién de 180°, vemos que la celda unitaria se repite (color
azul). También podemos aplicar una inversién (color verde) y la celdilla se
me repite; una reflexién (color amarillo)y ademés un desplazamiento (color
azul claro). De esta manera cada sistema cristalino posee sus propiedades

de simetria.

1=

Figura 2.4: Ejemplo de Simetria 2 Tetragonal

® € JP9—9 o

Celda de
referencia

7

Figura 2.5: Ejemplo de Simetria 2

Las operaciones de simetria en la notacién de shoenflies son:

- FE: Operacion identidad.



- () Rotacion sobre un eje de simetria, indica que al rotar el objeto 27”
se obtendra el mismo. Por ejemplo Cs indica una rotacién de 60°.

- Op v Oy: Reflexién de un plano, cuando la reflexion es perpendicular
a el eje con mayor orden de simetria se usa Op y cuando el plano de
reflexién esta contenida en el eje de mayor simetria se usa 0.

- 04: Reflexion diagonal al eje de rotacién.

- 1: inversién del objeto a través de un centro de simetria. La inversion
se puede escribir como la combinacién de i = Caoyp,.

- S,,: Rotacién impropia, es una combinacién de una rotacién y una
reflexién con el plano espejo perpendicular al eje de rotacién. De esta
manera S,, = 0,C,. El orden de las operaciones de simetria sucesivas
no son todas conmutativas.

2.1. Planos y direcciones cristalograficas

Los planos que estan en el cristal, pueden estar a través de los atomos
pertenecientes a la Red de Bravais y estos son especificados por los indices
de Miller usando las siguientes reglas (suponemos que la referencia se sitiia
en un punto de la red):

e Dibujar tres ejes en las direcciones de los vectores de la red primitiva.
ai, az y as.

e Encontrar los interceptos de los ejes con el plano en términos de las
longitudes de los vectores |a1|, |az| ¥ |as|; estos serdn 3 enteros s, so

, S3.
. 1 1 1
e Tomar el reciproco de s1, s2 , s3 como: —, — y —.
S1 S92 S3
1 1 1
e (Calculamos la relacion —: — : —.
S1 S92 S3
e Reducimos las relacién a los valores enteros mas pequenos posibles
111
h.k,l de modo que h:k:l = —:—:—
S1 82 83

e El plano es designado por los 3 nimeros (h, k,1).

Ejemplo: En la figura [2.6] vemos que los interceptos son 3,2,2; la razon
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de los reciprocos es —: —: = 86 6’ entonces el plano es denominado como

2 2
(2,3,3) con los indices de Miller(hkl).
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Figura 2.6: Plano (2,3,3). Ref [33].

Si el plano corta al eje en el lado negativo el indice pasa a ser negativo
y se denota como: 2 : 3 : 3.

Si los planos son paralelos a una de las 3 direcciones cristalograficas
ai, ag o as son definidos por: (0kl), (hOl) y (hk0) respectivamente. Los
planos paralelos a las caras del paralelepipedo de la celda unitaria se definen
(100)(plano paralelo a las direcciones de los vectores az y ag), (010)(plano
paralelo a las direcciones de los vectores a; y ag), (001) (plano paralelo a los
vectores aj y ag). Algunos ejemplos se muestran en la figura

(200)

] i.'\

amw |

(110)

Figura 2.7: Indices de algunos planos en la red cibica. Ref .



Las direcciones en los cristales son especificadas por tres niimeros enteros
[UVW] (entre corchetes), estos tienen la misma relacién que las componentes
de un vector en la direccién elegida en funcién de los vectores primitivos a1,
az y as. De esta manera, si la direccion deseada es alo largo del vector
I_;(nl,ng,n;;), entonces U : V : W =nq : ng : ns.

Las direcciones a lo largo de los vectores a1, a3 y a3 son llamadas direc-
ciones cristalograficas y se indican como: [100], [010] y [001] respectivamente,

figura

[001] [111]

. S, JEA— | o010

o a [110]

[001]

Figura 2.8: Algunas direcciones importantes en la red cibica. Ref [33].

2.2. Tablas Internacionales de Cristalografia.

En las tablas internacionales de cristalogréfica se encuentra una gran can-
tidad informacidn 1til sobre la simetria de cualquier grupo espacial. Adem4s,
da las posiciones de la celda unitaria; en donde se encuentran los elementos
de simetria.

El niimero de posiciones o multiplicidad, son la cantidad de puntos o
posiciones en la celda unidad, los cuales poseen simetria puntual dentro
de la celda unitaria, estos son las denominadas posiciones de Wyckoff. De
esta manera, al aplicar cualquiera de los elementos de simetria sobre una
posicién, se obtendra el mismo conjunto de puntos, a este conjunto de puntos
los llamaremos puntos de érbita.

Sin embargo, si en una posicién r existen algunos elementos de simetria
(como planos de reflexién y ejes propios), si dejamos este punto r como re-
ferencia y tomamos un punto 7/, algunos elementos de simetria no estardn
en el punto 7’ y el numero de puntos de érbita serdn méas pequenos hacien-
do que la cantidad de posiciones de simetria sean menos. Al conjunto de
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elementos de simetria aplicados a un punto (dejando invariante el punto)
formaran un grupo puntual, llamado, grupo de simetria local o grupo local,
el cual serd un subgrupo del grupo cristal.

El grupo de simetria local, se muestra en la tercera columna de la figura
como sitio de simetria (Site symmetry) usando la notacién internacional.

Cumpliendo la condicién de cerradura de la teoria de grupos, tenemos
que el nimero de posiciones en la 6rbita o posiciones de simetria, debe ser
un factor del nimero total de elementos del grupo local con mayor cantidad
de posiciones. Estas posiciones son llamadas posiciones de Wyckoff, ellas se
asignan con letras latinas minusculas.

Para el zinc oxide el grupo espacial es el N°186, su tabla de posiciones
de Wyckoff es:

Wyckoff Positions of Group 186 (P63mc)

iplicity|\Vyckoff|  Site Coordinates
MDIGEICH letter ||symmetry
(x.y.2) (-y.x-y,2) (=xty,x,z)  (-%,-y,z+1/2)
12 d 1 (y,-x+y,z+1/2) (x-y,X,2+1/2) (-y,X,2) (-x+y,y,2)
(x,x-y,2) (yxz+1/2)  (x-y,7y,z+1/2) (-x,-x+y,z+1/2)
6 i - (X,-X,2) (X,2X,2) (-2%,-X,2) (-X,X,2+1/2)
o (-X,-2x,2+1/2) (2x,X,2+1/2)
‘ 2 b 3m. (1/3,2/3,z) (2/3,1/3,z+1/2)
2 a 3m. (0,0,2) (0,0,z+1/2)

Figura 2.9: Posiciones de Wyckoff para el grupo 186. Tomada de .

Y en las tablas internacionales de cristalografia se muestran asi:
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Multiplicity, Coordinates
Wyckoff letter,
Site symmetry

12 d 1 (1 x,v,z (2) y,x—y,z (3) x+v,x,z
M x£,9,2+3 ) ¥ i+y,2+3 (6) x—y,x,z+3
(7) #,%,2 (8) T +y,%.2 9 xx—wz
(10) v,x, 2+ 3 (1) x—v, 9,2+ 3 (12) X, x+y,2+3
6 ¢ m X7 Y oxi7 X017 Xx,z+4 X,2%,z+1% 2x,x,2+ 1
2 b 3m. 12z 3 52+3
2 a 3m. 0,0,z 0,0,z+1

Figura 2.10: Posiciones de Wyckoff para el grupo 186. Tomada de [32].

Para el grupo 186, tenemos 12 posiciones de Wyckoff con simetria local
1 o (4, 6 con simetria local .m. y 2 veces 2 con simetria local 3m. El grupo
puntual para este grupo espacial es el Cg,, el cual posee 6 clases de elemen-
tos de simetria, entonces la multiplicidad de las posiciones serda un nimero
factor.

En la cuarta columna se muestran las fracciones de las longitudes de
cada posicién en la celda unitaria. Las posiciones se dan a lo largo de las
direcciones z, ¢ y 2. Para los sistemas Hexagonal y trigonal las direcciones
no coinciden con los ejes x,y, z, en estos sistemas es diferente que los otros
sistemas. Para los sistemas hexagonal y trigonal se tiene que: & esta dirigida
a lo largo del eje y negativo, ¢ esta dirigida entre los ejes x e y formando
un angulo de 30° con el eje x y 2 esta sobre el eje z. En la figura las
direcciones Z, 7, Z son las mismas que para a1, as y as.
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Figura 2.11: (a) Celda cristalografica del sistema hexagonal, (b) vectores
base a1, as de la celda primitiva y all, a’2 para la celda convencional. Ref .

Ademds, si por ejemplo hay una sola especie de 4tomo en una celda uni-
dad, a esta le debe corresponder solo una érbita. En nuestro caso esta no es
posible, debido a que las 6rbitas solo podran tener ya sea 12, 6, 2 posiciones.
El ZnO posee 2 tipos de atomos, por lo tanto; le correspondera la fila con la
multiplicidad 2. Claro esta que el niimero de especies no puede ser limitada
por la simetria, los cristales pueden construirse anadiendo mas especies nue-
vas. Si conocemos el nimero de dtomos de una especie dada, estos atomos
solo pueden ocupar una érbita con el mismo nimero de multiplicidad. Por
ejemplo, en el ZnO tenemos 2 dtomos de oxigeno y 2 zinc en la celda unidad,
a cada especie le debe corresponder solo una érbita con la multiplicidad 2 o
nimero de posiciones, figura [2.13

Wyckoff Positions of Group 186 (P63mc)

. [Wyckoff|  Site Coordinat ‘
IMuItlpI|<:|ty letter |[symmetry bl
(x.y.2) (yx-y2)  (Xty-xz)  (X-yz+1/2)
12 d 1 (y,-x+y,z+1/2) (x-y,X,z+1/2) (-y,-X,Z) (-x+y,y,2)
(X,X-Y,2) (Y, X,z+1/2)  (X-y,-Y,z+1/2) (-X,-x+Y,z+1/2)
6 c m (X,-X,2) (x,2%,2) (-2%,-X,2) (-X,X,2+1/2)
(-X,-2X,Z+1/2) (2X,X,Z+1/2)
b 3m. (1/3,213,z) (2/13,1/3,z+1/2) ‘
2 a 3m. (0,0,2) (0,0,z+1/2)

Figura 2.12: Posiciones para los 2 atomos de oxigeno y zinc. Ref .
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Todos los elementos de simetria del grupo puntual Cg, se pueden deducir
a partir de la fila con mayor nimero de posiciones o multiplicidad. Esto se
puede ver en la tabla de caracteres del grupo puntual Cp, tabla el
numero de operaciones de simetria es 12.

Para la estructura tipo Wurzita del ZnO, los pardmetros de red son:
a=b=381,¢c=6,23, a =90, 5 =90, v = 120. Esta formada por 4 atomos
en la celda unitaria, 2 d4tomos ocupan la posicién b en (0,0, z)(con simetria

local 3m o Cs,) y los otros 2 la posicién b en (g, 37 + 5)(con la misma
simetria local Cl,). Para visualizar esta estructura se usé el programa Jmol
incluido en . Este pide llenar los espacios para el correspondiente grupo

espacial, en nuestro caso es:

Structure Data | Seleccionar archivo |Ningun archi...seleccionado
[in CIF format] HINT: [ The option for a given filename is preferential ]

# Space Group ITA number

186

# Lattice parameters

3.81 3.81 6.23 90 90 120

# Number of independent atoms in the asymmetric unit
2

# [atom type] [number] [WP] [x] [y] [z]

O 1b ©.33 0.66 0.875

Zn 2 b ©0.66 0.33 0.0

or fill the area

Figura 2.13: Posiciones b para los 2 atomos de oxigeno y zinc. Ref .

De esta manera se obtiene:

c

' (a)

Figura 2.14: (a). Estructura tipo Wurzita. Generada con Jmol. Ref . (b)
Celda unitaria de la estructura tipo wurtzita

En la figura 2.14] podemos observar que la estructura generada con el
Jmol esta contenida dentro de la celda unitaria de la estructura tipo wurzita.
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CAPITULO 3

TEORIA DE GRUPOS

La teoria de grupos es un campo importante en el desarrollo del estudio
de los materiales, debido a la forma que permite organizar y caracterizar las
diferentes simetrias existentes de los materiales con simetrias cristalinas o
periédicas, en una forma matematica.

Un grupo se define como una coleccién de elementos que se relacionan
por medio de una regla de interaccién. Los elementos de un grupo no son
comunes numeros reales, estos elementos podran ser matrices. EI numero de
elementos de un grupo h es igual al orden del grupo.

Un conjunto de elementos debe cumplir con 4 requisitos para ser consi-
derado un grupo:

1. Que exista el elemento identidad F, este al ser multiplicado por cual-
quiera de los otros elementos del conjunto debe dar como resultado el
mismo elemento, de esta manera: FA = AFE = A.

2. Condicion de cerradura. Al realizar el producto de un elemento por
otro elemento o por el mismo elemento del conjunto, el resultado debe
ser un elemento del grupo. De esta manera, si AB = C, entonces A,B
y C son elementos del grupo.

3. Cada elemento debe tener su reciproco R, el cual también se debe con-
siderar elemento del grupo. De esta manera: AR = RA = F, donde al
realizar la multiplicacién del elemento A por su reciproco R el resul-
tado debe ser el elemento identidad FE, y estos deben ser considerados
elementos del grupo.

4. La ley asociativa de la multiplicacion se debe cumplir para los elemen-
tos del conjunto. De esta manera (AB)C = A(BC).
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La ley conmutativa no es requisito para que un conjunto sea considerado
grupo. Si los elementos de un grupo cumplen con esta ley, se denomina grupo
abeliano.

Un grupo puede estar compuesto de subconjuntos, estos subconjuntos
que componen el grupo cumplen con las condiciones para que el conjunto sea
considerado grupo por aparte, por ejemplo, si tenemos un conjunto en cual
esta compuesto por subconjuntos, y cada uno de los subconjuntos que com-
ponen el conjunto cumplen con las condiciones para ser consideradas grupo,
cada uno de estos subgrupos cumplen con estos requisitos sin dependencia
del otro subgrupo y asi formar un grupo con subgrupos independientes.

La clase de grupo se forma con los elementos de un conjunto que estan
conjugados entre si. Para encontrar el conjugado de un elemento A, se realiza
el triple producto entre el elemento A por cualquier otro elemento junto con
su reciproco. De esta manera:

X 1AX =B

A este tipo de multiplicacién se le conoce como transformacion de seme-
janza, donde A y B son conjugadas entres si.

En Cristalografia un grupo es un conjunto completo de operaciones de
simetria que obedecen las reglas de un grupo.

Por medio de transformaciones matematicas de operaciones de simetria,
podemos describir las propiedades de un sistema. Las propiedades fisicas
pueden ser expresadas como vectores, matrices o tensores.

Cuando las propiedades de un sistema pueden ser representadas por
descripcién matematica, y a ésta descripcion matematica se le puede tratar
como grupo por medio de transformaciones de simetria, se dice que ésta
propiedad es una representacion del grupo. Un grupo puede tener de esta
manera, diferentes tipos de representaciones asociadas con las propiedades
fisicas del sistema.

La diferencia entre una clase y una representacién de grupo es que la
clase se usa para mirar si los elementos de un grupo estan conjugados entre
si, lo que quiere decir que al aplicar la triple multiplicacién de un elemento
por otro elemento y por su reciproco se obtendré otro elemento del grupo,
de esta manera fisicamente podemos saber que tipo de operacién pueden
estar relacionando los elementos conjugados, o que semejanza existe entre
estos, ejemplo una rotacién y luego una reflexiéon que puede ser también
una inversiéon. La representacién de grupo es cuando una propiedad fisica
del sistema puede ser descrita matematicamente y esta se puede tratar con
transformaciones de simetria.

Una representacién del grupo también pueden ser los elementos de un

conjunto con la misma dimensién dentro del grupo, y esos deben cumplir
con la tabla de multiplicacién y ser elementos del grupo. La matriz de una
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representacion es cuadrada, el numero de elementos en las filas o colum-
nas es igual a la dimension de la representacién. Es posible tener muchas
representaciones para el mismo grupo.

La suma de los cuadrados de las dimensiones de las representaciones
irreducibles de un grupo es igual a el orden del grupo.

S d2=h (3.1)
1=1

El nimero de representaciones irreducibles de un grupo es igual al nu-
mero de clases en el grupo.

Para realizar rotaciones tomando de referencia un vector en coordenadas
cartesianas (z,y, z) al rotar un angulo 6 a las coordenadas (2, 9/, 2’) tenemos
que:

ZI"\ Z

Xf

Figura 3.1: Rotacién 6 de ejes (z,y, 2) a los ejes (2,1, 2')

Asi vemos que:

z' = zcosh + ysinb (3.2)
y = —xzsenf + ycosd (3.3)
2=z (3.4)
En forma matricial:
! air aiz aig\ (o x
Y| =lan axn as||y|=Alvy (3.5)
2 as; asy ass z z
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Donde podemos obtener la matriz de rotacion de la siguiente manera:

Cosf  Sinf 0
Cozy = A= | —Senf Cosf 0 (3.6)
0 0 1

La rotacién A en la nomenclatura de la simetria equivale a Cy(,) donde
z indica el eje de rotacién.
Para una inversién sobre el eje z tendriamos:

10 0
on=10 1 0 (3.7)
00 —1

En la matematica matricial se utiliza la traza de la matriz, esta es igual
a la suma de los elementos de la diagonal principal, por ejemplo para las
simetrias anteriores tenemos:

Para la traza de la matriz de rotacién.

TraA(Cy) = Z ai; = 2Cosh + 1 (3.8)

Para la traza de la matriz de inversién.
Tra(op) = Za” =1 (3.9)
ii

La traza de una matriz de transformacién que representa una operacion
de simetria, es llamada carédcter de la operacién y se denota por Y.

El caracter de una operacién de simetria posee las siguientes propiedades
al ser tratadas en teoria de grupos.

1. Sila traza de varias operaciones de simetria es la misma o es invariante,
se dice que todas las operaciones de simetria que pertenecen a la misma,
clase del grupo tienen el mismo caracter.

2. El caracter de una representacién reducible es igual a la suma de todos
los caracteres que contiene la representacién reducible.

3. Para determinar el numero de veces que una representacién irreducible
esta contenida en una representacién reducible se usa:

n® = 25 yaoxa (3.10)
A
Donde: X(j) es el caracter de la operacion A en la i representacién
irreducible.
x4 es el caracter de la misma operacién en la representacién reducible.
h el orden el grupo que tiene todas las operaciones de simetria.
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4. Para cualquier representacién irreducible, la suma de los caracteres de
todas la operaciones es igual al orden del grupo.

ST A) = h (3.11)
A

5. Los caracteres de dos conjuntos diferentes de representaciones irredu-
cibles son ortogonales. Donde una representacion irreducible no me va
a depender de ninguna otra representacién irreducible en el grupo.

D XilA)x;(A) = 0,6 # 4. (3.12)
A

6. Las representaciones irreducibles obedecen a la relaciéon de ortogona-
lidad.

Una representacion en un grupo de simetria se puede transformar en otra
operando bajo otra representacion del grupo. A estas representaciones que
se pueden transformar se les conoce como funciones de base. Fisicamente
me pueden representar una propiedad fisica del sistema. Por ejemplo en la
rotacién de los ejes (z,y,2), estos ejes de rotacién R, RyyRypueden ser
llamados funciones base para las representaciones irreducibles de un grupo.
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cAPITULO 4

GRUPOS PUNTUALES

Un grupo puntual de simetria, son las operaciones de simetria que me
dejan un punto fijo al aplicarle varias operaciones de simetria a una celda
cristalina.

Las operaciones de simetria sobre un objeto se obtienen tomando de
referencia un punto en el objeto o lo que se conoce como grupo puntual, sobre
este se realizan rotaciones sobre los ejes, reflexiones entre planos, reflexién
entre un punto central y combinaciones entre estos, formando asi operaciones
de simetria figura

La nomenclatura de Schon flies usada para los grupos puntuales es:

Grupos de Baja simetria.

- (C'1: No tiene elementos de simetria, la Unica operacién de simetria
posible es la operacién identidad.

- Cs: Posee un plano de reflexion de simetria y la operacion identidad.

- C: Posee un eje de inversion y la operacion identidad.
Grupos con un eje de simetria.

- () Rotacion sobre un eje de simetria, indica que al rotar el objeto 27”
se obtendra el mismo. Por ejemplo C3 indica una rotacién de 60°.

- Cpp: Es €, con la adicién de una reflexién perpendicular al eje de
rotacién (plano horizontal).

- Cnvz Es C,, con la adicién de una reflexién paralela al eje de rotacién
(plano vertical).
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Chi: Es C,, con la adicién de una inversién (Roto-inversién). Esta roto-
inversién también se puede escribir como Sy, = C,;, esto es valido
siempre y cuando en el texto se use Cy;

S,,: Rotacién impropia, es una combinacién de una rotacién y una
reflexién con el plano espejo perpendicular al eje de rotacién. De esta
manera S,, = 0,C,. El orden de las operaciones de simetria sucesivas
no son todas conmutativas.

Grupos con 1 eje de rotaciéon propia C,, y n ejes Cs.

D,,: Posee un eje de rotacién y n ejes dobles perpendiculares a dicho
eje.

e D, Tiene un plano de simetria horizontal y n planos verticales
de reflexién contenidos en el y uno de los ejes doble.

° Dnd5 Posee las mismas especificaciones que D,, y ademas, n pla-
nos de simetria verticales que pasan por los ejes dobles (planos
diagonales).

Moléculas Lineales

Doon: Moléculas con 2 mitades idénticas. 1 eje Cy, e infinitos ejes Co

- Coop: Moléculas con 2 mitades diferentes. 1 eje C e infinitos planos

conteniendo al eje C

Grupos con varios ejes C,, (Grupos de alta simetria)

T4: Moléculas que poseen su celda unidad de tipo tetraedro. Posee 4
ejes C3 que pasan por el centro y un vértice. 3 ejes Cy que pasan por
el centro y un vértice. 6 planos reflexion.

T}y: Posee 4 ejes Cs, 3 ejes Cy y 2 plano reflexion.
T: 4 ejes Cs, 3 ejes Cs.

Op: Moléculas que poseen simetria cubica y octaedro regular. Posee 3
ejes Cy pasan por los centros de las caras opuestas del cubo. 4 ejes Cs
pasan por los vértices opuestos del cubo. 6 ejes C's. 3 planos paralelos a
las caras. 6 planos pasan por las aristas opuestas y un centro inversion.

O = Oy, Sin reflexiones, ni rotaciones impropias.

Iy,: Moléculas que poseen simetria de un dodecaedro y un icosaedro.
Posee 6 ejes C5. 10 ejes Cs. 15 ejes Cy. 15 planos de reflexiéon y un
centro inversién.

I = I,: Sin reflexiones ni rotaciones impropias.

21



- Kj,: Simetria de las esfera. Solo los 4tomos pertenecen a este grupo.

(@)

(b)

(c)

Figura 4.1: Operaciones de simetria, dejando un punto fijo. Molécula tipo
XYy. Imagen tomada de .

En la figura en la parte (a) vemos 2 planos de reflexién verticales al
plano donde estén los 4tomos. En (b) vemos 1 plano reflexién horizontal y 2
planos reflexién diagonales. En (¢) vemos 5 ejes de rotacién propia de orden
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2, una rotacién impropia de orden 4 y una rotacién propia de orden 4.
Ademas de la notacién de Schéflies para los grupos puntuales, existe
la nomenclatura internacional o de Hermanm-Maugiun, esta notacién es
usada para agrupar las moléculas en grupos espaciales, los grupos espaciales
son la adicién de las operaciones de simetria espaciales, como por ejemplo
traslaciones y ejes de tornillo, que poseen los cristales. En la figura[4.2| vemos
la equivalencia de las 2 nomenclaturas y un resumen de las operaciones de
simetria de cada grupo puntual y a que sistema cristalografico corresponde.
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Crystal system

No.

Triclinic

Monoclinic

Orthorhombic

Tetragonal

Rhombohedral

Hexagonal

Cubic

L= 00 -3 L o

Symbol

'3

—{ Symmetry operations
Hermann- Schiin- e L e
Mauguin flies
1 C, E
1 Cy Ei
m C. Eal
2 Cy EC,
2[m Can EC,iay
2 mm Cyy EC,oy0,’
222 Dy EC,Cy'Cy”
2fm2fm 2[fm Dgy EC,C"C, ioyae' oy
4 C E2C,C,
si | E250C;
4/m Co | E2CCi2s,0n
4 mm C‘., EZC‘C'zﬂ'ngu
a 2m Sl.t' EC’IS‘Z'Q
422 D, é.c,zc, 26,
4;’" Zj'm 2}'"] D“ EEC;C.ZC,'ZC.
izS‘ﬂ"zﬂ'g 2"'
3 Ce E2C,
3 Sa EEC.H.S.
Iim Cew | E2C30,
32 Dy E2G3C,
32/m Dy E2C3Ci2Ss3e,
i/m G, E2Cyo 285,
6 & | E2cadc
ﬁ.'(m C“ Elc.ZC.C‘IZS;ZS.¢5
6 2m D
& mm o VYoo e
622 Dy Ezc,zc. Cy3Cy'3Cy"
sim2im2im | D | E2C2CC3G3C”
;25’.25;;.30', 30‘,
23 T E3C,8C,
2/m3 T» E3C.8Ci3e85,
43 25 (4] Eggﬂlf 6(.‘.25‘
4/m3 2[m 0
S 3 O

Figura 4.2: Sistemas cristalograficos con nomenclatura en Schéflies y

Hermanm-Maugiun. Imagen tomada de .
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CAPITULO D

TABLAS DE CARACTERES.

Sabiendo las operaciones de simetria de un sistema cristalino o una
molécula, podemos agruparlas y definirlas como un grupo de simetria, por
medio de la teoria de grupos.

Una tabla de caracteres me da informacién de la simetria fundamental
de un grupo puntual de simetria. Un ejemplo de una tabla de caracteres se
muestra en la tabla 5.1l

C3y Funciones

A |1 1 1 2 2 +y2, 22

A, |1 1 1 | R,

E 2 -1 0 (z,y) (Rz Ry) (22 — % 2y) (w2, y2)

Tabla 5.1: Tabla de caracteres del grupo Cj,

Esta tabla se explica de la siguiente forma:

Csy || 2C3 3 Funciones

A | [T T T 2 T+ y?, 22

A, |1 1 1 [ IR

E -1 0 (z,y) (Re, RYY| (=" — %, zy) (22, y2)

Figura 5.1: Tabla de caracteres del grupo puntual Cs,

De la figura tenemos que esta se subdivide en varios colores, expli-
caremos lo que representa cada color de la tabla de caracteres:

- La subdivisién en color azul, me representa el simbolo del grupo pun-
tual.

25



La subdivisién en color marrén, me representa las especies de simetria
o las representaciones irreducibles, donde se utilizan los simbolos de
Mulliken. Estos simbolos representan lo siguiente:

e Ay B son representaciones unidimensionales o mono-degeneradas.
Cuando las representaciones unidimensionales son simétricas (41)
se usa A, cuando son antisimétricas (—1) se usa B.

e F son representaciones bidimensionales o representaciones doble-
mente degeneradas.

e T son representaciones tridimensionales o representaciones triple-
mente degeneradas.

Seguido de las letras A, B, E y T suelen ir los subindices 1 y 2, el
subindice 1 indica una representacion simétrica con respecto a un eje
Cy perpendicular al eje de mayor orden, y el subindice 2 indica una
representacién antisimétrica. Aveces este eje no se presenta, para es-
tos casos se usan como referencias plano verticales. Ademés se suelen
agregar primas y dobles primas a las letras para indicar simetria y an-
tisimeteria respectivamente, con respecto al plano horizontal reflexion.

Seguido de los subindices 1 y 2, suele ir los subindices g y u, los cuales
indican que existe centro inversién. La g indica simetria con respecto
al centro inversién y u indica antisimetria con respecto al eje de centro
inversién. Estos simbolos provienen de las palabras alemanas gerade y
ungerade.

La subdivision en color naranja, me representa el simbolo de las ope-
raciones de simetria agrupadas en clases. Se cumple que el nimero de
clases de simetria es igual al numero de representaciones irreducibles.

La subdivisién en color negro, muestra los caracteres correspondientes
de las representaciones irreducibles.

La subdivisién en color rojo, muestra 6 simbolos z, y, 2 y Ry, Ry, R.. x,
y, z representan las coordenadas y R;, R,,R. representan rotaciones
al rededor de los ejes mostrado en el subindices. Se usan cuando estos
ejes o rotaciones, sirven como base para la representacion irreducible.

La subdivisién en color verde, me muestra la actividad raman (funcio-
nes cuadraticas), actividad IR o infrarroja (funciones de tipo lineal) y
Jz, Jy, J. modos acusticos.

26



CAPITULO O

LAPLICACION DE LA TEORIA DE GRUPOS AL
ANALISIS VIBRACIONAL DE MOLECULAS.

Los tipos de movimientos que puede tener una molécula son:

e Movimiento de traslacién.
e Movimiento de rotacién.

e Movimiento de vibracion.

6.1. Movimiento de traslacién y su grado de liber-
tad.

El movimiento de traslacién de una molécula es el movimiento corporal
de la molécula de un lugar a otro.

Durante las traslacion, el centro de gravedad de la molécula es defi-
nida por los cambios del vector de traslacion. Este vector de traslacion
posee 3 componentes cartesianas (x,y, z), algunas veces designadas como
(T, Ty, T%).

Como la molécula se puede mover en cualquiera de estas 3 direcciones,

decimos que el grado de libertad de movimiento de traslacién de la molécula
siempre sera 3.
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6.2. Movimiento de rotacion y su grado de liber-
tad.

El movimiento de rotacién o también rotacién intrinseca es la rotacién
de la molécula sobre un eje que pasa por el centro de gravedad.

Las rotaciones pueden ser sobre cada uno de los 3 ejes cartesianos que
pasan sobre el centro de gravedad de la molécula. Las 3 componentes del
vector de rotacién se definen como (R, Ry, R.).

El grado de libertad del movimiento rotacional de una molécula no lineal
siempre sera 3.

Sin embargo para una molécula lineal, el grado de libertad sera 2. Esto
es debido a que la rotaciéon de una molécula lineal sobre el eje del enlace no
se cuenta debido a que el momento de inercia para esta rotacién del enlace
es cero. Analicemos la molécula lineal COs.

El momento de inercia es:

I= Zmﬁ? (6.1)

Molécula lineal CO,
R,

O
89@3

Y

R,

Figura 6.1: Rotaciones intrinsecas de un atomo de oxigeno en la molécula
de COs.

En la figura vemos que el momento de inercia sobre cada unos de los
ejes es:

&
I

(do—c)? + My((2do—c)?)

[
==



6.3. Movimiento vibracional y su grado de liber-
tad.

El movimiento de vibraciéon de una molécula implica compresién y ex-
tension de los enlaces.

El grado de libertad vibracional de una molécula se obtiene restando
la suma de los grados de libertad traslacionales y rotacionales del total de
grados de libertad de la molécula.

El total de grados de libertad de una molécula con N &tomos es 3N
(cada atomo posee 3 ejes coordenados de movimiento).

e Para las moléculas no lineales tenemos que:

(Grado de libertad traslacional = 3)+ (Grados de libertad rotacional
= 3)= 6 grados de libertad.

e Para las moléculas lineales tenemos que:

(Grado de libertad traslacional = 3)+ (Grados de libertad rotacional
= 2)= 5 grados de libertad.

Por lo tanto el grado de libertad vibracional sera:

- Grado de libertad vibracional o ntimero de modos de vibracién para
moléculas no lineales.

#Modos = 3N — 6. (6.5)

- Grado de libertad vibracional o ntimero de modos de vibracién para
moléculas lineales.

#Modos = 3N — 5. (6.6)

Los vectores de vibracién no se encuentran directamente en la tablas
de caracteres debido a que el grado de libertad vibracional depende de el
numero de dtomos (N) de la molécula (ecuaciones y .

Las especies de simetria de vibracién (Ap, Ag, By, Ba, E...) pueden ser
obtenidas restando las especies de traslacién y rotacién (obtenida de la ta-
bla de caracteres ) de las especies de simetria de todos los movimientos
(traslacién,rotacién y vibracién).

Las especies de simetria de todos los movimientos se obtienen generando
una representacién reducible usando un conjunto de vectores base para cada
atomo. Lo que significa que a cada atomo de una molécula a estudiar se le
ubican ejes coordenados (x,y,z), luego se aplican las operaciones de simetria
y se mira cuantos atomos cambian.
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6.3.1. Reglas para generar una representacion reducible de
una molécula:

Usando vectores cartesianos en la base de cada dtomo.

1. Para cada atomo de la molécula, si cambia durante la operacion de
simetria No contribuye en nada (0) para el cardcter de la (RR).

2. Para cada dtomo de la molécula, si no cambia durante la operacién de
simetria contribuye en el niimero de dtomos que no cambian, para el
cardcter de la (RR).

3. Obtenemos los caracteres de las matrices de las operaciones de si-
metria.

4. Luego realizamos el producto del cardcter de la matriz de operacién
de simetria con el nimero de atomos que no cambian en cada una de
las operaciones de simetria de la molécula. De esta manera obtenemos
caracteres para cada una de las clases de simetria, generando asi la
representacion reducible.

La aplicacion se estas reglas se vera en el secciéon que corresponde a la
prediccién de los modos de vibracién.
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CAPITULO [

ESTUDIO DE LA SIMETRIA PARA EL
TETRACLORURO DE CARBONO CCLy.

El tetracloruro de carbono es una molécula compacta, de estructura te-
traédrica, en la cual 4 atomos de cloro se disponen alrededor de un carbono
como se muestra en la figura

Cada enlace C'—C!I mide 1,78A, cada 4dngulo de enlace Cl —C — Cl mide
109,5°.

Figura 7.1: Tetracloruro de carbono (Imagen generada con Jmol).
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7.1. Simetria

El tetracloruro de carbono, hace parte del grupo puntual Ty, a este grupo
de simetria pertenecen todas las moléculas con simetria tetraédrica, el cual
posee las siguientes operaciones de simetria:

4 )

Figura 7.2: 8 ejes de simetria Cj.
Tiene 4 ejes que pasan por un atomo
externo, atraviesa el atomo central,
de esta manera se obtienen 4 ope-
raciones C3, las otras 4 se obtienen
mitrando la molécula en el sentido

nverso. j

32

Figura 7.3: 3 ejes de simetria Cs.
Trazando el eje de rotacién que
pase por la mitad de la unién de un
par de enlaces C'— Cl, se generan las

3 rotaciones Cs. /




Figura 7.4: 6 ejes de rotacién-reflexion o rotacién impropia Cy(og), (Sp)-

Sobre cada uno de los ejes de rotacion podemos realizar una operacion de
rotacién de 90° o una operacion Cy y seguido de esto podemos realizar una
operacion de plano de reflexién, a esta operacion conjunta de simetria se
le denomina roto-inversién.

\ /
\

Figura 7.5: 6 ejes de reflexién diagonal a los ejes de rotacion Cs. (0y).

Sobre cada par de enlace Cl — C se generan planos reflexiones diagonales
a los ejes de rotacion.

\ /

Anadiendo a estas operaciones de simetria, también tenemos la operacién
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identidad, formando asi un grupo con 5 clases de operaciones de simetria, las
cuales son: La identidad F, rotacién propia de orden 3 representada por Cs,
rotacién propia de orden 2 representada por Cs, rotacién impropia de orden
4 representada por Sy y plano reflexién o reflexiones diagonales representada
por oy.

El conjunto conformado por estas operaciones de simetria, es lo que se
conoce como grupo puntual. Como ya se mencioné para en tetracloruro de
carbono es Tj.
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7.2. Operaciones de simetria

Estas operaciones se pueden representar por medio de matrices, las cuales

son:

\

La operacion identidad.
1 00
E=1010
\ 001 j
Rotacién propia de orden 3 (Cs) \
0 0 1
i@ =[-1 0 o
0 -1 0
0 0 -1
c;®=1-10 0
0 1 0
0 0 -1
i =1(1 0o o
0 -1 0
010
c;M=10 0 1
. . . 100
Figura 7.6: Rotacion propia de or-
den 3 en el sentido contrario a las (9 0 -10
manecillas del reloj (Imagen genera- 3~ 001
da con Jmol). -1 00
0 1 0
c;W=10 0 -1
-1 0 0
0 01 0 -1 0
oW =110 0 c;W=1(o 0o -1
010 1 0 0
El signo - indica que la rotacion se hace en el sentido de las manecillas
de reloj, el signo + indica que la rotacién se hace en el sentido contrario
a las manecillas de reloj. Los niimeros en paréntesis se usan para darles
nombres a las operaciones y poder diferenciarlas.

N /
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Rotacién propia de orden 2 (C3).

-1 0

Ci=(0 -1
0 0
-1 0

cy=10 1
0 0
1 0

C3 = -1
0 0

Figura 7.7: Ejes en el Tetracloruro
de carbono (Imagen generada con

Jmol).

La z,y y z en la parte superior, indica que eje se esta tomando para

realizar la rotacién.

N

/

4

Planos reflexion (o)

rada con Jmol).

\_

Figura 7.8: Plano reflexién en el Te-
tracloruro de carbono (Imagen gene-

010
sM=1100
00 1
0 -1 0
dP=[-1 0 o
0 0 1
100
o =10 01
010
1 0 0
dM=1o 0o —1
0 -1 0
001
o =101 0
100
0 0 -1
d=10o 1 o0
1.0 0

)
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/

Rotaciones impropias de orden 4 (Sy)

Figura 7.9: Rotaciones impropias en
generada con Jmol).

0 -1 0

sV—f1 0 o
0 0 -1
1 0 0

s 0 0 1
0 -1 0
10 0

s® 0 0 —1
0 1

el Tetracloruro de carbono (Imagen

1 0
0 0
0 -1
0 1
-1 0
0 0
0 -1
-1 0
0 0

/

7.3.
de simetria del CCl4

Teoria de grupos aplicado a las operaciones

Ahora vamos a validar que el conjunto de operaciones de simetria para
la molécula de tetracloruro de carbono se puedan considerar como un grupo.
Recordemos los requisitos que debe tener un conjunto para ser conside-

rado grupo:

1. Existencia del elemento identidad E (en nuestro caso la operacién iden-

tidad).

37



2. Condicién de cerradura. Al realizar el producto entre 2 operaciones de
simetria, me debe dar otra operacion de simetria.

Realizaremos el producto entre 2 operaciones de simetria de diferente
clase. Hagamos:

0 0 -1\ /0 1 0 0 0 -1
CPeP=1-10 o[t 0o0]=[0 -1 0
0 1 0/\0o0 1 1 0 0

Donde podemos verificar que el producto da como resultado la opera-
cién Sflﬁ).

0 -1
S =1o -1 0
1 0 0
Otro ejemplo:
00 -1\ /0 1 0 00 1
cfWs®W=11 0 o||l-10 0o]=[010
0 -1 0 0 0 -1 100

Donde da como resultado la matriz oy

00 1
o =101 0
10 0

De esta manera, podemos realizar una tabla de multiplicacién para
este conjunto de operaciones de simetria.

Ty E Cs Cy Sy (o}
E E Cs Cy Sy o4
Cs Cs E Cs Od Sy
CQ CQ Cg FE Od 54
S4 54 gd od E CQ
o4 o4 Sy Sy (s E

Tabla 7.1: Tabla de multiplicaciéon para las operaciones de simetria del grupo
puntual Ty

En la tabla de multiplicacién ahi que tener en cuenta que para
realizar el producto de las operaciones de simetria, se toma un conjunto
de operaciones ( puede ser una de cada clase), supongamos las que
estan de color verde en la columna 1 son un conjunto tomado al azar
de operaciones de simetria, se debe tomar para la fila 1 las operaciones
inversas a las de la columna 1.

Por esta razén el grupo puntual Ty no es abeliano, debido a que en la
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tabla se hace el producto de un conjunto de matrices por sus inversos,
pero tanto las matrices como las inversas estan dentro de una misma
clase de operaciones de simetria. En la tercera condicién de un grupo,
validaremos esta afirmacién, en la cual el inverso de una operacién de
simetria también sera un elemento de esta clase de simetria.

3. Cada elemento u operacién de simetria debe tener su inverso, esta
inversa también se considera una operacién de simetria de la misma
clase.

4)

. ., . , + .
Si tomamos la operacién de simetria Cq ", le calculamos la inversa

(4)

obtenemos la operacién Cy "

0 0 -1
i =1(1 0o o
0 -1 0
0 1 0
Inversa[C;M)]: 0 0 -1 205(4)
-1 0 0

4. Ley asociativa. El producto de 2 o mas propiedades de simetria se
pueden agrupar de varias formas y el resultado sera una operacién de
simetria.

7.4. Calculo de la Tabla de caracteres para el gru-
po puntual 7.

La tabla de caracteres de un grupo puntual, me retne informacién im-
portante de la simetria. Existe una infinidad de matrices que representan las
operaciones de un grupo puntual. Al conjunto de matrices que obtuvimos
para el grupo puntual Ty se le conoce como representacion reducible.

Para comenzar observemos todas las operaciones de simetria en forma
matricial, como vemos en ninguna clase queda estable un valor de 1 o -1 en
cualquiera de los elementos de la diagonal principal, por lo tanto no pode-
mos obtener una representacion irreducible unidimensional deducida de las
matrices. Lo mismo ocurre si intentamos reducir a matrices bidimensionales.

z 0 0
0 =z =z
0 =z =z

Por lo tanto podemos comenzar con una matriz tridimensional, y generar
una representacion irreducible tridimensional, debido a que como ya vimos
no podemos obtener por medio de las matrices operaciones de simetria re-
presentaciones de menor orden. Las representaciones irreducibles se denotan
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con I'. Si calculamos el caracter x(R) (R indica que tipo de operacién se esta
tomando) de todas las operaciones, encontraremos que es el mismo en cada
una de las clases, por lo tanto podemos escribir la representacién irreducible
tridimensional de la siguiente forma.

E 8C3 3Cy 654 60q

T® 3 0 -1 -1 1

El orden del grupo, el cual es el niimero de operaciones de simetria del
grupo puntual denotado por h, para este grupo serd: h = 24.

Aplicando la primera regla de las tablas de caracteres, la cual enuncia
que la suma del cuadrado de cada una de las dimensiones (las dimensiones se
denotan por [;) de las representaciones irreducibles es igual al orden grupo
y también teniendo en cuenta la regla, la cual enuncia que la cantidad de
representaciones irreducibles es igual a la cantidad de clases, tenemos:

Y F=h
i=1

Como ya sabemos que existe una representacién irreducible de dimen-
sién 3, siempre iniciamos el analisis con ella. Una posibilidad podria ser la
siguiente,

dir=24
=1

324+ (22 + (22 + 2%+ (1)’ + (12 + (1) =24

Como vemos ésta consta de 7 representaciones irreducibles, y necesita-
mos que la cantidad de representaciones irreducibles sea igual al nimero de
clases de operaciones, en nuestro caso son 5.

La tnica posibilidad de cumplir con estas 2 reglas es de la siguiente
forma:

32+ 32+ (22 +(1)2+ (1) =24

Como vemos ahi 5 representaciones irreducibles. Estos valores a su vez
me representan la dimension de la representacion irreducible y ademas equi-
valen a la traza o al caracter de la operacion identidad, por esta razon las
ordenaremos en la columna debajo de la operacion identidad de la siguiente
forma:

Vamos a calcular las otras representaciones por medio de las reglas de
las tablas de caracteres:
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FE 803 302 654 60’d

iV
(1
2
@
(3)
1

3

1

~ H

'1

3
2

W W N =

—~

° I‘gl) Podemos generar la representacién totalmente simétrica aplican-
do:

I’ =3 "xg=h

Donde ¢ indica el numero de veces que esta una operacién de simetria
dentro de una clase.

(1?14 (1)?8 + (1)23 + (1)%6 + (1)%6 = 24
Por lo tanto la tabla nos va quedando:

FE 803 302 65’4 60’d

r 1 1 1 1 1
) 1
re 2
' 3 o a1 1 1
r$ 3

° Fgl) Para la segunda representacion irreducible de dimension 1, no po-
demos aplicar la misma regla que la de I‘gl), debido a que como los
caracteres estdn elevados al cuadrado, podemos obtener 16 posibles
distribuciones de valores. Aplicaremos el gran teorema de la ortogona-

lidad:

Lo que significa que los caracteres:
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J(R)vi(R = hé;; o 1 st 1=
> bRy g = hiy sw={o %12

Denotemos los caracteres para cada una de las clases de operaciones
como se muestra en la siguiente tabla.

E 8C3 3Cy 654 60q

r 1 1 1 1 1
ry) 1 XCs  XCs  XSi  Xoy
r® 2

3 0o a1 a1 1
) 3

2

Aplicando el gran teorema de la ortogonalidad para Fgl) y Fgl) tene-
mos:

L(1)(1) +8(1)(xcs) +3(1)(xc) + 6(1)(xs,) +6(1)xoy =0

8X03+ 3X02+ 6XS4+ 6X0'd = -1 (71)

Como I 51) es una representacion unidimensional, sus caracteres deben
estar formados por 1, -1 y 0. La tnica posibilidad para que sea
verdadera es que los valores de los caracteres tomen los siguientes
valores.

8XC3+ 3X02+ 6XS4+ 6Xcrd = -1
8(1)+ 3(1)+ 6(-1)+ 6(-1) = -1

De esta manera la tabla nos va quedando:

E 8C3 302 654 60‘d

' 1 1 1 1 1
r 11 1 a1
r@ 2
r 3 0o a1 a1 1
r$ 3
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o I'® Para la representacion irreducible de dimension 2, podemos aplicar
el gran teorema de la ortogonalidad con Fgl) y @

E 8C3 3Cy 65y 6oy

' 1 1 1 1 1
r 11 1 a0 -
r® 2 xoy Xe» XS Xou
r 3 0o a1 a1 1
r$ 3

1(1)(2) + 8(1)(xes) +3(1)(xez) +6(1)(xss) + 6(1)x0, =0

8xcst+ 3xe,+ 6xs,+ Oxoy = —2 (7.2)

Existen varias posibilidades de hacer valida la ecuacién 2 posibi-
lidades son:

8XC3+ 3XCQ+ 6XS4+ 6X0'd = =2
Posibilidad 1 8(—1)+ 3(2)+ 6(0)+ 6(0) = —2
Posibilidad 2 8(2)+  3(2)+ 6(—2)+ 6(-2) = -2

Para saber cual debe ser la correcta usamos el gran teorema de la
ortogonalidad para ¢ = j.

Y Xi(R)g=h
Para la posibilidad 1,
22X 8xg,+ 3G+ 6xE+ 6xF, = 24
1(2)% 8(—1)2+ 3(2)’+ 6(0)*+ 6(0)> = 24
4+ 8+ 12 = 24

Para la posibilidad 2,
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g Gt et GGt 6xg, = 24
1(2)2 8(2)%+ 3(2)%+ 6(—2)%+ 6(-2)2 # 24

4 432 412 +24 124 £ 24
96 # 24

Por lo tanto los caracteres para la representacion irreducible seran
los de la posibilidad 1, de esta manera la tabla de caracteres nos va
quedando:

E  8C; 3C, 6Si 60g
1 1 1 1 1
r 1 1 1 a4
r® |2 -1 2 0 0
3 o a1 a1 1
e | 3

3 . . .
° Fg ) Para la segunda representacién de dimension 3, podemos generar
un sistema de ecuaciones, asociando las 4 representaciones irreducibles
ya conocidas con la representacién irreducible a calcular.

E 8C3 3Cy 654 60g4

r) 1 11 1
riY 1 1 -1 -l
r® 2 12 0 0
3 0o a1 a1 1
ry 3 XCs  XC»  XSi  Xog

Para Fgl) y I‘g3) obtenemos:

M@O)B)+ 8(M)xes+ 3(M)xe,t+ 6(1)xs+ 6(1)xo, = 0
8X03+ 3X02+ 6XS4+ 6X0'd — *3

Para I‘;l) y I‘g?’) obtenemos:
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M@OB)+ 8(M)xes+ 3()xe,+ 6(=Dxs,+ 6(=1)xo,

8XCs

+3xcs

Para '@ y 1“53) obtenemos:

_6XS4

_6X0'd

M2)B)+ 8(=Dxest+ 3@2)xct 6(0)xs,+ 6(0)xoy,

Para I‘;l) y I‘g?’) obtenemos:

_SXC:;

+6XCQ

ME)B)+ 80)xes+ 3(=Dxet+ 6(=D)xs,+ 6(1)xo,

De esta manera obtenemos:

_SXCQ
8xcs+ 3xc,+  6xs,+
8X03 +3XCQ _6XS4
_8XC3
_3X02 _6XS4

_6X5'4

6Xo,
_6X0d
+6xcs
+6X0,

solucionando el sistema de ecuaciones obtenemos:

Xog - 07X02 == _17XS4 - 1;X0'd -

De esta manera nos queda la tabla de caracteres:

+6Xo,

|
[
w

-1

E 803 302 654 60‘d
' 1 1 1 1 1
r 11 1 a1
r@ 2 12 0 0
' 3 0o a1 a1 1
r 3 0o a1 1 4

Como vemos las representaciones irreducibles I';
(caracter es igual a 1) con los ejes de rotacién y son unidimensionales, por lo

tanto llevaran la letra A. T’

(1)
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1 g
y Fé ) Son simétricas

1 llevard el subindice 1, debido a que es simétrica
con Cy vy Sy. Fgl) llevard el subindice 2, debido a que es antisimétrica con
S1y 04.



La representacién irreducible I'®) como es de dimension 2 se denotara con
E.
. . . 3
Las representaciones irreducibles Fg

)

)

y Fg’) por ser de dimension 3 se

denotaran por T, I’g’ ird acompanada del subindice 1, debido a que es

simétrica a Sy, Fg?’) ird acompanada del sunindice 2, debido a que es an-
tisimétrica a Sy;. De esta forma la tabla de caracteres nos quedard de la

siguiente formas:

Td | E 8C3 3Cy 654 6oy
Ay 1 1 1 1 1
As 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0
Ty 3 0 -1 1 -1
T 3 0 -1 -1 1
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7.4.1. Inclusion de las funciones de las representaciones irre-
ducibles a la tabla de caracteres del grupo puntual
Ty.

Para esto someteremos a los orbitales p y d a las clases de simetria del
grupo puntual T, y tendremos en cuenta que:

1. Si los signos de los lobulos de los orbitales no cambian al aplicar la
operacion lo indicamos con +1.

2. Silos signos de los l6bulos cambian de signo al aplicar la operacion de
simetria lo indicamos con —1.

3. Si la operacién de simetria no se puede aplicar sobre los orbitales lo
indicamos con 0.

Después de esto miramos a que especie de simetria corresponde el
orbital.

e Orbitales p.

> orbital p,.

Identidad E. \

)

Rotacién propia de orden 2. (C!

Z Z -Z
E (=4
y " v
= = X C2P.=(-1)P,
E Pz=(+1)Pz k = x
% \
Rotacién impropia de orden 4. (Sy).

S54Pz =(-1)Pz
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~

Reflexién diagonal (o).

Z Z Ubicando el plano reflexion
diagonal sobre el eje z, como
se muestra:

X

O Pz =(+1)Pz Y

N

Como la rotacién de propia de orden 3 (C3), no se puede aplicar sobre
el orbital se indica con 0.

De esta manera obtenemos:

E Cs Co Sy Ud‘
1 0 -1 1 1 |p

Al someter los orbitales p, y p, sobre las clases de simetria obtenemos
los mismos valores que los ya obtenidos con el orbital p,. Debajo de la
operacion identidad ubicaremos un 3 indicando que posee 3 orbitales.

E Cs Co Sy 0d ‘
3 0 _1 -1 1 ‘ Dz, Pz, py

Como vemos estos valores corresponden a la especie de simetria T5.
En la tabla de caracteres no se escribe explicitamente los orbitales p,,
Dy ¥ D= , i no que se pone x, y y 2. De esta manera nos queda:

E Cs Co Sy 0d ‘
T, 3 0 -1 -1 1 Jay 2

e Orbitales d.

> orbital dx2,y2.
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Identidad FE. \

*ﬁ*

E d x>y2= (+_1) d x2-y?
N /

Rotacién propia de orden 3. (C3). \

cos 120=0,5
Vista del plano x-y. sen 120=0,87

: y
Y C3
ﬁ X

0,87-0,87-0,5-0,5=(-1)

Csd x>y?=(-1) d x*-y?

-

Rotacién propia de orden 2. (Cy).

AN

C,d x*y?= (+1) d x>-y?
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Las operaciones Sy y 04 no se pueden aplicar sobre el orbital d2 2
debido a que este orbital no se compone del eje z y estas operaciones
de simetria requieren para las reflexiones este eje. Por esta razén se
indica con un 0.

De esta manera obtenemos:

E Cs Co Sy 0d ‘
111 0 0 |dp,e

Al someter el orbital dz? bajo las clases de simetria se obtienen los
mismos caracteres que el orbital d2_,2. El la tabla de caracteres se
escribe la funcién del orbital dz? en su forma de combinacién lineal,
que surge de la suma de los orbitales 22 —4? y 22 — 2. De esta manera
obtenemos el orbital dz?:

R RS RS R 9 S B

E Cs Co Sy 0d ‘
1 11 0 0 | @22 —a?—y*a? —y?)

Debajo de la operacién E, ubicamos un 2 indicando la doble degene-
racion.

E Cs Cy Sy 0d ‘
2 -1 2 0 0 | @222 —a?—y?a? —y?)

Donde estos caracteres corresponden a la especie de simetria E. De
esta manera obtenemos:

E Cs Co Sy 0d ‘
E 2 -1 2 0 0 | @222 —a?—y*a? —y?)

> orbital dgy.
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Identidad FE.

Y E
“—)“

E diy = (+1) diy
N

~

Rotacién propia de orden 2. (Cy).

z

c:dxv =(—_1) Cxy

o

Rotacién impropia de orden 4. (Sy).

Vista en 2D

Yy
% Cz
x—3

54=C4. 04

o

o1



Reflexién diagonal (o). \

Vista en 2D

Y

G Ay =(+1) dxy

N /

La operacién C3 no se puede aplicar sobre los orbitales dyy, dy. vy dg-,
debido a que estos no se encuentran sobre los eje de coordenadas y al
aplicar las operaciones de simetria, no se va a obtener el mismo orbital
ni tampoco los 16bulos cambiados en sus signos.

De esta manera obtenemos:

E Cs Co Sy Ud‘
1 0 -1 -1 1 |dy

Al someter los orbitales d,, y d,, sobre las clases de simetria, ob-
tenemos los mismos valores que los ya obtenidos con el orbital d,.
Debajo de la operacion identidad E, ubicamos un 3 indicando el triple
degeneramiento.

E C3 Cy S5 o4 |
3 0 -1 -1 1 | duy dys, do:

Como vemos, estos valores pertenecen a la especie de simetria 15, de
esta manera nos queda:

‘ FE Cs (s Sy oF ‘
T ‘ 3 0 -1 -1 1 ‘ (xy, yz, z)

e Rotaciones intrinsecas R .
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Este movimiento de rotacion intrinseca de las moléculas no se debe
confundir con el movimiento de simetria de rotacién.

- Rotaciones intrinsecas R, .

Identidad FE. \ Rotacién propia de ordeD
(Ca).
E c @
vy —> v —
y —>.y
ERy= (+1) R g /
\_ J CRes (R, Y

Rotacién impropia de orden 4 (Sy). \

F 4 : |
(o}
O4
—_
y/+ i

Bl
SaRy= (+1) R«

N /

z
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Rotacién impropia de orden 4 (Sy). \

O4

¥

Ode: (_1) Rx

N /

La operacién C3 no se aplicar sobre los rotores intrinsecos R, R, y
R,, debido a que esta operacion rota la molécula 120° sobre un eje y
no ubica el rotor intrinseco en otro eje, por esta razén no se apreciar
el signo del rotor. Como no se puede aplica, ubicamos un 0 debajo de
esta operacion.

Al someter los rotores intrinsecos R, y R, bajo las operaciones de
simetria se obtienen los mismos valores que el obtenido con R,. Es-
ta tripledegeneracién la indicamos con un 3 debajo de la operacién
identidad

De esta manera obtenemos:

‘ E Cs Cs Sy 0d ‘
30 -1 1 -1 |(R. Ry, R.)

Estos valores obtenidos corresponden a la especie de simetria 7T7.

‘E Cg 02 S4 (o) ‘
|3 0 11 -1 | (Res Ry, R2)

El orbital S no se escribe explicitamente en las tablas de caracteres, este
es escribe en forma z2 4+ y? + 22 y como este orbital es totalmente simétrico
a las clases de simetria se ubica en la especie de simetria Aj.

De esta manera la tabla de caracteres para el grupo puntual T nos queda
de la siguiente forma:
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Td | E 8C53 3Cy 6S4 604| Lineales vy | Cuadraticas
rotaciones

A1 1 1 1 1 2 +y? + 22

Ay | 1 1 1 -1 -1

E |2 -102 0 0 (222 — 22 —y? 2% —y?)

T |3 0 -1 -1 | (Rs, Ry, R)

T |3 0 -1 -1 1 (z,y,2) (ry,xz,yz)

Tabla 7.2: Tabla de caracteres para el grupo puntual Ty.

7.5. Prediccion de los modos de vibracién para la
molécula tetracloruro de carbén CCly.

De la ecuacion [6.5| podemos saber el numero de modos de vibracion. Para
la molécula C'Cly en numero de dtomos es N = 5 y esta es una molécula no
lineal.

#Modos =3N —6=3(5)—6=9
Para obtener los modos de vibracién por medio de las especies de simetria
vamos a seguir los siguientes pasos:
1. Generamos una representacién reducible (RR) de todos los movimien-
tos de la molécula con un conjunto de vectores base en cada atomo.
Para esto usamos las reglas para generar una representacién reducible.

Usando vectores cartesianos en la base de cada dtomo.

Figura 7.10: Bases cartesianas a cada atomo de la molécula de CC'Ly.
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1. Para cada dtomo de la molécula, si cambia durante la operacion
de simetria No contribuye en nada (0) para el caracter de la (RR).

2. Para cada atomo de la molécula, si no cambia durante la ope-
racion de simetria contribuye en el numero de atomos que no
cambian, para el cardcter de la (RR).

3. Obtenemos los caracteres de las matrices de las operaciones de
simetria.

Para esto sumamos los elementos de la diagonal principal de cada
una de las matrices de operaciones de simetria.

4. Luego realizamos el producto del caracter de la matriz de ope-
racion de simetria con el nimero de dtomos que no cambian en
cada una de las operaciones de simetria de la molécula. De es-
ta manera obtenemos caracteres para cada una de las clases de
simetria, generando asi la representacién reducible.

» Durante la operacién E, ningiin dtomo cambia.
e Numero de d4tomos que no cambian = 5.
e Caracter de E en la RR. xgrr(F) =35 = 15.
» Durante la operacion C3, 2 &tomos no cambian sus posiciones.
e Numero de atomos que no cambian = 2.
e Cardcter de C5 en la RR. xpr(C3) = 0% 2 =0.
» Durante la operacién Co, 1 4&tomo no cambia su posicién.
e Numero de atomos que no cambian = 1.
e Cardcter de Cy en la RR. xgr(C2) = —1%1=—1.
» Durante la operacién Sy, 1 4tomo no cambia su posicion.
e Numero de dtomos que no cambian = 1.
o Caracter de Sy en la RR. xppr(Ss) = —1%1=—1.
» Durante la operacién o4, 3 &tomos no cambian su posicién.
e Numero de d4tomos que no cambian = 3.
e Cardcter de o4 en la RR. xrr(og) =1%3 =3.

De esta manera obtenemos la representacion reducible para todos
los movimientos de la molécula.

Td ‘E Cg CQ 54 od
Trr(CCly)[ 15 0 -1 -1 3

o6



2. Descomponemos la representacién reducible (RR) en sus consti-
tuyentes representaciones irreducibles (IRRs) usando la formula
de reduccién.

NIRR = % Z Nxrr(R)Xx1rr(R) (7.3)
R

Donde:

nrrr = Numero de veces que una particular IRR
esta en una RR.

h = Orden del grupo.

N = Numero de operaciones en cada clase.

xrr = Caracter de la operacion R en la RR.

x1rr = Caracter de la operacion R en la IRR.

Como ya sabemos el orden del grupo es h = 24, el nimero de
operaciones en cada clase y el valor de los caracteres de cada
operacién lo podemos ver en la tabla de caracteres

na, = i [(D)(15)(1) + (8)(0)(1) + 3)(=1)(1) + (6)(=1)(1) + (6)(3)(1)]

na, =1

nay = o2 (D){A5)(1) + (B)(0)(1) + (B)(=1)(1) + (B)(=1)(~1) + (6)(3)(~1)]

na, =0

ng — QL [(1)(15)(2) + (8)(0)(—1) + (3)(=1)(2) + (6)(—1)(0) + (6)(3)(0)]

nE:1

ng, = o= [()A5)(3) + (8)(0)(0) + (B)(=1)(~1) + (6)(~1)(1) + (6)(3)(~1)]

nm, =1

ngy = o= [(D5)(3) + (8)(0)(0) + (B)(=1)(~1) + (6)(~1)(~1) + (6)(3) (1)
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np, =3

Entonces tenemos que:

FRR(CCZ4) =A1+FE+T)+3T (74)

La ecuacién [7.4] corresponde a la representacién reducible de la
molécula de CCly en términos del nimero de representaciones
irreducibles.

3. Calculamos las especies de simetria de los modos normales de
vibracién.
Esto lo hacemos restando las especies de simetria traslacional y
rotacional en la tabla de caracteres a la representacion reducible
de todos los movimientos I'rr(CCly).

IF'rR(CCly) = A+ E+ T+ 31y
Especies de traslacion= 0 0 0 —T5
Especies de Rotacion= 0 0 -1 0

Especies de los modos Ai+ E+ 0+ 275
de vibracién=

ModosCCly = A1 + E + 2Ty (7.5)

Como vemos, obtuvimos 1 modo no degenerado, 1 modo doble-
mente degenerado y 2 modos triplemente degenerados.

4. Predecimos si los modos de vibracién presentan actividad Raman
o actividad infrarroja IR basado en reglas de simetria de grupo
tedrico por medio de la tabla de caracteres.

ccly | IR Raman
Ay No activo Activo
E No Activo Activo
T5 Activo Activo

En la figura podemos ver los 4 picos correspondiente a las 4 especies de
simetria de vibracién o modos del un espectro raman del CCly.
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Mercury arc line
at 4358.3 A (435.83 nm. 22938 cm™))
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I ~218 em™
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v+ 218 em™
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=190 em!
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T*l +314em
L
v

7+ 790 cm™
v, +762 ™!

LJU

]

Stokes Raman bands
(type v — Ty)

111

anti-Stokes Raman bands
(type T + Uyy)

Rayleigh
(©) band. v

Figura 7.11: Primer espectro Raman para C'Cly.
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CAPITULO 8

INTRODUCCION A LA ESPECTROSCOPIA RAMAN

El fenémeno de la dispersién raman fue reportada por Sir Chandrasekhra
Venkata Raman en 1928, con un telescopio como colector y sus ojos como
detectores. Luego sus estudios fueron enfocados en las mejoras de los medios
de excitacion, desarrollando asi lamparas de helio, bismuto, mercurio, plomo
y zinc. Los mediciones originales fueron detectadas con placas fotograficas.
Luego se avanzo a las mediciones con instrumentacién fotoeléctrica.

El manera de excitacién se produce por medio de laser los cuales son
ondas electromagnéticas, que poseen un campo eléctrico y magnético.

El campo eléctrico esta dado por:

E = E, cos2mut (8.1)

Donde v es la frecuencia, y E, es la amplitud de la onda. La longitud
de onda A se define como la distancia entre dos crestas de una onda. Su
unidad de medida es el A (angstrom) , nm (nanometro). La frecuencia v es
el numero de ondas que viajan a la velocidad de la luz en un segundo. Su
unidad de media es el Hertz (Hz)

c

= 8.2
o= (52)
Donde c es la velocidad de la luz (c = 3 x 108m/seg)
El numero de onda esta definido por:
v 1
k=—-=— 8.3
pialy (83)

Su unidad de medida es el (m~1), (em™1).

Si una molécula interacciona con un campo eléctrico, puede existir una
transferencia de energia del campo a la molécula si se satisface la condicién
de Borh para la frecuencia.
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AE = ho = h§ = hek (8.4)

Suponiendo que AE = Ey— FE1, donde F1 y Es es la energia en diferentes
estados. La molécula absorbe AFE cuando la excitacion es desde Fy a Fs y
emite AFE cuando la excitacién es desde Fy a Ej.

Como vemos en la ecuacion (16), la energia de las ondas electromagnéti-
cas depende de la frecuencia v, también depende de la longitud de onda A y
del numero de onda k, h y c son la constante de Planck y la velocidad de la

luz (3 * 108ﬁ).
se

El espectro electromagnético es la distribucién de la energia de las ondas
electromagnéticas referida a su longitud de onda o a su frecuencia. El espec-
tro electromagnético empieza desde las ondas con menor longitud de onda
conocida, las cuales son los rayos gamma, y se extienden a las de mayor lon-
gitud de onda como las son las ondas de radio. El espectro se compone de:
los rayos gamma, los rayos X, luz ultravioleta, luz visible, rayos infrarrojos
y las ondas de radio.

780 nm 380 nm
b Leveno Tl
MEMIE 10 1 e 0 g0 g4 104 10 e 1o 1ps 1 1pn g
g Ondas de radi : 7
5 5
R e
i
'3
e I T T - - - L - -
fHEIY 17 1 i T T U Y. T PR, T T ST T R
ENERGIA o

Figura 8.1: Espectro electromagnético.

8.1. Efecto Raman

El fenémeno raman consiste en la dispersion ineldstica de un fotén cuan-
do este incide sobre un material. Cuando los fotones de un haz de luz inciden
en el material, la mayoria de ellos se dispersan elasticamente con la misma
frecuencia y longitud de onda incidente (Dispersion Rayleigh), pero una
pequena fraccién de esta energia es dispersada en frecuencias diferentes e
inferiores que la incidente, a esta dispersion se le conoce como efecto raman.

Esto se debe a que cuando el haz de luz incide, excita los datomos del
material estos adquieren energia, en los gases esta energia hace que los ato-
mos empiecen a rotar y vibrar, en el estado solido los atomos vibran, la
mayor parte de la energia incidente es dispersada eldsticamente, la porcién
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de energia absorbida por las vibraciones y rotaciones luego es emitida en
forma de onda, a la cual corresponde a la dispersién raman.

Existe el caso cuando los atomos del material se encuentran en estados vi-
bracionales e incide una onda de luz, la dispersién en este caso va a ser mayor
a una dispersién en la cual los atomos no se encuentren vibrando, a esta dis-
persion se le conoce como dispersién Anti-stokes (Ajgser < Adispersada), @ UNa
dispersion donde los dtomos del material no estén en estados vibracionales
se le conoce como dispersién Stokes (Ngser > Adispersada)-

En la espectroscopia Raman los haces de excitacién son laseres mono-
cromaticos cuyas ondas estdn en el rango visible del espectro electromagnéti-
co por el ojo humano k[10%,106]em ™!, de esta forma al obtener la dispersién
Raman-Stokes esta va a estar en un rango del espectro electromagnético me-
nor al espectro visible correspondiente a la infrarroja é al también llamado
espectro Raman k[102, 10*]cm 1. De esta forma se establece las transiciones
de niveles vibracionales de las moléculas estéan en el rango del infrarrojo. El
espectro Raman esta intimamente relacionado con las transiciones electréni-
cas.
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Figura 8.2: Niveles de energia para una molécula diatémica.

Como vemos en la figura los niveles de los estados vibracionales y
rotacionales estdn contenidos dentro de un nivel de transicién electroénica.
Cuando ocurre una transicion electrénica, los d&tomos son excitados y em-
piezan a vibrar y también pueden rotar.

El origen del espectro raman, es diferente al espectro I R (infrarrojo). En
el espectro IR, el haz que incide en la muestra sale con la misma direccién y
se miden las intensidades de energia de absorcién. En espectroscopia raman,
la muestra es irradiada con una intensidad laser en la region del UV -visible
(vo), ¥ la luz dispersada es observada en una direccién perpendicular al haz
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incidente. Como ya habiamos mencionado esta dispersién puede ser llamada
dispersién Rayleigh, donde el haz dispersado tiene la misma frecuencia que
el haz incidente (v,), y la otra, la llamada dispersién Raman, la cual es muy
débil, sus frecuencias son v, + vy, ¥ Vo — U, donde vy, es la frecuencia de
la molécula. Las lineas v, — v,, son llamadas Stokes y las lineas v, + v,, son
llamadas Anti-Stokes Figura 8.3

Dispersion ~ Dispersion
Dipersion Raman Raman
Rayleigh Stokes Anti-Stokes

Estados de
A Y energia virtual

Energia de
excitacion

Vo Vo-Vor | Vot Vaw

Estados
Y 1 de energia
\ 5 vibracional.

Figura 8.3: Efecto Raman.

Por lo tanto, en espectroscopia Raman medimos la frecuencia vibratoria
vy como un cambio de la frecuencia del haz incidente v,. Como sabemos
la luz es una onda electromagnética (haz del laser) que posee un campo
eléctrico denotado clasicamente por:

E = EyCos2mupt (8.5)

Donde Ej es la amplitud vibracional y vg es la frecuencia del laser.
Cuando un haz de una onda electromagnética inside en una molécula, el
campo eléctrico presente en la onda genera un momento dipolar eléctrico.
Este momento dipolar se produce debido a la distribucién de las cargas de
los electrones y el nicleo de los atomos de la molécula. Los electrones tienden
a estar en la direccién contraria al campo eléctrico, mientras que el ntcleo
va a tender a estar en la direcciéon del campo eléctrico E figura .

El momento dipolar eléctrico es :

P=aE (8.6)

Donde E es el campo eléctrico y a se conoce como polarizabilidad. Si
aumentamos el campo eléctrico en los atomos de la figura vemos que
estos tendran una direccién mas paralela a la direccién del campo eléctrico
E. La polarizabilidad «, es la constante de proporcionalidad, que me indica
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Figura 8.4: Momento dipolar Eléctrico.

que atomos son propensos a polarizarse con mas facilidad.

Si la molécula esta vibrando con una frecuencia v,,, el desplazamiento
del nucleo q es:

q = qoCos2mu,t (8.7)

donde gy es la amplitud vibracional.

El tensor de polarizabilidad «, serd en general una funcién de las coor-
denadas nucleares y por lo tanto de las frecuencias de vibracién molecular.
Cuando el haz incide, este posee un campo eléctrico que hace que los ato-
mos se polaricen, como el ntcleo tiende a ir en sentido de campo eléctrico,
este se alinea y luego empieza a vibrar, por esta razén por medio de la
polarizabilidad de la molécula podemos saber la energia de la vibracién.

Considerando que el sistema es libre de vibrar, pero no de girar (cristal,
atomos fijos), los niicleos de la molécula quedan fijos y estos vibran sobre sus
posiciones de equilibrio. La variacién de la polarizabilidad con las vibraciones
de la molécula, se puede expresar mediante la expansién de cada componente
Qmn del tensor de polarizabilidad o por medio de una serie de Taylor con
respecto a la coordenada normal de vibracién como sigue:

Omn, 1 62amn)
(@m0 ( Oqx >o T <3qk8qz Oqul (88)

Donde (cnn)o es el valor de la polarizabilidad «,,, en el equilibrio, gx,q
son las coordenadas de vibracién asociadas a las frecuencias vibracionales
de la molécula El subindice 0 en las derivadas, indica que estas deben ser
tomadas en la configuracién de equilibrio. Vamos a fijarnos solamente en un
modo de vibracion ¢, de esta forma la ecuacién [8.8] nos queda:

O,
mn = (mn)o + 8.9
oo+ (%52 (39)
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La coordenada g, lo dejamos como ¢, y la componente de polarizabilidad
Qmp 1o dejamos como a. De esta forma obtenemos:

Oa
= — 1
a=qog+ <aq)0q (8 0)

Reemplazando la ecuacion ecuacion y ecuacién en la ecua-

cién nos queda:
o (),
dq /),
P = [ao + (804) q] EyCos2mugt
dq /,

0
P = agEyCos2mupt + <8a> qEyCos2mugt
4/

dq

Aplicando la identidad trigonométrica

0
P = agEqCos2mvgt + (a) qoEoCos2mvgtCos2mum,t
0

1
CosACosB = B {Cos(A+ B) + Cos(A — B)} (8.11)
Nos queda:
Dispersiéon Raman
1 (O«
P = agEqCos2mugt + 5\ a0 qoEo | Cos{2m(vg + v )t} + Cos {27 (vy — v )t}
_,_/ q
Rayleigh 0 Anti—stokes Stokes
(8.12)

En la ecuacién el primer termino corresponde un dipolo oscilante
que irradia energia a una frecuencia vg, esta corresponde a la dispersion Ray-
leigh, el segundo termino corresponde a la dispersiéon Raman, de frecuencia
vo + Uy, (dispersién anti-Stokes) y vg — vy, (dispersion stokes). También po-
demos ver que cuando (Ja/0q)g es cero, la vibracién no presenta actividad
Raman, de esta forma para que una vibracién sea Raman activa, la variacién
de la polarizabilidad con respecto a la vibracién no debe ser cero.

8.2. Vibracion en la red

En los cristales, los &tomos se ordenan en una posicion de minima energia.
Como sabemos, en todo sistema fisico, cuando una particula se desplazada
de su posiciéon de equilibrio, este movimiento puede aproximarse al de un
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oscilador linear. Por esto, podemos tratar el cristal como un conjunto de
atomos unidos por resortes figura El cristal se puede imaginar como un
sistema de osciladores acoplados, el cual tendra modos normales de oscilacién
con frecuencias caracteristicas y en el cual se producira una propagacién de
ondas. Desde el punto de vista cudntico, estas vibraciones dan lugar a la
cuasiparticula llamada fonon, que son cuantos de energia vibracional.

Figura 8.5: Sistema de oscilaciones del cristal, las interaciones entre atomos
se sustituyen por resortes.

La velocidad a la cual se propagan las ondas dependera de la direccion en
que lo hacen y también de si la vibracion se produce en la misma direccién
(ondas longitudinales) o perpendicular (ondas transversales).

8.3. Funciones de Bloch

El movimiento de los dtomos en la red cristalina, puede ser descrito
por medio de teorema de Bloch. Este teorema describe el movimiento de
los electrones en un solido, en el cual los d4tomos forman una estructura
periddica. La soluciones de la ecuacién Sherodinger para la funcion de onda
demostradas por Bloch para un potencial periédico deben tenerla siguiente
formas:

Ui(r) = upe™” (8.13)

Donde ug(r) tiene el periodo del pardmetro red cristalina con ug(r) =
ug(r+1T).
El teorema de Bloch enuncia :
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Las funciones propias de la ecuacion de onda para un potencial periddico
es el producto de una onda plana e multiplicada por una funcion ug(r)
con la periodicidad de la red cristalina.

8.4. Vibracién de la red primitiva cristalina o fo-
nones con base Monoatémica

Consideremos la vibracion eldstica de un cristal con un tipo de dtomo n,
cuando este vibra sus atomos se desplazan una distancia. Encontraremos la
frecuencia de la onda elastica en términos del vector de onda y la constante
elastica. En la red cristalina, las vibraciones pueden ser longitudinales (figura
y transversales (figura .

Denotemos ¢, el corrimiento del &tomo n, ¢,_1 el corrimiento del a&tomo
n—1y qny1 el corrimiento del 4&tomo n+ 1 como se muestra en la figura
a es el parametro de la red correspondiente a la distancia entre los d4tomos.

—-a —
® o o o

‘n—1 R in+1

Gn-1 An - 4n nt1
- 6 >
—fa2 J1

Figura 8.6: Vibracién longitudinal.

Estas vibraciones pueden tratarse suponiendo los enlaces como resortes
entre los atomos, estos resortes son los encargados de hacer que el dtomo
vuelva a su posiciéon de equilibrio.

De la figura [8.6] vemos que:
El corrimiento del atomo n hacia la derecha es igual a:

T1 =0+ Qnt1 — Gn (8.14)

El corrimiento del atomo n hacia la izquierda es igual a:

Tg =0 — (Gn-1+qn (8.15)
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Figura 8.7: Vibracién transversal.

La fuerza de accién y reacciéon durante la vibracién puede tratarse por
medio de la ley de Hooke.

f=Kz (8.16)

Donde K es la contante de fuerza entre los planos del vecino mas cercano
entre un atomo y otro. K serd diferente para las ondas longitudinales y
transversales.

Para las fuerzas 1 y 2 tenemos que:

fi=K(a+ g1 —qn)  (8.17) fo=—-K(a—qu-1+¢,) (8.18)
La fuerza total, sera la suma de las fuerzas fi y fa.

F=f+/ (8.19)

Reemplazando f1 y fo nos queda:

F=K(a+ g1 —qn) — K(a— gn-1+ qn) (8.20)

F = K(qnt1+ qu-1—2¢n) (8.21)

La fuerza es igual a la masa m del atomo en la posicién ¢,, por la
aceleracion, la aceleracién la escribimos en su forma diferencial.
2
o
dt?

= K(Qn—i—l + Ggn—1 — 2(]71) (8.22)
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Las soluciones, teniendo en cuenta el teorema de Bloch para cada uno
de los desplazamientos sera:

In = Aei(wt—kna) (823)
Gn_1 = Aei(wt—k(n—l)a) (825)

Derivando 2 veces la ec. [8.23| con respecto a t.
d*q,

m
dt?

Reemplazando ec. [8:23] [8:24] [8:25] y [8:20] en 1a ec. [0.9]

_ _Aw2ez'(wt—kna) (826)

— mAw2eiwt—kna) _ ¢ (Aei(wt—k(n-‘rl)a) 1 Aeiwt=k(n=1)a) _ o g i(wt—kna)

(8.27)
Separando exponenciales:

_mAw2ei(wt—k:na) - K (Aeiwte—ikna—ika + Aeiwte—ikna-‘rika _ 2Aei(wt—kna))

_mAw2€i(wt—kna) - K <A€i(wt—kna)e—ika + Aei(wt—kna)eika o 2Aei(wt—kna))

—mAw2M: KAM (6—ika + eika o 2)
—muw? =K (e—“m + etha _ 2) (8.28)
Donde:

e~ 4 etke — 9C0ska (8.29)
Reemplazando ec. en la ec. tenemos:

—mw? = K (2Co0ska — 2) (8.30)
mw? = 2K (1 — Coska) (8.31)
w? = % (1 = Coska) (8.32)
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Para encontrar el rango de la primera zona de Brillouin, encontramos los
puntos maximos w frente a k, para esto derivamos la ec. [8.32] con respecto
a k e igualamos a cero.

dw?  2Ka
T Sinka =0 (8.33)
Sin(ka) = Sin(xmr) =0 (8.34)

Por lo tanto ka = £, tenemos:

v
k=4+— 8.35
" (8.35)
Reemplazando la identidad [8:36] en la ec. [8.32] tenemos:
5 (0
1 — cosf = 2Sen B (8.36)
2K ka
2_ B og.2 (F@ '
w - [ Sen 5 (8.37)
4K ka
k
— Y —|Sen (“) | (8.39)
4K /m 2

Graficando w en funcién de k tenemos , figura
El rango de k fisicamente significativo para las ondas eldsticas sera solo
el de la primera zona de Brillouin.

T
—rm<ka<m o —— <k<
a

SHE

Este rango es relativo, no hay razén para para decir que dos dtomos
adyacentes estan fuera de fase en mas de 7. Por ejemplo, una fase relativa
de 1,27 es fisicamente idéntica a una fase de 0,87.

k necesitard valores negativos y positivos, debido a que las ondas se
pueden mover a la derecha o a la izquierda.

8.5. Vibracién de la red primitiva cristalina o fo-
nones con base diatémica

Consideremos la vibracién elastica de un cristal en cuya celda primitiva
existen 2 tipos de atomos diferentes. Para cada modo de polarizacién en
una direccién de propagacién, en la relaciéon de dispersion de w frente k,
existen 2 ramas. Estas ramas reciben sus nombres debido a la frecuencia
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w
(4K /m)'/?

W Sen(ka/2) |

(4K fm)H/*

i
a

Primera zona de Brillouin

Figura 8.8: Curva de los fonones de una red monoatdémica.

que comprenden, la primera rama en la parte inferior recibe el nombre de
rama acustica; mientras que la segunda, recibe el nombre de rama dptica,
debido a que estas frecuencias, en los cristales idnicos (cristales constituidos
por un conjunto de iones de signo contrario) puede interaccionar con ra-
diacion electromagnética y por esto seran responsables en gran medida del
comportamiento éptico ) Figura .

Como el fonon vibra longitudinalmente y transversalmente, podemos te-
ner modos actsticos transversales (TA), modos actsticos longitudinales(LA),
modos épticos transversales (TO) y modos dpticos longitudinales (LO).

Si tomamos el movimiento en d dimensiones, y tenemos p atomos en
la celda primitiva, tendremos que el numero de ramas en la relacién de
dispersién serd: d acusticas y d(p — 1) épticas. Para el caso del fonon en
la red monoatémica, obtuvimos una rama de dispersion, esto debido a que
d=1y p=1, por lo tanto solo se obtuvo una rama de dispersién acustica.

Para el caso del fonon en una red diatémica, tenemos que: d =1y P = 2,
tendremos 1 rama éptica y 1 rama acustica.

En la red diatémica a considerar, los dtomos tendrdn masa diferente M
y m respectivamente, trataremos la vibracién como un resorte, en el cual K
sera la constante de elasticidad y las distancias cuando vibra se muestran

en la figura
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Llamaremos a las fuerzas que se mueven en direccién ¢ como f; y f3, y
a las fuerzas que se mueven en direccién —i como f2 y f3.

Fuerzas van hacia 1.

M - m M -
. @ . e . @ A
n—-1 1 n - n+1 n+ 2

. ® + © -
5 - I a1l Gni2 K
—a— " : -
| | i T Gnt1 ~ Gn
o> ? |
S 0T Qnd ~ Gut1
- |
Figura 8.9: Fonon en red diatémica. Direccién i.
Fuerzas van hacia —i
m ¢ M i om i M
@ : ? ® : [
e ® .
Tn—1 —n —qn+1 |
Ia &) Gn — 4n-1 l} :
: 0+ Gn+1 — Qn'
- <&
Sz Sa
Figura 8.10: Fonon en red diatémica. Direccién —i.
Para el 4tomo de masa m tenemos:
fi= K(CL + Gn+1 — Qn) (840)
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fa=—-K(a+gn—qn-1) (8.41)

Donde la fuerza en la masa m total sera:

fm:fl+f2
Jm =K@+ qny1 — @n — % — G+ qn-1)

fm = K(gn+1 — 2¢n + gn-1) (8.42)

La posicién de equilibrio de la masa m se encuentra en ¢,, podemos
escribir la ecuacion [8.42} en su forma diferencial:

d*qn
Jon = m-og = K(qn+1 — 2¢n + qn—1) (8.43)

Para el 4tomo de masa M tenemos:

f3=K(a+ gn+2 — qn+1) (8.44)

fa=K(a+ quy1 — qn) (8.45)

Donde la fuerza en la masa M total seré:

v = fs+ fa
fM:K(¢+Qn+2_Qn+1_¢_Qn+1+Qn)

v = K(Gnv2 — 2qni1 + qn) (8.46)
La posicion de equilibrio de la masa M se encuentra en g,11, podemos

escribir la ecuacion [8.46| en su forma diferencial:

d2(]n+l
fqn+1 =M 12

Las soluciones, teniendo en cuenta el teorema de Bloch para los despla-

zamientos de las ecuaciones y seramn:

= K(qnt2 — 2Gny1 + qn) (8.47)

Gn = Aei(wlt—nka) (848)

(i1 = Ae' 2= (ntDka) (8.49)
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Q1 = Aei(’wztf(’nfl)ka) (850)

Gn1 = Aeinte—i(n—l)ka)

Gn1 = Aezwzte—mkaezka

ika

Multiplicando y dividiendo por: ——, tenemos:
e

Q-1 = Aezwgte—znkaezkaezkae—zka

Gn1 = Aezwzte—z(n—i-l)kanzka

Gno1 = Aei(wgt—(n+l)ka)€2ika
Vemos que la primera parte de la derecha corresponde a la ecuacién [8:49]
por lo tanto nos queda:
In-1 = qny16”* (8.51)

Para el desplazamiento g,42 realizamos el mismo procedimiento hecho
para ¢,_1, quedando en términos de g,.

Gnio = Aei(wlt—(n+2)ka) (852)
dn+2 = Qneimka (853)
Como las ecuaciones y poseen derivadas dobles, derivamos g,
Y dn+1.
Derivando g,:
d2qn 2 _i(wit—nka)
02 = —Awie
d%q
Wgn = —wigy (8.54)
Derivando gp+1:
d? -
5:;1 _ _Awgez(wgtf(nJrl)ka)
d2
= Wt (8.55)
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Reemplazando y en la ecuacién [8.43
2 2ika
—mwiqn = K(qni1 — 2qn + qnire )
—mulgn = K (quir |1+ €2 —2q,)

—muwig, = K [1 + 62“““} Gnt1 — 2K qn
Reemplazando y en la ecuacién

— Mwigni1 = K (qne_%“ — 241 + qn)
Despejamos de gn+1 y lo reemplazamos en [8.56]

~Muwigni1 = K (Qn [1 + 6_22"“} - 2(]71—‘,-1)
2 _ —2ika
—Mwiqny1 = K [1 +e i| Gn — 2qn1 K
2 _ —2ika
20011 K — Mudgur = K [14+¢7%0] g,

K14 e

(8.56)

(8.57)

(8.58)

La ecuacion [8.58] es la ecuacién de relacion de los desplazamientos en
términos de la masa M. Vamos a considerar el caso en el cual las masas
vibran a igual frecuencia, de tal manera que: w; = ws = w. Reemplazando

3.08] en (.00

K [1+ e~2ike]

-y, = K [1+ ) o

K [1 4 e2ka]

—m = K (Lt ] s e~ 2

an — 2K qy

—mw?(2K — Muw?) = K? {1 + ewm] {1 + e_%ka] — 2K (2K — Mw?)

—mw?(2K — Mw?) + 2K (2K — Mw?) = K* [1 + eQika] [1 + 672“““}

(2K — sz)(QK — mw2) = K2 |:1 +1+ €2ik’a 4 e—2ika:|

Donde e%*a 4 e=2ika = 2C0s(2ka).
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(2K — Mw?)(2K — mw?) = K?[2 4 2C0s(2ka)]
Donde Cos(2ka) = 2Co0s%*ka — 1.

(2K — Mw*)(2K — mw?®) = K? |2+ 2(2Cos*ka — 1)]
2K — Mw?)(2K — mw?) = K? [ + 4Co0s’ka — ¥
(2K — Mw?)(2K — mw?®) = K? [4Cos*ka]

AK? — 2Kmw® — 2K Mw® + Mmuw* — 4K*Cos*ka = 0

Mmuw* — 2Kmw? — 2K Mw? + 4K? — 4K%Cos’ka = 0

Dividiendo entre Mm.

4 2Kw?*(M +m) 4K?(1 — Cos*ka)
(A +

=0
Mm Mm
o C2K(M + m)w2 AK?Sen’ka _ 0
~~ Mm Mm
a ~~ ~

b c
Solucionando por formula cuadratica tenemos:

2K (M +m) AK*(M +m)* 44K25en2ka
(Mm)? Mm
2

2K(M +m) \/4K2(M +m)? <1 } 4MmSen2ka)

- Mm (Mm)? (M + m)?
wy = 9
2K (M +m) N ZK(M +m) | 4MmSen’ka
) Mm Mm (M 4+ m)?
wy =

2

(8.59)

K(M +m) 4MmSen?ka
2

— T o R M
e \/ (M +m)?
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La ecuacién [8.59] corresponde a la ecuacién de dispersién del fonon. De
esta tomamos la parte del seno y buscamos cuando es maximo, osea tome
el valor de 1, para encontrar el rango de la primera de zona de Brillouin.

Sen’ka =1

T
k=4+—
2a

T
Los valores de £— sera los valores extremos de la primera zona de
a
Brillouin para la base diatémica.
Analizamos la ecuacién [8.59 en el punto k = 0.

W2 — K(M + m) 1441 AMmSer*0a
T Mm (M + m)?
K(M +m)
2

=— 2 (1+1

w4 Mm ( )
Donde obtenemos 2 soluciones:
2K (M +m)
wi =\ (8:60) w_ =0 (8.61)

Analizamos la ecuacién [8.59(en el punto k = 21

a
el |
AMmSen2<~—a
K(M
wi = BOLEm) 2a

Mm (M 4+ m)?

_ K(M +m) (M +m)? —4Mm
1@—1i¢ (L F )

w27K(M+m) - M? —2Mm +m?
£ Mm (M + m)?
K(M +m) (M —m)?
2
= 1+
hE Mm (M +m)?
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Wl =

K(M +m) 1j:M—m
Mm M+m

Donde obtenemos 2 valores para w.

K(M M — K(M M —
Mm M +m Mm M+m
wQ_K(M—i—m) M+m+M-m\ o, KM+m)(M+m—-M+m
T Mm M+m - Mm M+m

WP — K(M~+m) [ 2M W = K(M+m) [ 2p1
+ Mm M+m - M M+m
12K 12K
=4/ — 8.62 _ =1/ 8.63
W4 m ( ) w Vi ( )
Para los valores de k = —1, para cuando el fonon se mueve hacia la

izquierda, se obtienen los mismos valores. De esta manera se concluye que
no importa hacia que direccién se mueva el fonon, la frecuencia sera un valor
positivo, lo cual es légico, debido a que para vibrar necesita energia.

La gréfica de la ecuacion de dispersion [8.59| nos queda:

En la figura la separacién de las ramas éptica y acustica, depende
de la diferencia de masa de los atomos. Si estos tuvieran la misma masa
M = m las ramas convergen en k = .

a
Como vemos existe una banda de frecuencia prohibida, las ondas cuya
frecuencia esté en este rango se amortiguan y no se pueden propagar.
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w

A ox(Mim)
> 4 en Mm
Rama Optica__ aK
m
2.0x10™4
15x101
1.0x10" 2K
M
50x1013
:L o >k
2a 2a

Figura 8.11: Rama Optica y acistica para la relacion de dispersién de la red
ditémica.

8.6. Vibracion en la molécula diatomica

Supongamos una molécula compuesta por 2 atomos, la masa de los ato-
mos my y meo y consideremos que estas masas se encuentran a una distancia
r1y 12 del centro de gravedad, x1 y x5 son los desplazamientos de los a&tomos
respecto a la posicién de equilibrio. Por conservacién del centro de gravedad
tenemos:

C.G. i
my
o 7
]-. J"I P Fa o)
i = [
z |
E |
Figura 8.12: Molécula diatémica.
En equilibrio:
miry = marg (864)
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Cuando se desplazan:

ml(rl + .Tl) = MQ(T’Q + .’L'Q) (865)

Despejamos de (17) r; y la reemplazamos en (18).

mar2

m1( +:L“1) =m2(7“2+1132)

m1

mar2

+ mix1 = morg + maxo

el + M1T1 = Ml + M2aT2
mixr1 = Mmoxy

Y obtenemos: m m
2 1

T1=—T9 , To=—T1 (8.66)
mi meo

El enlace entre estos dos atomos los podemos, tratar como un resorte, donde
existe un fuerza de restauracion que hace que las masas vuelvan a sus po-

siciones de equilibrio. Esta fuerza es obedece a la ley de Hooke la cual esta
definida por:

f=—K(x1+ 22) (8.67)

Donde K es la constante de enlace, el menos indica que la direccién de
la fuerza es opuesta al desplazamiento.
Reemplazando (19) en (20) referentes a cada desplazamiento, tenemos:

m
fi= K+ — )
meo

m
fi= K1+ )2
ma

mg + my

fi=—-K( )T1

ma
y también referente al desplazamiento x».

ma + my

fa=—K( )2

my
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La fuerza es igual por la segunda ley de Newton a la masa por la acele-
racion (f = ma) y la aceleracion la podemos escribir en su forma diferencial
respectivamente.

d2$1 mi + mo
—_— = —K(——= 8.68
mioa ( - )z1 (8.68)
A2z mi1 + msy
WQW == (T)xQ (8.69)
Multiplicando (21)por M2 y (22) por L, luego sumdandolas
m1 + mo mi +ma
obtenemos:
A2z, mo my + mo ma
el R N P 16
m dt? (ml + mg) ( mo )xl(ml “+ mo
Cl2£C1 mimso my + ma
—5 () = —K( N )
dt? “mq + mgo mo ﬁ%1/+ ma
d2.7}1 mims
=-K 8.70
PR — o (8.70)
d21'2 ma mi + mso mq
=-K
2 dt? (ml “+ mo ( m1 )x2(m1 + mo
d2
5622( mimg K(ml +%)a:2( my
dt? “mi +my my ﬁl1/+ ma
d2.7}2 mims
—(—)=-K 8.71
dt? mi + mg) 2 ( )
Sumando (23) y (24) obtenemos:
mi1ms Pz, d%xo
=-K 8.72
my + my ( a2 ae (21 +2) (8.72)

mimsa

Reemplazando < ) por p o masa reducida y el desplazamiento

mi + ms
(z1 + m2)por ¢ tememos:

d2q

— =—-K :
7 q (8.73)
. K
Su velocidad angular esta dada por: w = 4/ —
1
La solucién de esta ecuacién diferencial es:
q = qosin(2mwugt + @) (8.74)
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Donde ¢ es la maxima distancia entre los d&tomos y ¢ es el desface que
depende de las condiciones iniciales.
La frecuencia de vibracién clédsica para la molécula diatémica es:

LIRS (8.75)

U[):% 1

La energia potencial se define como:
dV = —fdq = Kqdq

Integrando obtenemos:

[dV = [ Kqdg
1
V = ZKg¢
B q
1
= iK @3 sin? (2ot + ) Reemplazando ¢

= 2m%03uqd sin®(2mvot + ¢) De (28) despejando K y reemplazando.

Donde obtenemos que la energia potencial es:

V = 2?02 ugd sin? (2wt + ) (8.76)
La energia cinética se define como (T):
1
T = imvz 2 2
1 d 1 d
T = -m an + —mg ar2 Reemplazando la masa p y el
2 dt 2 dt .
desplazamiento gq.
1 (dg\’ .
= K o Derivando ¢ y reemplazando.

= 2720¢ugd cos? (2ot + ¢)

Donde obtenemos que la energia cinética es:
T = 2r%v2 ugl cos® (2wt + @) (8.77)

Donde la energia total del sistema sera:
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E = T+V

= 21%03ugs cos®(2mupt + @) + 2m2vdugd sin’(2mupt + @)

= 2m%03ugd |cos?(2muot + sin® (2wvgt + @)

Donde obtenemos que la energia total del sistema es:

E = 2r%02 gt = Constante (8.78)
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cAPiITULO 9

ORBITALES ATOMICOS Y SU RELACION CON EL
TENSOR RAMAN.

9.1. Funciones de Onda.

Para explicar el movimiento de las particulas subatémicas en 1927 Schrodinger
propuso una ecuacién de onda, su idea era describir cualquier particula con
propiedades de onda mediante una ecuacién que denominé funcién de onda.
Schrodinger procedié usando la ecuacién clasica de las ondas estacionarias,
la hipétesis de Broglie: el electrén se puede tratar como una onda y como
particula. El electréon debia cumplir las siguientes condiciones:

e El electrén no puede encontrarse en el infinito.

e La probabilidad de encontrar al electréon en cualquier unidad de volu-
men debe ser finita.

Las funciones de ondas (¥) predicen el comportamiento ondulatorio de
los electrones en dtomos multielectronicos aunque sélo se pueda resolver
para dtomos monoelectrénicos (como el dtomo de hidrégeno que posee un
electrén y un nicleo). La funcién de onda no es un observable, carece de
significado fisico. Puede ser real o imaginaria (sentido matemético), si es
real corresponde a la amplitud de la onda.

9.2. Atomo de Hidrégeno.

Para obtener las funciones de onda, para el movimiento del electrén
alrededor del nicleo, usamos la ecuacién de Schrodinger.

2
ey ve - Bu 9.1)
21
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El dtomo de hidrégeno consiste en un electron de carga e~ que gira
alrededor de un proton de carga e™, debido a la diferencia de sus cargas
mantienen una interaccién de potencial Coulombiana de la forma, figura
9. 11

e Z
_47reo T

(9.2)

+e

(proton)

Figura 9.1: Atomo de hidrégeno. Ref [26]

Para el 4tomo de hidrégeno el ntimero atémico Z = 1.

Como el movimiento del electron corresponde a un movimiento sobre la
superficie de una esfera, usamos coordenadas esféricas. El operador lapla-
ciano en coordenadas esféricas es:

210 (20, 1 0 OV, 1 (&
v "o\ or +T2567’L((9)a(9 Se"(e)ae +r256n(9) 0p? (9:3)

Reemplazando las ecuaciones del laplaciano y la ecuacién del poten-
cial 9.2 en la ecuacién de Schrodinger [9.1} obtenemos:

B2 [1 0 (4,00 1 0 ov 1 0*v e Z
- | == — _— — - —VU = FU¥
2 [TQ or <r 87‘) * r2Sen(6) 06 <Sen(9) 86) * r2Sen(6) <8¢2 >] dreg T
(9.4)
La funcién de onda ¥ la podemos expresar como el producto de 2 fun-

ciones, una R(r) para la parte radial y otra Y (0, ¢) para la parte radial.

U(r,0,¢) = R(r)Y (6, ¢) (9.5)
B2 [Y(0,¢) 0 [ ,OR(r) R(r) @ Y (0, ¢) R(r) [8°Y(0,9¢)
Q_E { r2 Or (TQ or ) * r2Sen(6) 90 <Sen(6’) a6 > * r2Sen(6) ( 0¢? )}_
2ROV (6.6) = ER0)Y (0,0
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Separando los términos radial y angular.

1 d [ 4dR(r) 2012 e?
— E
R(r) dr (r dr ) * h2 \dmeor + +

Parte Radial

s L ™) iy (22 -

Parte Angular

(9.6)

e Solucion de la parte radial.

Adn—1—1)12% /22r\" 27
Rn,l(r)_\/< ' ) ( ) e~ #r/nao LA () (9.7)

[(n+1)!Pn*ad \ nag nag
Donde n =0,1,2,3,....
[=1,2,3...,n—1

Liljll_l Son los polinomios asociados de Laguerre:

d p
2y o) = 17 (1) Late) (9.5)
y Lq(z) son los polinomios de Laguerre.
d\?, _
Ly(x) =e" (dm) (e x9) (9.9)
4
ap = ”Eof = 0,529 % 1070 (9.10)
me

Aqui ¢ es la permitividad del vacid.
h es la constante de Planck.
m es la masa del electrén.

e es la carga.
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Solucién parte angular.

Donde:
m=0,£1,£2 £3,..., +l.

P/ (Cosf) son los polinomios asociados de Leguendre.

—_1)m m m|+1
P"(x) = ( 235)! (1- $2>% (jgclmlJrl(H;Q - 1)l> (9.12)

Los primeros polinomios asociados de Leguendre
P(z)=1

P l(x) = —3P]

Pl(z)==x

Pl(z) = —(1 — 2%)1/?

Pr() = 2141P§<x>

Pl () = —PA()

Pi(x) = 3(1 - 2%)

Py () = —3(1 —a?)'/?

Tabla 9.1: Primeros polinomios asociados de Leguendre.
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9.3. Numeros cuanticos

La solucién de la ecuacién de onda requiere introducir ciertos parametros
que son los nimeros cuanticos (n,l,m, s).

Numero cuantico | Descripcién

n Esta relacionado con la energia y el tamano de los
orbitales.
1 Numero cuéntico azimutal. Indica la forma de los

orbitales atéomicos [ =0,1,2...,.n — 1.
e [ =0 Subdrbita ”s” (forma circular).

e [ =1 Subérbita ”p” (forma semicircular acha-
tada).

e | =2 Subdrbita ”d” (forma lobular, con anillo
nodal).

e [ = 3 Subdrbita "’ (lobulares con nodos ra-
diales).

e | =4 Subdrbita ”g”.

m Ntumero cuantico magnético. Indica las orientacio-
nes de los orbitales. —l < m <
s Numero cudntico de Spin. Describe el giro del

electrén en torno a su propio eje, en un movimiento

de rotacion. Este giro se hace en 2 direcciones —%

y +3.

Tabla 9.2: Descripcién de los orbitales atémicos. Ref [28]

9.4. Orbitales atomicos

La funcién de onda ¥ para una configuracién dada de nimeros cudnticos
(n,l,m) se llama orbital. El orbital es una funcién de probabilidad, cuyo
sentido fisico se refiere a una region del espacio respecto al nucleo donde
la probabilidad de encontrar un electréon de energia concreta. Los orbitales
moleculares se suelen representar como una combinacién lineal de orbitales
atémicos.

Ahora vamos a analizar la solucién de la funcién de onda para la parte
angular, debido a que esta parte me indica la forma y direccién de los orbi-
tales. La parte radial se dejard indicada, debido a que esta indica el tamafio
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y energia del orbital y no es de interés en este caso.

(24 1)(I —|m])

| 1 .
. \m| m
s (Cost)a=e ’

Ver

\I}n,l,m(ra 0, d)) = Rn,l(r)\/

e Orbitals. I =0y m =0.

(2(0) +1)(0 — |o])! .
2(0 + [0])! PS’(Cose)Ee )¢

U,00(r,0,0) = Rn,l(r)\/

1
1 1 .
U,00(r,0,0) = Rn,l<r>ﬁlﬁw

[

s = \I"n,O,O(ra 0, ¢) = Rn,l(r) (913)

Vi

Como vemos el orbital S ecuacién [0.2] solo depende solo de la parte
radial, por lo tanto su forma es esférica figura (9.2

2
1
Infea)= SphericalPlotSD[[ ] v 100 PiT : e 0;:2 Pi}]

4 Pi

005 o.00 005

Out[esl=

Figura 9.2: Orbital S. Imagen generada con Wolfram Mathematica
e Orbital PP,y P..

=1, m=0.

(2(1) + 1) — |0])

201+ [0])! PY(Cosh) ——e'0?

Ver

U, 1,0(r,0,0) = Rn,l(r)\/
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.1
Wn1,0(r,0,0) = Ry y(r) ;COS(Q)\/%M

[ P, = \/ERH’Z(T)COSG (9.14)]

En coordenadas esféricas la parte R, ;(r)Cos() corresponde a el eje z
en coordenadas cartesianas.

I=1,m=1

_ @)+ - 1), L s
\I/n,l,l(ra 07 (Z)) - Rn,l(r)\/ 2(1 T ‘1’)' Pl (0039) \/%6
U, 11(r,0,0) = Rm(r)\/g(—(l — 00329)1/2)ei¢
U, 11(r,0,0) = —\/anJ(r)SenHew (9.15)

Il=1m=-1

M)+ DA -] -1)

- 1
S+ = 1)) P1| |(C’059)—e ¢

Vor

Up1,-1(r,0,0) = le(?“)\/

3 —i
\I/n,L—l(T,e,(b) = Rn,l(r)\/;(—(l _ 00529>1/2)6 1)

Uyt 1(r, 6, 6) = — /%Rnl(r)SenHe_w (9.16)

Para representar los orbitales P, y P, hacemos una combinacién lineal
de las funciones de onda obtenidas:

Py = < (Un10(1.0,6) + W1 -1(1,6.9)
[ P, =— %Rn’l(r)SenHCosqS (9.179
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Py = (\Ijn,l,1<r707¢) - \Ijn,l,—l(r797¢))

[ P, = \/ERnﬁl(r)SenQSengZ) (9.189

En las ecuaciones[0.17)y[9.1§ vemos que poseen el termino Ry, ;SenfCos¢
el cual en coordenadas cartesianas corresponde a x y R, ;SenflSen¢ el
cual en coordenadas cartesianas corresponde a y, Ref .

Sl

Como ya se menciono, los orbitales son funciones de probabilidad, para
visualizar los orbitales se grafica la funcion elevada al cuadrado figura
9.0

J = ms[s]] . {0, 0, Pi}, {4, 0, 2P1}],
4 Pi

2
3
n|| T Cos[#] Sin[e]] . {e, 0, Pi}, {¢, O, 2Pi}, Plot.RangeaAll],
i
3

2
- sin[o] sm[o]] , {9, 0, Pi}, {#, O, 2 Pi}, E‘lot.]langeq}ul]}

Pi

Figura 9.3: Orbitales P. Imagen generada con Wolfram Mathematica

e Orbitales d. El valor de l es I =2 y m sera m = —2,—1,0,1, 2.

[=2ym=0.

(2(2) +1)(2 —|0])
2(2+10])!

| .
“PY(Cosb) \/12;620¢
T

U,00(r,0,0) = Rn,l(r)\/

1

51
Up00(r0,6) = Rn,,(r)\/; 5(8Cos%0 ~1) o

5
U00(r,0,0) = Rn,z(T)\/lﬁ:(?jC'osze -1)
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Donde Cosf = i.
T

5 22
U, 00(r,0,0) = Ry (1) ﬁ(?’ﬁ ~1)

De esta manera la funcién ¥, 2 o(r, 0, ¢) se denota como orbital d2.

[ do = Ry ()] 16%(300529 —1) (9.19)}

2
ﬂ 5 :
[T Sphericall‘:‘lotSD[[ (3 {cQs[e1)‘_1}] , {e, 0, Pi}, {4, O, 2 Pi}, momange_uul]
16 Pi

Figura 9.4: Orbitales d,2. Imagen generada con Wolfram Mathematica

[=2ym=1.

2@+ DRl o0 L

\I/n,Z,l(Ta 07 (Z)) = Rn,l (T)\/

2(2 + [1])! V21
0 NN
U,01(r,0,¢0) = Ry(r) 6T2(_30080(1 — Cos“0) )\/72?6

15 )
‘I’nz,l(ﬁ 0,¢) = _Rn,l('r') \/;COSGSenQe“b

[l=2ym=-1.
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Wn2-1(r,0,¢) = Rn,z(r)\/ (22) +1)(2 | - 1|)!P2|_1|(0039) L o

202+ —1))! V2r
5 2an1/2y L g
\I’n,Z,—l(Ta 07 ¢) = _Rn,l(r) m(—?)COSQ(l — Cos (9) )Ee

/15 )
\1171727*1(7'3 0, ¢) = *Rn,l("") gCOSGSenQe_w

Para representar el orbital d,. hacemos una combinacién lineal de las
funciones de onda obtenidas:

1

dyz = (\I’n,2,1(7", 9, ¢) - \I/n727,1(7“, 95 Qb))
1 15 . )
= = ip _ ,—ig
dy: 7 ( 1/ SWC’OSGSenH(e e )>
] 15
:=—7= |\ 24
dy 7 < \/;CoseSenQ zSend))
15
dy. = ECOSGSenGSenqb (9.20)

Donde Cosf = z y SenfSen¢ = y, de esta manera la ecuacién [9.20
r r

se puede escribir como:
15 zy
dy. =\ ——3
vz 47 72

Como vemos el orbital esta sobre los ejes yz y podemos decir que la
funcién de probabilidad del electrén esta sobre los ejes yz figura (9.5

S

Para representar el orbital d,, hacemos:
1
dzw = ﬁ(\pnﬂ,l (Tv 97 ¢) + \IITL,Q,—l(r? ‘91 ¢))

1 15 ‘ .
= — /= b4 om0
dzy 7 ( SWCOSGSenQ(e +e ))
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1 15
dyw = E (—\ / 8—7TCos€Sen92Cos¢>
/15
[ Aoy = — ECOSQS@ﬂHC’OS(ﬁ (9.213

Donde Cosf = z y SenfCos¢p = E, de esta manera la ecuacion [9.21
r r

se puede escribir como:

15 zx
oo =\ gr 2
Como vemos el orbital esta sobre los ejes zx y podemos decir que la
funcién de probabilidad del electrén esta sobre los ejes zx figura

nzE= {Sphericawlotsn[

2
15
—4 = (Cos[e] Sin[o] Sin{np])] r {6, 0, Pi}, {¢, O, 2 Pi}, E’lotRange—;All],
i

2
ﬂ 15
Spherical?lotSD[[ E (Cos[e] S5in[o] COS[@])] {6, 0, Pi}, {¢, O, 2 Pi}, E'lotRange—;All]}
i

Figura 9.5: Orbitales dy. y d.,. Imagen generada con Wolfram Mathematica

[29]

[=2ym=2

U a(r,0,6) = Rn,l<r>\/ <2(2)251+)(|22|; ’2“!132'2'(0039)#6%

\Iln,Q,Q(Ta 07 ¢) = Rn,l(’f’) L:‘;(l — 00820)

2
2% 24 €

1
V2T
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5%9 ,
\I/n,2,2(7“, 9, (b) = le (7“) mSenQOeQWS

15 .
Wy 22(r,0,0) = Ry y(r) \/;SenZQeQW

l=2ym=-2

22)+ 12— -2 - 1
Fran ) :R””(T)\/( e e Co) e
v (r.0,0) =R %31 — Cos?l)——e2i%

Para representar el orbital d,2_,» hacemos una combinacién lineal de
las funciones de onda obtenidas:

1
dyp2_y2 = \ﬁ(‘l’n,zz(?“ﬁ, }) + Vpo _o(r,0,9))
_ 1 15 200 2i¢ | —2ip
dy2_pp = ﬂRn,l(T) 327rSen 6(e”*? + e ='?)

1 [15 .,
dy2_y2 = ERM(T) 3275671 0« 2C0s2¢

[15 .,
[ dy2_y2 = Ry (r) m—wSen 0Co0s2¢ (9.223

La denominacién de orbital d,2_,2 se da por lo siguiente: si reempla-

zamos C0s2¢ = Cos?’¢p — Sen’¢ en .

1
dy2_y2 = Ry y(r)4/ —55’en20(0052¢ — Sen?¢)
' 167
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1
dy2_p2 = Ry ()4 —5(5’671200032(;3 — Sen?0Sen?¢)
’ 167

Donde = = (SenfCos¢)/r y y = (SenfSene)/r

[ 15 22 — 2
d$2_y2 = RnJ(T) 16771'( ’]"4 )

Como vemos el orbital d,2_, esta sobre los ejes (x,y) y podemos decir
que la funcién de probabilidad del electrén esta sobre los ejes (z,y)
figura [0.6]

Para representar el orbital d, hacemos una combinacién lineal de las
funciones de onda obtenidas:

dzy = Z.\]-/i(\l/mg,g (7’, 0, ¢) - \I/n,Z,—Q(Ta 67 ¢))

1 15 . .
—— Ry, (1) ——Sen?0(e~2¢ — ¢72i¢
5 ltualr) ( )

327
1 15
dpy = mRn,l(r)\/;SenQG * 2iSen2¢

dyy =

[ dey = Rny(r) %Sen2956n2¢ (9.239

La denominacion de orbital d;, se da por lo siguiente: si reemplazamos

Sen2¢ = 2Sen¢pCosp en

1
dey = Ry (1) m—iSen%QSengf)Cosgﬁ)

/1
dey = R (r) ﬁSenQQSenqSCosd)

dey = Rpi(r)y/ gSeneSen¢SenHCOS¢

Donde z = (SenfCos¢)/r y y = (SenfSene)/r

15 zy
Aoy = Ry (1) In 72
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Como vemos el orbital d,, esta sobre los ejes (z,y) y podemos decir
que la funcién de probabilidad del electrén esta sobre los ejes (x,y)

figura

2
f 15
n[7}= {Spheriual}?lot.SD[[ T (tsin&1)” cos[2 a])] , {®, O, Pi}, {4, 0, 2 Pi}, PlotRange » All,
1

Axeslabel - {x, y, z)], Spherical?lutSD[[ (8in[51)? Sin[2 ¢|] , {e, 0, Pi}, {4, 0, 2 Pi},

16 Pi

PlotRange -» All, Axeslabel - (X, v, z}]}

Figura 9.6: Orbitales dg2_,2 y dgy. Imagen generada con Wolfram Mathe-

matica

9.5. Tensor de polarizabiblidad

En la ecuacién [8.6] definimos el momento dipolar eléctrico como:

P=aoFE (9.24)

Donde E es el campo eléctrico y a se conoce como polarizabilidad. Si
aumentamos el campo eléctrico en los atomos de la figura vemos que
estos tendran una direccién mas paralela a la direccién del campo eléctrico
E. La polarizabilidad «, es la constante de proporcionalidad, que me indica
que atomos son propensos a polarizarse con mas facilidad. Ref .

Como E y P son vectores en 3 dimensiones la ecuacion se convierte
entonces en:

P, = og B+ amyEy + g F,
P, = ayE,+ oy Ey+ oy E, (9.25)
P, = o, B+ azyEy +oa. b,

Escrito en forma matricial tenemos:
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Py | = | age ayy o E, (9.26)

La primera matriz del lado derecho se denomina el tensor de polari-
zabilidad. En espectroscopia Raman este tensor es simétrico; agy = oy,
Qzz = Qzp Y Qyz = Qzy. Tenemos que si una de estas componentes cambia
durante una vibracion, este modo de vibracién serda Raman activo.

En moléculas pequenas es facil ver si hay cambios en la polarizabilidad
durante una vibracién. Ejemplo, la molécula C'Os, su nube electrénica tiene
una forma de sandia alargada y en esta molécula los electrones se polari-
zaran mas facilmente en la direccién del enlace quimico que perpendicular
al enlace.

Si desde el centro de gravedad de la molécula, trazamos en todas las
direcciones posibles polarizabilidades «; (« en la direccién i), encontramos
una superficie en las tres dimensiones.

Convencionalmente se grafica 1/,/a; en lugar de «, y a la superficie se
le denomina elipsoide de polarizabilidad, figura

Figura 9.7: Elipsoide de Polarizabilidad.
Consideremos las vibraciones de la molécula de COs, con los cambios
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del elipsoide de polarizabilidad.

+q q=0 -q

O0—C—0 0—C—0 0—-C-0

W 0

0—C—0 O—C—0 O0—C—=oC

V3

c 0
o~ o 0—C—0 O~ —

- O 6 O

Figura 9.8: Cambios en el elipsoide de polarizabilidad durante las vibraciones
de la molécula de COs.

En la figura [9.8, vemos que en la vibracién vy, el elipsoide de polari-
zabilidad cambia en los elementos de la diagonal (aga,ayy y @2z), y si este
elipsoide cambia en forma, tamano y orientacién, se dice que esta es una
vibracién Raman activa.

En la vibracién v3, vemos que el elipsoide cambia de forma durante la vi-
bracién, pero tenemos que esta va a ser la misma para los desplazamientos
extremos(+¢q y —¢). De esta manera la vibracién vz no es Raman activa si
consideramos pequenos desplazamientos.

La vibracién vy por lo tanto tampoco va a ser Raman activa, debido a que
la elipsoide de polarizabilidad se repite en los desplazamientos extremos (+¢
y =)

Una manera de determinar la actividad Raman es mediante:

@‘;‘) (9.27)
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Vi

)

(da/dq), = 0 (dovda), =0

+q

Figura 9.9: Diferencia entre las vibraciones v1 y v2 de la molécula de C'O-

En la figura[9.9) vemos que si en la vibracién la (da/dg), # 0, este modo
de vibracién presenta actividad Raman, como sucede con la vibracion vq. Si
(da/dq), = 0, tenemos que este modo de vibracién no presenta actividad
Raman, como sucede con la vibracién vy y vs.

De esta manera por medio de la polarizabilidad podemos saber si las vi-
braciones presentan actividad Raman o no, sin necesidad de estar mirando
las variaciones en forma, tamano y direccién del elipsoide de polarizabilidad.

9.6. Prediccion de la actividad IR y Raman en los
modos normales de vibracién

9.6.1. Espectro Infrarrojo y teoria de grupos.

La condicién para que un modo de vibracion presente actividad en la re-
gién IR es que el momento dipolar eléctrico de una molécula cambie durante
un modo de vibracién. El momento dipolar se define como i = e, donde e
es la carga y 7 es la distancia entre las 2 cargas. ¥ = (z,y, ), entonces las
componentes del vector momento dipolar son (x,y,z).

Un modo de vibraciéon puede presentar actividad en la regién IR si a la
especie de simetria le pertenece una componente del vector momento dipolar

(x,y,2)-

9.6.2. Espectro Raman y teoria de grupos.

La condicién para que un modo de vibracién presente actividad Raman
es que la polarizabilidad de la molécula cambie durante el modo de vibracién.
La polarizabilidad de una molécula es una mediciéon de la tendencia de una
molécula a polarizarse con la presencia de un campo eléctrico.

Las componentes del tensor de polarizabilidad son zy, yz, zz,2%, y?, 22,
22 —y? y 2? + 9%
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Un modo de vibracién puede presentar actividad Raman si a la especie
de simetria le pertenece una componente del vector de polarizabilidad (zy,
yz, zx,2%, y?, 22, 22 — %y 2% 4+ y?).

Como los orbitales atémicos me representan funciones de distribucién de
probabilidad del electrén, estos estaran sobre los ejes respectivos de cada
orbital y el tensor de polarizabilidad es una constante que me indica que
propensos son los electrones en la distribucién electrénica a polarizarse, po-
demos afirmar que los orbitales tipo d presentaran actividad Raman debido
a que presentan una variacién de la polarizabilidad con respecto a su posi-
cién (presentan funciones cuadradas d,z2, duy, dze, dy. ¥ dy2_,2), mientras
que los orbitales tipo p presentaran actividad infrarroja IR (ps, py ¥ p2),
debido a que estos orbitales solo estan dirigidos en una solo direccién.
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capiTuLo 10

METODO DE CORRELACION APLICADA AL
CRISTAL DE ZNO.

El método de la correlacion me permite determinar los modos de vibra-
cién que son Opticamente activos en los espectros Raman e Infrarrojo de
cristales. Algunas dificultades de este método Son: la seleccién de la celda
primitiva y el sitio de simetria correcto para cada atomo.

Para aplicar este método debemos conocer la estructura cristalina.

Para el ZnO el sistema cristalino es hexagonal, la estructura de la celda
unidad es de tipo Wurzita figura

@n OO0

Figura 10.1: Estructura cristalina tipo Wurzita. Celda unidad del ZnO.

Ademas, debemos conocer las moléculas por celda en el espacio de Bra-
vais, debido a que si encontramos las representaciones irreducibles de una
celda unitaria cristalogréfica; esta puede contener varias veces el niimero de
vibraciones de la red del cristal. Entonces, la celda de Bravais es utilizada
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para encontrar las representaciones irreducibles de las vibraciones en la red.
La celda unitaria puede ser idéntica a la celda de Bravais o puede ser mayor
en algin multiplo simple. Para todas la estructuras cristalinas primitivas
(P), la celda unitaria y la celda de Bravais son idénticas.

El problema de incluir demasiadas celdas de Bravais en la celda cris-
talogréfica, se soluciona si hacemos la divisiéon del ntimero de dtomos por
celda cristalogréfica sobre el nimero de puntos en la red (LP) o el nimero
de atomos en cada molécula en la celda cristalografica.

Numero de moléculas por celda unidad Z™ = (nimero de atomos por
celda cristalogréfica) / (nimero de 4tomos en cada molécula).

Para la estructura tipo Wurzita tenemos que el numero de atomos
por celda cristalogréfica es:

N. N

Nzn :Ni+7+§ (10.1)

<

donde:

N; : Numero de atomos en el interior de la celda.

N; : Numero de d4tomos en los lados.

N, : Namero de 4tomos en la cara.

N, : Numero de dtomos en los vértices.

Como vemos en la figura[I0.1, N; =1, N.=0y N, =8
Por lo tanto:

Nygp, =2
N, N,
No— N+ Ny e (10.2)

Como vemos en la figura N, =1, Ny=4y N, =0
Por lo tanto:

Nop =2

Entonces tendremos 2 atomos de Zn y 2 de O, para un total de 4 4&tomos
en la celda.

El nimero de dtomos en la molécula de ZnO sera 2, 1 de Zn y 1 de O.

Calculamos el niimero de moléculas por celda unidad.

4
ZgnO:§:2

10.1. Simetria de sitio de cada atomo en la celda
de Bravais.

La posicién de cada dtomo en la celda unitaria posee su propia simetria,
llamada simetria de sitio. Para el ZnO hay 2 dtomos de Zn y 2 dtomos de O
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por celda unitaria. El grupo puntual para el ZnO es el Cg,, grupo espacial
es P6smc y los posibles sitios de simetria son:

Ntmero Grupo Grupo Sitios de simetria posibles
espacial puntual
186 P63mc Cs, 2C3,(2); Cs(6);C1(12)

Tabla 10.1: Simetria de sitio para el grupo espacial P6gmc. Tomado de [15]

Los valores al lado izquierdo y entre los paréntesis corresponden a:

Sitio de simetria en la Numero de dtomos po- Numero de tipos de si-
celda de Bravais sicionados en este sitio metria de sitio (valor al
de simetria de la celda lado izquierdo del grupo
de Bravais (Ntumero en- puntual).
tre paréntesis).

2031}(2) 2
C(6) 6 1
C1(12) 12 1

Tabla 10.2: Simetria de sitio para el grupo espacial P6zmc. Tomado de [15]

El 2C5,(2) significa que existen 2 tipos diferentes de sitios Cs, en esta
celda unidad, cada uno de estos tipos puede posicionar 2 &tomos que presen-
tan simetria de sitio Cs,. El Cs(6) indica que existen 6 d&tomos que ocupan
sitios de simetria Cs.

Para el ZnO hay 2 atomos de zinc y 2 dtomos de oxigeno en la celda
unidad. ;Cudles seran sus simetrias de sitio?. Como vemos en la tabla
la simetria de sitio que puede posicionar 2 atomos es el C,. Por lo tanto; la
simetria del sitio del zinc y del oxigeno es C',, el 2 antes de C3, me indica
que esta simetria de sitio se repite.

Para seleccionar las simetrias de sitio de los tipos de dtomos de una
molécula (Zn y O), debemos tener en cuenta que el nimero de dtomos de
un tipo (Zn u O) debe ser igual al nimero de dtomos posicionados en el
sitio de simetria (valor entre paracentesis) de la tabla

10.2. Correlacién del grupo del sitio con grupo
factor.

Ahora vamos a encontrar las especies de simetria para los desplazamien-
tos de los atomos en el sitio. Estos desplazamientos se convertiran en las
vibraciones de la red en el cristal. Las especies de simetria para los sitios de
simetria se obtienen por medio de la tabla de correlacién, en nuestro caso
serd la correlacién entre el grupo puntual Cg, con la simetria de sitio Cs,,.
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Estas tablas muestran la relacién entre cada especie del grupo del sitio o
el grupo puntual con una especie del grupo factor o una simetria de sitio.
Entonces, podemos decir que un grupo puntual esta correlacionado con di-
ferentes factores de subgrupos de grupos puntuales por medio de la simetria
de sitio de los atomos en el cristal. Esta correlacién permite identificar las
especies de vibracién de la red en el cristal y ademds; permite reconocer la
actividad Raman e Infrarroja.

10.2.1. Correlacion entre el grupo puntual Cg, y el grupo

Csyp.

Tenemos que Cs, es un subgrupo de Cg,. Ademas de este, el grupo pun-
tual también contiene los siguientes subgrupos: Cs, Co, C3, Cg y Co,. Para
mostrar la correlaciéon, necesitamos las tablas de caracteres de los grupos
puntuales Cg, v Csy.

Cep| F 2C¢(z) 2C3(z) Co(z) 30, 304 | Lineales y rota- | Cuadraticas
ciones

A4, |1 1 1 1 1 1 z x? 4 92,22

Ay |1 1 1 1 -1 -1 R,

By |1 -1 1 -1 1 -1

By |1 -1 1 -1 -1 1

E, |2 1 -1 -2 0 0 (z,y) (Re, Ry) | (22,yz)

Ey | 2 -1 -1 2 0 0 (22 — % zy)

Tabla 10.3: Tabla de caracteres para el grupo puntual Cg,. Tomada de [15].

Como vemos el grupo puntual Cg, posee 6 especies de simetria o repre-
sentaciones irreducibles.

Cs | E 2C5(z) 30, | Lineales y rota- | Cuadraticas

ciones
A, |1 1 1 z x? + 92,22
Ay |1 1 -1 R,
E |2 -1 0 (z,y) (R, Ry) ( x? — 927359)

Tabla 10.4: Tabla de caracteres para el grupo puntual C3,. Tomada de [15].

El grupo puntual Cs, posee 3 especies de simetria o representaciones
irreducibles.

Comparando las tablas[10.3]y[10.4] vemos que las operaciones de simetria
del grupo puntual Cj, estdn contenidas en el grupo puntual Cg,.
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Para obtener las especies de Cs, que estan correlacionadas con las es-
pecies de Cg,, comparamos los caracteres de las operaciones de simetria en
comn de los grupos Cs, y C3,. Estas operaciones de simetria son: F, 2C3(z)
y 30,. Para esto, tomamos de la tabla del grupo puntual Cg, solo la
parte con las operaciones de simetria en comin con el grupo puntual Cj,.

Especies de simetria de | £ 2C5(z) 30, | Especies de simetria de
Cﬁv CSU

Ay 1 1 1 Ay

Ao 1 1 -1 Ao

By 1 1 1 Ay

B> 1 1 -1 Ay

Ey 2 -1 0 E

By 2 -1 0 E

Tabla 10.5: Caracteres de correlacién entre los grupos puntuales Cg, v Csy.

E 2C5(z) 3oy,
Grupo puntual Cg,: especie A 1 1 1
Grupo puntual C3,: especie A 1 1 1
Entonces la correlacion es Cs, (A1) a Cey(A1).
E 2C5(z) 3oy,
Grupo puntual Cg,: especie Agy 1 1 -1
Grupo puntual Cs,: especie Ag 1 1 -1
Entonces la correlacion es Cs,(Az) a Cgy(A2).
E 203(z) 30,
Grupo puntual Cg,: especie By 1 1
Grupo puntual Cs,: especie Ap 1 1 1

Entonces la correlacién es Cs, (A1) a Cgy(B1).

Realizando la correlacién para las otras 3 especies restantes obtenemos:
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CGU 031)

Ay Ay
Ag Ag
By A1
By A2
b E
FEs E

Tabla 10.6: Correlacién entre grupos puntuales Cg, v Cs,.

La correlacion de la tabla se puede apreciar en la figura que
muestra la correlacién del grupo puntual Cg, con todos sus subgrupos.

o,| 05 0, 0o(zx) a, 04
R
Cﬁ'l) 06 Cﬂ'v 0311 CZ'v CS CZ Cs Cs
1

4, || 4 [4; ] 4, 4, 4 4 A’ 4
A, | A | A, | A4, 4, 4 A A" A"
B, || B |4, 4, B, 4 B 4 A"
B, | B |4, | 4, B, 4 B 4" A
E || E,|E | E Bi,+By, E 2B A 4+ 4" A"+ 4"
E, || E, |E | E 4, +4, E 24 A"+ 4" A + 4

Figura 10.2: Tabla de correlacién del grupo puntual Cg,.

Considerando que en los desplazamientos se producen vibraciones a lo
largo de los ejes (x,y,z) podemos identificar de manera fécil las especies de
simetria del sitio Cs,. Por ejemplo, los desplazamientos de los dtomos de
zinc (Zn) o de oxigeno (O), paralelos al eje tendran la misma simetria que
la traslacion en la direccién z. La traslacién T, o simplemente z, mostrada
en la tabla de caracteres tabla pertenece a la especie de simetria o
representacion irreducible (IRR) A;. Por lo tanto los desplazamientos de
los atomos a lo largo del eje z, pertenecen a la especie de simetria A;. De
la misma manera se puede ver que las traslaciones de los atomos en x y y
pertenecen a la especie de simetria E tabla

Esta clasificacion de las especies de simetria para la vibracién por medio
de la traslacion de los atomos, no es diferente de las descripciones usadas
para las vibraciones moleculares, como estiramientos, doblamientos y giros.
Las vibraciones moleculares de un cristal son mucho més complejas, pero
esa es la importancia de este método, la sencillez con la que clasifica las
vibraciones en la red.

Antes de seguir, se definirdn algunos términos tutiles para la aplicacion
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del método.

1. ¢ = Numero de traslaciones en una IRR o especie de simetria de sitio
~. Este valor puede ser 0, 1, 2 o 3, dependiendo de el nimero de tras-
laciones que contenga la especie de simetria del sitio, esta informacion
se muestra en las tablas de caracteres. RY = Numero de rotaciones en
una IRR o especie de simetria de sitio. Este valor puede ser 0, 1, 2
o 3, dependiendo de el nimero de rotaciones que contenga la especie
de simetria del sitio, en las tablas de caracteres se identifican como
(Rz, Ry, R>).

2. f7Y = Grados de libertad presentes en cada IRR o especie de simetria
del sitio v para un conjunto de atomos equivalentes, iones o moléculas.
Este valor puede ser calculado con la ecuacién donde n es el
numero de dtomos (iones o moléculas).

1 =nt" (10.3)

f# = Grados de libertad rotacional presentes en cada IRR o especie
de simetria de sitio v para un conjunto de iones o moléculas, se puede
calcular por medio de la ecuacién

fpr=R'n (10.4)
3. a- representa los grados de libertad aportados por cada una de las

especies de simetria de sitio v a una especies de simetria del grupo de
factor (. Este valor puede ser calculado por medio de la ecuacién [10.5

r=a,%"Cc (10.5)
v

4. C¢ = es la degeneracion de las especies de simetria del grupo factor (.
Aveces se anade un superindice para mostrar la correlacién existente
con una especie de simetria de sitio ~.

Para evitar errores en el método podemos usar las siguientes ecuaciones.
Grados de libertad de sitio:

=Y f (10.6)
v
Grados de libertad del grupo factor:

3n=Y acCe (10.7)
¢
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Donde a; = Zw a~, N es el nimero de d4tomos en la celda de Bravais.

La IRR del cristal, da el niimero de vibraciones de la red en cada especie
del grupo factor. Para obtener la IRR de todo el cristal, podemos combinar
las IRR de cada conjunto de dtomos equivalentes, I'conj—atom- La construc-
ciéon de la IRR de un conjunto de dtomos equivalentes la podemos hacer de
la siguiente manera:

Pconj—atom = Z aC'C (108)
¢

Donde a¢ es el nimero de vibraciones en la red de un conjunto de atomos
en las especies del grupo factor. Para obtener la IRRs del cristal DCTéstel q
podemos obtener por medio de:

I—\Cristal — Fconj—atoml + Fconj—atomZ + ... (109)

La representacién irreducible del cristal contiene las vibraciones acusti-
cas. Estas vibraciones actsticas son restadas de I'cystar v S€ obtienen las
vibraciones del cristal I'V#—C7ist,

FVib—CTist — FCTistal _ Facusti (1010)

Donde TVi=C7ist o5 1a representacién irreducible de las vibraciones en
la red del cristal.

Si se se deseara calcular representaciones irreducibles de un cristal mole-
cular, se incluyen las vibraciones intramoleculares y las especies libracionales
de cristales moleculares. Esto se puede hacer como:

Tasor—Cris—vip = DV 07O L Do vy + T — DO (10.11)

El uso de la ecuacién no se necesita en este trabajo, para un uso
de ella ver [15].

Usando las definiciones anteriores, podemos encontrar los grados de li-
bertad vibracional de las especies de simetria del sitio C3,, que puede ser
tomada para los 2 atomos de zinc o los 2 dtomos oxigeno.
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Especies de Si- Traslacion tv Grado de libertad vi-

metria del sitio bracional f7 = n.tY
C3v

Aq T, 1 2

Ao 0 0

E T, T, 2 4

Tabla 10.7: Grados de libertad de las especies de simetria de sitio C3,. En
nuestro caso n = 2, debido a que son 2 atomos de zinc o también puede ser
para 2 dtomos de oxigeno.

La tabla [I0.7] indica que en la red de zinc o de oxigeno, sus vibraciones
son designadas con grados de libertad en las especies A; y E. Ahora vamos a
correlacionar las especies de simetria (A; y E) del sitio Cs, con las especies
del grupo factor Cg,, Tabla

Especies de Si- Especies de sime-
metria  del sitio " i tria del grupo de
Correlacion !
Cay factores Cg,
A Ay
T T e
As Ao
- B,
o I

Figura 10.3: Correlaciéon de Cs, a Cg,.

Las especies de simetria de sitio C3, que contienen traslaciones son A; y
E, que son una forma de vibraciones en la red en el cristal, seleccionamos la
correlacion de estas especies de sitio con las especies de simetria del grupo
factor Cg,. Por medio de esta seleccion, es facil identificar las vibraciones en
la red con especies de simetria del grupo factor. Estas especies de simetria de
factores son las vibraciones en la red del cristal. En la tabla[I0.8 se muestran
las especies de simetria del grupo factor que estan correlacionadas con las
especies de simetria de sitio que contienen traslaciones.
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Ay

—
[ tY Especies Correlacién Especies Ce ac=  aa, +ag
del sitio del grupo
Csy, factor, ¢
Aq 1 1= 1+0
2 T) Aq
By 1 1= 1+0
By 2 1= 0+1

4 2T.T, E

/\

Ey 2 1= 0+1

Tabla 10.8: Valores para encontrar las especies de simetria.

Para encontrar las representaciones irreducibles de los atomos de Zinc del
grupo de factores que contienen las vibraciones en la red, podemos usar la
ecuacién donde a¢ = ). a, es el nlimero de vibraciones en las especies

.

I'y,=1A1+1.B1+1.FE1+1.FEy

'y, =A1+ B+ FE +E, (1012)

Para corroborar el resultado obtenido es correcto, hacemos uso de las

ecuaciones [10.6] y [10.7]

Ecuacién [10.6] : Grados de libertad vibracional para los 2 4tomos de Zn en el sitio,
n=2.

3n:2f7:6:3*2

Y

Ecuacién [[0.7 : Grados de libertad vibracional para los 2 4tomos de Zn en el grupo
de factores, n = 2.

Bn=) acCe=1+1+1+1+1%2+1%2=6=3x2
¢
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Como tenemos que los atomos de oxigeno también se pueden posicionar
en el sitio Cs, y sabemos que este sitio se presenta 2 veces, las represen-
taciones irreducibles para los atomos de oxigeno del grupo de factores que
contienen las vibraciones en la red, seran las mismas que para los atomos de
zinc. Por lo tanto:

I'o=A1+ B+ E+ FEs (10.13)

Por medio de la ecuacién podemos encontrar la representacion to-
tal para el cristal de Zn0O, sumando los 2 conjuntos de representaciones

obtenidas y

"0 =Tz, +To (10.14)

%m0 =24, + 2B; + 2E; + 2E, (10.15)

La ecuacién de los grados de libertad vibracional [10.15|1a podemos ve-
rificar con el producto de 3N, donde N es el numero de dtomos en la celda
de Bravais o celda unitaria. Para nuestro caso N = 4, entonces tendremos:

3% N =3%4=12 (10.16)

Como vemos el la ecuacién [10.15] tenemos 12 grados de libertad contando
el doble degeneramiento de las especies de simetria Fq y Es.

En la ecuacién de los grados de libertad vibracional estan también
incluidos los 3 modos vibracionales actsticos. Las vibraciones que se toman
en cuenta son las que estdn en el centro de la zona de Brilloin (k 2 0), los 3
modos de vibracion acusticos en esta zona de Brilloin, tienen una frecuencia
aproximada de 0, las vibraciones con frecuencia igual a 0 no presentan un
interés fisico en este estudio, debido a que se estudia la energia absorbida
por el cristal para empezar a vibrar. Por lo tanto, estos modos de vibracion
actsticos pueden ser restados de la ecuacién [10.15]

Vib—Crist _ Cristal acusti
r =T -T

Los modos actsticos se pueden identificar facilmente por medio de la
tabla de caracteres para el grupo factor Cg, tabla[10.3] donde las especies de
simetria que contengan las 3 traslaciones corresponden a los modos actsticos.
De esta manera obtenemos que:

Lot — Ay + By (10.17)

Obteniendo asi:

pVib=Crist — 9A) 4 2B, + 2F; + 2E; — (Ay + Fy)
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[ Vib—Crist—Zn0O _ A +2B; + E1 + 2F> (10,18)]

Estos modos Opticos se pueden ilustrar en la estructura tipo wurzita

figura[10.4]

S B
e e
A, B, (low) B, (high) E, E,(low) E,(high)

Figura 10.4: Modos de vibracién en la estructura tipo Wurzita.

En la tabla de caracteres para el grupo puntual Cg, [10.3] podemos ver que
los modos de vibraciéon By son silentes, debido a que esta especie de simetria
no presenta actividad IR ni activad Raman. Las especies de simetria A; y
FEq presentan actividad infrarroja. Las especies de simetria A; , E1 y F»
presentan actividad Raman.

Zn0 IR Raman
Aq Activo Activo
B No Activo No Activo
E Activo Activo
E, No Activo Activo

Tabla 10.9: Actividad IR y actividad Raman en los modos de vibracién del
ZnQ0.

De esta manera obtener:

[ pVib=Crisi—zn0 _ A(IFER) 4 o p(O) 4 pURER) | 9ph (10.19J
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capiTuLo 11

ESPECTROS RAMAN POLARIZADOS DE
MONOCRISTALES.

Los espectros Raman polarizados son importantes para la obtencién de
las propiedades de simetria de las vibraciones normales. Para el cristal de
Zn0 con grupo espacial Cg, tenemos que las vibraciones A1, Fy y Fs presen-
tan actividad Raman. El modo A; presenta actividad Raman, si cualquiera
de las componentes de la polarizabilidad oy, ayy, o.. cambia durante la
radiacion del haz laser.

Si irradiamos este cristal en la direccion y y se observa la dispersion
Raman en la direccién x y la dispersién polarizada en la direccién z, esto
se escribe usando la nomenclatura Damen-Porto como : Y(ZZ)X. En esta
configuracién solo podremos ver el modo Aj.

1
SN
PR
s 3
’ s ] \\
/
Y. ! *
A 1 N
I / A
(AN ]
S [ // i —
P el o g I
NN T
/ ]
14 \:, \\I
;
N H y
\ 1 !
N 1
. Vi
/ L
s
Obs:? N y(zz)x

Figura 11.1: Configuracién para obtener el modo A; en un espectro Raman
polarizado. [11].
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11.1. Nomenclatura Damen-Porto.

Es una manera de indicar la configuracion para un experimento de dis-
persiéon Raman polarizada. Esta notacién expresa la orientacion del cristal
con respecto a la polarizacién de la excitacién lédser y las direcciones de
andlisis. La notacion consta de 4 letras:

A(BC)D (11.1)

Donde:
A: Es la direccién de propagacién del haz incidente. (k;).
B: Es la direccién de polarizacién del haz incidente (Ej).
C: Es la direccién de polarizacién del haz dispersado (Ej)

D: Es la direccién de propagacién del haz dispersado (ks).

Ejemplo: Configuracién Y (XZ)X.
En este caso tenemos que la direccion de propagacién del haz incidente es
lo largo de la direccién y mientras que la direccion de dispersién del haz es
lo largo de la direccién x. La direccién de la polarizacién del haz incidente
esta en la direccién x y la direccién de la polarizacién del haz dispersado
esta en direccion z.

e Geometria de la retrodispersion.

Una de las posibles configuraciones que pueden ser realizadas en un
experimento de dispersiéon de Raman es de retrodispersiéon 180°. En
esta geometria, la direcciéon de la propagacion de la luz incidente y
dispersada es la misma pero sus sentidos son opuestos. Por otro lado,
la propagacién y polarizacién de la incidente y la luz dispersada deben
ser ortogonales.

ki L E;
ks L Ej

Ejemplos: X(YY)X, Z(XX)Zy X(YZ)X.

e Geometria de la dispersién de angulo recto.

Geometria de la dispersiéon de dngulo recto es otra configuracién posi-
ble para los experimentos de dispersién de Raman. En esta geometria,
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la propagacion y polarizacién de la luz incidente y la luz dispersada
deben ser ortogonales.

ki L E;

ks L Eg

Ejemplos: Y(XY)X, Z(XX)Y y X(YZ)Y. Referencia [31].

11.2. Tensores Raman para el grupo puntual Cj,.

Los tensores Raman para los modos activos del grupo puntual Cg,, se
obtienen por medio de las funciones cuadraticas de las tablas de caracteres
del grupo puntual Cg,, estas funciones de orbitales estan correlacionadas
con las componentes de la polarizabilidad.

A1(2) E1(x) E1(y) =) E>

Figura 11.2: Tensores Raman para los modos activos del grupo puntual Cg,.

Ref .

Tenemos el el modo A1(z) se ver apreciar en la configuracién Z(YY)Z
v Z(XX)Z.

El modo E1(z) se puede apreciar en la configuracién Y (ZX)Y, Y (ZX)Z,
Z2(XZ)Y.

El modo F(y) se puede apreciar en la configuracién Y (ZY)X, X (Y Z)X.
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cAPiTULO 12

ANALISIS

12.1. Descripcién del montaje.

La caracterizaciéon de los modos vibracionales del cristal de ZnO, se
llevé a cabo en condiciones de presién y temperatura ambiente, con métodos
de espectroscopia confocal Raman en una configuracion de retrodispersion.
El espectro Rama fue tomado en Centro de Estudios de Semiconductores,
Universidad de los Andes, Mérida 5201, Venezuela. Los espectros fueron to-
mados al menos de cinco puntos diferentes en la superficie de los cristales
para obtener conjuntos de datos coherentes. Estos espectros Raman se regis-
traron con un Espectrometro Raman confocal Modular XY800 Dilor Jobin
Yvon Spex de triple monocromador, enfocando sobre cada muestra con un
objetivo de microscopio de 100X (de apertura numérica 0.9) un haz léser de
Ar con la linea de excitacién verde de 514,5nm a 4mW y con un didmetro
del punto focal del haz ldser de pocas micras, utilizando un detector CCD
enfriado con nitrégeno liquido, con una resolucién de lem™! y un tiempo de
exposicién de 60s. El espectro Raman registrado es no polarizado.

12.2. Descripcién del cristal de ZnO.

El cristal estudiado de ZnO, fue crecido por el método de transporte
de vapor y recocido. El ZnO es un semiconductor que es sido ampliamente
estudiado en las ultimas décadas debido a su gran variedad de aplicaciones
potenciales en la emision de luz, dispositivos optoeléctricos y sensores. Las
cuasi-particulas conocidas como fonones 6pticos presentan una larga vida en
el ZnO. Adopta una estructura tipo Wurzita con grupo espacial Cg,,.

En el espectro Raman, obtenido del cristal de ZnO, se espera que los
picos sean infinitesimalmente estrechos, pero experimentalmente, los picos
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presentan una anchura intrinseca.

Los tiempos de vida de los fonones son acortados por procesos anarmoni-
cos, que son multiples recombinaciones de fonones.

Las impurezas y los defectos del cristal afectan la simetria del cristal.
De esta manera los fonones son afectados principalmente por los efectos
anarmonicos y las impurezas en el cristal. Entonces podemos tomar los tiem-
pos de vida de las impurezas y los anarmonicos por separado:

11 1
- = - (12.1)

T TImp TAnarmo

Por medio de la relacién de incertidumbre de Heisenberg tiempo-energia
que vincula la anchura a media altura del pico Raman (FWHM) w con el
tiempo de vida del fonon 7; w o 1/7, entonces podemos obtener:

W = Wimp + Wanarm (122)

Los efectos de las impurezas se asumen como insignificantes en este cris-
tal, debido a los mediciones de FWHM son valores muy bajos para cada

pico [I2-]
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12.3. Analisis del espectro Raman experimental
del cristal de ZnO.

Se registraron los espectros y realizaron los estudios de los modos vibra-
cionales por espectroscopia Raman de un cristal de ZnQ, el cual fue crecido
mediante el método de transporte de vapor, el espectro Raman de la figura
12.1] se registro a una temperatura ambiente de 300K [12].

Intensidad Raman del ZnO |
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Figura 12.1: Espectro Raman del ZnO. Imagen generada con el programa
OriginPro 9.1 [14]

El andlisis del espectro Raman, se realiza empleando un ajuste tipo Voigt
para cada uno de los picos Raman hallados. Determinando asi, las posiciones
energéticas, las intensidades, las 4dreas y el ancho completo a mitad de altura
(FWHM) de los picos Raman, utilizando un software comercial (Origin [14])
y la aplicacién de funciones tipo Voigt para los picos. El error de este método
generalmente es menor del 3 %.
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Figura 12.2: Anélisis para el pico de 10lem ™! y 311em™!. Imagen generada
con el programa OriginPro 9.1 [14]
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Figura 12.3: Analisis para el pico de 315¢m ™! y 355¢m ™! Imagen generada
con el programa OriginPro 9.1 [14]
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Figura 12.4: Analisis para el pico de 382cm ™! y 412ecm~!. Imagen generada

con el programa OriginPro 9.1 [14]

—u— Intensidad Raman del ZnO (U.A)

Voigt Fit of Sheet1 B"Intensidad Raman «

" - Value S§
< |u - yo0 -183.68 2!
s \ - xc 440.642 0
S [ ~- A 93201.4 71
3 ‘K ~ WG 051445 1
< \\ —- wL 3.3089 0
5 . - FWHM 339257 |
4 1
3 \
o n
2 |
L LY
E n

4:‘35 4“10 4£I15 4%0 4%5 4é0 4é5 4;0 4

NUmero de Onda (cm™)

—a— Intensidad Raman del ZnO (U.A)
Voigt Fit of Sheet1 B"Intensidad Raman del ZnO"

120 4

Intensidad Raman del ZnO (U.A)

) 100

80 4

60

404

- Value Standar
—-y0 -72.008 71.602
- XC 584.34 0.4899
- A 5073.5 3981.7
- WG 30.994 10.446
- wL 1.6252 0
-- FWHM  30.994 10.446
-
M)
y == [} .
o M lar T oe] s
\1‘. .HR v\\ \/ll
- L]
R
-
T

T T T T T T T T T
570 575 580 585 590 595 600 605 610 615
Numero de Onda (cm™)

Figura 12.5: Anélisis para el pico de 441em™' y 582¢m~!. Imagen generada

con el programa OriginPro 9.1 [14]

Los parametros obtenidos para cada pico fueron obtenidos por medio de
la funcién tipo Voigt, la cual es una convolucion de una funcion tipo Cauchy-
Lorentz con una Gaussiana, es usada en espectroscopia para describir la
forma de las lineas o picos espectrales. La forma de su funcion es:
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2Ln(2 oo —t?
yzym+A7“)w§/‘ — sdt
w3/2 We J—o0o w, T — e
< Ln(2)) + < 4In(2) —t

waG waG
(12.3)
Sus parametros son:
yo = Punto inicial del pico.
z. = Centro del pico.
w=FWHM = Anchura a media altura (Full Width at Half Maximum).

A = Area.

wg = FWHM Gaussian.

wg = FWHM Lorentziano.

Tomando la anchura a media altura (FWHM) y la altura de cada pico
tenemos:

Pico [em™!] FWHM
101 0.81
311 0.42
315 1.49
355 1.02
382 3.54
412 5.58
441 3.39
582 30.99

Tabla 12.1: Frecuencia y FWHM de los picos del espectro Raman del cristal
de ZnO.

El valor de FWHM me indica cuales picos son mas definidos, de esta
manera entre mas pequeno sea el valor de FWHM, el pico tendra un valor
mas exacto para el nimero de onda del modo de vibracién, la altura debe
ser mas grande para que sea més intenso el pico y se pueda apreciar.
Podemos ver en la figura que el pico con un mejor valor de FWHM
y altura es el pico de 10lem ™', seguido del pico de 44lem™!, 382em™!,
412cm~1, 311em™!, 355em ™1, 315em ™! y por ultimo el pico de 584cm ™!,

Con el valor del FWHM podemos calcular el tiempo de vida de cada
fonon por medio la relaciéon de indeterminacién de Heisenberg.

AEAng (12.4)

h
>_ 0
AT Z oRE



Donde A= h/2w, AE = hf, f =w/2m .

h/2m
Ar > =T
"= onf

>
AT_47Tf

AT > ———
= drw /2w

1
AT > —
T_Qw

Donde w = ck donde k es el valor de FWHM del pico.

AT oo (12.5)
De esta manera obtenemos:
Pico [em™!] FWHM Tiempo de vida del fo-
non [pseg]

101 0.81 41.15

311 0.42 79.36

315 1.49 22.37

355 1.02 32.67

382 3.54 9.41

412 5.58 5.97

441 3.39 9.83

582 30.99 1.07

Tabla 12.2: Tiempos de vida 7 de los picos del espectro Raman del cristal
de Zn0O.

La curva de dispersiéon de neutrones para estudiar los fonones del ZnO
a 300 K, nos muestra el valor de las frecuencias y los modos 6pticos
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Figura 12.6: Curvas de dispersién de los fonones del cristal de ZnO. Ref .

La asignacion de los picos de las mediciones Raman es consistente con
las curvas de dispersion ineldstica de neutrones para el ZnO.

En la ﬁgura vemos que el pico de 315¢m ™! esta conformado por solo
2 puntos, para considerar que es un pico necesitamos minimo 3 puntos. Por
esta razén el pico de 315¢m ™! no lo tomaremos en cuenta.

Enla ﬁguravemos que el modo de mas alta frecuencia es el modo Ef
con frecuencia aproximada de 17,57 H z, para calcular el valor de k usamos:

b= (12.6)

Donde ¢ es la velocidad de la luz ¢ = 3 * 10'°Cm/seg.

_ 175TH=
~ 3%1019Cm/seg

k = 583,33¢cm ™!

Realizando este mismo proceso para los otros modos de vibracién obte-
nemos los resultados de la tabla [12.3

En la tabla [I2.3] se muestran estos valores con otras mediciones reporta-
das por otros autores de las frecuencias de los fonones para el ZnO.
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EQLOW E1 (TO)- EQHigh— A1(TO) E1 (TO) EQHigh Al(LO) E1 (LO) Ref
EsLow | EsLow
101 | 311 355 382 412 441 584 Nuestr
datos
[12]
101 380 407 437 | 574 583 [16
377 406 575 589 i
101 380 413 444 | 579 591 (18] |
413 585 [19] |
381 407 441 583 [20] |
101 380 408 437 584 [21] |
98 378 409,5 | 437,5 | 576 588 [22] |
99 382 414 439 | 574 580 23] |
102 379 410 437 591 [24
408.2 577.1 | 592.1 [25]

Tabla 12.3: Comparacion de las frecuencias de los fonones.

Como podemos ver en la tabla en nuestro espectro se muestran 5
picos que son consistentes con los modos de la curva de dispersiéon de neutro-
nes, (EQ(LOU)), A1 (TO), El(TO), EQ(HZgh) y El(LO)) El modo Al (LO)
no aparece en nuestro espectro.

Los picos de 311ecm ™! y 355¢m ™! se obtienen realizando la combinacién
lineal de los modos mostrados en la tabla una razén de esto pueden
ser los efectos de anarmonicidad.

Ey(TO) — ExLow = 412cm™! — 101em™! = 311em ™! (12.7)

EoHigh — EyLow = 441em™ — 101em ™! = 340em™! (12.8)
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cAPiTuLO 13

CONCLUSIONES

e Se concluye que la cristalografia y teorfa de grupos son temas muy
valiosos en cuanto al estudio tedrico de los modos vibracionales en
moléculas y cristales, debido a que permiten una aproximacién muy
acertada de la cantidad de modos vibracionales presentes en las es-
tructuras cristalinas, siendo, de esta manera, areas muy importantes
en cuanto a la caracterizacién y estudio de materiales cristalinos.

e Se pudo evidenciar la existencia de la actividad Raman en el cristal
de ZnO, aplicando la técnica de espectroscopia Raman no polarizada
al cristal ZnO, el cual, fue crecido por el método de deposiciéon de
vapor, obteniendo 5 picos, en los cuales sus energias son coherentes
con las energias de los modos de vibraciéon obtenidas de las curvas de
dispersién de neutrones para el ZnO [30], el otro modo de vibracién
no son observados en este espectro Raman y esto es debido a la posible
existencia de impurezas y deformaciones del cristal.

e Los datos obtenidos experimentalmente de los modos vibracionales del
cristal de ZnO, son muy consistentes con valores reportados por otros
autores. En la tabla[12.3] el corrimiento de el valor del niimero de onda
con respecto a los valores del corrimiento del niimero de onda repor-
tados por otros autores es muy minima, considerando que los procesos
experimentales conllevan una gran cantidad de error, de esta manera
podemos afirmar que nuestro cristal de ZnO estudiado, presenta una
buena estructura cristalina.

e La espectroscopia Raman es una técnica de caracterizacion de ma-
teriales no invasiva y muy exacta, debido a que permite estudiar la
estructura de los materiales y su calidad cristalina, esta registra los
valores de las energias vibracionales o fonones de un cristal, los ato-
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mos en la estructura poseen un valor de energia vibracional propio,
donde este valor de energia se convierte en un tipo de huella dactilar
del material en estudio.

Un modo de vibracion Raman puede ser activo épticamente, si existe
una variacién en la polarizabilidad con respecto a las coordenadas nor-
males de vibracion, teéricamente esto se puede evidenciar, si los modos
de vibracion predichos por el método de la correlacién para un cristal
con un tipo de estructura definida, presentan funciones cuadraticas en
sus tablas de caracteres.

Los modos vibracionales activos Raman se pueden identificar tedrica-
mente mediante el uso del método de la correlacién y las tablas de
caracteres.

Al realizar este trabajo de grado, se tuvo que investigar en diferentes
areas del conocimiento que no se tratan en los estudios de un pregrado
en fisica, lograndose hacer un exhaustivo ejercicio en la busqueda de
informacién para el estudio tedrico de los conceptos fundamentales
necesarios para poder culminar con el trabajo, entre otras cosas, fue
necesario estudiar algunos tépicos avanzados de la fisica del estado
solido, elementos de cristalografia de RX, conceptos de espectroscopia
Raman, nociones béasicas de teoria de grupos.

El estudio tedrico me proporciond las bases necesarias para entender
el problema a resolver, y la posterior comparacion con los datos expe-
rimentales obtenidos; me brindé la posibilidad de confrontar la teoria
con la practica, lo cual me ha dejado un gran conocimiento cientifico
y un hermoso aprendizaje acerca de la fisica del material estudiado.
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APENDICE A

L SOLpCI(’)N DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE
SCHRODINGER POR EL METODO DE SERIES DE
POTENCIA.

La vibracién de la particula diatéomica puede ser tratada desde la mecéni-
ca cudntica por medio de la ecuacién diferencial de Schrodinger (A.1) con
el potencial correspondiente al del oscilador arménico.

_ 1?d*¥(q)
2u  dg?

El potencial del oscilador armonico viene dado por:

+V(q)¥(q) = E¥(q) (A1)

Vig) =y

Reemplazando el potencial en la ecuacién

Kq¢? (A.2)

W d*¥(g) 1

— —K¢@®U(q) = EV
o df ol (q) (q)
d*v
Dejando el termino (9) solo.
dq?
PV(q) ZpKq® 2uE
— v — =0 A3
dq? Inz (q) + 72 ( )
d°V(q) pKq* 2uE
_ i} = A4
dq2 hQ (q) h2 O ( )

Definimos las siguientes constantes:
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uwK 2uk
Sustituyendo [A5] [A"6] en [A 4]
d*¥(q
D - 2Pl + () <0 (A7)
La cual corresponde a la Ecuacién diferencial de Hermite [AZ8]
d*¥(q
D+ (- @) =0 (A8)

Para comenzar su solucién vamos a tomar un ¢ — oo entonces S = 0
en comparacién con q.

d*¥(q) 2 2
qu =a’q"¥(q) (A.9)
Donde la ecuacién de segundo orden, Ec[A 9| tiene la siguiente solucién.
2
T
U(g)=e 2 (A.10)

Para confirmar esta solucién, derivamos Ec[A10] dos veces.

2

df;’) — tage 2 (A.11)
2
aq
d*¥(q) 2 9 5~
Zq ta‘qe 2 (A.12)
d*¥(q) 2 2
4 = +a*q¢*¥(q) (A.13)

Donde vemos que las ecuaciones Ec[A.9) y Ec[A13] son equivalentes, de
esta manera comprobamos que la Ec[A10] es solucién.

Pero vemos que la ec[A 10| posee dos tipos de funciones implicitas dadas
por el exponente del exponencial, el signo negativo y positivo. ; Cual de
estas deberfamos tomar ?. En la mecédnica cudntica la ec[A. 10 es llamada
funcién de onda, esta, estd extendida en todo el espacio, muy diferente en
la mecénica clasica que podemos representar la posiciéon de un particula por
medio de un punto especifico del espacio. La funciéon de onda, segiin la inter-
pretacién estadistica de Bohr debe ser | ¥(q, t) |2, de esta manera obtenemos
la probabilidad de encontrar la particula en una regién del espacio.
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aq?
: S
Al graficar estas dos funciones de onda, vemos que ¥(q) = e 2 | es una
parabola, en la cual ¥(q), adquiere valores infinitamente grandes y no nos
ayudaria a encontrar el estado cudntico de la particula. De esta manera, la
que tomaremos como solucién con sentido fisico serd:

aq2
U(g)=e 2 (A.14)

De esta manera sin considerar que ¢ — 0o volvemos a la ecuacion dife-

rencial tomando en cuenta el valor de 3, pero ya sabemos que la funcién de
2
aq

onda va a tener el factor U(q) =e 2

Donde una solucién tentativa puede ser:

2

q”
U(g)=e 2 Y(q) (A.15)
Derivando la ec[A 15l dos veces.
2 2
ag ag
d¥(q) _ - P
g =0 2 Y(@)+Y(ge 2 (A.16)
20y _ag g g’ o aq?
- T=a?fe 2 Y(g)—age 2 Y'(g)—ae 2 Y(@+Y"(q)e 2 —age 2 Y'(g)
q
(A.17)
2
(6%
PUlg) _

2 ~° 2 [Y"(q) - 2aqY"(q) + o*¢*Y (q) — aY(q)] (A.18)

Reemplazando en la ecuacién diferencial o ec.[A.7]las derivadas tenemos:

A>T
T 2wl + () =0
_ag® ag’ ag®
e 2 [Y'(q)—2aqY'(q) + &*¢*Y (q) — aY(q)] —c’¢’c 2 Y(q)+Be 2 Y(q)=0

(A.19)
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O(q2

e 2 [Y"(q) —2aqY'(q) + 2¢*Y (q) — a¥ (q) — a*¢*Y (q) + BY (¢)] = 0
2 (A.20)
%

Como e 2 ##0, tenemos que:

Y"(q) = 20qY"(q) + 22Y(q) — aY (q) — 2#¥(q) + Y (9) =0 (A.21)
Y"(q) — 20qY"(q) + —aY (q) + BY (q) =0 (A.22)

Y"(q) = 20qY"(q) + (B — )Y (q) = 0 (A.23)

Solucionando por serie de potencia:

Y(g) =) Cung" (A.24)
n=0
Y'(q) = nCng"™! (A.25)
n=0
Y'(q) => n(n—1)Cpq" (A.26)
n=0

Reemplazamos ec. [A.24] , ec. [A.25]y ec.[A.26] en ec. [A.23]

Z n(n —1)Crq" 2 — 2aq Z nCrq" '+ (B8 —a) Z Cng" =0 (A.27)
n=0 n=0

n=0

Ahora podemos cambiar los subindices de la sumatoria, para que estos
generen un subindice para ¢ y luego poderlo factorizar y asi obtener la
relacién de recurrencia.

Para la primera sumatoria hacemos que v = n— 2 por lo tanto n = v+ 2,
y para las otras 2 sumatorias hacemos que v = n.

(o] o0 o0
Z (v+2)(v+1)Cyy2q’ —20q Z 00" M+ (B—a) Z Cyq’ =0 (A.28)
v=—2 v=0 v=0

Expandiendo la primera sumatoria para los valores v = -2y v =—1,y

dejando la sumatoria indicada para v = 0.
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(=242)(—2+ 1)C_a40)q 7 + (-1 + 2)(ZHTC (14207 +

> eV +2)(v + 1)Cyyn)q

Donde el termino que nos queda es el subrayado. De esta manera la ec.
nos queda:

[ee] [e.e] o0
Z(v +2)(v+1)Cyp0)¢" —2a Z vCWq" tq+ (B — ) Z Cyq’ =0 (A.29)
v=0 v=0 v=0
Z(v +2)(v+1)Cyq9)¢" — 2 Z vCyq" + (B — ) Z Cyg" =0 (A.30)
v=0 v=0 v=0
Factorizando:
D 1w +2)(v+1)Cuya — 200C, + (B — a)Cyl ¢" =0 (A.31)
v=0
Como ¢¥ # 0, tenemos que:
(v+2)(v+1)Cyy2 — 200C, + (8 — a)C,y =0 (A.32)
Con v comenzando desde 0,1,2,3...
(v+2)(v+1)Chya = 2avC, — (B — a)Cy (A.33)
2avCy — (B — a)C,
Cyia = A34
+2 (v+2)(v+1) ( )
2 _
Chop = 200 —BHQ o0y g5

(v+2)(v+1)

la ec. [A.35] es conocida como la ecuacién de recurrencia.

Ahora generamos valores para las constantes C, para saber como es el
comportamiento de la funcién Y (q).

*v=0

_ —Bta
Co=— 1 Co
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_ 2a—-f+a
Cs = 3x2x1 =
_ 3a—p
ST 3x2x1
* v =2
da— B+ «

C 4 %3 C
_ba—f (—B+a
“i="3 ( 21 CO)
C4 — (5a_6)(a_ﬂ)co
4!

* v=3
_ [(ba—-B+a
C5_<5*4>C3
[Ta—p 3a— 3
C5_<5*4><3*2*101>
05:(70z—5)5('3a—ﬁ)01

Se puede notar que: cuando el subindice de C' es par, converge en Cy y
cuando el subindice de C es impar converge en C

Cpar — CO
Cimpar — Cl

Si llamamos Cyr, a los coeficientes que dan subindices pares, y Car11 a
los coeficientes que dan subindices impares, de modo que:

Cy = Car + CoLs1 (A.36)
Donde tenfamos que la funcién Y (q) es ec.

Y(Q) = Z Cnq"
n=0

Si expandimos y agrupamos los coeficientes como pares e impares tene-
mos:

Y (q) = Coq® 4 Cig* + Cog® + Cs¢® + Cuq* + Cs¢°....
Y (q) = Cog® + Cag® + Cug*... + Crq* + C3¢® + C5¢°...
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Podemos escribir la solucién de Y (g) como:

Y(q) = Z Corg”" + Z Corp1q°"t! (A.37)
L=0 L=0

De esta forma nuestra solucién tentativa a la funcién de onda nos que-
daréa:

aq
U(g)=e 2 Y(q) (A.38)
g’ o =
U(g)=e 2 | Corg® +) Coppg®™ (A.39)
L=0 L=0

Debemos verificar que tanto los coeficientes C;, pares e impares convergen
a una misma solucion, haciendo los valores de ¢ muy grande o ¢ —» co. Para
esto analizamos la relacién de recurrencia ec[A.35] haciendo que v sea par, de
tal forma que v = 2L y haciendo que v sea impar, de tal forma que v = 2L+1
y miramos como se comportan los cocientes entre dos coeficientes sucesivos.

*x v =2L

4dal — B+«
2L +2)(2L +3) **

Cor42 = (

Cory2a  4al—B+a

Cor (2L +2)(2L +3)

Si L — 00, los términos que no tengan L en comun se pueden des-
preciar, por lo tanto me queda:

Corvo  4alL

«
— ~ — A .40
Co DD T L (4.40)
*xv=2L+1
o B 202L+1) -+« o
Cor43 _ dal + 20— B+«
Cor11 (2L + 3)(2L + 2)
Si L — o0,
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CQL+3 4oL «
Cor1 (2L)(2L) T L (A-41)

Como vemos las ecuaciones ec. y ec. los coeficientes de la
relacién de recurrecia convergen, indicando que las 2 soluciones de Y'(q)
(parte par y parte impar) convergen y por lo tanto las soluciones pueden ser
normalizadas.

Como vemos que cuando L — oo Los coeficientes de la relacién de
recurrencia (tanto pares e impares) tienden a cero. Supongamos que para

. . . 2 . .
algin valor en la recurrencia el cociente sera cero, por ejemplo para

v
un valor v = n. Donde en n sera el valor fundamental o mas bajo, por lo

tanto:

2an — B+«
(n+2)(n+1)""
Cnt2  2an—f+a
Cn (n+2)(n+1)

Cn+2 =

Sic:
Cv+2 -0
Cy
Entonces:
2an — B+ «

(n+2)(n+1)

2an — f+a =0

2n+1la—-pB=0 (A.42)
Reemplazando los valores para o y f3, ec. y ec. en la ecuacién

ec. [A.42] obtenemos:
uwK  2uFE
G+ VT =

K
Donde w? = — entonces K = w?u, entonces:
I

pw? _ 2uk
2 h?

(2n+ 1)%“’ - ZEZE

(2n+ 1)wh =2FE

(2n+1)
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h
Donde h = — y w =27 f
27

h
(2n + 1)sz?—m =2E

(2n+1)% =F

<2;+1(;)> hf=E

[ po(ne)r )

Como vemos en la ecuacién ec. la energia se da en niveles o esta
es discreta, a diferencia en la mecanica clésica ec. [8.78] en el cual la energia
era continua y constante.

El estado fundamental serd cuando n = 0:

By = %h f (A.44)

Esta energia fundamental de oscilador arménico es diferente de cero.

Ahora generamos soluciones de la funcién de onda ¥(q).

U(g)=e 2 Y(q) (A.45)

Con Y (q) igual a ec.

Y(Q) = Z qun
n=0

Por lo tanto ¥(q), tendra varias soluciones, dependiendo de si el numero
cuantico n es par o impar.

2

g’
U(ghh=e 2 Y Cug" (A.46)
n=0

- Paran =0.
aq?
¥U(q)o = Coq’e 2
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oqu

U(q)o = Coe 2 (A.47)

La funcién ec.[A47], corresponde a una funcién par, vamos a normalizarla
aplicando la condicién de normalizaciéon probabilista:

/OO 0 () 2z = 1 (A.48)

« ag*\*
/ Col* [e 2 | dg=1
/ \Co|2e*aq2dq =1 (A.49)

La solucién de la integral ec. es:

/ Col?e " dq = Cg\/z (A.50)

Por lo tanto:

G- =1
1
Co = (%)Z (A.51)

Por lo tanto la ecuacién ec. [A.47] quedaré:

L _a¢
U(q)o = <g> 4e 2 (A.52)

s

La ecuacién ec. corresponde a la funcién de onda para el estado
fundamental.

- Paran =1.
aq’
U(q); = Cigte 2 (A.53)
Normalizando:
/ |C1PqPe T dg = 1 (A.54)
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La solucién de la integral ec. es:

> 2.2 —aq® ;7 _ 2 | T
| lepie et = o [ (A.55)

i
C1 ) g8 =1
012 - ,/@
v

Por lo tanto:

1
403\ 4
Cy = (“) 4 (A.56)
7r
Por lo tanto la ecuacién ec. quedara:
L
403\ 4 ——
V(g ={-—) ¢ 2 (A.57)

La ecuacién corresponde a la funcién de onda para el estado en el
n=1.

- Paran = 2.

aq2

U(q)2 = (Co + Cag®le 2 (A.58)
Para calcular el valor de la constante Cy usamos la relacién de recurrencia
eclA.35)

200 — B+ «
(v+2)(v+1) "

Vamos a dejar la relacién de recurrencia en términos solo de «, v y

Cv+2 =

2ub VK
n, para esto debemos eliminar 8. Sabemos que 5 = %; a = %
1
2uE
200 + o — —;;2
C’U+2 =

C
(v+2)(v+1) °
Reemplazamos la energia discreta.
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2u(n + )hf
2000 + o — —22
Cv+2 = h Cv
(v+2)(v+1)
200 + o — 2#}7;2hf — Mh—f;f
Cv+2 = Cv

(v+2)(v+1)

K 1 /K
Donde si: w? = —; w = 27 f entonces f = —,/ — y h = 27h
7 2V op

De esta manera nos queda:

2‘“7‘%7‘*‘%\F \f

2000 + o —
Corz = (u + (v +1)
K K
2ung [ —  py/—
2v + a — 5 B h,u
v - Cv
Co+2 (v+2)(v+1)
2av+a— ' '
Cotz = U—|-2 v—i—l
vEKu  Kp
200 + a — 2n -
Cv+2: h i Cv

(v+2)(v+1)

2000 + o — 2n\/hW;— \/h@/
Cy

Cotz = (v+2)(v+1)
_ 20w+ — 2no —
Cotz = (v+2)(v+1) Co
2 —2
Cppp = 20— 21O (A.59)

CEPICES A

La ecuacién ec. [A.59es la relacién de recurrencia en términos de v, n'y

Con la ec. calculamos Cy, con v =0y n = 2.
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~ 20(0) —20(2)
“=0r0r)

02 = *20&6’0 (A.60)

Ahora podemos reemplazar la ec. en la ec. de esta manera
obtenemos:

ag?

U(g)e = (Co — 2aCogP)e 2
aq®
U(q)2 = Co(1 — 2a¢%)e 2 (A.61)

Ahora normalizamos ¥(q)2 para encontrar el valor de la constante Cp.

o0
/ |Col?(1 — 2aq2)267“q2dq =1
—0o0
Como vemos la ec. debe ser normalizada, esta contiene el termino
(1—2aq?)?, este termino se puede escribir de la siguiente manera (2aq®—1)2,
Estos términos son equivalentes siempre y cuando los 2 estén al cuadrado.
De esta manera podemos escribir la ecuacion ec. de la siguiente

manera:

2

aq
T(q)e = Co(2ag® — 1)e 2 (A.62)
Al normalizar nos queda:
/ Co(20q? — 1)2e 0% dg = 1 (A.63)

La solucién de la integral es:

> —a 47
/ Co2(2aq? — 1)%e T dg = |Co|2\/ @

Por lo tanto:

1
Co = (—) 1 (A.64)
Reemplazando ec. [A.64] en [A.62]
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1 ozq2

U= (1-)4 (204 — e 2
1 ! ad’
V(@)= 575 (5)4 (2ag —De 2 (A65)

Vamos a generalizar las funciones de onda para un valor n , ¥(q),.
Para esto multiplicamos y dividimos ¥(q)y por 2.

aq2

(2aq® — 1)2677

B~ =

Y02 = 37 (5)

1 . ar’
w1 _ag®
Y0k = g (£)4 (4ag® - 2)e

La parte en color azul corresponde al polinomio de Hermite 2. De esta ma-
nera queda:

1 ag?

1 a\ 7 -
I | 1/2 2
ST ) e e

Generalizando obtenemos:

U(q)2 =

1 aq?

V@) = G ()1 Hula i) 2 (A.60)

La ecuacién corresponde a la funcién de onda para el oscilador
armoénico cuantico.

Donde los polinomios de Hermite son:

Hy=1
Hy =2z
Hy =422 — 2
Hz =823 — 12

Hy = 162* — 4822 4+ 12...
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Con formula de Rodrigues:

Hy(z) = (~1)"e"” <dn6x2>

dx™
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